Lista de Exercicios 1
BC1427 — Equagdes Diferenciais Ordinarias

Entregar no minimo quatro exercicios até 20 de margo durante a aula

1. Considere os problemas de valor inicial (PVI’s)

(i) ' =-1x(0)=0;
(i) ' =vV1—x2y(0) =2;

(iii) x" = x%, x(0) = xo # 0.

(a) Prove que o PVI (i) ndo possui solu¢do em nenhum ¢ > 0.

(b) Prove que o PVI (ii) ndo possui solugdo.

(c) Prove que o PVI (iii) possui uma solugdo que diverge em t = xio

(Dica: reescreva as equagdes acima como % (gox) = h(t))

. Reduza as seguintes EDO’s escalares a sistemas de primeira ordem
na forma normal. Caso a equagdo seja linear, escreva o lado direito
da equagdo em forma matricial.

(@) x" +e(x?> —1)x’ 4+ x = 0 (equacdo de van der Pol com parame-
troe > 0).

(b) t2x” + tx' + (> — n?)x = 0 (equacdo de Bessel de indice n € IN);

(© (1—#)x" —tx’ + p?>x = 0 (equagdo de Chebyshev de indice
p=0);

(d) t(1 —)x" + [y — (« + B+ 1)t]x’ — aBx = 0 (equagdo hipergeo-

métrica com parametros «, 8,y € R);

. Seja X um campo vetorial ! no aberto Q) C IR". Suponha que para
todo xp € () existe uma dnica solugio maximal ¢ : I — Q do pro-
blema de valor inicial x’ = X(x), x(0) = xp, onde = (w_,w4) é0
intervalo (aberto) maximal de existéncia.



(a) Suponha que ¢(t1) = ¢(t2) para algum par t; # t, € I. Prove
quel =Re¢(t+T) = ¢(t) paratodot € R,onde T = tp — 1.
Solugdes com a propriedade acima sdo denominadas periddicas
(de periodo T). (Dica: use a propriedade dada para estender o
intervalo de existéncia de ¢ ao RR inteiro)

(b) Suponha a situagdo dada no item (a). Prove que o conjunto
C={T eR|p(t+T) = ¢(t) paratodo t € R}

é um subgrupo aditivo de R, i.e. 0 =€ Ce T, Ty, T, € C implica
—T,T1 + T, € C. Prove também que, se T = inf{T € C|T >
0} > 0, entdo C = Zt = {nt|n € Z}. (Importante: vocé deve
provar primeiro que T € C! Faca isso provando que C é um
subconjunto fechado de R, i.e. se (Ty,),en converge para T € R
eT, € Cparatodon € N,entdo T € C)

(c) Suponha a situagdo dada no item (a), e seja T como definido no
item (b). O que acontece se T = 0?

(d) Retornemos ao caso geral. Prove que se

lim ¢(t) =p e,

t—>w+
entdo p é um ponto singular de X (i.e. X(p) = 0) e wy = 4
(Dica: suponha que X(p) # 0 ou que w4 < +0o9o, e conclua que
o intervalo de existéncia (w_, w4 ) ndo pode ser maximal).

4. Seja X = Vf, onde f : O — R é uma funcdo %" no aberto Q) C
R", r > 2. Supomos que as mesmas hipoteses do exercicio 1 sdo
satisfeitas.

(a) Prove que X ndo possui 6rbitas periddicas nao-triviais em €.
Em outras palavras, dado qualquer p € ), prove que ndo existe
T > 0 tal que a¥(p) = p, onde a*X é o fluxo de X.

(b) Suponha que X possui apenas pontos singulares isolados (i.e.
dado qualquer ponto g € Q) tal que X(g) = 0, existe € > 0 tal
que Be(q) = {p € Ql|lp — qll2 < €} C Q nado contém nenhum
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outro ponto ¢’ satisfazendo X(gq') = 0 além de g). Prove que,
para todo p € Q, o conjunto w-limite w(p) de p, definido como
w(p) =Dsewi(p) < +ooe

w(p) ={q € Qo : I(tn)nen, tn € R tal que

th = +ooea (p) = q}

se w4 (p) = +oo, satisfaz w(p) = @ ou w(p) = {q}, onde g é
um ponto singular de X.

(Dica: note que se t — ¢(t) = af(¢(0)) é uma solugéo nio-constante
de X, entdo LWL — (T f(p(1)), VF($(t)) > 0,ie. fog éestrita-

mente crescente)

. Seja X um campo vetorial ¢! no aberto () C R”, cuja 6rbita através
de p € ) é denotada por y,. Uma fungdo continua f : Qg — R é
dita uma integral primeira de X em () se:

(i) f for constante ao longo das érbitas de X (i.e. f|,, é constante
para todo p € ()), e
(ii) f ndo é constante em nenhum aberto U C Q.

Prove que, se f : Qy — R é %1, tal que Df(p)(X(p)) = 0e Df(p) #
0 para todo p € (), entdo f é uma integral primeira de X em ().

. Seja & C R abertoeconexo,a € &, f : & - R, K:EXE — R
continuas, A # 0, e ¢ : & — IR solugdo (continua) da equagdo integral
de Volterra

#(6) = F(0) + 1 [ Kt 9)9(6)ds

(a) Suponha ¢ e f continuamente diferencidveis. Escreva a EDO e
a condicdo inicial que ¢ satisfaz.

(b) Defina para todo k € IN

k .
=) _ Mot
=0



onde ¢o(t) = f(t) e p;(t) = [} K(t,s)¢;_1(s)ds. Prove que se
f e K sao limitadas em [a,T] C E, onde T > a, entdo ry i
¢ uniformemente em t € [a,T], e que ¢ é solugdo da equagdo
integral de Volterra dada acima.

7. (@) Segja @ : R — M;x»(R) continuamente diferenciavel, tal que
d(t) é ndo-singular para todo t € R. Prove que existe uma
tnica A : R — My x,(R) continua tal que ® é solugdo funda-
mental de x" = A(f)x.

(b) Seja A : R — M, xn(R) continua e anti-simétrica para todo t €
R,ie. A(t)T = —A(t). Prove que toda solucdo fundamental &
de x’ = A(t)x satisfaz ®(t)T®(t) = C, onde C € M, »,(R). Em
particular, se ®(ty) é ortogonal para algum ¢y € R (i.e. C = 1),
entdo ¢(t) é ortogonal para todo t € R.

8. Sejam A, B € M, x»(C).

(a) Prove quedet e/ = ¢4, onde Tr A = Z};l [A]j; é o trago de A.

(b) Prove que e!(AB) — ¢t4etB para todo t € R se e somente se
[A,B] = AB — BA = 0.

(c) Suponha que [A,[A,B]] = [B,[A, B]] = 0. Prove que ®(t) =
e~ H(A+B)etBotA ¢ solucdo da EDO linear matricial X' = t[A, B]X.

(d) Suponha que A, B satisfazem as hip6teses do item (c). Prove
que, paratodot € R,

t2
otBotA _ GH(A+B), 5 [AB]



