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. (2.0 pontos. Feito em sala de aula com nimeros diferentes) Seja

f(a,y) = { o (@) #(0,0),
O? (x,y) = (0,0)

Determinar o conjunto de continuidade, e de diferenciabilidade de f. Calcular f, e f, aonde
existirem e estabelecer os respectivos conjuntos de continuidade. Enfim calcular f,,(0,0) e
fy2(0,0) se existirem e dizer se f, é diferencidvel em (0,0). Mostrar todas as contas e justificar
as respostas.

. (2.0 pontos. Exercicio 8b da lista 3 da Gradmat e feito em sala de aula com ntmeros diferentes)
Determine a melhor aproximacao afim para a expressio x2 + y? — 2xy, no ponto (1,2) e use-a
para estimar o seu valor em (0.99;2.01). Mostrar todas as contas e justificar as respostas.

. (2.0 pontos. Exercicio 10 da lista 4 da Gradmat) Uma funcdo w = f(z,y, z) com segundas
derivadas parciais continuas que satisfaz a Equacao de Laplace Aw := Wy, + wyy +w., = 0, é
dita harmonica. Qual das func¢oes abaixo s@o harmonicas no préprio dominio de definigao?

(a) flz,y,2) = (42 + 4y + 42%)71/2,
(b) f(x,y,2) = g(x,y) = =* — 3ay?;
(c) f(z,y,2) = g(x,y) = e®sin(y?) + e¥ cos(y?);

Mostrar que uma qualquer combinacao linear de fungoes harmonicas é harmoénica. Mostrar todas
as contas e justificar as respostas.

. (3.0 pontos. Exercicio 20 da lista 3 da Gradmat e feito em sala de aula com nimeros diferentes)
Determinar a equacao do plano tangente no ponto (1,0, 1) a superficie definida implicitamente
pela equacao

F(z,y,2) =22+ (2> +y)22 + 2 4+y = 3.

Seja z = z(x,y) uma funcdo definida implicitamente pela equagao
F(z,y,2) =22+ (> +yH)2 + a2 +y =3, (1)
tal que z(1,0) = 1. Calcule as seguintes derivadas parciais no ponto (1,0),
22(1,0), 2zy(1,0), 2zy,(1,0) = Efy [;xz(m,y)] .
|(2,y)=(1,0)
Mostrar todas as contas e justificar as respostas.
. (3.0 pontos. Feito em sala de aula com nimeros diferentes) Seja f(z,y) := /222 + 4y2.

(a) (1.0 pontos) Determinar o dominio e a imagem de f(x,y), esbogar suas curvas de nivel.

(b) (1.0 pontos) Calcular o vetor gradiente de f e esbogar tal campo de vetores no dominio de
I

(¢) (1.0 pontos) Determinar os pontos (caso existirem) em que o gradiente de f é perpendicular
ao eixo y.

Mostrar todas as contas e justificar as respostas.



Gabarito

1. f estd definida em todo R? em R?\ {(0,0)} é continua pois é o quociente de duas fungoes
continuas. Em (0,0) é ficil de verificar direitamente que f é continua. Nos provaremos que f é
diferencigvel e logo a posteriori continua em (0,0) também. Calculamos agora

z2y
f(x,y) — \/TTZF? (x,y) 7£ (O7O)a
0, (z,y) = (0,0).
23
B 2 m2+y2—\/m_ 20(2® + %) —2® 2?4 2ay?
fx(xay) = Yy (x2—|—y2) =Y ($2+y2)3/2 _y<m2+y2)3/27 (:an) # (070)7
0, (z,y) = (0,0).
1
R RN S
fy(z,y) = a? (22 + 32) = a? (a2 + y2)3/2 = (a2 + y2)3/27 (z,y) # (0,0),
0, (z,y) = (0,0),
pois f+(0,0) = L[f(,0)]| =F| [0]=0
£,(0.0) = Z{FO.)| =] Dol

f é continua em R?. Pelo teorema do diferencial total f ¢é diferencidvel em todo R?, pois como
¢ facil verificar f, e f, sao continuas em todo R2. Na verdade f € C'(R?). Agora calculamos as
derivadas segundas em (0, 0).

fuy(0,0) = a% Bg(x,y)} =7

=0

= L1, 0)|__ = el

(:E,y)Z(O,O)

_d ’
y=0 dy ly=0

0.0 = 5 |2 (0)

d
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Agora enfrentamos o problema de ver se f, é diferencidvel, logo estudamos o problema de
encontrar a,b € R tais que

. 3+ 2:Cy2 1
lim yiw—O—a:c—by 71/220,
@)—00) \ 7 (22 + y2)%/ (22 + y2)

i.e., encontrar a,b € R tais que

lim psin(8) (p? cos(8) + 2p? cos(9) sin(0)) — p*[acos(h) + bsin(f)]
p—0F pt

~0. 2)

#=0=a=0, o
6 =r/2=b=0. } Substituindo estes valores de a e b em obtemos

lim sin() cos(#) + 2 cos(#) sin?(#) = sin(8) [cos() + 2 cos(f) sin(h)] .

p—0t

Logo como é facil de ver 30y €]0,7/2] talque sin (6g) cos (fp) + 2 cos (6p) sin? (6p) # 0
= f, nao é diferencidvel em (0,0).



fe(z,y) = 322 — 2y,

fy(z,y) = 2y — 2z,

fz(1,2) =3 —-4=—1,

fy(1’2) = 25

9(z,y) = f(1L,2) + fz(1,2)(z - 1)+ fy(1,2)(y —2) =1—(z - 1) +2(y — 2) = -2 —z + 2y.
9(0.99,2.01) =1+ 0.01 +2 — 0,01 = 1.03 é a aproximagao procurada.

)=
£(0.99,2.01) = (0.99)3 + (2.01)%2 — 2-2.01-0.99 = 1.030599. Como ¢é facil de ver a aproximacao
¢é valida até o terceiro digito decimal.

3. E preciso verificar em quais dos trés casos vale A f(z,y,2) =0.

(a) fm(x,y,z) = —T—— J—
fm(l‘,y,z) = — |:r3 _

:>Af(a:,y,z):—rl [1—3‘%2} —1[1—33/2] —1[1—322] :—%3[3—3]:0. Logo f

é harmonica.

(b) fy(z,y,2) = =32y = fyy(x,y) = —6a
f:c(xvy) = 42° — 3y2 = f$($7y) = 1227 = Af(x,y,z) = fxx + fyy + fzz = 1222 — 6z 7é 0.
Logo f nao é harmonica.

(¢) f(x,y,z) =e"sin (yz) +eYcos(y?) = fee(z,y, 2) = €¥sin (yQ)
fy(z,y,2) = e® - 2cos(y?)y + e cos(y®) — e¥ sin(y?)2y =

foy(zy) = 2€ (cos(y®)y — 2y° sin(y?))
e¥ (cos (y2) — 2ysin (y2) — 2cos (y2) y — 2sin (y2) — 2% + 2cos (y2)) .

fez(z,y,2) = 0.

= que existe (z,y, 2) € R? tal que Af(z,y,2) = faul(,y,2) + fyy(@,y,2) + foz(x,y,2) # 0.
Logo f nao é harmonica.

4. F(1,0,1) =1+ (140)-14+140=3.
Fyu(r,y,2) = 322> +1 = F,(1,0,1) = 3.
Fy(x,y,2) =2y2? + 1 = F,(1,0,1) = 1.
F.(z,y,2) =32 + 2z (2 + y*) = F3(1,0,1) =3 +2=5.

Logo
OF F F
T %(1,0, D(z—-1)+ 8—y(1,0, Dy + 5(1,0, Nz—1)==-3x—-1)4+y+5(z—-1)=0.
oF

5(1,0, 1) =5+# 0= 3z = z(x,y) tal que

2(a,y) + (2 +y°) (@, y) + o +y =3 (3)
Derivando a equacao a respeito da variavel x obtemos
322(33, y)zx(a:, y) + 21:22('7"7 y) + y22z(1‘, y)zll?(xv y) + 1 + 1‘222($, y)Zx(Qj‘, y) =0. (4)

Avaliando a equagio () em (1,0) obtemos 5z,(1,0) +2+ 1 =0 < 2,(1,0) = —2.
Derivando a equacao (3)) a respeito da varidvel y obtemos

822(1,y) 2y (2, y) + 02222, y) 7y (2, y) + 2% (2, 9) 2y (2, 9) + 2922 (0, y) £ 1= 0. (5)



Avaliando a equacao em (1,0) obtemos
32,(1,0) + 22,(1,0) + 1 = 0. (6)

Logo z,(1,0) = —1.
Derivando a equacao @ a respeito da varidvel y obtemos

Zyz (2, y) [32’2 + 2y%2 + 2a:3z] + 2o(2,y) [622y + 4yz + 2%z, + 2x32y] +4xz2,=0. (7)

Avaliando a equa(;éo @ em (1,0) obtemos z,,(1,0)5 — % [6( ) +2 (__)] +4 (__) 0=
52y2(1,0) + 5 — 5 = 52y0(1,0) + % =0 = 24,(1,0) = —‘—;.

- fzyy) = /222 + 492

Domf =R?% Imf = [0, +o0l.

Quando ¢ > 0, f L{e}) = ( ,y) € R2|2a: + 4y2 = %}, i.e., o conjunto de nivel é a elipse de
equacao — +y—2—1:> z?

c < ¢

;i E)
Quando ¢ =0, f~1({0}) = {(0,0)}. Em fim quando ¢ < 0 temos que f~*({c}) = 0.

2x
A 00
folz,y) = \C{m (z,y) # (0,0)
@[f(x,())]‘z:o = %(\/im)‘z:o — 1

4y
PR v

Lo = #eu| =3

y=0
Logo o gradiente de f estd definido s6 em R?\ {(0,0)} e aonde estiver definido é orthogonal &s

curvas de nivel.

2z 4y
V222 + 4y’ V222 + 4y?

Vf(x,y) = ( > ,(:c,y) - (070)'

Para esbogar o desenho do campo gradiente seria preciso também analisar o modulo de V f(x, y)
e ver como ele varia, esta tarefa nao é muito dificil é s6 um pouco mais laboriosa, porém visto
o tempo da prova decidi de nao cobrar isso. Em fim para responder a questao do ponto (c) é

reciso resolver a equacgdo < V >= 2 __ — (. Logo os pontos (z rocurados sao
p quag / :] N g p (z,y) p

aqueles onde y =0 e x # 0.



