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. (2.0 pontos. Feito em sala de aula com nimeros diferentes) Seja

z,y) = %a(w,y)#(o,o%
e {07(+x,y)=(0,0).

Determinar o conjunto de continuidade, e de diferenciabilidade de f. Calcular f, e f, aonde
existirem e estabelecer os respectivos conjuntos de continuidade. Enfim calcular f,,(0,0) e
fyz(0,0) se existirem e dizer se f, ¢é diferencidavel em (0,0). Mostrar todas as contas e justificar
as respostas.

. (2.0 pontos. Exercicio 8b da lista 3 da Gradmat e feito em sala de aula com ntimeros diferentes)
Determine a melhor aproximacao afim para a expressio 2 + y> — 3xy, no ponto (1,2) e use-a
para estimar o seu valor em (0.99;2.01). Mostrar todas as contas e justificar as respostas.

. (2.0 pontos. Exercicio 15 da lista 4 da Gradmat) Se u e v sdo fungoes das varidveis x e y de
classe C%(R?), e satisfazem as equacdes de Cauchy-Riemann

ou_ov on_ oo "
or 0Oy’ oy Oz’

Mostre que u e v sao harmoénicas. Mostrar que uma qualquer combinagao linear de funcgoes
harmonicas é harmonica. Mostrar todas as contas e justificar as respostas.

. (3.0 pontos. Exercicio 20 da lista 3 da Gradmat e feito em sala de aula com nimeros diferentes)
Determinar a equacao do plano tangente no ponto (1,0, 1) a superficie definida implicitamente
pela equacao

F(z,y,2) =22+ (2> +y)22 + 24+ y = 3.

Seja z = z(x,y) uma funcao definida implicitamente pela equagao
F(z,y,2) =2+ (* + ¢y} +x+y =3, (2)
tal que 2z(1,0) = 1. Calcule as seguintes derivadas parciais no ponto (1,0),
22(1,0), 2zy(1,0), 2zy,(1,0) = (‘fy [iz(@y)] .
|(z,y)=(1,0)
Mostrar todas as contas e justificar as respostas.
. (3.0 pontos. Feito em sala de aula com nimeros diferentes) Seja f(z,y) := \/m

(a) (1.0 pontos) Determinar o dominio e a imagem de f(x,y), esbogar suas curvas de nivel.

(b) (1.0 pontos) Calcular o vetor gradiente de f e esbogar tal campo de vetores no dominio de
f-

(¢) (1.0 pontos) Determinar os pontos (caso existirem) em que o gradiente de f é perpendicular
ao eixo x.

Mostrar todas as contas e justificar as respostas.
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zy?
f(z,y) 12 (z,y) # (0,0)
0, (z,y) = (0,0)
Ayt =2 oyt 0,0
falz,y) = Y (x2+y2)2 dy (x2+y2)27 (z,y) # (0,0)
d f(l‘,o)’x: = %(0) — =0, (Zl‘,y) (0’0)
2y(a® +y?) -2 2%y ) .
fy(z,y) = J ($2+y2)2 ] (:L‘Q—i-yQ)Z’ (z,y) # (0,0)
o] =20 =0 @y=00
sin sin2(0) — cos
lin, o0 25O ;9) ) _ gn2(9)(sin2(6) — cos?(9))

= iﬂlim(%y)ﬁ(oyo) fz(z,y) = fr nado é continua em (0,0) = f, nado é diferencidvel.

%Sin(e) coSQ(Q) = 2sin(f) COS3(9)

1imp4)0+

= ﬂlim(a}’y)_}(op) fy(z,y). Isto prova que nao podemos aplicar o teorema do diferencial total
para estabelecer a diferenciabilidade de f em (0,0). Agora vamos estudar a diferenciabilidade
de f aplicando direitamente a definigao.

2

LY
lim 22 4+y2 0—az—by lim # cos(0) sin?(0) — pPlacos(6) + bsin(6)]
T = +
(z,y)—(0,0) \/m p—0 Vg
= cos(f)sin*(#) — acos() — bsin(g). Pondo primeiro § = 0 e depois § = 5 = ng =
2
LY
m —0—ax — by

Blim, ) (0,0) — = f nao é diferencidvel em (0,0). f;(0,y) =1,sey#0e
T+

f=(0, 0) = 0. Logo y — f2(0,y) nao é continua em y = 0 o que implica que nao é derivivel em
y = 0. Por outro lado

0.0 = - (@) |

d
(2)=(0,0)  dy (f2(0,9)) ’ - D

Y=
d d
£un(0,0) < ) s = @ | =] =0
—xy—2x—3y fo(1,2)=2-6=—4
_ .2 3 T\t
2. flo,y) =2 +y° —3zy = gw)_?’y _ 3 :’{fy<1,2)=3 4-3=9

(,y) =3—-4(z—-1)+9(y—-2)=-3—-4dr+4+9y—12=—-4x+9y—11 =
(x,y) = —4x 4+ 9y — 11.

9(0.99,2.01) =34+4-0.01 +9-0.01 = 3.13

£(0.99,2.01) = (0.99)2 + (2.01)3 — 3-0.99 - 2.01 = 3.131001

3. Derivando a respeito da varidvel z a primeira equacao de obtemos u;; = vy e derivando a
respeito da varidvel y a segunda equacao de obtemos uy, = —vy;. sendo v € C?(R?), pelo
teorema de Scwartz-Clairaut vale vy, = vyz. Logo Au = gy + uyy = vzy — vy, = 0. O que
mostra que u é harmonica em R?.



4.

5.

F(1,0,1) =1+ (1+0)-14+1+0=3.

Fy(z,y,2) = 3222 + 1 = F,(1,0,1) = 3.

Fy(z,y,z) =2yz? +1 = F,(1,0,1) = 1.

F.(z,y,2) = 32> + 2z (¢ + y*) = F;(1,0,1) =3+2=5.

Logo
OF F F
e %(1,0, D(z-1)+ 8_y(1’0’1)y+ 5(1,0, Nz—1)==-3x—-1)4+y+5(z—-1)=0.
oF

5(1,0, 1) =5#0= 3z = z(z,y) tal que

P(zy) + (2 + %) (2, y) + o +y =3,

Derivando a equagao a respeito da varidvel x obtemos

322 (2, y) ze (2, y) + 202% (2, y) + y*22(x, y) 20 (2, y) + 1 + 2222(x,y) 22 (z,y) = 0.

Avaliando a equagao (@) em (1,0) obtemos 52,(1,0) +2+1 =0 & 2,(1,0) =
Derivando a equagao (3)) a respeito da varidvel y obtemos

O“IOO

322($ay)2y($7y) + $222($,y)2y($,y) + 2y22(x7y)zy(may) + 2y22(1"7y) + 1=0.

Avaliando a equacao em (1,0) obtemos
32y(1,0) +224(1,0) +1 = 0.

Logo 2z,(1,0) = —%
Derivando a equacao @ a respeito da varidvel y obtemos

Zyz (T, Y) [322 + 2%z + 23:3,2] + 2z(z,y) [6zzy + 4yz + 2y22y + 2x32y] +drzzy =

Avaliando a equacio (7) em (1,0) obtemos z,,(1,0)5— 2 [6 (—%) +2(—1)] +4 (%) =0=

S (1,0) £ 5§ = 5oy (1,0) + 2 =0 2 e(1,0) = 4
(a) flz,y) = /3a*+ 9y°
Domf =R2% Imf = [0, +oo[
Y2 22 o2
c>0:32%2+9y%=¢? :—+—2=1: 5 + 5 =1
c o« c (E)
;7 (5 G

quando ¢ = 0, {(0,0)} = f1({0}), e = 0, 8 = F'({c}), ¢ < 0.

3x

fula,y) = Trren @y 7 (0.0
%[f(m)] o= @ (VBl)| _ =3 @) = (0.0)
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W

folay) = W< y) # (0,0)
O] = £ =3 (@) = 0.0

y=

Logo o gradiente de f estd definido s6 em R?\ {(0,0)} e aonde estiver definido é orthogonal
as curvas de nivel.

3x 3y
Vflx,y)= , .
fey) (\/3:(:2 +9y% /32 + 9y2>

Para esbocar o desenho do campo gradiente seria preciso também analisar o modulo de
Vf(x,y) e ver como ele varia, esta tarefa nao é muito dificil é sé6 um pouco mais laboriosa,
porém visto o tempo da prova decidi de nao cobrar isso.

Vi(z,y)-i=0ex=0y%#0.



