P1 FVV-UFABC
Simulagao

. (3.0 pontos. Feito em sala de aula) Seja f(z,y) = /222 + §y2.

(a) (1.0 pontos) Determinar o dominio e a imagem de f(x,y), esbogar suas curvas de nivel.

(b) (1.0 pontos) Calcular o vetor gradiente de f e esbogar tal campo de vetores no dominio de
f.

(c¢) (1.0 pontos) Determinar os pontos em que o gradiente de f é perpendicular ao eixo y.

. (3.0 pontos. Feito em sala de aula) Seja

T sin(%)y
fay) =3 Ve T
0,2 =0.

Determinar o conjunto de continuidade, e de diferenciabilidade de f. Calcular f, e f, aonde
existirem e estabelecer os respectivos conjuntos de continuidade. Enfim calcular f;,(0,0) e
fy2(0,0) e dizer se f, é diferencidvel em (0,0).

. (2.0 pontos. Exercicio 8b da lista 3) Determine a melhor aproximagao afim para a expressao
23 —y3 — 2y, no ponto (1,2) e use-a para estimar o seu valor em (0.99;2.01).

. (2.0 pontos. Exercicio 20 da lista 3 da Gradmat) Determinar a equagao do plano tangente no
ponto (1, 3,2) a superficie definida implicitamente pela equacao

F(z,y,2) =25+ (x +y)2> + 2° + 3y = 34.

. (2 pontos, feito em sala de aula) Seja z = z(x,y) uma funcdo definida implicitamente pela
equagao
F(z,y.2) =2"+ (z +y)2* +2” +¢* =3, (1)

tal que z(1,0) = 1. Calcule as seguintes derivadas parciais no ponto (1,0),

o |0
zm(LO)v Zy(LO), Zyx(l,()):@ |:(9$Z(x,y):||( = )
z,y)=(1,0

. (2.0 pontos. Exercicio 13 da lista 4 da Gradmat) A equagao

0% 0%u
@(x,t) = CQ@@J),

onde ¢ é uma constante real positiva, é chamada equac¢ao da onda. Sejam f e g funcoes duas
vezes diferencidveis de uma variavel.

(a) Mostre que u(z,t) = f(x + ct) e v(z,t) = g(x — ct) satisfazem a equagao da onda.

(b) Mostre que uma fungao da forma ¢(z,t) = f(xz+ ct) + g(x — ct) satisfaz a equagao da onda.

(c) Conforme que ¢(x,t) = sen(t)sen(x) satisfaz a equagao da onda com ¢ = 1, e entdo use
identidades trigonométricas apropriadas para expressar essa fungdo na forma f(x +t) +

g(z —1).



Prova escrita parte facultativa, olhar s6 depois ter acabado com a parte nao facultativa

1. (3.0 pontos. Facultativo. Exercicio culto sé para mostrar o que se faz com FVV em cursos mais

avancados) No exercicio que segue para toda funcdo f : U — R, U C R™ usaremos a notagao
Supp(f) :={x € R*: f(x) # 0}. Seja a €]0, +oo[,

Pa(z) = { 6’ T

Mostrar que ¢, € C®(R) e [|¢allcc < 1. Calcular ¢! (x) e mostrar geometricamente e
analiticamente que ||¢,||s > 1, para todo a €]0,400[. Seja

|ZC|<1

Lz <1,
%(96) = (Pa(x - 1)7 1<z <2,
0, x| > 2.

Sejam zg € R™, r €]0,+0], frp,ar : R” = R, fop.a.r(T) := Yo (|$_Tx0 ‘) Mostrar que fygar €
C*®(R"™), com Supp(fz.ar) = Brn(zo,7). Mostrar que para todo € > 0 existe a. > 1 tal que
1 < ||V fapsacrlloo < CHEE para todo zg € R™ onde C > 1 é uma constante independente de ¢,

de r e xy. Esbogar o gréfico de fz.a,r, n0s casos n =1 e n = 2, (feito em sala de aula).

(2.0 pontos) Seja f : R? — R? f(x,y) = (e*cos(y),e"sin(y)). Mostrar que f é localmente
inversivel em todo (z,y) € R? mas que nio é globalmente inversivel. Observe que esta funcio
¢ muito importante em analise complexa, porque corresponde a funcao exponencial complexa
w = e, onde z = x + Y.

Prova oral e/ou Semindario, facultativo

1.

10.
11.

12.

13.

(Apendice F' de [Stell]) Enunciar e demonstrar o Teorema do diferencial total, ilustrar com
exemplos e contraexemplos (feito em sala de aula).

Enunciar e provar o Teorema dos valores medios no caso vetorial, i.e., Teorema 5.19 de [Rud91].

(Apendice F' de [Stell]) Enunciar e provar o Teorema da fungao implicita, ilustrar com exemplos
e contraexemplos (feito em sala de aula).

Enunciar e provar a regra da cadeia nas varias versoes de preferéncia como feito no Teorema
9.15 do livro [Rud91].

Tratar o caso mais geral do teorema da funcao implicita como no Teorema 9.28 do livro [Rud91].

(Apendice F de [Stell]) Enunciar e provar o Teorema de Clairaut-Schwarz, ilustrar com exemplos
e contraexemplos (feito em sala de aula).

Enunciar e demonstrar o Teorema de Weierstra, i.e., Teorema 4.16 do livro [Rud91].
Enunciar e demonstrar o Teorema de Heine-Borel, i.e., Teorema 2.41 do livro [Rud91].

Mostrar que os conjuntos perfeitos nao vazios sao nao enumeraveis. Mostrar que o conjunto
ternario de Cantor é ndo enumerével, i.e., Teorema 2.43 e Segao 2.44 do livro [Rud91].

Mostrar que uma funcao continua definida sobre um compacto é absolutamente continua.

Enunciar e demonstrar o Teorema do limite da derivada (FUV) e explicar como ele é usado em

FVV.

Demonstrar o teorema que da a formula do plano tangente a uma hipersuperficie definida
implicitamente para uma fungao.

Definir as funcoes homogeneas, depois enunciar e demonstrar o Teorema de Euler.



Gabarito Prova Escrita

1. Feito em sala de aula.

2. Primeiro calculamos as derivadas parciais nos pontos que nao dao problemas, i.e., nos pontos
onde é possivel aplicar as regras de derivagao parcial como em FUV="Func¢oes de Uma Variavel”.
Neste caso nos pontos (z,y) com z # 0. Derivamos primeiro a respeito da varidvel y e obtemos

24 sin(2)
T,y) = ———22_ Y(z,y) € R? z,y) € R?|z = 0}. 2
iley) = e W) € R\ {(,0) € R =0} (2)
Depois calculamos o seguinte limite
vyO € Rv 3 lim fy(xay) = 07 (3)

(xvy) _>(07y0)

logo pelo teorema do limite da derivada de FUV podemos afirmar que f;(0,y0) = 0,Vyo € R.

Resumindo temos

z*sin(3) 0
fy(z,y) == @ " 70,

Agora derivamos a respeito da varidvel x e obtemos

y[(2zsin(L) — cos(%))(az2 +y?) — 23sin(2)]

’ 2+ 27 £2V(2,y) € R?\ {(z,y) € R?z = 0}. (4)

f:}c(xa y) =

Pelo teorema do diferencial total conseguimos mostrar que f é diferencigvel em todo R?\ {(z,y) €
R?|z = 0}, pois é facil de ver que f, e f, sdo continuas em R?\ {(z,y) € R?|z = 0}. Agora a
tentagao irresistivel seria de fazer o mesmo para todos os pontos do tipo (0, yg) para todo yy € R,
porém como é ficil de verificar usando coordenadas polares = = pcos(), y = yo + psin(f),

femy) = i (yo + psin(6)) [(Zp cos(0) sin (pcolt‘.(@)) — cos (pcols(s))) (p2 cos?(0) + (yo + psin(0))2) — p° cos(6)? sin (m)} '

i
(mwy);n(jowyo) p—0+ V(p2 cos2(0) + (yo + psin(0))2)3
- 3

O que significa que
VyO € Ra ﬂ lim fﬂc(xa y)' (5)
(z,9)—(0,y0)

Logo nao podemos aplicar o teorema do diferencial total nos pontos do tipo (0,yp) para todo
yo € R. Por outro lado uma computagao direta em coordenadas polares mostra que Vyy € R

temos
|£(z,y) — £(0,0)] z? Sin(%)y p2 cos?(0)(yo + psin(0)) sin (m)
lim _— = im = lim =0,
(z,y)—=(0,y0) Va2 4+ y2 (z,9)—~(0,y0) a2 + y2 p—0+ p2 cos2(0) + (yo + psin(0))2

uniformemente a respeito de 6 € [0, 27| para todo yog € R fixado. Logo pela sua prépria definigao
[ ¢é diferencidvel em tais pontos, i.e., existe dfg,,) = 0,Vyo € R. Combinando esta tltima
informacao com o teorema do diferencial total podemos asserir com certeza que f é diferenciavel
em todo R? em particular deduzimos que f € C°(R?) e existe f,(0,0) := a% [f(z, yO)]\x:O =0,
mas f ¢ C'(R?) e

yl(2zsin(})—cos(3))(x?+y?)—a® sin(})]

z 0
fx(w,y) = \/(m2+y2)3 , L 7é )
0,2 =0.

Como

df(:vo,yo) (.T, y) = fx(x07 yﬂ)(x - JZ‘O) + fy($07 yO)(?/ - y0)7
temos

yo[(2zo sin(%)fcos(%))(x%erg)fx?’ sin(%)] xé sin(%)

- T 5. o\a - ) 07

Af (2o90) () = V@3 +3)? (@ =0) + g — o) w0 #

O,xg =0.



Uma maneira alternativa de proceder seria de verificar direitamente com a definicao que
f é diferencidvel em todo R? e deduzir as expressdes das derivadas parciais da formula

df(mmyo)(x, y) = fo(zo,y0)(x — z0) + fy(z0,y0)(y — yo). Para calcular
fy(@,0) — £,(0,0) o sin(

9 . ) ) (1
f2y(0,0) := 9 [fy(2,0)] 0 = alci% T B a%lg%)T B ilg%)sm <5U> =7

]|~

Fe(0.0) = 5 [£2(0.5)} g = 5 [0, =0

f22(0,0) = 0.

Uma conta direta usando a definicdo mostra que f, nao é diferenciavel em (0,0).

3. Seja f(z,y) == 23 —y3 — 2y, logo f(1,2) = —9. Calculamos f,(z,y) = 322 — vy, fy(z,y) =
_3y2 —z. Logo f2(1,2) =1e fy(la 2) = —13. Logo df(1,2)(x’y) = f(zo,%0) + fu(w0, Y0)(x — 20) +
fy(®o,90)(y —y0) = =9+ (v — 1) — 13(y — 2). A aproximagao procurada é df( 2)(0.99,2.01) =
—9—-0.01—-13-0.01 = —9.14. Observem que f(0.99,2.01) = —9.14..... Logo até o segundo digito
decimal os dois valores coincidem.

4. A equagao do plano 7 tangente no ponto (1, 3, 2) a superficie definida implicitamente pela equagao

F(z,y,2) = 2+ (3:+y)22 + 22 +y? = 34,

oF oF oF
T %(1,3, 2)(x—1) + 6—y(1,3,2)(y -3)+ g(1,3,2)(,z —2)=0.
Logo
7:6(x— 1)+ 10(y — 3) +28(2 — 2) = 0,

pois G (x,y,2) = 20 + 22, G (w,y,2) = 2y + 22, GL(x,y,2) = 32° + 2(x + y)2.

5. Primeiro verificamos que o ponto de coordenadas (1,0, 1) satisfaz a equagao . Depois que
%—5(1,0, 1) # 0, para estar certos que a equagao ¢ resolvivel pelo menos localmente. Depois
€sCcrevemos

F(x,y,2) = 2>+ (x +y)2° +2® +y* =3,

na forma
F(z,y,2(x,y) = 2(z,y)" + (x + 9)2* (2, y) + 2° + y* = 3, (6)

e derivamos a precedente equacao a respeito da variavel x. Obtemos assim
322 (2, y) ze(x, y) + 22 (x,y) + 2(x + ) 2(2, y) 2o (x, y) + 22 = 0. (7)
Avaliando esta tltima equagao em (x,y) = (1,0) obtemos
32,(1,0) + 1+ 22,(1,0) + 2 = 0.
Logo z,(1,0) = —%. Analogamente derivamos a equagao @ a respeito da varidvel y e obtemos
32%(w,) 2y (2,y) + 2°(2,y) + 22(2, y)zy (2, y) (¢ + y) + 2y = 0.

Avaliando esta ultima equacdo em (z,y) = (1,0) obtemos 3z,(1,0) + 1 + 2z,(1,0) = 0, i.e.,
2y(1,0) = —%. Agora derivamos a respeito da varidvel y a equagao e obtemos

62(w,y) 2y (2, ¥) 20 (2, 9) + 327 (2, ¥) 2y (2, 1) + 22y (@, 1) 2(w, ¥) + 22(2, ) 20 (2, ¥) + 2(z + ¥) 2y (2, 1) 20 (2, ¥) + 2(z + ¥)2(z, ) 2ya (v, y) = 0.

18 10 30 6
e — 4 — +5242(1,0) =0,
25 25 25 25

logo zyz(1,0) = %

6. Feito em sala de aula.



Gabarito Prova escrita parte facultativa. Incompleto

1. Mostrar usando o principio de indugao e as regras de derivagao que para todo x €] —1,1[ e para
todo k € N resulta ¥ (z) = Ry(z)¢(x), onde Ry, é uma funcio racional tal que lim,_,,- Ry(z) =
+00,Vk € N e lim,_,;- ¢®) () = 0. Usar o teorema do limite da derivada para mostrar que a
derivada a esquerda k-esima ©*)(17) = 0 para todo k € N. Deduzimos entio que ¢ € C°(R),

2

Supp(p) = [0,1]. ¢u(z) = - (13?2)2 € 81:; ;

2 2 1—a2)2 +422(1 — 2?) ¢ T2
) = | a:c22( ax22)72a( x?)® 4+ gi x)]e o
(1—22)2"(1—2?) (1—22) e
B 4oz’ (1— 222 +42%(1 — 2?)] e =27
) T (1— z2)t o—a

Se escolhemos a. = 1 + ¢ é facil estimar

1—a2

. ()] < 201+ e)e 1*5'(1“3)2>q @),

1
e l1—xz

Logo ||¢@|]ee < 2(14¢€)er*=C, onde C := H'EWX] 1,1[(%)[loc > 0. Usando a regra da cadeia
temos que ‘Vf( )‘ — W/(‘x Txom; < (H_EZFHEC‘

Gabarito Prova Oral e/ou Semindrio Incompleto

1. Consideramos a funcao
zy
21y T # 0,

fmw%_{&x:O

Ap6s umas simples computagoes feitas em sala de aula é facil de ver que f nao é continua em
(0,0) logo nao é diferencidvel e que além disso existem as derivadas f;(0,0) = f,(0,0) = 0.
Este exemplo mostra que a existéncia das derivadas parciais em todo um aberto que contém
um ponto nao implica necessariamente que a funcgao seja diferencidvel naquele ponto. Esta
observacao motiva a procura de condi¢oes suficientes a impor as derivadas parciais para garantir
a diferenciabilidade. Neste sentido vale o seguinte teorema, dito Teorema do diferencial total.

Teorema 0.1 (do diferencial total). Seja f : U — R, U aberto, xy € U. Suponhamos que
exvistam fz, fy :U — R e que fz, fy sejam continuas em xo. Entao f € diferencidvel em xq.

Demonstracao: Apedice F do [Stell]. q.e.d.

Um contraexemplo ao teorema do diferencial total é dado pela fungao do Problema 1, pois exibe
uma funcio que é diferencidvel em todo o R? mas é de classe C! s6 em R?\ {(z,y) € R?|z = 0}.
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