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. Seja f : [a,b] = R, a < b, a,b € R uma fungdo limitada. Provar que f é Rie-
mann integrével se e sé se o conjunto dos seus pontos de descontinuidade é de
medida de Lebesgue nula. Neste caso f € B([a, b)), e f[a o JAN = fab f(z)dz,

X é a medida de Lebesgue e f: f(z)dx denota a integral de Riemann.

. Seja f : [a,b)] & R, a < b, a,b € R uma fungdo absolutamente continua,
g : R — R Lipschitz. Provar que g o f é absolutamente continua sobre [a, b].

. Seja f : [a,b)] & R, a < b, a,b € R uma fungdo absolutamente continua.
Definamos a variagdo total de f, F(x) := sup,cx, . > i |f(@:) = f(@iz1)],
onde ¥, ; é o conjunto de todas as partigoes o = {a =rg<r <..<xp =
z}, fi(z) = 3(F(2) + f(z)), f-(2) := (F(z) — f(z)). Mostrar que F esté
bem definida e que F|, f_, f1 sao monotonas nao-decrescentes e absolutamente
continuas.

. Seja f : [a,b] = R, a < b, a,b € R uma funcdo representavel como f(z) =
fla)+ [T g(t)dt,Va € [a,b] com g € L*([a,b],\), se e s6 se f é absolutamente
continua.

. Seja (X, 9, 1) um espaco de medida. Provar que para todo p € [1,40o0], o
espago de todas as fungdes simples 4 integraveis, é denso en LP(X, 9, ).

. Seja (X,B(X),p) um espago de medida com p(X) < 400, onde X é um
espago métrico e B(X) a o-dlgebra dos Borelianos de X. Provar que para
todo p € [1,+0o0] o espaco Cp(X) das fungdes continuas e limitadas é denso
em LP(X, B(X), o).

. Definir a medida produto de dois espacos de medida o-finita.
. Enunciar e provar o Teorema de Fubini-Tonelli.

. Seja p uma medida o-finita mas nao finita. Mostrar através de exemplos que
nenhuma incluséo entre espacgos LP(u) é valida. Provar que para toda fungao



10.

mensurdvel f : X — R o conjunto {p € [1,+o0] : f € LP(X, M, 1)}, é um
intervalo.

Seja f € LP, g € L1, com %—i—% = %, with » > 1. Entao fg € L" e além disso
vale [[fgllr < |[f1]pllgllq-



