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Sistemas Dinamicos

Consideramos sistemas com tempo discreto:
» Tempo indexado por k > 0 inteiro;
» Estado do sistema denotado por (k) € R™.

A sequéncia
z(0), (1), =(2), ..., z=(k), ...

descreve toda a evolucdo do sistema.

Exemplos: Para j € [n], no instante k, (2(k)), pode ser

» o nimero de amigos em uma rede social do usuéario j, ou

v

a quantidade de infectados na zona de quarentena j, ou

v

o namero de pacotes de dados trafegando pelo canal j, ou

v

a probabilidade (em equilibrio) do elemento j ser escolhido re-
presentante de um grupo, ou

v

o valor de uma acdo da companhia j sendo negociada na bolsa.
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Sistemas Dinamicos

x(0) fornece (descreve) as condicées iniciais.

Dindmica do sistema: para qualquer k& > 0,

x(k+1) = f(z(k)), (1)
para alguma funcdo f : R™ — R™,

Questdes de interesse:
» Existe um ponto de equilibrio z* = f(x*)? (ponto fixo)

» Em caso afirmativo, o qudo rapido (k) — x*7
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Sistemas Dinamicos Lineares

Se f: R™ — R"™ for linear, isto &,
» f(x+y) = f(x)+ f(y) para todos x,y € R", e
» f(Ax) = \f(x) para todos A € R e x € R",

temos que f pode ser representada por uma matriz A € R™*" e
f(x) equivale ao mapeamento x — Awx.

Assim, a dindmica de sistema linear tem a forma
x(k+1) = Ax(k), (2)
para todo k£ > 0 inteiro.
Objetivos:
» Determinar condicdes para existéncia de equilibrio;

» Caracterizar equilibrios existentes;

» Analisar taxa de convergéncia para o equilibrio.

4/20



Sistemas Dinamicos Lineares

Para k > 1 grande o suficiente, temos que

x(k) = Axz(k —1)
= AAx(k —2) = A%z(k — 2)

= AFx(0).

Se n =1, tomando A = a € R>(, temos que

0 se0<a<l,
x(k) = a*x(0) pmiy x(0) sea=1,
00 sea > 1.

Esen>17
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Sistemas Dinamicos Lineares

Sen > 1e A for diagonal

aj
as
A p—
anp,
temos que
ay
k
Ak = “
ay,

Boas chances de analisar o comportamento de x(k).

No entanto, poucas matrizes sdo diagonais!
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Sistemas Dinamicos Lineares

Uma matriz A é diagonalizavel se existem matrizes

A |

>~
]

com A diagonal e V' nZo singular (invertivel) tais que
VAV = A = A=VAV

Pergunta: Mas quem sio \; e v;?
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Sistemas Dindmicos Lineares
Observe que

AV =VA - Av; = \v,.

Logo,

» )\; &€ um autovalor de A, uma raiz do polinémio caracteristico:
det(A — \I) =0.

O polinémio caracteristico de A tem n raizes em C; se A &
simétrica, todas as raizes s3o reais.

» v; # 0 & um autovetor de A, associado ao autovalor \;.

Considere os autovalores de A nomeados em ordem crescente de
magnitude:

0 < [An] < A < < Aol < A
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Sistemas Dinamicos Lineares

Se A=VAV~! entdo

z(k) = (VAV H¥2(0)
= (VAV H(VAV Y ... (VAV Y z(0)
k vezes
= VARV 2(0)
= VAFe

em que ¢ = ¢(z(0)) := V1x(0) € R",

Mais ainda,

x(k) =VAe=> cAv; eR".
=1
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Sistemas Dinamicos Lineares

Temos entdo que

x(k) = Zci)\z"vi = /\’f <C1v1 + Zci)\}gvz)
i=1 i=2 1

o que resulta em

0 se [A\i| <1,

k—oo
[e(B) =" lex] - loall - se [A| =1,
00 se [A1] > 1.

Mais ainda, para [\ > 1,

H/\’fa:(k) — vy — 0
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Sistemas Dinamicos Lineares

Pergunta: Quando uma matriz A € R™*" & diagonalizavel?

Uma condigdo suficiente:

Teorema

Se todos os autovalores de A sdo distintos, entdo os autovetores de
A sdo linearmente independentes.

Prova. Sejam A\, Ao, ..., \, € v1,v9,...,v, 0s autovalores e auto-
vetores de A, com \; # \; para i # j, e suponha que os autovetores
sdo linearmente dependentes.

Isto &, existem fi1, pa2, . .., i, € R ndo todos nulos tais que
w1v1 + pova + - - -+ vy = 0. (o)
Em particular, seja j um indice tal que j; # 0.
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Sistemas Dinamicos Lineares

Multiplicando (e) por A, temos que

w1 Avy + poAvg + - - - + py Avy, =0,
e assim, que

BIA VL + AoV + - -+ i Apvy, = 0.
Multiplicando (e) por \; e subtraindo acima, vem que
(N = AL+ i = A)i e (y — Ao = 0.
Como \; —A\; # 0 para i € [n] \ {j} e v, # 0, claramente ;; = 0

para todo ¢; contradizendo a hipétese de que os autovalores s3o
linearmente dependentes. O
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Sistemas Dinamicos Lineares

Com A sendo a matriz diagonal dos autovalores de A e V sendo a
matriz cujas colunas sdo os autovetores de A, temos que

AV = VA= /\1'01 /\2’02 cee )\nvn

V' & invertivel ja que suas colunas sdo linearmente independentes.
Logo, A = VAV ! ¢é a diagonalizacio de A.
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Sistemas Dindmicos Afins

Considere agora um sistema dindmico em que a fun¢do de evolugdo
do sistema é afim:

x(k+1)=Ax(k)+b para todo k>0,
em que 0 #£ b € R™ & um vetor.

Para k > 1 grande o suficiente,

x(k)=Ax(k—1)+b
= A(Ax(k—2)+b) +b=A%x(k-2)+ (A+ Db

k—1
= AFz(0)+ | Y A7 b
§=0
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Sistemas Dindmicos Afins

Para A = VAV ! obtemos

T
L

x(k) = (VAV Hrz(0) + (
j=0

k—1
= VAFVTz(0) + (Z VAJ’Vl) b.

j=0
Definindo ¢ = V~'z(0) e d = V"~ 'b,

k—1 n k—1
z(k) = VAFe + (Z VAj) d=>" (Afcm + ( A{) divi) .

j=0 i=1

i
o
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Sistemas Dindmicos Afins

Sendo |A1]| > |Ai], o maior autovalor em médulo de A, temos que
00 se [\1] > 1,
k—oo n

i=1

1_1)% v; Se ‘)\1‘ < 1.

Podemos reescrever a soma para o caso |A1| < 1 como:

1
) -\
z(k) =3V Vb= (I-A)b.

1-
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Sistemas Dindmicos Afins

Um ponto de equilibrio * de um sistema dindmico afim deve satis-
fazer
"= Ax* +b.

Temos que x* existe e é igual a
xt=(I—-A)"'b
quando A n3o tem um autovalor igual a 1.

Mais ainda: caso |A;| > 1, apesar de x* existir, ele pode ndo ser
atingido.
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Sistemas Dinamicos Lineares Positivos

Uma matriz A € R"*" é positivase A; j >0 paral <i,j <n.

Como antes, ordene os autovalores de A tais que

0 < || <[ Azi] <0 < JAg] < [N

Teorema (Perron-Frobénius)

Se A € R™" é positiva, ent3o

(@) MeReA >0

(b) A1 > |Xa; (a multiplicidade de Ay é 1)

(c) =1 > 0 se Axy = Az, i.é, as entradas de x, ndo positivas.

Vamos provar (a) e (c); a prova de (b) requer ferramental além do
que estamos dispostos a usar neste curso.
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Sistemas Dinamicos Lineares Positivos

Prova. (a): Sejam Amin = minivj{Am-} e Amax = maxi7j{Ai7j}.

Defina P := {A > 0: Az > Az para algum = € R%}. Temos que
» Al > Apinl e A > 0; logo, P # 0;
> Ax # nApa.xx para todo x € R™; logo, P é limitado.

Tome, entdo, A\; = max{\ : A € P}. Por definicdo, Ax; > \ijx;
para algum x; € R%,. Afirmamos que Ax; = A\jx; e que \; é 0
maior autovalor de A.

Como A é positiva, se Axq1 > A\jxq, entdo A’z > M\ Az, con-
trariando a maximalidade de A1 em P. Logo, Axy = \ix;.

Sejam (u, ') um outro auto-par para A, i.é, Ax' = pax’. Temos
que |u| - |&'| = |Az'| < Al2’|, o que implica em |u| < ).

Portanto, o maior autovalor de A & \q, real e positivo. O
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Sistemas Dinamicos Lineares Positivos
Prova. (c): Pelo argumento anterior, temos que z1 € R%;,. Ou seja,
as entradas de x| sdo ndo negativas.

Como A é positiva e 1 # 0, é o caso de que Ax; tem todas as
entradas positivas.

Mas Ax1 = A\ix1, com A1 > 0. Portanto, todas as entradas de x;
tem de ser positivas. O

Uma matriz A € R™™" & ndo-negativase A; j > Oparal <i,j < n.

Uma matriz ndo-negativa A € R™*™ & regular se para algum inteiro
E>1, AF e positiva.

Se os autovalores de A sdo )\;, os autovalores de A* s3o )\f. Se A é
regular, a aplicacio de Perron-Frobénius em A* implica concluses
similares para A.
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