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Exercicios marcados com » devem ser entregues via Tidia até 23/11/2020 as 00hOOm.

Notagao. Exercicios marcados com: ¢ sdo operacionais e envolvem a execugdo de célculos simples ou o fornecimento
de (contra) exemplos; ¥ sdo sobre teoria e requerem provas mateméticas; & requerem a construgdo de algoritmos; #
envolvem matematica de maneira mais geral, nao limitada a teoria de otimizacao; # sao exercicios ligeiramente mais
dificeis; finalmente, » sdo exercicios que devem ser entregues via Tidia.

1. » @ This is just a drill (CBD@). Considere o PL abaixo:

max — I + 5xo 4+ 2x3 — Txy — x5
i

s.t. To+x3+ 24 > 13
T1 — T+ 2x4 + 225 < 4
To,T4,T5 > 0

x3 > —2

a) Reformule-o nas formas canénica e padrao.

(a)
(b) Determine os PLs duais das duas formas e estabeleca equivaléncias.
)

(¢) O PL fornecido é inviavel, ilimitado ou possui solu¢do 6tima? Justifique adequadamente.
2. ¢ Absolute values (BT-1.4). Reformule o programa abaixo como um PL.
min 2z + 3|ze — 10|

st |z + 2|+ 2] <5

3. » ¥ The moment problem (BT-1.7). Suponha que Z é uma variavel aleatoria que toma valores 0,1,..., K com
probabilidades po, p1, ..., px; isto &, Pr[Z = j] = p;. Dados os valores dos primeiros dois momentos de Z,

K K
E[Z] = ijj e E[Z2%= ijpp
=0 =0

queremos obter limitantes inferior e superior no valor do quarto momento: E[Z%] = =0 j*p;. Mostre como isso
pode ser feito via programacao linear.

4. » & 9 Using complementary slackness (KV@). Sejam G = (V, E) um digrafo, ¢ : E — R>( uma funcéo custo,
E\,E; C Ees,teV. Considere o seguinte PL:

min Z c(€)ye

eCE
s.t. Ye > 20— 2y €= (v,w) EE
2 — 2y =
Ye > 0 ec€ by
Ye <0 e € By

Claramente, y. e z, sdo as varidveis, come € Eeu € V.
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(a) Qual problema o PL acima modela? Explique!
(b) Determine o dual do PL acima.

(c) Prove que existe uma solugdo 6tima (y, z) e um conjunto X com s € X C V'\ {¢} tal que

Ye =1 para e € 01 (X),
Ye = —1 parae € 0 (X)\ Ey,
Ye =0 para todos os demais arcos e.

Lembre-se que 67(X) :={(z,y) e E:x € X,y e V\X}ed (X):={(y,z) e E:z € X,y € V\ X} sdo os
conjuntos de arcos que saem e entram em X, respectivamente.

Dica: Considere as condigdes de folgas complementares para os arcos entrando ou saindo de {v € V : z, < z,}.
5. » ¥ & Fourier-Motzkin elimination procedure (KV@). Considere o sistema de m inequagbes Az < b em n variaveis.

Multiplicando cada linha por uma constante positiva, podemos supor que a primeira coluna de A é um vetor com
entradas em {—1,0,1}. Assim, podemos re-escrever Az < b como

(a)) 2’ < b (t=1,...,my),
—x1 + (af) @' < b; (Gj=m1+1,...,ma),
x4 (a)) x' < by (k=mo+1,...,m),
em que ' = (29,...,2,) eal,...,a sao aslinhas de A sem a primeira entrada (correspondente & primeira coluna).

A variavel z; pode ser eliminada.

(a) Prove que Az < b tem uma solugdo se e somente se o sistema

(ap) @' <b; (i=1,...,mq),

(a;)—ra}l—bj gbk—(ak)Tm’ (j:m1+1,...,m2; k:m2+1,...,m)

tem solugao.

(b) Mostre que, quando iterada, a transformacao acima produz um algoritmo que permite determinar uma solugao
para Az < b, ou provar sua inviabilidade.

(c) Use o algoritmo acima e fornega uma prova direta da afirmagdo: existe um vetor * com Ax < b se e somente
se y' b >0 para cada vetor y > 0 tal que y' A = 0.

(d) Mostre que o item anterior implica o Teorema Forte de Dualidade: se os poliedros
P:={x: Az < b} e Di={y:y'A=c,y>0}
sdo ndo vazios, entdo max{c'z : x € P} = min{y'b:y € D}.
6. » ¥ & Fungoes convexas (BT@). Uma fungéo f : R™ — R é conveza se para todos x,y € R™ e A € [0,1],
F(A=Nz+ X y) <1 =N f(=) + M (y).

(a) Seja ¢ € R uma constante. Mostre que o conjunto S = {& € R": f(x) < ¢} é convexo.

(b) Sejam fi1, fo, ..., fm : R™ — R fungdes convexas e considere f(x) = > ", fi(x). Prove que f é convexa.

(¢) Uma fungao f : R™ — R é concava se —f & convexa. Suponha que f : R” — R é simultaneamente convexa e
concava. Prove que f é uma funcao afim.

7. » ¥ Teoremas de Carathéodory. Prove que:

(a) Se X CR"™ e y € conv(X), entdo existem @1, xs,...,x,+1 € X tais que y € conv({x1,Ta,..., Tpi1})-

(b) Se X CR™ e y, z € conv(X), entdo existem x1, Ta, ..., &, € X tais que y € conv({z,x1, xa,...,Tpn}).



Comentarios e Dicas

1. As partes (a) e (b) sdo mecanicas, servindo apenas para praticar as defini¢oes e os algoritmos envolvidos. A parte
sobre as equivaléncias entre os duais em (b) espelha as equivaléncias entre os primais canonico e padrao; é simples
mas vale & pena prestar atengao ao padrao existente — aguga a intuigao.

Ja na parte (c), a inviabilidade ou ilimitagdo do primal P podem ser mostradas diretamente em P ou com o auxilio
do dual D; no caso de solucao 6tima, precisamos do primal e do dual. Fizemos as duas formas (direta e via dual D)
nos slides para um exemplo, pois é interessante saber operar com as duas. Recomendo que vocé faga o mesmo nesta
questao.

Lembre-se do Teorema Fraco de Dualidade: para um primal P : max{c'z : Az < b, x > 0} e um dual D :
min{y"b:y" A >c, y >0} temos que c' x < y'b, para todo = primal-viavel e y dual-viavel.

Consequéncias diretas:
e se P é ilimitado, entdo D é inviavel, (= se D é viavel, P ndo é ilimitado,)
e se D é ilimitado, entao P é inviavel,

e sec'z =y'b, com x primal-vidvel e y dual-viavel, entdo e y sdo solugdes 6timas (primal e dual).

2. Aplicagao direta da técnica de eliminacao de modulos via variavel auxiliar:
2] <a <= z<aou —x<a = —a<z<a.
Veja slides sobre 'Regressao linear ¢;.’

3. Faca-se a pergunta: o que é dado e quais sdo as variaveis?

Claramente, K, E[Z] e E[Z?] sao dados e p;j sao varidveis. Se as probabilidades p; fossem dadas, o problema seria
trivial! I.é, simples avaliagao de Zj-io j4pj. Pense no problema da mochila e em variagoes dele.

4. Nao ha uma resposta tnica e/ou correta para o item (a), mas sim respostas que fazem ou nao sentido e que sao
ou nao precisas — o verbo ’explique’ em vez de ’'prove’ ja dava a dica. Nao ha necessidade de utilizar conceitos
ou jargao de qualquer area de aplicagdo que nao sejam fluxos e/ou caminhos em digrafos. O intuito desta questao
é gerar questionamentos sobre a fronteira entre o que é objetivamente quantificavel ¢ o que é subjetivo (em geral,
abstraido pelos modelos).

A parte (b) é mecénica, mas interessante: observe que y. > 0se e € Fy e y, < 0 se e € Ey; logo, Eq e E5 influenciam
os sinais das variaveis primais 2. A parte (c) é um uso direto de folgas complementares nos conjuntos mencionados
na dica fornecida no enunciado.

5. A eliminagao de Fourier-Motzkin faz o papel da eliminacado Gaussiana para inequagoes. A diferenca é: a tultima é
polinomial no tamanho do sistema Ax = b; a primeira, no pior caso, é exponencial no tamanho de Ax < b.
Seja Az < b o sistema em n varidveis e com m restrigdes apos a reescrita. Rearranjando o sistema em (a), apds a
.. ~ ., . 12 /
eliminagao da variavel x1, obtemos o sistema A'x’ <b
INT 7 .
(aj) ' <b; (i=1,...,m1),

(a;+a;€)T$/§bk+b7 (j:m1+17...,m2;k:m2+17"'7m)?

em n — 1 variaveis e com mj + (ma — my)(m — mg) > m restri¢goes (quando ha igualdade?).
Vocé deve mostrar que Az = b <= A’x’ = b’. Em palavras, a eliminacdo de Fourier-Motzkin preserva a
consisténcia / inconsisténcia do sistema. Héa duas implicagdes a serem mostradas:
e Ax <b — A’z < b : essaé imediata; basta tomar uma solucdo x para A,b e mostrar que ', obtido a
partir de £ = (z1, ') pela eliminacdo de x; satisfaz A'x’ < ¥'.

e A'x' <b = Az <b:uma forma de fazer isso ¢ tomar uma solucio x’ para A’,b’ e mostrar que existe um
a; € R tal que @ = (g, @) é uma solugdo para A,b. A pergunta crucial (e 6bvia) é, qual o valor de 17 Ele
pode ser obtido da reescrita de Ax < b:

—ay + (af) a’ <b; (G=mi+1,...,ma),
a1 + (af) 2’ < by (k=ma+1,...,m).



A parte (b) é uma simples indugao no namero de variaveis n. A necessidade na parte (c) é imediata; para suficiéncia,
modifique ligeiramente a indugao que vocé fez em (b).

Para a parte (d), é conveniente provar primeiro uma consequéncia afim de (c¢): supondo que Ax < b é consistente,
com ¢ um vetor e § um escalar, toda solucao « de Ax < b satisfaz c'x < § se e somente se existe um vetor y > 0 tal
que y"A =cey'b <. A prova de (d) agora decorre desta variagio afim de (c) e do teorema fraco de dualidade.

. (a): Sejam x,y € S e defina z(\) := (1 — A\)x + Ay para A € [0,1]. O que pode ser dito sobre f(z()))?

(b) ou “a soma de fungdes convexas é uma funcao convexa:” imediata, basta organizar as contas e aplicar a definigao
de fungao convexa.

Para a parte (c¢), considere que uma fungao g : R™ — R é afim se

g (Z /\imi> = Z Aig(x;)

para todo ¢; € R" e \; € R tal que > _" | \; = 1.

. (a): Em outras palavras, o teorema diz que qualquer elemento em conv(X) pode ser representado como uma
combinacao convexa de nao mais que n + 1 elementos de X.

Para y € conv(X), seja > v A\jz; com \; € [0,1] e Y1 A; = 1 uma representagao convexa para Yy COm O IMeNnor
valor de m possivel. Logo, A; > 0. Claramente, se m < n + 1 nao ha nada a fazer. O caso interessante é quando
m > n+ 1. E possivel traté-lo via indu¢do (em qué?) ou contradigdo. Vou comentar um pouco sobre o segundo. . .

Considere o subespago vetorial S paralelo a aff.span(X). Temos que os vetores s — &1,..., Ly — X1 € S € como
m—1>n,

m

> pi(mi—x) =0 (o)

i=2

para ao menos um pu; 7 0; isto é, os m — 1 vetores sdo linearmente dependentes.

Estude o efeito que isso tem na representacao de y e mostre que (e) implica que y pode ser representado como
combinacao convexa de menos de m vetores em X, contradizendo a hip6tese de minimalidade.

(b): Parecido e pode ser reduzido ao item (a). Como?



