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Outline

Otimizac3do Linear — Definicdes Basicas
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Problema de Otimizacao Linear
Modelo de minimizagdo
A forma geral de um programa linear (PL) é

min az+by+c'z

T, Y,z
s.t. Ax+ Dy+ Gz <d
Bx+Fy+ Hz=e (1)
Cx+Fy+Kz>f
x>0
z<0

em que a,b,c,d,e, f sdo vetores e A,B,C,D,E,F,G,H, K
matrizes de dimensdes apropriadas; descrevem os dados do problema.
x,y, z sdo vetores de varidveis de decisio reais.
» a'z+ by +c'z éa funcio objetivo do PL.
» A equacdo mais as quatro desigualdades formam o conjunto de
restricées do PL.
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Problema de Otimizacao Linear

Restri¢cdes elementares
As restricdes © > 0 e z < 0 podem ser facilmente absorvidas em
Cx+Fy+Kz> feAx+ Dy + Gz < d, respectivamente.

No entanto, dada a simplicidade das mesmas, é conveniente trata-las
em separado como o fizemos (o motivo ficarad aparente em breve).

Uso de limitantes:

Em alguns casos, podemos desejar £ < x < u em vez de > 0, com
i e RU{—o0} e u; € RU{oo} representando limitantes inferior e
superior & variavel x;.

Uma absorcdo semelhante é possivel. Neste caso, ha circunstancias
em que é vantajoso absorvé-las e casos em que a absorcdo é indese-
javel (forneceremos exemplos no futuro).
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Problema de Otimizacao Linear

Solucdes

Claramente, o PL (1) consiste em determinar valores (reais) para
x, Yy, z que satisfacam as restricdes e, a0 mesmo tempo, minimize o
valor da func3o objetivo.

Historicamente, qualquer atribuicio de valores a «,y, 2z € uma so-
lugdo (nome ruim, mas tem suas explicagdes) para o PL. Uma tal
solugdo (x,y, z) &
» viavel se satisfaz as restricdes do PL — se &, de fato, uma
solucdo para o sistema de equacdes e desigualdades; ou

» invidvel em caso contrario.

Uma solugdo viavel (x*, y*, z*) é (globalmente) 6tima se
F=adz*+by" +c'2z*<a'z+bly+cz

para qualquer solugdo viavel (z,y, z). * é o valor de uma solugéo
6tima e, portanto, o valor étimo do PL.
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Problema de Otimizacao Linear

Solucdes

Algumas perguntas surgem. . .

» Dada uma instancia do PL, ela sempre tem solucdes viaveis?

N3o. Caso o sistema de restricbes (equacSes e desi-
gualdades) seja inconsistente, ndo ha solugées viaveis.
A instancia é dita inviavel neste caso.

» Té&, mas em caso de consisténcia, sempre existe solucdo 6tima?

N3o. Dependendo do sistema de restricées, para qual-
quer solucdo vidvel w = (x,y, z), existe outra solucdo
viavel w' = (x',y', 2') com w # w' tal que

aTw/ + bTy/ + CTZ, < a'Ta: + bTy + CTZ.
No limite, temos entdo que o valor da funcdo objetivo
é 0* = —oo e a instancia é dita ilimitada.
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Problema de Otimizacao Linear

Solucdes

Mmmmm. .. certo. .. mas. ..

» Como é que diferenciamos entre estes casos?

» Mais ainda, mesmo que o PL n3o seja inviavel ou ilimitado, dada
uma solucdo vidvel, como temos certeza de que ela & 6tima?

Responder a essas perguntas adequadamente — de forma estrutural
e algoritmica — é a esséncia da teoria de otimiza¢3o linear.

Problema de Otimiza¢3do Linear (provisério)

Dada uma instancia do PL (1), determinar se ela é inviavel, ou se é
ilimitada, ou devolver uma solucdo 6tima — com provas!.

Nota: Em otimizac3o linear, se uma solucdo 6tima existe, ela é atin-
givel (o que justifica o uso de min no lugar de inf). Além disso, todo
6timo local € um 6timo global.
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Um Programa Linear Inviavel

Considere o PL em duas variaveis:

min 1 + 29

T1, T
s.t. —x1+x0>1
Az) — x9 > 10 (2)
xr1 + 629 < 15
T, 9 > 0

Proposicao
O PL acima é inviavel.

Vocé consegue ver o porqué?

Tente provar essa proposicdo antes de prosseguir. . .
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Um Programa Linear Inviavel

Prova:
» Primeiro, rearrumamos as desigualdades, multiplicando a ter-
ceira restricdo por —1. Temos, entdo, que (x1,x2) satisfaz o
lado esquerdo se e somente se satisfaz o lado direito.

—x14+x0 > 1 —x14+x0 > 1
4oy —xo > 10 = doxy —xo > 10
1+ 6x9 < 15 —x1—6xy > —15

» Agora, multiplicamos a primeira restricdo por 6, obtendo

—6x1 +6x2 > 6
4(L‘1 — I9 Z 10
—T1 — 61‘2 Z —15

» Somando as desigualdades, temos que —3z1 — x9 > 1. Como
x1 > 0e w9 >0, o lado esquerdo € no maximo 0 < 1. Logo, o
PL (2) ndo possui solu¢des viaveis. O
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Um Programa Linear llimitado

Considere o PL em duas variaveis:

xr1n,1%2 — X1 — T3
s.t. —r1+220 <1 (3)
T+ x9 > 2
r1,22 >0

Proposicdo
O PL acima é ilimitado.

Vocé consegue ver o porqué?

Tente provar essa proposicdo antes de prosseguir. . .
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Um Programa Linear llimitado

Note que (z1,z2) = (1,1) é uma solugdo viavel.

Prova:

» Multiplicando a primeira restricdo por —1, obtemos

T — T2 Z —1.

=

» Somando-a com a segunda restri¢do, vem que x1 > 3.

» Isto é, qualquer solugdo viavel satisfaz x1 > % exs > 0.

» Como ¢* := min{—xz1 — x2} = — max{x; + 22}, é claro que
0 — —0o0
a medida que x1 —> o0 ou x93 — 0. O
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Um Programa Linear com Solucao Otima

Considere agora o PL em duas variaveis (para variar um pouco, vamos
fazer uma versdo de maximizagdo):

max X1+ Z9

T1,T2
s.t. —x1+ 22 <1
z1 + 62y < 15 (4)
4x1 —x9 < 10
xi1,x9 >0

Proposicao

O PL acima possui solucdo 6tima igual a 5.

Vocé consegue ver o porqué?

Tente encontrar uma solugdo viavel de valor 5 e provar que ela, de
fato, é 6tima antes de prosseguir. . .
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Um Programa Linear com Solucao Otima

Limitantes superiores

Claramente, (z1,22) = (0,0) é uma solugdo viavel. Além disso, a
segunda restricdo limita superiormente o valor da fun¢3o objetivo:

T + 29 < 1 + 629 < 15.

Logo, o PL n3o é ilimitado.

Conseguimos um limitante superior melhor somando o dobro da res-
tricdo 1 a restricdo 3:

.1‘1+.7}2S2($2—x1)+(4$1—$2):2x1+$2§2+10:12

Dividindo as 3 restri¢bes por quatro e somando-as obtemos

3 26
$1+$2§$1+§$2§Z:6-5

E podemos continuar tentando. . .
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Um Programa Linear com Solucao Otima
Limitantes superiores

N3o & claro, no momento, se este processo de busca por limitan-
tes superiores ao valor 6timo do PL ajuda na determinacdo de uma
solucdo 6tima.

Apés determinarmos trés limitantes, parecemos estar tdo longe de
determinar uma solucdo 6tima quanto quando comecamos.

No entanto, a ideia por tras de tal processo certamente ajuda na
obtencdo de uma boa caracterizacdo de uma tal solugo.

Este & um dos resultados mais belos e fortes da otimizac3o linear. ..
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Um Programa Linear com Solucao Otima
Dualidade
Nossa busca por limitantes superiores baseou-se na adicdo de multi-
plos n3o negativos das restricdes ndo elementares.

Sejam entdo y1, Y2, y3 trés variaveis. Multiplicando a restricdo j do
PL (4) por y;, obtemos

Y171 + Y122 S Y1

Y221 + 6y2x2 < 15y2

dysr1 — yzr2 < 10y3

assegurando que y1 > 0, 2 > 0, y3 > 0 para respeitar o sentido das
desigualdades.

Somando essas desigualdades e comparando com a fungéo objetivo
do PL, vem que
w1+ 22 < (—y1 +y2 +4yz)z1 + (y1 + 6y2 — y3)72
< y1 + 15y + 10ys.

15/49



Um Programa Linear com Solucao Otima
Dualidade

O limitante é t3o melhor quanto menor for o valor da altima expres-
sdo, com os coeficientes das variaveis x1 e x9 na expressdo do meio
maiores ou iguais aos da expressdo mais a esquerda.

Temos, ent3o, um novo programa linear na variaveis y1, y2, y3:

min y1 + 15y2 4+ 10y3

Y1,92,Y3
s.t. —y1+y2+4ys > 1 (5)
Y1 +6y2 —ys > 1
Y1,Y2,y3 > 0

O PL (4) é chamado primal e o PL (5) é chamado dual. Juntos
formam um par primal-dual de PLs.

Note que o PL dual é viavel e n3o ilimitado.
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Um Programa Linear com Solucao Otima

Dualidade

Primal (P):

max
L1, T2

T+ T2

s.t. To—x1 <1
x1 + 6x9 < 15
4$1 — I9 S 10

z1,T2 > 0

Fagac= (1,1)7, b= (1,15,10)", = = (21, 22)"

Dual (D):
min + 15y2 + 10
Y1, Y2, Y3 a 2 g3
s.t. —y1 +y2 +4yz > 1
y1+6y2 —ys > 1
Y1,Y2,y3 = 0

Y = (y1,92, 43

)"
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Um Programa Linear com Solucao Otima
Dualidade

Temos, entdo, que o PL primal é igual a
max{cTaz Ax < b, z > 0},
e que o PL dual é igual a

min{y'b:y'A > ¢, y > 0}.

Teorema (Dualidade Fraca)

Se x é uma solucdo vidvel para o primal e y é uma solucdo vidvel
para o dual, entdo c'z < y'b.

Prova: Para @ primal-viavel e y dual-viavel, temos que

c'e < (y'Ax =y (Az) < y'b.
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Um Programa Linear com Solucao Otima
Dualidade

Corolario

Se x é primal-vidvel e y é dual-vidvel e c'x = y'b, entdo x é uma
solugdo étima para o primal e y uma solugcdo 6tima para o dual.

Temos que @ = (3,2) & viavel para o primal (4) e que y = (0, £, 1)

é viavel para o dual (5) — verifique! — e que
34+2=5=0+15 1—&-10 1
- 5 5
e, portanto, x e y sio solu¢des étimas e 5 € o valor 6timo. O
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Um Programa Linear com Solucao Otima
Dualidade

Com um pouco mais de trabalho (e teoria), mostramos que a reci-
proca do Corolario acima é valida e, com isso, que:

Teorema (Dualidade Forte)

O PL primal tem solucido-6tima se e somente se o PL dual tem
solucdo 6tima — e seus valores 6timos sdo iguais.

Mais ainda, as solucdes 6timas compartilham estrutura:

Corolario (Folgas Complementares)

x e y sdo primal- e dual-6timas se e somente se x é primal-vidvel
(Ax < b,x >0), y é dual-vidgvel (y'A > c,y >0) e

yi (b — Aj*ac) =0, Vi e :Uj(yTA*J —¢j) =0, Vj.
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Mais Sobre Dualidade Fraca

A prova do Teorema Fraco da Dualidade garante mais alguns resul-
tados.

Corolario
» Se o PL primal é ilimitado, entdo o PL dual é invidvel.

» Se o PL dual é ilimitado, entdo o PL primal é invidvel.

Antes de prosseguir, mostre que esse corolario é valido nos PLs (2)
e (3) que usamos de exemplo.

Nota: Lembre-se que ming{f} = —maxg{—f}.

» E possivel que os PLs primal e dual sejam simultaneamente
inviaveis!
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De Volta ao Exemplo Inviavel

Primal (P) inviavel: Dual (D):
min  x1 + x9
Ty, T2 max y1 + 10y2 — 15y3
Y1, Y2, Y3
s.t. —x1+x0>1 ; 44 -1
S.t. — — s
Ay — 29 > 10 1 Y2 6y3 ; 1
21 + 629 < 15 Yy — Y2 Y3 ; .
21,09 >0 Y1,Y2,Ys =

Temos que (y1,y2,y3) = (o, o —1,0) é dual-viavel para todo o > 2.
Logo, o valor de (D) é o + 10(av — 1) = 2a — 10 — o0 a medida
que @« —» oo e (D) é ilimitado. O
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De Volta ao Exemplo llimitado

Primal (P) ilimitado:

min — X1 — X9
xla$2
s.t. —x1+22<1
1+ 22 > 2
x1,22 20

Dual (D):
max -2
Y1, Y2 s 92
st. —y1—y2>1
y1—y2>1
y1,y2 = 0

Como y; > 0 e y2 > 0, segue que —(y1 + y2) < 0 contradizendo a
primeira restricdo do dual. Logo, (D) é inviavel. O

23/49



De Volta ao Exemplo com Solucdo Otima

Até este ponto:
» Mostramos que os PLs primal e dual sdo viaveis;

» Exibimos solucdes primal- e dual-viaveis que possuem o mesmo
valor e, portanto, sdo 6timas.

Mais do que isso, argumentamos (junto com os exemplos de in-
viabilidade e ilimitagdo) que programas lineares admitem uma boa
caracterizacdo: existéncia de certificados, verificaveis em tempo poli-
nomial nos tamanhos das instancias, para as trés possibilidades. Em
um linguajar de Complexidade Computacional, otimizacdo linear esta
em NP N coNP.

Sé n3o temos, ainda, algoritmos que encontrem tais certificados em
tempo polinomial (mostrando que otimizagdo linear esta em P).

Conceitos geométricos nos ajudardo a encontra-los.
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Outline

Otimizac3o Sobre Poliedros e Método Grafico
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Otimizacao sobre Poliedros

Considere que temos n = 7, + 1y +n; > 0 variaveis de decisdo.
Logo, (z,y,z) € R"™ x R™ x R" =R".

E conveniente definirmos

Az +Dy+ Gz < d,

Bx+FEy+Hz = e,
P:=<(x,y,z2)eR": Cx+Fy+Kz > f,
x > 0,

z < 0

Geometricamente, P C R™ é um poliedro — uma estrutura convexa
e compacta (defini¢des na proxima aula).
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Otimizacao sobre Poliedros

Podemos re-escrever o PL (1) como

min  a'x + bTy +c'z
Y,z (6)
st.  (z,y,2)€P.

Defina F5s = {(x,y,2) € R" : a'x+b'y+c'z =0}, emqued € R
é um parametro. F5 também é um poliedro, denominado hiperplano
afim por ser definido por uma Gnica equag¢do. O hiperplano é linear
se 0 = 0. Hiperplanos afins sdo translacdes de hiperplanos lineares.

N3o é dificil perceber que o PL (6) equivale a
min_ §
Y,z (7)
s.t. (w,y,Z)Emeg.

Nota: A intersec¢do de poliedros € um poliedro (prove!).
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Otimizacao sobre Poliedros

Assim, do ponto de vista geométrico, determinar uma solucdo para
o PL (1) consiste em

» detectar que o poliedro P, definido pelas restricdes do PL, é
vazio; ou

» identificar o menor valor ¢ de translac3o tal que o hiperplano
Fs (induzido pela fungdo objetivo e d) intersecta o poliedro P;
ou

» exibir uma direcdo de ilimitacdo em P, em que o valor da funcio
objetivo fique cada vez menor & medida que avancamos nesta
direc3o.
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Otimizacao sobre Poliedros

Exemplo inviavel

x4+ 6xs <15

(0.0 Ly >0
=
- 1~i'| I > 10

Extraido de Matousek-Gartner (pg. 4)
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Otimizacao sobre Poliedros

Exemplo com solugdo 6tima

x4+ 6xs <15

Iz 2‘ 0
W,

4:['] — I3 E 10

Extraido de Matousek-Gartner (pg. 2)
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Otimizacao sobre Poliedros

Exemplo com solugdo 6tima

N

T +ry=4 IT1+T3=5

rp4r=2

Extraido de Matousek-Gartner (pg. 2)
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Otimizacao sobre Poliedros
Exemplo ilimitado

AN
1 Jaw

(0,0)

Ti+m>2

A

Extraido de Matousek-Gartner (pg. 5) — modificado
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Outline

Formulacées Candnica e Padrio
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Formas Candénica e Padrao

Um PL esta na forma canénica se tem a forma

max cx
x
st. Ax<b
x>0

e na forma padrdo se tem a forma

min c'x
x
st. Ax=b»b
x>0

Claramente, ambas as formas, populares na literatura, s3o casos par-
ticulares da forma geral (1).
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Formas Candénica e Padrao

O interessante é que qualquer PL pode ser escrito em qualquer uma
das duas formas, as custas de incrementos nos nimeros de variaveis
e restricdes.

Tais formas s3o teis no estudo de poliedros, em provas de resultados
estruturais, e no desenvolvimento de algoritmos.

O motivo subjacente: sdo sintaticamente e estruturalmente mais
simples.

As técnicas de reducio de PLs na forma geral para as formas candnica
e padrdo s3o simples e Gteis na construcdo de modelos.
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Da Forma Geral a Candnica

Lembramos que a forma geral é:

Ax+Dy+ Gz < d
min aT:B—l—bTy—i—cTz: Bx+Ey+Hz = e
r=0iy=0;2=0 Cx+Fy+Kz > f

Temos que
Ce+Fy+Kz>f <+— —-Cx—Fy—Kz<-f,
e que

Bx+ Ey+ Hz

< e
Br+FEy+Hz=e <= {—Bac—Ey—Hz < —e}'

Além disso, 2 <0 < —z > 0.
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Da Forma Geral a Candnica

Resta tratarmos da variaveis irrestritas y, que podem ser positivas,
negativas, ou nulas. Defina vetores de variaveis y© > 0 ey~ > 0
de mesmas dimensées que y. Temos que uma variavel y; pode ser
escrita como y; = y;r -y -

Fazendo
A D D G T d
~ B E E H o y" =~ e
A=\ B _E -E —H "% S || e |
-C -F —-F -K -z -f
ec¢=(—a,—b,—b,—c)", obtemos o PL na forma canénica

~max {¢'Z: Az < b,z > 0}.
Exercicio: Compare o tamanho deste PL com o da forma geral.
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Da Forma Geral a Padrao

Forma geral:
Ax+Dy+Gz < d
min ax+by+cz: Bt+Ey+Hz = e
220;y20; 250 Cx+Fy+Kz > f

Defina vetores de varidveis de folga » > 0 e s > 0 de mesmas
dimenses que d e f, respectivamente.

Temos que
Ax+Dy+Gz<d <+ Ax+Dy+Gz+r=d
e que

Ce+Fy+Kz>f <+— Cx+Fy+Kz—s=Ff.
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Da Forma Geral a Padrao

Defina vetores de variaveis y© > 0 e y~ > 0 de mesmas dimensdes
que y. Temos que uma varidvel y; pode ser escrita como y; =

yi =i
Além disso, 2 <0 <— —z > 0.

Com I denotando matrizes identidades de dimensdes apropriadas e

~ A DD GTI o0 ~ d
A=| B E E H O 0], b=| e |,
C F F KO -I f

z=(z y* -y -z r s)T,E:(a b bc O O)T,
obtemos o PL na forma padr3o
min {ETE A% :B, T > 0}.

Exercicio: Compare o tamanho deste PL com o da forma geral.
39/49



Outline

Otimizacdo e Viabilidade
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Otimizacao e Viabilidade

Problema de Otimizac&o Linear (forma canénica)

Dados uma matriz A € R™*™ e vetores b € R™ e ¢ € R",
» encontrar um vetor x* € R” tal que Ax* < b, x* >0 e c'z*
€ maximo, ou
» decidir que {Axz < b, x > 0} é vazio, ou
» decidir que para todo o € R, existe um x € R"” com Ax < b,
x >0 e tal que ¢’z > .

Problema de Viabilidade Linear (forma canénica)
Dados uma matriz A € R™*™ e um vetor b € R™,
» encontrar vetor x € R™ tal que Ax < b, > 0, ou
» decidir que {Ax < b, x > 0} é vazio.
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Otimizacao e Viabilidade

Podemos usar um algoritmo para o problema de otimizacdo para
resolver o problema de viabilidade. A reducdo é imediata neste caso:
use uma constante como fungdo objetivo.

Caso a fungdo objetivo seja limitada em P = {x : Ax < b, > 0},
isto &, existem constantes reais L e U tais que L1 < clr < U
para todo « € P, podemos usar um algoritmo de viabilidade ¥ para
resolver o problema de otimizac3o.

A reducdo faz uso de ¥ via busca binaria. No que segue, ¢ > 0 &
uma constante pequena, de tolerancia.

Nota: Adi¢do de restricdes em sistemas/programas lineares equivale
a interseccdo de poliedros.
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Otimizacao via Questoes de Viabilidade

O algoritmo recebe A, b, ¢, L1, Uy e £ como entrada e devolve x*
tal que max{c'z : Az < b, x > 0} < c'z* + ¢ ou “inviavel”.

1 maxfeas (A,b,c,Lq,U,¢)

2 k«1; P+ {x:Ax<b, x>0}

3 se P, =0 entdo devolva "inviavel"
4 enquanto Uy — Ly >¢ faga

5 Mk<—(Lk+Uk)/2

6 teste se PpyN{x:c'z > My} #0

em caso positivo:
*

8 ¥ & o vetor devolvido pelo teste
9 Pry1 — PeN{zx: c'z > My}

10 Lgy1 ¢ Mgy Ugp1 < Uk; k+—Ek+1

11 em caso contrario:

12 Pry1 — PeN{z: 'z < My}

13 Uk41 M3 Liy1 < L k< k+1

14 devolva z*
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Otimizacao via Questdes de Viabilidade




Otimizacao via Questoes de Viabilidade

N3o é dificil provar que maxfeas resolve corretamente um problema
de otimizacdo na forma canénica que é inviavel ou possui solucio
6tima. Mais ainda, o faz em [log Y1=L17 iteracdes (provel).

E :
Note que:

» As descricdes dos conjuntos viaveis (poliedros) Py, Pa, ..., Py
ficam cada vez maiores;

» Uma desigualdade introduzida num passo 7 pode tornar-se re-
dundante num passo j > i.

Pergunta: E se o PL (candnico) for ilimitado?

Tente achar uma resposta antes de prosseguir. . .
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Otimizacao via Questoes de Viabilidade

Vimos que o Teorema Fraco de Dualidade implica que se um PL
(primal) é ilimitado, entdo seu dual é inviavel. Logo, basta testar se
{y:y"A>c,y >0} =0, e uma chamada a ¥ resolve a questdo.

Podemos explorar um pouco melhor esta ideia e obter um resultado
mais polido.

O Teorema Forte de Dualidade (ainda ndo provado) diz que se o PL
(primal) tem solucdo 6tima, entdo seu dual tem solugdo 6tima. Mais
ainda, as solugdes 6timas (primal e dual) t&ém o mesmo valor.
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Otimizacao via Questoes de Viabilidade

Logo, se o PL (@)

Ax < b

y'A > ¢
max{0: cz = y'b
wy x > 0
y >0

admite uma solugdo viavel (x,y), temos que x é primal-6tima e y
é dual-6tima.

Seja Q o poliedro definido pelas restricdes do PL (@), apés colocado
na forma candnica. Teste se Q # (). Em caso afirmativo, © & uma
solucdo 6tima ao PL original. Em caso negativo, se P = (), o PL
original é inviavel; se P # (), ele é ilimitado.

Tudo isso com duas chamadas a 7. (Certifique!)
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Outline

Mensagem
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Mensagem destas duas aulas

Problemas de Otimizagdo / Programacdo Matematica ocorrem em
quase todas as areas.

Otimizagdo / Programacdo Linear é a versdo “mais simples’ (possui
boas caracteriza¢des e algoritmos polinomiais para solugdo — apesar
de n3o termos visto nenhum ainda).

N3o obstante, PL & expressiva (modelos interessantes), tem uma te-
oria “bonita” (algebra linear com maximos, minimos e desigualdades;
poliedros, convexidade) e ideias algoritmicas “avancadas” e “sutis.”

Dualidade é um conceito “poderoso!”
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