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Agenda

(em trés partes)

Vamos desenvolver, em paralelo, as teorias algébrica de sistemas de
inequacdes lineares e geométrica de poliedros: uma informa, motiva
e ilustra a outra, tornando a inter-relacdo rica e poderosa.

Especificamente, vamos:

>

>

estudar representacdes interna e externa de poliedros e cones;

estudar a estrutura de poliedros e liga-la a conceitos vetoriais
lineares e afins;

introduzir um algoritmo iterativo de busca que soluciona pro-
blemas viaveis;

apresentar provas construtivas de resultados classicos fundamen-
tais como Farkas e Carathéodory;

provar Dualidade Forte e de Folgas Complementares;

refinar o algoritmo acima no método Simplex.
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Outline

Dualidade Forte e Folgas Complementares
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Dualidade Fraca

Sejam P = {:L' cAx=0b, x> 0} e Q= {y cylA < cT} poliedros
e considere os PLs primal e dual:

(P): min{c'z:zcP} e (D): max{y'b:yec o}
Provamos o Teorema Fraco de Dualidade, que estabelece que
inf{cTa: rx € 73’} > sup {yTb tyY € Q}.
Se P # () # Q, o inf acima é substituido por min e o sup, por max:
min{cTaz tx € P} > max{yTb ty € Q}.

Se ao menos um dos poliedros for ndo vazio, obtemos as relacdes
entre ilimitagdo e inviabilidade (inf () = co e sup ) = —o0):

(P) éilimitado = (D) é inviavel;

(D) éilimitado = (P) é inviavel.
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Dualidade Fraca

A Dualidade Fraca ainda fornece uma condicdo suficiente para oti-
malidade: Se x, € P é primal-viavel, y, € Q é dual-viavel e
c'z, = ylb, entdo x, é primal-6tima e y, & dual-6tima.

Nosso préximo objetivo é mostrar que tal condicdo também é sufici-
ente, isto &, se x, € P é primal-6tima e y, € Q é dual-6tima, entdo
c'z, = ylb.

Se a suficiéncia (Dualidade Fraca) é trivial, a necessidade (Dualidade
Forte) requer um pouco mais de trabalho: vamos apresentar uma
prova baseada no Lema de Farkas | — que provamos via Algoritmo
Fundamental ou Fourier-Motzkin. Logo, nossa prova de Dualidade
Forte sera, de certa forma, construtiva.

Posteriormente, ilustraremos como uma prova de Dualidade Forte
pode ser obtida & partir do Simplex (que ndo é muito diferente do
Algoritmo Fundamental, como ja mencionamos).
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Aplicacao: Teorema de Sperner
Antes, no entanto, vamos apresentar uma aplicacdo interessante de
PL que s6 requer Dualidade Fraca.

Para n > 1 inteiro, [n] := {1,2,...,n} e 2[" denota o conjunto
poténcia de [n]; isto &, 2[") :== {S C [n]}, o conjunto de todos os
subconjuntos de [n].

Exemplo: se n = 3,

29 = {0, {1}, {2}.{3}. {1.2}. {13}, {2.3}, {L.2.3}}.

A C 2" & uma anti-cadeia se para todos X,Y € A distintos, nem
XCYnemY C X.

Exemplo: {{1},{2},{3}}, {{1,2},{3}} e {{1,2, 3} } sdo anti-cadeias
de 2B/, mas {{2}, {3}, {1,3}} n3o.
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Aplicacao: Teorema de Sperner

Uma anti-cadeia A de 2/ &
» maximal se A = BB para toda anti-cadeia B de 2["l tq A C B;
> maxima se |.A| > |B|, para toda anti-cadeia BB de 2"/

Claramente, toda anti-cadeia maxima é também maximal, mas a
reciproca, em geral, n3o é verdadeira.

Exemplo: {{1},{2},{3}} & maxima para 21%l; {{1,2},{3}} & ma-
ximal e ndo maxima; {{1},{2}} ndo & maximal nem méxima.

C C 2" & uma cadeia se para todos X,Y €C, X CY ouY C X.

Exemplo: {0,{1},{1,2},{1,2,3}} e {{2},{1,2,3}} sdo cadeias de
2B, mas {{1},{2}} e {0,{1,2},{2,3},{1,2,3}} n3o.
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Aplicacao: Teorema de Sperner

Uma cadeia C de 2/ &:
» maximal se C = D para toda cadeia D de 2["l tq C C D:
» maxima se |C| > |D|, para toda cadeia D de 2[".

Claramente, toda cadeia maxima é também maximal, mas a reci-
proca, em geral, n3o é verdadeira. (Em 2" a reciproca vale.)

Fato
[ANC| <1 para toda anti-cadeia A e toda cadeia C.

N3o é dificil perceber que toda cadeia maxima de 2" tem n + 1
elementos e que existem n! delas.

Com relac3o a anti-cadeias, é facil acharmos uma de (LN72J) elemen-
tos, mas n3o é claro se n3o existe uma maior.

O Teorema de Sperner afirma que n3o. Consequentemente, se n
é impar, existe uma Gnica anti-cadeia maxima; se n é par, existem

duas.
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Aplicacao: Teorema de Sperner
Teorema (Sperner)

Uma anti-cadeia maxima de 2I"! tem (|_n72 J) elementos.

Prova. Seja A uma anti-cadeia maxima de 2/ que sabemos existir.
Defina variaveis (primais) x; = 1se J € A, e x; = 0 em caso
contrario, para cada J C [n].

Considere o Programa Inteiro (PI):

JCIn]
s.t. Z.TJ <1 (V cadeia maximal C C 2["})
JeC
zy€4{0,1}  (VJ C[n]) (o)

Com a restri¢do (¢), uma solugdo 6tima para o Pl equivale a uma

anti-cadeia maxima.
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Aplicacao: Teorema de Sperner

Considere o relaxamento linear (PL):

max g T
JC[n

Cln]
s.t. ZmJ <1 (V cadeia maximal C C 2[”])
Jec
x5 >0 (VJ Cn])

Claramente, max (Pl) < max (PL).

Nota: Observe que tanto o Pl quanto o PL t&m 2" variaveis (binarias
no Pl, continuas no PL) e n! restricdes! — os programas sdo
gigantes para valores moderados de n == n&o é possivel utilizar
solvers! Neste caso, buscamos uma solucdo analitica.

Para obter o dual do PL, defina variaveis (duais) yc para cada cadeia
maximal C.
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Aplicacao: Teorema de Sperner
PL Dual (DL):

min Z {ye : C cadeia maximal de 2["}}

st. > ye=1  (VJC[n)
CcaJ

yc >0 (V cadeia maximal C C 2[”})

Procuramos, agora, pela melhor solu¢io dual-viavel em que todas as
variaveis yc sdo iguais, i.€, tém o mesmo valor y. Determinemos y.

Precisamos, para todo J C [n], que
e (# de cadeias maximais contendo J) > 1.
Ou seja, para todo j € {0,1,...,n}, precisamos (por que?) que
y-jln—j=>1

11/46



Aplicacao: Teorema de Sperner
Fato: j!(n — j)! atinge o valor minimo quando j = L%J
[Prove usando a desigualdade de Stirling: n! ~ v/2rn(2)" ]
Temos, entdo, que
_ 1
7 [n/2fi(n — [n/2])

é dual-viavel e o valor associado a fung¢do objetivo de (DL) é

n! n
””:Lwawwwwuw‘<mmﬁ'

Pelo Teorema Fraco da Dualidade e pelo desenvolvimento acima,
temos que

(LnT/L2J) < max (Pl) < max (PL) < min (DL) < (L"%J)'
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Nota: Cadeias e Anti-cadeias

Cadeias e anti-cadeias s3o conceitos naturais em teorias de Reticula-
dos e Conjuntos Parcialmente Ordenados — estas Gltimas focam na
nocdo de Ordem, generalizam muitos problemas e dominios e tém
muitas aplicacdes.

Em otimizac3o linear, podemos citar a ocorréncia de cadeias e anti-
cadeias em teorias de emparelhamentos, em funcdes submodulares,
em problemas de empacotamento, cobertura e orientacdo, e em solu-
¢Bes obtidas via Programacdo Dindmica discreta (e, até certo ponto,
estocastica).

Em particular, os programas (PL) e (DL) sdo exemplos simplérios de
problemas de empacotamento e cobertura, respectivamente. Outros
exemplos virdo com o tempo.
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Teorema Forte de Dualidade

Teorema (von Newmann: Dualidade Forte)

Sejam A uma matriz e b, ¢ vetores. Temos que
min {cTa: tAx =b, x> 0} = max{yTb cylA < CT}
quando ambos os conjuntos sdo ndo vazios.

Em outras palavras, se os PLs da esquerda (primal) e da direita
(dual) forem ambos viaveis, as solu¢des 6timas do primal e do dual
possuem o mesmo valor.

Prova. Sejam P := {a: Ax=b, x> O} e Q:= {y ylA < CT}
ndo vazios. E imediato que ¢'z > y'Ax = y'b para todos = € P
ey € Q, o que resulta em

min {CT:B :x € P} > max {yTb :y € Q}. (Dualidade Fraca)

Resta mostrar que existem x, € P e y, € Q tais que c'z, < y!b.
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Teorema Forte de Dualidade
Considere o sistema A’ <§> <b:

A 0 b —p
—-A O T\ _ -b —q
0 A’ <y> | c | “—r
—c" b 0 —

o . (@
Pelo Lema de Farkas |, a existéncia de uma solucdo y) comz >0

para o sistema acima equivale a veracidade da afirmacio: para todos
p,q, 7> 0ep >0, se

pPA—q'A—puc" >0 e r"A" + b’ =0, (1)

entdo
pb—q'b+r'c>0. (2)
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Teorema Forte de Dualidade
Sejam p, g, 7, u ndo negativos satisfazendo (1). Caso = 0, sejam
xy € Peyy € Q. Temos que (p| —q')Azg > 0 e y)Ar = 0.
Logo,
p'Axy — q Az + TT(ygA)T >0,
o que implica em
pb—qg'b+r'c>0.

Caso i > 0, por substitui¢do de (1) em (2), temos que

pb—qb+rc= g(pT —q" )b+ gcTr

>p (g —p")Ar —p(g" —p')Ar =0.

Portanto, segue que min {c'z : x € P} =max{y'b:y € Q}. O
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Teorema Forte de Dualidade

N3o é dificil perceber que uma prova semelhante pode ser obtida para
quando o PL primal estiver na forma canénica; ou em qualquer outra
forma. Mais ainda: como todo primal pode ser reduzido a forma
padrdo (e todo dual, a forma candnica a menos de n3o negatividade),
a prova acima pode ser considerada “definitiva.”

E conveniente ter os pares primal-dual em mente:

(1) min{c'z: Az =b, x > 0} =max{y'b:y'A <"}

(2) min{c'z: Az <b,z >0} =max{y'b:y'A>c", y <0}
(3) min{cTac : Ax > b, © > 0} = max {yTb yA<cl, y> 0}
(4) min{c'z: Az =b} =max{y'b:y'A=c"}

(5) min{c'z: Az <b} =max{y'b:y'A=c", y <0}

(6) min {c'z: Az > b} =max{y'b:y'A=c", y >0}
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Teorema Forte de Dualidade

A titulo de curiosidade, prove a versdo para as formulacdes genéricas.

Para matrizes A, B,C,D,E,F,G,H, K e vetores a,b,c,d,e, f,
desde que os dois PLs sejam viaveis, eles tém o mesmo valor étimo.

min az+by+c'z
w? y7 z

s.t. Ax+ Dy+ Gz <d
Brxr+ FEy+ Hz=e
Cx+Fy+Kz>f

x>0
z<0

max
b,q,r

s.t.

pd+qe+r'f
pA+q¢'B+7r'C>a
pD+q¢'E+r'F=0b
pPG+qH+r'K<c
p=>0
r<o
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Teorema Forte de Dualidade

| x>0 | y | z<o0
0<;: A D G <|d
Al e | 2 | & ||
0>:j C F K >\ f
B >a =b <c |

mina'x +b'y +c'z=maxp'd+qe+r'f

19/46



Teorema Forte de Dualidade

Em espacgos de dimens3o finita (nosso caso) vale que:

Proposicdo (exercicio)

O dual de um dual é o primal.

O Teorema Forte de Dualidade requer que tanto o primal quanto o
dual tenham solucdes viaveis. No caso de um deles ser inviavel e o
outro ilimitado, ainda é possivel provarmos um resultado ligeiramente
mais fraco:

inf{cTa: cAx=0b, x> O} = sup {yTb cylA < cT}.

Claramente, a relacdo acima é invalida caso ambos os PLs sejam
inviaveis.

Nota: Lembre-se que o inf de um PL inviadvel € co e de um PL
ilimitado & —oo; para sup, inverta os sinais.
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Interpretacoes de Dualidade

Uma interpretacdo Geométrica de pares primal-dual e folgas comple-
mentares pode ser obtida em Bertsimas-Tsitsiklis, pag. 153-155. O
conceito é interessante e sera coberto de outra forma posteriormente.

Variaveis duais 6timas podem ser interpretadas como Custos Mar-
ginais e tém relativa importancia econdémica (dependendo do pro-
blema), apesar da simplicidade conceitual. Vamos postergar este
assunto para depois de cobrirmos o algoritmo Simplex e seu uso no
gurobi.

Enquanto isso, vocé pode consultar sobre custos marginais em Bertsimas-
Tsitsiklis, pag. 155-156.
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Folgas Complementares

Considere o par primal-dual viavel e n3o ilimitado

min {cT:L' cAx < b, x> 0} = max{yTb y'A<c y> 0} ()
e sejam x e y solucdes primal- e dual-viaveis.

Corolario (Folgas Complementares)

x e y sdo solucdes primal- e dual-6timas se e somente se

(P) yi(bi — alx) = 0 para todo i, e [folgas primais]

(D) (y'Aj — ¢;)z; = 0 para todo j. [folgas duais]
Em sendo o caso, x e y sdo complementares com relagdo a ().

[ Em notag&o vetorial, y ® (b— Aw) =0e (yTA — CT) Ox=0.]
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Folgas Complementares

Prova. Sejam s :=b— Ax >0et:=y'A—c' > 0 as folgas
primal e dual para x e y viaveis. Temos que

ys+tle=yb—y Az +y'Az — 'z = y'b— c'z.

Se x e y sdo complementares, y's = t'x = 0 e assim, y'b = .

Pelo Teorema Fraco de Dualidade, x e y sdo solucdes 6timas.

Se x e y sdo solucdes 6timas, o Teorema Forte de Dualidade implica

que y'b = c'x e, consequentemente, que y's + t'x = 0. Como
x >0ey >0, temos que x e y sdo complementares. O

Nota: No caso do primal estar na forma padrio
min {cTa: cAx =b, x> 0} = max {yTb cylA < cT},
as folgas primais s3o trivialmente satisfeitas; restam s6 as duais.
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Folgas Complementares

Em palavras, & necessario e suficiente para solucdes x primal- e y
dual-viaveis serem 6timas que:

> a restricdo primal correspondente a uma variavel dual ndo nula
em y seja satisfeita com igualdade;

» a restricido dual correspondente a uma variavel primal ndo nula
em x seja satisfeita com igualdade.

De forma mais geral, para cada desigualdade a/x < b; do primal,
uma e somente uma condicdo é valida: ou existe * primal-6timo tal
que aZTa:* < bj, ou existe y* dual-6timo tal que y > 0. Afirma¢des
semelhantes podem ser feitas para as desigualdades do dual.

Caso uma variavel primal (dual) seja em = (y) seja nula, a cor-
respondente restricdo dual (primal) pode ou n&o ser satisfeita com
igualdade. Isto tem ligagdes com unicidade de solugdes Stimas e
degenerecéncia.
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Folgas Complementares
Exemplo: Considere o par primal-dual:

max 7x1 + 2z
L min 4y + 20ys — Tys

s.t. —x1 + 219 <4 ; e e > 7
st — —
ox1 + 22 <20 Zl . b2 2y3 ; 5
C9py — 2wy < T Y1 T Y2 Y3 ; .
21,29 >0 Y1,Y2,Y3 =

Observe que = = (2,19 & primal-viavel e que y = (% 2.0) e

dual-viavel. Além disso, (7,2)'x = 332 = y(4,20,-7) e z e y sdo
6timas.

As variaveis de folga primal sdo (s1,s2,s3) = (0,0, 12) e dual sdo

(t1,t2) = (0,0). Logo, y;s; = 0 parai € [3] e x;t; = 0 para j € [2].

25/46



Aplicacdo: Max-Flow / Min-Cut
Seja D = (V, E) um digrafo, ¢ : E — R>o uma fun¢do capacidade
para os arcos de D e s,t € V vértices distintos.

Para um conjunto s € S C V' \ {t}, temos dois conjuntos de arcos
((s,t)-cortes) associados a S:

ot (S) :={(u,v):ueS,veV\S}CE,
0 (S):={(v,u):ueS,veV\S} CE.
0% (S) éo (s,t)-corte de saidae o 7 (S) & o (s,t)-corte de entrada.

A remocdo de 07 (S) elimina todos os (p, ¢)-caminhos (orientados)
em D, comp e Seqe V\S. Em particular, elimina todos os
(s,t)-caminhos em D.

A remocdo de 9~ () reverte os papéis de p e g acima, e a de 97 (S)U
0% (S) desconecta D.
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Aplicacdo: Max-Flow / Min-Cut
A capacidade de 0% (S), para # € {+, —}, & dada por
c(0%(9)) == > cle).
e€d#(S)

O problema do corte minimo em digrafos: dados D, ¢, s e t, deter-
mine s € S C V' \ {t} tal que ¢(9"(S)) seja o menor possivel.

Em outra notacgido:

min {¢(07(9)) : s € SCV\ {t}}.

Seja z: A — R>( um fluxo viavel para (D, ¢, s,1):
» 0 < z(e) <c(e) paratodo e € E,
» (0T ({u})) — (8~ ({u})) =0 para todo u € V' \ {s,t}.

(veja slides com definicdes do problema do fluxo maximo na aula 1)

27/46



Aplicacdo: Max-Flow / Min-Cut
Para todo s € S C V' \ {t}, & imediato que
2(07(9)) — z(97(9)) < (97(5)) < ¢(97(9))-

Em particular,

max {z (07 ({s})) — (0~ ({s})) : = & um fluxo viavel}
<

min {c(07(9)) :s € S CV\ {t}}.

Em palavras, o valor de um fluxo maximo em (D, ¢, s,t) € menor ou
igual ao de um (s, t)-corte minimo.

E isto nada mais é do que o Teorema Fraco de Dualidade.

Vamos mostrar que vale a igualdade acima (via Dualidade Forte) e
caracterizar as solugdes 6timas (com Folgas Complementares).
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Aplicacdo: Max-Flow / Min-Cut
Considere o PL primal para fluxo maximo em (D, ¢, s, 1):
z(0~({s}))

( {u})) (weVA\{st}) <« 2
(6 € E) — Ye

max z (0% ({s})

)~
st (0 ({u})
0

I/\
I/\

em que ja anotamos as variaveis duais y. = Yy, para e = (u,v) € £
e z, para u € V. Do primal, segue que 3. > 0 e z, & livre de sinal.
Seguindo o procedimento para obtenc¢io do dual:

yren’lgu ;%ye
st. zy—zu+tye>0 (e=(u,v) €FE)
zs=1,z2=0 (®)
Ye >0 (e€E)

No minimo, (®) é igual a zg — 2z, = 1. 2016



Aplicacdo: Max-Flow / Min-Cut
O Teorema Forte de Dualidade implica que max = min. Vamos

mostrar que o minimo do dual acima é igual & capacidade minima
de um (s, t)-corte.

Sejam x* e y*, z* solugbes 6timas para o primal e dual e defina
S:={ueV:zf>1} Claramente, s€ Set ¢ S.

Se e = (u,v) € 07(S), entdo 2z} — 2 +y¥ > 2z — 2 > 0; por
Folgas Complementares, segue que z} = c..

Se e = (u,v) € 97(9), entdo y; > 2! — z& > 0; por Folgas
Complementares, x} = 0. Logo,

(04 ({s) = 2" (0" ({s1) = Y (" (0" (fu})) = " (9 ({u}) )
u€esS
= (9*()) — 2" (97(5))
=c(87(9)).
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Aplicacdo: Max-Flow / Min-Cut

Isso mostra que o fluxo maximo é igual a capacidade do (s, t)-corte
97 (S). Como nenhum (s, t)-corte pode ter capacidade menor que o
valor de um fluxo (Dualidade Fraca), a igualdade esta provada.

Teorema (Ford-Fulkerson; Elias-Feinstein-Shannon)

O valor de um (s,t)-fluxo maximo sujeito a capacidade ¢ — em
(D,c,s,t) — é igual a capacidade de (s,t)-um corte minimo.

A prova acima ainda mostra que o dual admite uma solucdo 6tima
inteira: sejam ¥y e Z tais que

u =

Ye =

0 em caso contrario, 0 em caso contrério.

B {1 se e € 07(9), B {1 seu €S,

e
Yy e z sdo dual-vidveis e fornecem valor objetivo igual a c(8+(S));
logo, sdo dual-6timas. Além disso, se ¢ é inteiro, o primal também
admite uma solugio inteira (exercicio).
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Aplicacao: Decomposicao de Custos
Folgas complementares podem ser utilizadas para caracterizar otimi-
zac3o linear sobre interseccdo de poliedros.

Para p > 1 inteiro, sejam
Pri={zecR": AWz =p"] (k€ [p])
poliedros e considere o PL
p
max{cT:c:acE ﬂﬂ} (P)
i=1

Suponha que ¢ admite uma decomposicdo de custos, isto &, existem
c1,¢2,...,¢p € R" taisque c =Y 7 ¢;.

Para k € [p], considere os PLs

max{c};:c @ € Pyl (Py)
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Aplicacao: Decomposicao de Custos

Teorema (Otimizagdo sobre intersecgcdo de poliedros)

Uma solucdo «* € R™ é étima para (P) se e somente se existe uma
decomposicdo de custos para ¢ tal que x* é 6tima para todos os

(Py), k € [p].

Prova. (Suficiéncia) Sejam (D) os duais de (Py), dados por:
win (y[b® : yfA® > .y, 20}, (Dy)

Sejam Z solugdo 6tima para (Fy), Y, solugdes étimas para (Dy) e
ci,C2,. .., ¢, uma decomposi¢do de custos para c.

Por dualidade forte em (Py)-(Dy), ;@ = 7% 0 que implica em
'z =3"_ 5o,
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Aplicacao: Decomposicao de Custos
Temos ainda que  é viavel para (P) e que (¥, ..., Y,) & vidvel para
(D), o dual de (P):
p p
win{ S50 Sy 2 e gz 0} (D)
k=1 k=1

Por dualidade fraca em (P)-(D), o resultado segue.

(Necessidade) Sejam z e (¥, ...,y,) solugdes Gtimas para (P) e
(D), respectivamente. Claramente, & é viavel para (FPy).

Defina ¢, = QZA(’“) de forma que y,. seja viavel para (Dy). Note
que ¢ ndo é uma decomposicdo de custos para c.

De qualquer forma, como (¥, ...,y,) € vidvel para (D), temos que
P LA
ch = Z@kA(k) >c
k=1 k=1
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Aplicacao: Decomposicao de Custos

Logo, ¢q,...,c, € uma “cobertura” de e.

Por dualidade fraca em (P;)-(Dy), segue que ¢, = 7.b*) . So-

mando para todo k,

M=
NE
=

k=1 k=1

A dualidade forte em (P)-(D) garante que as desigualdades acima
sdo igualdades. Logo, é o caso de que

c'z = Z Tb(k
e, consequentemente, T é 6timo para (Py) e y;, € 6timo para (Dy,).

35/46



Aplicacao: Decomposicao de Custos

Suponha agora que Y7 _,(cy); > ¢; para algum j. Logo, para o
mesmo j,

e, por folgas complementares em (P;)-(Dy,), temos que z; = 0.

Escolhendo um ¢ e reduzindo (c;); até que Y 7_ (cs); = ¢; ndo
altera a otimalidade de = em (FPy), para k # /.

Como Z; = 0, o teorema de folgas complementares em (P)-(Dy,)
ainda garante que & é 6timo em (F), concluindo a prova. O
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Nota: Programacao Disjuntiva
Nota: A otimizagcdo sobre a unido de poliedros

p
max{ch cx € UPZ}

i=1

é chamada programacao disjuntiva. Assim como o caso de intersec-
¢do (que acabamos de mostrar), a otimizacdo sobre unido também
se decompde naturalmente.

Infelizmente no caso da unido, a decomposicdo natural n3o é (tdo)
atil, ja que a unido de poliedros (conjuntos convexos) raramente é
um poliedro (conjunto convexo).

Através da introdugdo de variaveis binarias adicionais (/ifting) e da
obtengdo de novas restrigdes para a regido viavel (projecting), é pos-
sivel realizar a otimizacdo ou um relaxamento dela.

De qualquer forma, a um custo computacional (bem) maior que o
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Resumo: Condicoes de Otimalidade

Antes de prosseguirmos, convém resumirmos nossa principal con-
quista nesses slides: condices de otimalidade de PLs. Agora, devi-
damente provadas!

Sejam A € R™ " b e R"™ e ¢ € R™. Para o PL na forma padrao
mln{cm Ax = b, :1:>0}

x € R™ é uma solugdo 6tima se e somente se satisfaz as condicées
de otimalidade:

(1) z é primal-vidvel: Az = b, x > 0 e existe y € R™ tal que
(2) y & dual-viavel: y'A =c", e
(3) nio ha lacuna de dualidade (= duality gap): c'x = y'b.

Definindo as variaveis de folga s =: ¢' — y'A > 0, (3) pode ser
substituida por

(3") folgas complementares satisfeitas: x;s; = 0, para i € [n].
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Resumo: Condicoes de Otimalidade

As condicdes de otimalidade sugerem diferentes estratégias algorit-
micas: iterativamente

» melhorar solugcdes primal-viaveis até que a lacuna de dualidade
seja fechada,

» melhorar solucdes dual-viaveis até que a lacuna de dualidade
seja fechada,

» melhorar, alternadamente, solu¢des primal- e dual viaveis até
que as folgas complementares sejam satisfeitas.

Cada estratégia admite variagdes (oriundas de detalhes dos principios
algoritmicos distintos que podem ser usados).

Exemplos “populares” das estratégias acima s3o os algoritmos Sim-
plex (Primal) e Simplex Dual, e a classe de Métodos Primal-Dual.

Antes de descrevé-mo-los, no entanto, precisamos ir mais afundo na
estrutura de cones e poliedros — pois ha detalhes pertinentes que

ainda n3o sabemos como trata-los.
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Outline

Estruturas de Cones e Poliedros (I)
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Cones: Poliédricos = Finitamente Gerados

Teorema (Farkas-Minkowski-Weyl)

Um cone é poliédrico se e somente se é finitamente gerado.

Prova. (Suficiéncia)

Para x1,xs,...,x,, € R", provamos que cone ({:131,932, ... ,:cm})
é poliédrico. Podemos supor que lin. span({x1, z2, . . ., «’Bm}) =R"
De fato, todo meio-espago H de lin.span({x1, x2,... ,acm}) pode
ser estendido a um meio-espaco H’ de R™ tal que H = H' N
lin. span({z1, @2,...,Tm}).

Considere todos os meio-espacos H = {x : ¢'x < 0} de R" tais que
pa¢ q

X1, T2, ..., %, € H e tais que o hiperplano {x : c'z = 0} & gerado
por n — 1 vetores linearmente independentes dentre &1, xo, ..., T.p.
Pelo Teorema Fundamental de Inequacdes, cone ({:131, To,... ,mm})

é a interseccdo destes meio-espacos. Como o niamero de meio-
espacos ¢ finito (no maximo, (,,)), o cone é poliédrico.
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Cones: Poliédricos = Finitamente Gerados

(Necessidade) Seja C = {x : ajx < 0,...,a,,x < 0} um cone

poliédrico. A suficiéncia garante que existem vetores by, ..., by tais
que

cone ({a1,...,an}) = {x:bjx<0,...,bjx <0} (X)

Resta mostrar, ent3o, que cone ({bl, e ,bd}) = C, pois isto implica
que C' é finitamente gerado.

Por (X), temos que b;ai < 0, para i € [m] e j € [{]. Logo,
b1,...,bgGCecone({bl,...,bg}) CC.

Para a reciproca, suponha que 3y € C tal que y ¢ cone ({bl, e bg}).
Por suficiéncia, cone ({b1,...,bs}) é poliédrico. Logo, existe um
vetor w tal que w'dby,...,w'b, < 0 e w'y > 0. Por (K), w €
cone ({al, e ,am}), o que implica que w'z < 0 para todo « € C.
Isso, no entanto, contradiz que y € C e w'y > 0. U
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Homogenizacao de Poliedros

Como préximo passo, vamos mostrar que todo poliedro P é uma
soma de Minkowski entre um politopo Q e um cone poliédrico C (o
Teorema de Motzkin-Weyl).

E possivel mostrar este resultado diretamente, via Fourier-Motzkin,
mas os vetores em Q + C sdo um pouco dificeis de manipular.

Tudo fica mais facil se homogenizarmos o espaco afim de dimens3o
n em um espaco linear de dimens3o n + 1, com uma variavel extra,

e com x € R" sendo mapeado em <;) € R Desta forma,
P={x:Ax <b, x € R"} & mapeado em

Cp :{(i) :a:GRn,)\ERzo, ACL‘—AbSO},
e podemos utilizar o resultado de Farkas-Minkowski-Weyl em Cp.

Nota: P & a projecdo de Cp N { <i> eR™ )\ = 1} em R™.
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Poliedros = Politopos + Cones

Teorema (Motzkin-Weyl: Decomposicdo de Poliedros)

P C R™ é um poliedro se e somente se P = Q + C para algum
politopo Q e algum cone poliédrico C.

Prova. (Necessidade)
Seja P = {x : Az < b} C R" um poliedro e considere o cone
poliédrico resultante da homogenizacdo de P,

Cp::{(i) :mERn,)\ERzo,Am—)\bSO}.

Pelo Teorema de Farkas-Minkowski-Weyl, Cp é finitamente gerado:

ane ({ () () )

Podemos supor que A; € {0, 1}.
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Poliedros = Politopos + Cones
Seja @ = conv ({:13z AN = 1}) e C = cone ({:BZ A= O}) Temos

1
que x € P se e somente se (:1: € Cp, que ocorre se e somente se

(1) e cone ({ () () }) |

Logo, € € Qoux € C e assim, P = Q +C.
(Suficiéncia)
Seja P = Q + C para algum politopo Q = conv ({#1,...,Zn}) e

cone poliédrico C = cone ({yy,...,y,}). Utilizando novamente o
conceito de homogenizacio, temos que xg € P se e somente se

(e ({(2) () () - ()))
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Poliedros = Politopos + Cones

Pelo Teorema de Farkas-Minkowski-Weyl, o cone acima é igual a

() aeeo

para alguma matriz A e vetor b. Logo, xy € P se e somente se
Axy < —b. Portanto, P é um poliedro. O

Teorema (Minkowski: Base Finita para Politopos)

P C R™ é um politopo se e somente se P é um poliedro limitado.
Prova. Direta do teorema anterior com C = (). O

Nota: Devido a limitacdo do poliedro e o consequente ndo envolvi-
mento de um cone em uma soma de Minkowski, uma prova da Base
Finita para Politopos pode ser obtida facilmente via Fourier-Motzkin.
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