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Do Que Se Trata?

Programa¢do Matematica:
» Programacdo, neste contexto, significa ‘planejamento;’
» Literalmente, 'modelos matematicos para planejamento;’
» Também chamados de modelos de otimizac3o.

» Foco: modelagem, teoria e algoritmos de otimizac3o.

Métodos de Otimizag3o:
» Um nome mais direto;

» Meétodos, neste contexto, engloba modelagem, teoria e algorit-
mos.

S3o largamente usados como sindnimos na literatura.
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Notas sobre os Dois Cursos

» Programacdo Matematica é um curso de graduacdo do BCC.

» Métodos de otimizacdo Aplicados a Eng. de Produc3o & um
curso do mestrado em Eng. de Producdo.

Os cursos ndo sdo iguais (exemplos, profundidade de cobertura dos
topicos e velocidade de exposi¢do variam), mas, claramente, possuem
uma parte em comum.

Para estas partes comuns, vamos utilizar os mesmos videos e slides.
Para as partes especificas, cada curso terd os seus préprios videos e
slides.

Avaliacdes e atendimentos sio especificos para cada curso.
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Notas sobre os Slides

» Escritos para aulas e ndo apresentagdes;
» Logo, cada slide possui mais texto e mais informacio;

» O tempo de escrita obviamente ndo ocorre no video (ao contra-
rio das aulas em lousas);

» De qualquer forma, vou (tentar) controlar o passo para ndo
avancarmos muito rapido e sofrermos com um transbordamento
de contetdo (= cobrir muito mais material do que seria possivel
em uma aula presencial);

» Como? Limitando superiormente cada aula a 90min.
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Problemas de Otimizacao

Versdo de Minimizacdo

Formulacdo genérica:

Dados: um funcional objetivo f e um conjunto de pontos vidveis
S C dom(f).
Determinar:

» se S = (), implicando que o problema & invidvel, ou

» se inf {f(x) : * € S} = —oo, implicando que o problema é
ilimitado, ou

» um x* € arginf {f(z) : € S}, implicando que =* é uma
solucdo 6tima (de valor f(x*) > —o0).

Note que as possibilidades acima s3o mutuamente exclusivas.

Uma instancia do problema é dita um programa de otimizacao.
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Problemas de Otimizacao

Versdo de Minimizacdo

Estamos interessados em solugdes algoritmicas (modelo uniforme),
que recebem instancias e devolvem as respostas apropriadas.

Acrescentamos a nossa ‘lista de desejos:”

» Algoritmos eficientes, cujo consumo de tempo é polinomial no
tamanho das instancias, para determinar as solucdes;

» obtencdo de “certificados” (sucintos) que atestem a veracidade
das respostas fornecidas.

Nota: como supg{f} = —infg{—f}, problemas de maximizagdo
também est3o contemplados.
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Problemas de Otimizacao

Como introduzido, o problema é tdo geral que engloba desde

» problemas simples, com solucdes analiticas fechadas
(ex. minimos quadrados em duas variaveis), a

» problemas que sabemos resolver “eficientemente”
(ex. emparelhamentos maximos), a

» problemas que sdo, potencialmente, “intrataveis”
(ex. minimizag¢do de expressdes Booleanas), a

» problemas incomputaveis, para os quais ndo existem algoritmos
(ex. equagdes diofantinas n3o lineares).

Vamos evitar o altimo tipo e nos concentrarmos nos trés primeiros.
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Problemas de Otimizacao

Especificacdo

A func3o objetivo f e o conjunto de pontos viaveis S podem ser
fornecidos

» explicitamente (white-box), via formas algébrica/analitica ou
combinatdria, ou

» implicitamente (black-box), via oraculos de valor e pertinéncia.

Vamos trabalhar, primeiro, no regime white-box.
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Problemas de Otimizacao

Especificacdo

n%iin fz1, 20, .., 20)
st fi(xi,zo,...,2n) <0 Vje M
filxi,22,...,2p) =0 Vje& M
fi(x1,20,...,2p) >0 VjeMs
r; >0 Vie N
r; <0 Vie Ny

em que
> fe fi,f2,..., fm sdo funcdes especificadas algebricamente;

» My, Mo, M3 sdo conjuntos finitos e disjuntos de indices;

» N7, Ny sdo conjuntos finitos e disjuntos de indices;

> I1,%9,...,T, sdo variaveis de decisdo (sobre R, Q, ou Z).
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Problemas de Otimizacao

Por ndo usarmos desigualdades estritas (< e >), podemos focar
em min e max em vez de inf e sup;

» Vamos nos concentrar em f, f; : R" — R, com Q e Z no lugar
de R em certas circunstancias;

v

v

f € a funcdo objetivo;
As desigualdades f; {<,=,>}0ez; {<, >} 0 descrevem o con-
junto viavel S; sdo chamadas restricées;

v

» x € R™ é vidvel se satisfaz as restricdes.
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Problemas de Otimizacao

Minimos locais e globais

Um vetor x viavel € um

» minimo local se

f(@) < f(y) paratodo y € B(a,e),

em que B(z,¢) == {y : |z —yl| < e} éa"bola" de raio ¢ >0
em torno de x;

» minimo global se

f(x) < f(y) paratodo ye€S.

Se x é minimo global, entdo x & minimo local; a reciproca, geral-
mente, ndo é verdadeira.
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Problemas de Otimizacao

Minimos locais e globais

Em certas situagdes (ex., fun¢des convexas sobre conjuntos conve-
x0s) todo minimo local é um minimo global.
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Problemas de Otimizacao

Panorama

Nota: As nogdes de convexidade continua e discreta sdo diferentes,
mas “coincidem.” 15/37
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Alguns Modelos Lineares
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Otimizacao Linear — Exemplo classico: dieta

Dada a tabala nutricional abaixo, queremos planejar um jantar com
os ingredientes de forma que os requisitos de vitaminas e fibras ali-
mentares sejam satisfeitos e o custo da refeicdo seja o menor possivel.

Ingredientes (a) Cenoura  (b) Repolho  (c¢) Pepino || Requerido
(1) Vitamina A [mg/kg] 35 0.5 0.5 0.5 mg
(2) Vitamina C [mg/kg] 60 300 10 15 mg
(3) Fibras [g/kg] 30 20 10 4g
Preco [$/kg] 0.75 0.5 0.15 —

Sejam x4, xp, £, > 0 variaveis de decisdo em R tais que x; representa
a quantidade de ingrediente () a ser usado na refeicdo. Um modelo:

min 0.75z, 4+ 0.5z + 0.15z,
xaa mba xc

s.t. 35z, + 0.5 + 0.5z, > 0.5

60x, + 300z + 10z, > 15
30z, + 20z, + 102, > 4

Lg, Th, T > 0
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Otimizacao Linear — Exemplo classico: dieta

Uma “soluc3o” para o modelo apresentado fornece as quantidades de
cenoura, repolho e pepino que devem ser usadas para uma refeicio
balanceada ao menor custo possivel.

Podemos deixar o problema mais interessante (e realista). Supo-
nha que temos um orcamento W que n3o pode ser ultrapassado na
confeccdo da refeicdo.

Estendemos o modelo para:

min 0.75xz, + 0.5xp + 0.152x,
xavxba xc

s.t. 352, + 0.52p 4+ 0.52. > 0.5
60z, 4+ 300z, + 10z, > 15

30z, + 20z, + 102, > 4
0.75x, + 0.5xp + 0.152, < W

Ta, Ty Te = 0
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Otimizacao Linear — Exemplo classico: dieta

Os modelos que fornecemos capturam as relacdes existentes, e que
devem ser satisfeitas, em tomadas de decisdo. No caso, as quanti-
dades minimas de ingredientes (pois estamos estamos minimizando
o custo da refeicdo) que devem ser utilizadas e ainda satisfazer os

requerimentos nutricionais.

Observe que, neste caso, nossos modelos sdo concretos: todos os
dados estdo codificados no modelo (a menos do pardmetro W); sao,

essencialmente, instancias.

N3o é dificil perceber que podemos generaliza-las a n ingredientes e

m compostos (vitaminas, sais minerais, etc.).

Nota: O problema fica computacionalmente mais dificil se as quan-

tidades forem inteiras.
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Otimizacao Linear — Exemplo classico: dieta

Para isso, suponha que sdo dados:

» uma matriz A € R"*", em que a entrada A, ; descreve a quan-
tidade do composto i no ingrediente 7, nas unidades escolhidas;

» um vetor b € R™, em que b; é o requerimento do composto 7;
» um vetor ¢ € R", em que c; € o custo por unidade escolhida do
ingrediente j.

Seja = (x1,x2,...,2,) um vetor de variaveis reais de decisdo; z;
representa a quantidade de ingrediente j a ser usado.

Modelo:
min c'z
T
s.t. Ax >
x>0

20/37



Otimizacao Linear — Exemplo: mochila continua

Estamos em uma loja que vende produtos alimenticios a granel, como
arroz, feijdo, aveia, farinha, nozes, castanhas, etc.

Suponha que s3o vendidos n > 0 produtos. Cada grama de produto
i custa ¢; > 0 e possui, para vocé, uma utilidade v;. Vocé tem um
orcamento de W para realizar uma compra.

Problema: selecionar quantidades x; de cada produto 7 tal que o
custo total n3o ultrapasse W e a utilidade obtida seja maxima.

Modelo:
n
max ViT;
i=1

s.t. Zcixi <W
i=1
x; >0 VYiéen]
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Otimizacao Linear — Exemplo: fluxos maximos

Precisamos transportar agua de centros produtores (S # ()) a con-
sumidores (7" # (). Existem, ainda, centros de distribuicdo (D) que
nido fornecem nem absorvem &gua.

O escoamento da agua é feito por tubulagBes entre certos pares
de centros. Para centros i # j que estdo conectados, a tubulacio
possui capacidade para escoamento de (i, 7) > 0 litros (por unidade
de tempo; n3o importante neste problema).

Podemos supor que ndo ha perdas (vazamentos) na rede e que cada
tubulacdo é usada em um anico sentido.

Objetivo: escoar a maior quantidade possivel de dgua dos centros
produtores aos consumidores, respeitando as capacidades das tubu-
lacdes.
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Otimizacao Linear — Exemplo: fluxos maximos

Claramente, este & um problema de fluxos em digrafos: o famoso
problema do fluxo maximo.

Um digrafo G = (SWT' WD, E) descreve uma rede de abastecimento
de agua: um arco (7, ) € E se existe uma tubulagdo do centro i ao
centro j, com i # j.

Sem perda de generalidade, suponha que n&o ha arcos (i,s) para
s € Sel(tj) parat € T. Podemos ter, simultaneamente, arcos

(4,4) e (j,i) parai,j € D, com i # j.

Um vetor u € R¥ descreve as capacidades dos arcos (tubulagdes);
x € RE; & um vetor de variaveis de decisdo — uma para cada arco —
que tomam valores reais n3o negativos: fluxo que sera escoado por
cada arco.
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Otimizacao Linear — Exemplo: fluxos maximos

max Z {z(s,j): s €8S, (s,j) € E}
st Y a(g) - > w(ji)=0 VieD (o)
(i,5)€eE (J)eE
0 <x(i,7) <wu(i,j) V(i,j) € E

> As restricBes (o) garantem a conservagdo de fluxo nos centros
de distribuicdo: a quantidade de fluxo que entra é igual a que
sai (lei de Kirchhoff);

» O problema é trivial se G for bipartido (D = 0);

» Obtemos o mesmo resultado com
> {a(it):teT, (i,t) € B}

como fungdo objetivo (provel).
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Otimizacao Linear — Exemplo: fluxos maximos

(extraida de Cormen-Leiserson-Rivest-Stein)

S ={s}, T ={t}, D ={v1,v9,v3,v4}.
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Otimizacao Linear — Exemplo: fluxos maximos

max  z(s,v1) + z(s,va)

s.t. x(v1,v2) + x(v1,v3) — 2(s,v1) — x(v2,v1) =0
x(va,v1) + x(va,v4) — (s, v2) — x(v1,v2) — x(v3,v2) =0
x(vs, t) + x(vs, v2) — 2(v1,v3) — 2(vg,v3) =0
x(va,t) + x(v4, v3) — (V2,v4) =0
0 <xz(s,v1) <16
0 <x(s,v9) <13
0 < z(vy,v2) <10
0 < z(vy,v3) <12
0 <z(ve,v1) <4
0 < z(vg,v4) < 14
0 < az(vs,t) <20
0 <z(vs,v2) <9
0 <z(vg,t) <4
0 < x(vg,v3) <7
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Otimizac3do Linear — Ex: fluxo de custo minimo

Queremos, agora, transportar agua de centros produtores (S # () a
consumidores (T # ()). Cada centro i € S fornece b(i) > 0 litros de
agua e cada centro i € T absorve b(i) < 0 litros.

Existem, ainda, centros de distribui¢do (D) que ndo fornecem nem
absorvem agua: b(i) = 0 para todo i € D.

O escoamento da agua é feito por tubulacdes entre certos pares de
centros. Podemos supor que ndo ha perdas (vazamentos) na rede e
que cada tubulacdo é usada em um Gnico sentido.

Para centros i # j que estdo conectados, a tubulacdo possui capa-
cidade para escoamento de u(7,5) > 0 litros por unidade de tempo,
a um custo ¢(i,j) > 0.
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Otimizac3do Linear — Ex: fluxo de custo minimo

Objetivo: escoar agua dos centros produtores aos consumidores, res-
peitando as capacidades das tubulacées e incorrendo no menor custo
possivel.

Este é outro problema de fluxo sobre digrafos: fluxo de custo minimo.

Um digrafo G = (SWT' WD, E) descreve uma rede de abastecimento
de dgua: um arco (7, ) € E se existe uma tubulagdo do centro i ao
centro j, com i # j.

Sem perda de generalidade, suponha que n3o ha arcos (i,s) para
s € Sel(tj) parat € T. Podemos ter, simultaneamente, arcos

(1,7) e (4,7) parai,j € D, com i # j.

Vetores u € R¥ e ¢ € R¥ descrevem as capacidades e custos de uso
dos arcos (tubulagdes); = € RZ & um vetor de variaveis de decisdo:
fluxo que sera escoado por cada arco.
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Otimizac3do Linear — Ex: fluxo de custo minimo

min > (i, §)z(i, §)

xr
(3,7)EE

st Y a(ig) = Y. a(ji)=b VieSWwTwD (%)
(i,7)EFE (jR)eEE

0 <x(i,7) <wul(i,j) V(i,j) € E

> As restricdes (%) garantem que as demandas s3o satisfeitas;

» Se > cgbs # — > ,cr bi, 0 problema é inviavel;
» Mais do que isso, caso exista ) # R C SWT W D tal que

Z u(i,r) < _Zb’”’

reR reR
(i,r)EE

o problema é inviavel.
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Otimizacao Linear — Ex: regressao /; em 2 vars.

Suponha que temos uma colecio de pontos no plano R?:

(xla y1)7 (m27 y2)7 SER) (xna yn>
Como na figura abaixo, extraida de Matousek-Gartner (pg. 19).
TV watchers [%]

60 —

50

10 —

|
20 30 10 50 loudness level |(]]3]
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Otimizacao Linear — Ex: regressao /; em 2 vars.

Queremos determinar uma reta y = ax + b que “melhor aproxime"
os pontos dados.

Varias possibilidades de solucdo. Escolhemos a busca pela reta que
minimiza a norma /y:

n
ming laz; + b — y;|.
wb i
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Otimizacao Linear — Ex: regressao /; em 2 vars.

Problema: a fungdo objetivo n3o é linear.

Mas é linear por partes! Podemos assim, reformular o modelo em
uma vers3o linear.

Temos que |az; + b — y;| > 0 implica em az; +b —y; > 0 ou
—(ax; +b—1vy;) > 0. Logo, introduzindo uma variavel auxiliar ¢;
(erro no ponto i) tal que

ax; + b —y;
—(ax; +b—y;)

€
€

(AVAAY]

obtemos que

e; > max{ax; +b—y;, —(ax; + b —y;)} = |ax; + b — y;|.
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Otimizacao Linear — Ex: regressao /; em 2 vars.

Temos, entdo, a reformulac3o linear:

n
min E e;
a,b,e;

st. e >ax;+b—y; Vi € [n]
ei > —(ax; +b—y;) Vi€ [n]

Nota: A regressdo ¢ (norma euclidiana), conhecida como minimos
quadrados consiste em uma func3o objetivo quadratica

)

n
. . b . . 2
Iglbn ;(sz + i)~

e necessita diferentes técnicas para resolucio.
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Otimizacdo Linear — Ex: separacdo em R?
Suponha que temos duas colecdes de pontos no plano R?, uma de
pontos brancos e outra de pontos pretos:

(T1781)7(T2782)7'"7(T7H7Sm) € (wl,Zl),(UJQ,ZQ),...,(’wn,Zn).

Como na figura abaixo, extraida de Matousek-Gartner (pg. 21).
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Otimizacdo Linear — Ex: separacdo em R?

Queremos determinar uma reta y = ax + b que “separe” os pontos
dados. De preferéncia, deixando uma “margem” de seguranca.

y=axr+b

O

y>ar+ b4+ 4

y<ar+b-4

Atente para o fato de que o problema pode nio ter solucio.
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Otimizacdo Linear — Ex: separacdo em R?

Um ponto (p;,q;) estd de um “lado” da reta se ¢; > ap; + b e do
“outro” se ¢; < ap; + b.

Introduzimos uma variavel auxiliar § para representar a margem e
“fechar o espaco” entre as desigualdades estritas.

st.  si>ari+b+0 Vi€ [m]
zj <awj+b—0  Vje€|n]
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Por Que Estudar Otimizacao Linear?

>

De certa forma, &€ uma extensdo natural de algebra linear, en-
volvendo desigualdades e maximos/minimos;

N3o obstante, varias ideias interessantes foram e ainda sdo de-
senvolvidas na area; muitas delas, foram generalizadas para ou-
tros dominios e casos ni3o lineares;

Dualidade é uma ferramenta poderosa na prova de teoremas e
desenvolvimento de algoritmos, tanto exatos quanto aproxima-
dos;

Serve como ferramenta para resolucdo de problemas maiores
mais complexos;

Possui inmeras aplicacdes tedricas e praticas, direta ou indire-
tamente, em uma miriade de campos:

» Aprendizado de maquina » Fisica

» Biologia e neurociéncia » Matematica

» Economia e financas » Quimica

» Engenharias » Teoria da computacdo
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