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Algebra Linear

Por um lado, uma extens3o do conceito e do ferramental de vetores
em R? e R3, os espacos euclidianos, para espacos de dimensdes
maiores (finitas e infinita).

Por outro, um arcabouco abstrato para o tratamento unificado de
objetos que possuem uma estrutura linear.

Enfoque em aspectos algébricos, frequentemente com interpretacées
geométricas.
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Algebra Linear

Neste curso, ndo precisaremos da teoria de algebra linear em sua
totalidade; nem em sua maior generalidade. Focamos em espacos
vetoriais de dimensdes finitas sobre R (as vezes, sobre Q), subespagos

lineares e afins, (in)dependéncia, bases, proje¢des, transformacdes e
dualidade.

Nota: Este ndo &€ um curso de algebra linear; entdo assumimos em
nossa revisdo que vocé ja possui familiaridade com o assunto.

A referida teoria sera, depois, estendida com a ajuda de tépicos de
analise convexa.

3/42



Outline

Espacos e Subespacos Vetoriais Lineares
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Espacos Vetoriais Lineares
Considere
» um conjunto V # (), cujos elementos chamados vetores, e
» um corpo F (como @Q,R), cujos elementos sdo ditos escalares,
e dotados de
(a) uma operagdo de adicio vetorial

zr+yeV para todos z,yeV

com as propriedades de

» associatividade: z + (y+2)=(x +y) + 2, Va,y,z €V,
comutatividade: x +y =y +«, Va,y € V;
identidade aditiva: existe 0 € V talque x + 0 =a, Vx € V;
inversos aditivos: Vo € V, 3z’ € V tal que ¢ + =’ = 0;

v vy

(b) uma operagio de multiplicacdo escalar
Ax= xeV para todos ANeF, zeV

com as propriedades de
» associatividade: A« (u-x) = (Mu) - &, VA ueF, z €V,
» identidade multiplicativa: existe 1 €e Ft.q. 1 - x =a, Va €V,
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Espacos Vetoriais Lineares

e tal que as operacdes de adicdo e multiplicacdo sdo distributivas:
Alzt+y)=X-z+Ay e (A+p)z=rz+tp -z,

paratodos \,u e Fex,yec V.

Uma tal estrutura (V,IF,+,-,0,1) é espaco vetorial (linear).

Nota: E comum a expressdo “V é um espaco vetorial sobre F.”

Proposicdo (de prova simples)

Para um espaco vetorial V' sobre T,

(a) a identidade de adicgo, 0, é dnica em V;

(b) cada elemento x € V' possui um dnico inverso aditivo —x;

(c)0-x=0eX-0=0,VAeF, zcV;
(d) (-1)-x = —=x para todox € V, com —1 € F.
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Espacos Vetoriais Lineares

Exemplos

Espacos vetoriais sobre R importantes neste curso: R™ e R"*",

O primeiro, R"™, diz respeito aos vetores com n coordenadas, cada
qual, um valor real: R" := {(z1,22,...,2,) : 7; € R}. Adicdo e
multiplicagdo sdo definidas por componentes (coordenadas):

($1,952,~--,fﬁn)+(y1a3/2,~~ayn) — ($1+y17$2+927---7$n+yn)
e X (x1,29,...,2n) = (A\x1, A2, . .., ATp).

Apesar de termos escrito os vetores em linhas (as vezes, usaremos o
simbolo de transposicdo x'), eles, na verdade, sdo colunas:

T U1 r1+ Y1 1 AT

T2 Yo T2 + Yo T2 Az
+ = ) s B .

T, Yn Tn + Yn T, AZp
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Espacos Vetoriais Lineares

Exemplos

O segundo, M(m,n) := R™*™ & o espago das matrizes com m
linhas e n colunas com entradas reais. Adicdo e multiplicacdo s3o
definidas por componentes (coordenadas):

ai1 ayz v ain b1,1 b1,2 to bl,n

as i g2 0 A2n 52,1 52,2 s bz,n
A+B-= . ) . . +

am1 Am2 - Am n bm,l bm,2 U an,n

ay,1 + b1 a2 +bia - ar, Fbiy

a1+ ba 1 ag2+big -+ azp+ban

am,1 + b’rn,l am,2 + bm,Q o Qm,n + bm,n
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Espacos Vetoriais Lineares

Exemplos
ai ar2 ain Aalj AaLz te AaLn
az 1 azz 0 A2n AGZJ Aazg s Aazm
AA=A =
am1 Gm2 - Amn >\am,1 >\am,2 o )\am,n

Claramente, cada linha de A & um vetor em R" transposto, e cada
coluna, um vetor em R™.,

Vamos denotar a linha i de A por A, ou por a}, e a coluna j por
A, j ou por A;.

Exercicio

Prove que, de fato, R™ e R™*" s3o espacos vetoriais sobre R.
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Subespacos Vetoriais

Para um espaco vetorial V' sobre F, um subconjunto ) # S C V
é um subespaco vetorial (linear) de V' se, para todos x,y € S e
Apel,

Ax 4+ py €5,

com as operacdes de adicdo e multiplicacido como em V. Isto &, S
é, por si mesmo, um espaco vetorial sobre FF.

Exemplos: (verifique as afirmagdes!)

v

{(0,22) : z2 € R} & um subespaco de R2.

v

Qualquer reta em R? que passe pela origem (0,0).

v

{(x1,22,0) : 21,20 € R} & um subespaco de R?.

v

ail ai2 i |
{( 0, a2,2 ) 1ai1,a1,2,a22 € R}, o conjunto das matri-

zes 2 x 2 triangulares superiores & um supespaco de R?*?.
S":={A € R"™ : A= A"}, o conjunto das matrizes qua-
dradas (n x n) e simétricas € um subespago de R"*".

v
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Operacoes em Espacos Vetoriais
Sejam V71, V5 espacos vetoriais sobre F.
Proposicao
A interseccdo de Vi e Vo é um espaco vetorial sobre IF.

Prova. Selamz,ye X =ViNnlVy e\ upeF. Comoxz,yc VeV
é um espaco vetorial, A\x, uy € V; e, assim, Ax + uy € V;. Logo,
Ax + py € X completando a prova. O

A soma de V} e V5 & dada por
Vi+Voi={x+y:xzeV,yec
A soma é direta, denotada por Vi @ Vs, se Vi NV, = {0}.

Proposicdo (exercicio)
Vi+ Vo e Vi @ V5 sdo espacos vetoriais sobre IF.
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Operacoes em Espacos Vetoriais

Exemplo:

{(fl;l,waO) P X1, T2 S R} D {(07 07 1'3) 13 c R}
= {(1‘1,1'2,163) X1, T2, T3 € R} = R?).

A uniZo de espacos vetoriais, em geral, ndo & um espaco vetorial.
Por exemplo,
X ={(z,z) :z e R} U{(z,—z) : z € R}

ndo & um espago vetorial, pois (z,2) + (z,—z) = (22,0) € X para
z # 0. Claramente, {(z,z) : * € R} e {(z,—z) : = € R} sdo
subespacos de R?.

Nota: {(z,7) :z € R} @ {(x,—z) : * € R} = R2.
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Outline

Combinacées Lineares, Independéncia, Bases
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Combinacoes e Fechos Lineares

(V' um espago vetorial sobre IF)

Um vetor y € V' & uma combinacio linear de vetores 1, s, ..., x, €
V' se existem escalares A1, Ao, ..., \, € F tais que

Y =Mz, + XoTo + -+ + ATy

Exemplos:
» (3,2,1) =3(1,0,0) +2(0,1,0) + (0,0, 1).
> (3,2,1) =2(2,1,3) — (1,0,5).

~(2) e t) (T a) ()
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Fechos e Geradores Lineares

(V' um espago vetorial sobre )

Para X = {x1,@9,...,2,} C V, ndo necessariamente um subes-
paco, o fecho linear (ou linear span) de X é

lin. span(X) := { @1 + Aoxa + -+ Ay : A1, A2y .., Ay € F

o conjunto de todas as combinacdes lineares dos elementos em X.

Nota: lin.span()) = {0}.

Proposicao
Para todo X C V, lin.span(X) é um subespaco de V.

X & um gerador de/para V' (ou X gera V') se lin.span(X) = V.
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Fechos e Geradores Lineares

Exemplo: Para i € [n] := {1,2,...,n}, defina e; € R™ como o
vetor que possui a coordenada 7 igual a 1 e as demais iguais a 0:

i—1 n—i+1
O conjunto E = {ej,es,...,e,} é um gerador de R"™.
De fato, para qualquer z = (z1,29,...,2,) € R", temos que z €

lin. span(F), pois
z=2z1-€ +tz-€+ -+ 2z, €y

A inclusdo lin. span(E) C R™ é imediata. [
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Bases

Seja V' um espaco vetorial e X* C V um conjunto gerador minimal
de V, isto &,

» V =lin.span(X*) e
» para todo X C X* tal que lin.span(X) =V, X* = X.
X* & uma base de/para V.

Nota: Em geral, um espaco vetorial admite vérias bases.

Pergunta: O que podemos dizer sobre os elementos de uma base
para V7 Isto &, como uma base difere de um conjunto gerador n3o
minimal?
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Dependéncia e Independéncia Linear

Os vetores &1, g, ..., x, € V \ {0} sdo linearmente independentes
se
Mz + Aexo+ -+ A\, =0

implica que Ay = Ay = --- = A\, = 0. Em caso contrério, eles sdo
linearmente dependentes.

De outra forma, se x1, 2, ...,x, € V' \ {0} sdo linearmente depen-
dentes, existe \; # 0 tal que

SO S JO A e DU, o SO L
TN N ooy A

com o lado direito diferente de O.

Logo, x; € lin.span({x1,2,...,Tj—1,Zjt1,...,Ln}) € T; € “su-
pérfluo”.
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Bases e Dimensoes
Mostramos com isso que:
Proposicao

Um conjunto gerador X é uma base de V' se lin.span(X) =V e os
vetores em X sdo linearmente independentes.

A mesma ideia pode ser usada para mostrar que (verifique!):
Teorema
Todas as bases de V' tem o mesmo nimero de elementos.
O que implica, em espacos vetoriais, que todo conjunto gerador mi-
nimal & minimo (com respeito a independéncia linear).
A dimensdo de V' é

dim(V) = | X*|,

com X™* & uma base de V.

V' tem dimens&o finita se | X*| < oo e infinita em caso contrario.
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Bases e Dimensoes

Exemplo: Vimos que E = {ej,ea,...,e,} € um conjunto gerador
de R™. Claramente, que os vetores em E s3o linearmente indepen-
dentes. Logo, £/ € uma base para R" e com isso, que dim(R") = n.

Sejam S C T C V, com S e T subespacos de V. Nao é dificil ver
que

dim(S) < dim(7) < dim(V).
Além disso, se S C T, temos que toda base de S pode ser estendida
a uma base de T (prove!).

Seja B = {vi,vs,...,v,} uma base para V, com os vetores v;
listados em alguma ordem fixada. Qualquer vetor £ € V pode
ser representado com relagdo a B (sob a ordem fixada) como x =
(A1, A2,...,A\n)g, em que

T = A\v1 + Ava+ -+ AUp.
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Outline

Sistemas Homogéneos e Subespacos de Matrizes

21/42



Sistemas Lineares Homogéneos

Um sistema linear homogéneo com m equagdes e n variaveis reais,
T1,22,..

., Ty, costuma ser representado como
aj1ry + aipre + -+ a1pTp

az1x1 + a22x2 + -+ A2p%p

Am,1T1 + Qm2T2 + +  amnTn

em que a;; € R sdo ditos coeficientes.

Claramente, 1 = 29 = ---

trivial. Logo, todo sistema homogéneo é consistente.

O foco torna-se, entdo: o sistema admite solucdes n3o nulas? em
caso afirmativo, o nimero de solucdes nio nulas é finito ou infi-
nito? em sendo infinito, é possivel descrevé-las de forma finita? e,

finalmente, como encontrar tais solucées?

= z, = 0 & uma solu¢do, chamada
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Sistemas Lineares Homogéneos

A forma como foi escrito produz um enfoque natural na organizacio
do sistema por linhas. E conveniente abreviar esta forma para:

ajx = 0
alr = 0
alr = 0
com a; = (a171,ai72, c. ,am) e xr—= (.%'1, T2y ... ,xn).
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Sistemas Lineares Homogéneos

Uma variacdo consiste em organizar o sistema por colunas:

a1 a1 ain 0

a1 a2,2 a2.n 0
28 I NS I (RPN B

am,1 Qm,2 Gm.n 0

Fica claro que qualquer solucdo para o sistema & uma combinacdo
linear dos vetores coluna formados pelos coeficientes.

Finalmente, definindo a matriz A € R™*" como A;; = a;; e
x = (r1,22,...,2y), temos a notagdo matricial
Ax = 0.

Claramente, todas as notac¢des sdo equivalentes. E somente uma
questdo de usarmos a nota¢do mais apropriada (mais facil de traba-

lhar com) em cada circunstancia.
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Subespacos Associados a Matrizes
Seja A € R™*™ uma matriz com m linhas e n colunas.

O espaco coluna (ou range) de A é o fecho linear das colunas de A:
range(A) = lin.span ({A,; : j € [n]}).
O espaco linha de A é o fecho linear das linhas de A:
row. span(A) = lin.span ({A; . : i € [m]}).

Proposicido

As dimensées de range(A) e row.span(A) sdo sempre iguais.
Tal valor é dito o posto (ou rank) de A e, claramente,
rank(A) < min{m,n}.

A tem posto completo (& full dimensional) se rank(A) = min{m,n}.
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Subespacos Associados a Matrizes
O conjunto
null(A) := {x ¢ R" : Az = 0}
é chamado kernel ou espaco nulo (null space) de A.
null(A) é um subespaco de R™ e range(A) é um subespaco de R™.
Teorema
dim(R"™) = dim(null(A)) + dim(range(A)).

Prova. Se A = 0, entdo null(A) = R", range(A) = {0} e o
resultado é valido. Suponha A # 0 e seja K = {uj,ug,...,ux}
uma base para null(A).

IC pode ser estendida a uma base para R™. Sejam J = {v1,va,..., v/}
os vetores que realizam esta extensdo (£ =n — k).

26/42



Subespacos Associados a Matrizes

Para x € R", temos entdo que
T = Aug + AU + -+ Ay + p1v1 + povo + -+ vy,
Aplicando A acima e notando que Awu; = 0, temos

Az = A(Mug + daus + -+ + M\pug) + A(u1v1 + povg + -+ + ppvy)
= W Avy + o Avg + - - - + ppAvy.

Isso implica que £ = {Av;, Avs, ..., Avy} € um conjunto gerador
para range(A). Resta provarmos que L é linearmente independente.

Temos que ¢1Avy + poAvg + -+ + ppAvy = 0 se e somente se
A(¢1v1+¢2v2+' . ‘+¢eve) =0 <= ¢1v1+p2vo+- - -+ppvy = 0.

Como J é linearmente independente, temos que ¢; = 0 e assim, £
é uma base para range(A) de dimensdo /. O
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Subespacos Associados a Matrizes

Este € um bom momento para resumirmos o que fizemos acima. ..
Considere um sistema linear homogéneo Ax = 0, para A € R"™*",

» O sistema sempre admite uma solucdo trivial: = = 0.

» A solugdo trivial & a tnica solugdo do sistema se null(A) = {0};
de outra forma, se dim(null(A)) = 0.

» Caso dim(null(A)) > 0, uma base para null(A) pode ser en-
contrada “dentro” de uma base para R"™.

» Sendo {uy,us,...,u;} € uma base para null(A), todo vetor

z = Aur + Agug + -+ + Ay
é uma soluc3o para o sistema, pois Az = 0.
Os vetores {uy, ug,...,u} acima formam um sistema fundamental

de solucées de Ax = 0.
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Subespacos Associados a Matrizes

As relacdes abaixo serdo Gteis.

Proposicao

Seja A € R™™ uma matriz quadrada. S3o equivalentes:

(a) A éinvertivel: 3A™T € R™*™ tal que AA™' = A'A =T,
(b) AT é invertivel;

(c) det(A) := > s, 58n(0) []; Aisp) # 0, (determinante de A)
(d) As linhas de A s3o linearmente independentes;

(e) As colunas de A sdo linearmente independentes;

(f) rank(A) =n;, (A tem posto completo)
(g) O sistema Az = 0 tem uma dnica solugdo;
(i) null(A) = {0}. (0 é o dnico elemento no kernel de A)

Nota: num futuro préximo, vamos estender o maquinario desenvol-
vido até aqui para sistemas afins e sistemas com desigualdades.
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Outline

Transformacdes Lineares
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Transformacoes Lineares
Sejam V e W dois espacos vetoriais sobre F.

Um mapeamento T : V' — W & uma transformacio linear se
> T(x+y) =T(x)+T(y), paraw,y € V;
» T(A\-x)=AT(x), prrarcFexcV.

A transformac3o linear T' é dita um operador linear se W = V; caso
W =T, é dita um funcional linear.

Quando V =R"™ e W = R, o funcional linear T' é referido simples-
mente como uma funcio linear real.

Para a € R" e ¢ = (x1, x9,...,x,) varidveis reais, temos que

é uma funcio linear; e toda fungdo linear tem a forma acima (requer
uma prova).
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Transformacdes Lineares

Se V e W tiverem dimens3o finita n e m, a transformacio linear
T :V — W pode ser representada por uma matriz com m linhas e
n colunas. Vamos ilustrar este resultado para V =R" e W = R™.

Sejam B,, = {v1,v2,...,v,} e B, = {wy,ws, ..., w,,} bases para
R™ e R™. Defina u; = T'(v;), para v; € B,,. Temos que u; € R™.
Como B, é base,

U = a1,;W1 + a2, W2 + - -+ + Ay Wi
Para © € R™, temos que = A\jv1 + Agvo + - - - + A\, v,,. Assim,

T(ac) = T()\11J1 + Xovg + -+ + )\nvn)
= )\1T(’01) + )\QT(’UQ) + o+ )\nT(vn)
= Nup + Xug + - -+ Apuy,.

Substituindo uq, uo, ..., u, acima...
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Transformacdes Lineares
obtemos

T(x) = M(a,1wi + azqwa + -+ + G 1 Wi,)

+ Aa(a1pwi + agowr + -+ + A oWy,

+ )\n(al,nwl + ag pwo + - + am,nwm)

= ()\1@171 + )\2&172 + -+ )\nalm)wl
+ ()\1a2,1 + Aoago + -+ )\nagm)’wg

+ (Alam,l + )\2am,2 + -+ )\nam,n)wm
= Najw; + MNaywy + -+ + Napw,

com \ = ()\1,)\2, . ,)\n) ea; = (am,ai’g, .. .,ai,m).
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Transformacdes Lineares

Considerando a representacio de @ em 13,
T = ()\17 >\27 ERE )‘H)Bn7

e a representacdo de T'(x) em B,,,

T(x) = (May, Nasy, ... ,)\Tam)Bm,

e definindo a matriz

vem que
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Transformacdes Lineares

Podemos, entdo, abusar da notacdo e usar o mesmo simbolo para
denotar uma transformacg3o linear e a matriz que a representa.

Os resultados envolvendo subespacos associados a matrizes sio va-
lidos para transformacdes lineares.

Por exemplo,

Teorema
ParaT :V — W, dim(V) = dim(null(T")) + dim(range(T)).

Um resultado interessante que sera indiretamente atil neste curso:

Teorema
T é injetora sse null(T) = {0} e sobrejetora sse range(T) = W.
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Mudancas de Base
Sejam B e B’ bases distintas de R™.

Problema

Dado um vetor x € R"™ representado na base B, encontrar a repre-
sentacdo de x na base B'.

O desenvolvimento anterior fornece a resposta: mudancas de base
sdo realizadas por operadores lineares.

Se B : R"™ — R" faz a mudanca B+ B’ e Ap & a matriz associada
a B, temos que Apx é a representacio de x em B”.

Nota: Ap tem posto completo; logo, é invertivel.

Se C': R™ — R" for outro operador de mudanca de base B’ — B”,
com matriz A associada, temos que uma mudanca B +— B” é dada
por:

CoB(x)=C(B(x)) = AcApz.
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Outline

Espacos com Produto Interno
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Produto Interno
Um produto interno em um espacgo vetorial V' sobre F' é uma ope-
ragdo (-,+) : V" x V — F positiva, conjugado-simétrica e bilinear. A
conjugac3o depende do corpo F.
Em R, a conjugacio é a operacdo de transposicdo. Assim, um pro-

duto interno em um espaco V sobre R satisfaz, para todos x,y, z €
VelpueRR:

» positividade: (x,x) > 0, com igualdade somente se « = 0;
> simetria: (x,y) = (y,x);

» bilinearidade: (Ax + py, z) = XNz, z) + u(y, z).

O produto interno canénico em R™ é dado por:

n
(@,y) =x'y=> zy; Va,yeR"
=1
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Normas

Produtos internos induzem normas. Em particular, o produto interno
candnico em R" induz a norma euclidiana ou norma /s:

NI

=] = [=]2 := (@,z)2,  VxecR",

e ||x|| &€ a magnitude ou comprimento de . Se ||| = 1, dizemos
que x é unitario.

Desigualdade triangular: ||z + y|| < ||| + ||ly||-

Teorema de Pitagoras: ||z + y||* = ||z| + [|y|*.

Lema (Desigualdade de Cauchy-Schwarz)

Para quaisquer vetores x,y € R", vale que |(z,y)| < ||| - ||ly||.
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Desigualdade de Cauchy-Schwarz

Prova. Podemos supor que x # 0. Defina u = A\x — y, para algum
A € R. Temos que

(w,u) = Az — y, Ao — y) = X(z,z) — 2X\(z,y) + (y,y) >0,

em que a desigualdade final advém do fato que (u,u) = |lu/? > 0.
Tomando A\ = (x,y)/(x, x) e substituindo acima,

+yy) >0 = (z,9)° < (@) (yy),

ou |z, y)| < (z,2) > (y, y)'/* = ||z|| - |yll. m

A igualdade ocorre se e somente se: um dos vetores é igual a zero,
ou quando x = y.

40/42



Distancias, Angulos e Projecoes
A norma euclidiana induz uma distdncia entre vetores em R":
d(wvy) = ||y7m||7 Vm,yeR”.

Também fornece o adngulo € entre vetores x e y:

6 = arccos <<m,y>> .
|l - Nyl

Assim, x e y sdo ortogonais se (x,y) = O.‘

A projecdo escalar de x na direcio de y é dada por

(z,y)
lyll

xy = x| cos O =

em que 6 € o angulo entre x e y.
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Bases Ortonormais

Uma base B = {v1,vs,...,v,} de R™ é ortogonal se para i # j,
(vi,vj) = 0.

B é ortonormal se é ortogonal e ||v;|| = 1, para todo .

Exemplo: E = {ej,ea,...,e,} € uma base ortonormal de R".

Temos ainda, para todo = € R", que:

x = (x,e1)e; + (x,ex)es + - -+ (x,e,)e,.

Teorema
Todo espaco vetorial de dimens3o finita com produto interno admite
uma base ortonormal.

Uma prova é fornecida pelo algoritmo de ortonormaliza¢do de Gram-
Schmidt.
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