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Complementos Ortogonais e Representacdo de Subespacos
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Subespacos Ortogonais

Para um conjunto S = {v1,vs,...,v,} C R", definimos o comple-
mento ortogonal a S como

St i={w e R": (w,v;) =0,Vj € [n]}.

Observe que S+ é um subespaco vetorial e que todo vetor em S é
ortogonal a todo vetor em lin. span(.S).

Proposicio

Se S C R™ é um subespaco, entio

(a) S= (SL)L; (S C (SL)l se S ndo é subespaco)
(b) SnS+={0};

(c) R* = S @ St edim(R") = dim(S) + dim(S+).

Vamos provar os itens (b) e (c). O item (a) é consequéncia e fica
como exercicio.
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Subespacos Ortogonais

Prova. Seja S um subespaco de R™. Provamos R" = S + S+
primeiro. Seja ey, es, ..., e, uma base ortonormal para S.

Todo x € R™ pode ser escrito como

x=(x,e1)e1+ -+ (xr,er)er+x — (x,e1)e; — - — (x,er)eg.

=u =v

Claramente, u € S. Como (v,e;) = (x,ej) — (x,e;) = 0, pois
(ei,e;) = 0 parai # j e (ej,e;) = 1, temos que v € S*. Logo,
mostramos que todo € S+ S, ou que R* = § + S+,

Para concluir, tome z € SN St. Como x € S+, temos que x
é ortogonal a todos os vetores em S, incluindo o préprio x, pois
também esta em S. Assim, (x,x) = 0, o que implica que = 0.

Portanto, SN S+ = {0} e consequentemente, R" = Sa St Segue
imediatamente que dim(R") = dim(S) + dim(S™). O
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Subespacos Ortogonais

Nota: A prova anterior fornece o principio de projecées ortogonais.

Parafraseando o item (a), em espacos de dimens&o finita, a “ortogo-
naliza¢do" de subespacos é involutiva: se S & um subespago (primal),
S+ & o subespaco ortogonal (dual) a S e o dual do dual é igual ao
primal.

As seguintes relacdes envolvendo subespacos associados a matrizes
reais serdo (teis:

Proposicao

Para A € Rm*",

(a) (row. spam(A))L = null(A),
(b) (range(A))" = null(AT).

Vamos provar o item (b). A prova de (a) fica como exercicio.
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Subespacos Ortogonais

Prova.
Seja A € R™*". Temos que

x € (range(A))L — (x,Ay) =0 Vy e R"
— (A'z,y)=0 Vy e R"
— Alz=0
— zenull(A),
em que (x, Ay) =z'Ay = y'Alw = (y, A'z) = (A'z,y). O

De forma similar, & possivel provar que range(A) = null(A")*,
(range(AT))J' = null(A), e range(A") = null(A)~*.
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Representacao de Subespacos
Um hiperplano (linear) em R™ & um conjunto
H={zxecR":a'z=0}
para algum vetor a # 0 em R™. Claramente, H é um subespaco.

O resultado abaixo resume uma parte do que fizemos até aqui.

Teorema (representacdo de subespacos)

Um subespaco S C R™ é gerado por uma coleco finita de vetores e
também é a intersecdo de um ndamero finito de hiperplanos lineares.

Prova. Como S & um subespago de R", dim(S) < n < oo e qualquer
base para S é finita. O mesmo argumento se aplica a ST e se
Bt = {uy,us,...,us} € uma base para S+, temos que

S={xcR":ux=0u B} O
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Representacao de Subespacos

Consequentemente, para qualquer subespaco S de R™ existem ma-
trizes A € R™*™ e C' € R™™ tais que

S={x: Ax =0} = {x: x = Cy para algum y € R"},
em que £ := dim(S+) = n — dim(S).

Ou seja, S € o kernel (espaco nulo) de A e a imagem (espaco linha)
de C:
S = null(A) = range(C).

Nota: A e C s3o, ainda, matrizes de transformacdes lineares.
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Representacao de Subespacos

Podemos usar o teorema da representacio de subespacos para obter
uma nova prova da existéncia de um sistema fundamental de solucdes
para um sistema linear homogéneo.

Corolario

Para qualquer matriz A, existem vetores xi,xo,..., & tais que
Ax = 0 se e somente se € = A1 + Ao + - - - \px) para certos
AL, A2,y g

Prova. Aplique o teorema de representacdo em null(A). U

Nota: A1, Ao, ..., Ax acima podem ser feitos racionais.
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Outline

Conjuntos Afins
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Conjuntos Afins

Para x,y € R", o conjunto de pontos
I=-Nz+Ay=x+ ANy —x) VAeR

é uma /inha em R™ que passa por « e y, se * # Yy, ou um ponto
em caso contrario.

Um conjunto () # L C R™ & afim se
(I-XNx+AXyel Ve,yc Le)cR"

R™ é claramente afim e, por definicdo, o conjunto vazio () & afim.

Conjuntos afins s3o intimamente ligados a espacos vetoriais lineares,
como mostrado pelos dois resultados que seguem.

Proposicdo (exercicio)
Os subespagos vetoriais de R™ sdo conjuntos afins que possuem 0.
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Conjuntos Afins

Dois conjuntos afins L e M s3o paralelos se, para algum a € R",
L=M+a:={x+a:xec M}
Dizemos que a é o translado de L com relacdo a M.

A noc3o de paralelismo entre conjuntos afins & induz um classe de
equivaléncias, pois para L, M, N conjuntos afins, temos:

» reflexividade: L & paralelo a L;
» simetria: L é paralelo a M se e somente se M € paralelo a L;

» transitividade: se L é paralelo a M e M é paralelo a N, entdo
L é paralelo a V.

N3o surpreendente, conjuntos afins sdo paralelos a subespacos veto-
riais.
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Conjuntos Afins

Especificamente:

Teorema
Para todo subespago afim L # 0,V =L—L:={x—y:x,y € L}
é o dnico subespaco vetorial paralelo a L.

Prova.
Sejam V' e W dois espacos vetoriais paralelos a L. Temos entdo que
V & paralelo a W. Isto &, existe a € R™ tal que V =W + a.

Como 0 € V, temos que —a € W e, assim, que a € W implicando
em W D W+a = V. Repetindo o argumento com V' e W trocados,
obtemos que V' O W e, portanto, V = W.

Observe, agora, que paratodo ¢ € L, L —x = L+ (—x) é um
translado de L contendo 0. Pela proposicdo anterior, este conjunto
afim é um subespaco vetorial V' — o tnico paralelo a L.
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Conjuntos Afins

Finalmente, como V = L — x independentemente do vetor x € L
que escolhermos, segue que V =L — L. O

O teorema acima possibilita abusarmos da nomenclatura e nos refe-
rirmos a conjuntos afins ndo vazios por espacos vetoriais afins.

O fato de um conjunto afim n3o vazio possuir um (nico espago ve-
torial associado (ou subjacente) permite importarmos o ferramental
desenvolvido para espacos vetoriais — com ligeiras modificacées.

Antes da importacdo, dois exemplos de interesse.
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Conjuntos Afins

Neste curso, estamos interessados nos seguintes conjuntos afins.

(1) Hiperplanos afins: conjuntos da forma
H={xecR":a'z="0} (o)
para vetores a € R™, a # 0, e escalares b € R.

Se b =0, o hiperplano é homogéneo (subespaco vetorial). Hiperpla-
nos afins em R sdo pontos, em R?, retas e em R3, planos. N3o ha
nomenclatura especial para hiperplanos em R*, com k > 4.
Teorema

(a) Para todo hiperplano H, temos que dim(H) =n — 1.

(b) Todo conjunto afim em R™ de dimensdo n— 1 é um hiperplano;
a representacdo deste como em () é tnica médulo um maltiplo
escalar comum a a e b.
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Conjuntos Afins

O fato de que dim(H) = dim(R™) — 1 implica que o hiperplano H
divide R™ em dois subespacos:

H ={xcR":a'x<b} e H ={xcR":a'z >b}.

(2) Solu¢des de sistemas lineares afins (ou ndo-homogéneos):
X ={xzeR": Az = b}
para matrizes A € R™*™ e vetores b € R™.

Claramente, X é equivalente a

m
ﬂ{:n eR":alx =b;},
i=1

a intersecc3o de m hiperplanos afins.
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Conjuntos Afins

Note que X pode ser vazio se o sistema afim for inconsistente, e que
X=R"se A=0eb=0.

De forma similar ao que ocorre com subespacos lineares, temos um
teorema de representacdo de conjuntos afins.

Todo conjunto afim pode ser representado internamente, via bases
afins ou externamente, como o conjunto solucio de um sistema afim.

Antes de fornecermos uma prova, precisamos prosseguir com a im-
portacdo e adaptacdo dos conceitos requeridos.
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Combinacées, Fechos e Bases Afins
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Combinacoes, Fechos e Bases Afins

No que segue, seja () # L C R™ um conjunto afim, V' o subespaco
vetorial associado a L. e @ € R" o translado de L com relagdo a V.

Dados vetores x, 1, 3, ..., %, € L, suponha que queremos expri-
mir & como uma combinacdo dos demais, i.é,

T =Mx1+ Noxo + -+ + ATy,

para A1, Ag,..., A\ € R.

Da relacdo L = V +a, temos que existem vetores v1,vs,..., v, € V
tais que x; = v; + a. Logo, a combinac3o deve satisfazer

r=A(vi+a)+ X (vat+a)+-+ \(vp +a)
= AMv1 + A0z + -+ Ak + (A1 + A2+ + Ag)a.

Como & = v + a para algum v € V, temos que é necessario que
/\1+)\2+--~+Ak:1.
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Combinacoes, Fechos e Bases Afins

Assim, dizemos que x é uma combinacio afim de x1,xo, ..., x; se
existem escalares \1, Ao, ..., \; tais que

ac:)\la:1+)\2m2+-~-+)\nacn e )\1—|—)\2++)\k:1

O fecho afim (ou affine span) de X = {x1,@2,...,x1} &

k k
aff. span(X) := {Z A\ Z)‘i =1, )\ € R} ,
i=1 i=1

o conjunto de todas as combinacdes afins dos elementos em X.

X & um conjunto gerador afim de/para L se aff.span(X) = L.
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Combinacoes, Fechos e Bases Afins

Os vetores em X sdo afim independentes se a unica solucdo do

sistema
AT+ Aoxo + -+ M, =0
A+ A+ M =1
€N =X =---= X, = 0. Em caso contréario, eles sdo ditos afim
dependentes.

De forma semelhante a dependéncia linear, alguns vetores sdo “su-
pérfluos” caso os vetores em X sejam afim dependentes.

Se X é gerador para L e seus elementos afim independentes, X &
uma base afim de/para L.

Um argumento semelhante ao feito no caso linear mostra todas as
bases afins de L tém o mesmo nimero ¢ de elementos. Tal nimero
é definido como a dimensdo de L: dim(L) = /.
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Combinacoes, Fechos e Bases Afins

Pergunta: Qual a relagdo entre dim(L) e dim(V)?
Oras, como L =V + a, segue que

dim(L) = dim(V) + dim({a}) = dim(V),
pois qualquer conjunto unitario ({a}) tem dimens3o zero.

Isso implica que o maior namero de vetores afim independentes em
R™ & n + 1: n vetores linearmente independentes mais o vetor 0.

Tecnicalidade: E se tivéssemos L = ()7 Neste caso, L n3o tem um
subespaco vetorial associado e definimos dim(()) = —1.
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Combinacoes, Fechos e Bases Afins

Revisitando a construcdo feita para combinacdes afins sob a 6tica de
independéncia, obtemos o resultado que segue.

Proposicao
S3o equivalentes:
(a) x1,@9,...,x, € R™ sdo afim independentes;

(b) (z2 — 1), (z3 —1),..., (T — 1) ER"
sdo linearmente independentes;

(C) (:131, —1), (332, —1), ceey (.’L‘k, —1) &S R+
sdo linearmente independentes.

Note que independéncia linear implica em independéncia afim, e que
a reciproca n3o é verdadeira.
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Conjuntos Ortogonais e Transformacoes Afins

O produto interno candnico de R™ tem a mesma funcionalidade sobre
subespacos vetoriais e conjuntos afins em R".

Além disso, nossa construcio de subespacos ortogonais foi suficien-
temente geral para acomodar conjuntos afins. Assim,

Lt ={yeR": (y,x) =0,z €L}
é o subespaco ortogonal a L.
Toda transformacdo afim T : (L C R™) — (M C R™) tem a forma
T(x)=f(x—a)+b,

em que f : R™ — R™ & uma transformacio linear e b € R™ é o
translado de M.

A representacdo de f por uma matriz Ay pode ser claramente adap-
tadaaT: Ar = (Af,b) = (Af|b).
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Representacdes e Teorema Fundamental
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Representacdes de Conjuntos Afins

A prova da representacdo interna de conjuntos afins foi feita, sem
alarde, quando falamos de bases afins. A da representacio externa,
foi indicada quando mencionamos ortogonalidade em conjuntos afins.

Resumimos as constru¢des no seguinte resultado.

Corolario

Todo conjunto afim n3o vazio é gerado por uma colecio finita de ve-
tores e também pela interseccdo de um namero finito de hiperplanos
afins.

Prova. exercicio.
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Teorema Fundamental da Algebra Linear
(A€ R™"ebecR™)

Teorema (fundamental)

O sistema Ax = b tem solucdo se e somente se y'b = 0 para cada
vetor y € R™ tal que y'A = 0.

Prova. A necessidade é imediata, ja que y'b = y' Ax = 0 sempre
que Ar=bey'A=0.

Para suficiéncia, seja L := {z : Ax = z para algum x}. Pelo
Teorema de representacdo de espacos vetoriais, existe uma matriz C
tal que L = {z: Cz = 0}.

Por ortogonalidade, temos que C A = 0. Isso implica que Cb =0
(estamos usando as linhas de C' como y e, por hipétese, y'A = 0
implica em y'b = 0), que por ventura implica em b € L.

Portanto, existe um x tal que Az = b. O
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Teorema Fundamental da Algebra Linear

Teorema (sistema fundamental de solugdes)

Seja gy uma solugdo do sistema Ax = b. Existem vetores
T1,To,..., T tais que Ax = b se e somente se

T =xo+ \MT1 + Aax2 + -+ + AT
para certos escalares A1, Ao, ..., \,, (podem ser tomados em Q).

Prova.
Observe que Az = b se e somente se A(x —xp) = 0. Aplicando o
teorema de representagdo de espagos vetoriais em

{x: A(x — xy) = 0}

fornece o resultado. O
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Teorema Fundamental da Algebra Linear

E conveniente reinterpretarmos os dois teoremas anteriores a luz dos
subespacos associados a matrizes.

Essencialmente:

» O sistema Ax = b tem solugdo se e somente se b € range(A).
Condi¢&o necessaria: rank(A) = rank((A|b)).

» Toda solu¢do = tem a forma = z +y, com z € null(A) e
y € row.span(A) tal que Ay = b.

» Se Az = b n3o tem solucio, existe y € null(A") com y'b # 0.

Certifique-se de que vocé compreende o que esta escrito acimal
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Escalonamento de Sistemas Lineares
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Escalonamento de Sistemas Lineares

Considere o sistema linear Ax = b escrito explicitamente como:

a1r1 + aipwre + - A+ arar, = b
as1ry  + agpre + o0+ agpr, = bo
Am1T1 + am2T2 + 0+ AppTn = bm

O escalonamento de tal sistema consiste na transformac3o dele em
um sistema equivalente A’z = b’ tal que A’ é triangular superior:

/ / / _ /
a171$1 + a1721’2 + e + al’nﬁ,’n - b].
/ / _ /

CL2,2.’E2 + e + az’nxn — b2

/ _ /
AT = b,

Os sistemas sdo equivalentes se possuem o mesmo conjunto de so-
lugdes: {x e R": Ax =b} = {x e R": Az =b'}.
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Escalonamento de Sistemas Lineares

O escalonamento é obtido pela aplicagdo em (A |b), um namero
finito de vezes, das operacdes:

» trocar as posicdes de duas linhas:
T T.
(A[b); < (A]b);;
» multiplicar uma linha por um escalar ¢ € R n3o nulo:
(A[b)] < c-(A|b)];
» somar o multiplo de uma linha a uma outra linha:
(A]b)] < (A|b)] +c- (A]b)].

As trés operagdes acima equivalem a multiplicagdo de (A |b) por
matrizes apropriadas (tente exibi-las; sdo simples). Logo, (A|b) é
escalonado em (A’ |b’) por uma sequéncia de composicdes de trans-
formacdes lineares.

A equivaléncia entre (A|b) e (A'|b') advém das transformacdes
realizarem combinac&es lineares em row. span ((A|b)).
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Escalonamento de Sistemas Lineares
E mais facil ilustrarmos as operacdes em um exemplo:
2 1 -1 8
(Alb)=| -3 -1 2|-11
-2 1 2| =3

Somando a segunda linha com 3/2 da primeira e a terceira com a

primeira:
2 1 —-1/8
~lo0 & 11
0 2 1|5
Somando a terceira linha com —4 vezes a segunda:
2 1 —-1/8
~(o0 5 11
0 0 —1]1
— (AI ’ b/)
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Escalonamento de Sistemas Lineares

Caso a matriz A n3o tenha posto completo (rank(A) < min{m,n}),
A’ ni3o sera triangular superior; tera a seguinte estrutura:

v(57)

em que C é triangular superior, D é qualquer, e 0 é a matriz nula.

O vetor b sera transformado em

bf:(;)

Claramente, o sistema é inconsistente se d # 0.

Em outras palavras, o sistema Ax = b tem solucio se

rank(A) = rank ((A|b)).

34/44



Escalonamento de Sistemas Lineares

Por exemplo,

1 3 1|9 1 3 1] 9
(Alp)=1 1 1] 1 |=~[0 -2 —2|-8
3 11 5|36 0 2 2| 9
1 3 1] 9
~[ 0 -2 —2|-8 | =(A'[b)
0 0 0] 1

Note que A’ tem uma linha nula, pois
(35 11, 5) - 3(1’ 3, 1) + ((1’ 1, *1) - (1’ 3, 1)) =0,
e que a entrada correspondente em b’ é diferente de 0.

Claramente, 2 = rank(A) < rank ((A|b)) =3
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Eliminacao Gaussiana

para cada coluna k =0,1,...,n—2
seja { = argmax{|A[i][k]| :i =k, k+1,...,n— 1}
se A[l][k] = 0, ignore a coluna k e continue com o préximo passo
do laco
troque as linhas (A[k][-],blk]) <> (A[€][], b[¢])
seja pivot = A[k][k]
paracadalinhai=%k+1,k+2,..., n—1
seja ¢ = —Ali][k]/pivot
faca Ali][k] =0
paracadacolunaj=k+1,k+2,...,n—1
faga Ali[j] = Alilj] + ¢ A[KI[]
faca b[i] = b[i] + ¢ - b[K]

* ~ - - . ~
— Alerta: mudar notacdo e incluir explicacdes
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Eliminacao Gaussiana
Cédigo em Python

1 def gaussian (A: [[float]], b: [float]):
> n = len (A)

3 for k in range (n-1):

4 1 = max (range (k, n), \

5 key = lambda i: abs (A[i][k]))
6 if A[1]1[k] == 0: continue

7 A[1], A[k] = A[k], A[1]

8 b[1], bl[k] = bl[k]l, bl[l]

9

10 pivot = A[k]I[k]

1 for i in range (k+1, n):

12 c = -A[i][k] / pivot

13 Alil[k] = ©

14 for j in range (k+1, n):

15 ALil[j] += ¢ = A[k]I[j]

16 b[i] += c * Dbl[k]
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Conjuntos Convexos
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Conjuntos Convexos

Sejam x,y € R™. Uma combinacido convexa de x e y & um vetor
da forma

z=1-XNz+Iy=x+ ANy —x) paraalgum X e [0,1].
O conjunto de todas as combinag¢des convexas de x e y,
cvx. hull({z,y}) .= {(1 = N+ Ay : A € [0,1]},
é o segmento de reta em R™ com extremidades x e y.

Um conjunto () £ C' C R™ é convexo se para quaisquer dois pontos
x,y € C, todas as combinacdes convexas de x e y estdo em C; i.é,

cvx.hull{z,y}) CC Vz,yeC.

Por definicdo, () &€ convexo.
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Conjuntos Convexos

Exemplos

A esquerda um conjuntos convexo; a direita, um ndo convexo.
(Extraido de Wikipedia)
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https://www.wikiwand.com/en/Convex_set

Conjuntos Convexos

Outros exemplos

A esquerda, conjuntos convexos e a direita, n3o convexos.
(Extraido de Matousek-Gartner, pg. 49)
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Dimensao e Combinacoes Convexas

A dimensio de um conjunto convexo C' é igual a do conjunto afim
de menor dimensio que o contém. Em outras palavras,

dim(C) := min { dim(L) : C C L, com L afim}.
(dim(0) = —1)
Combinagées convexas podem envolver mais de dois vetores.
Um vetor @ é uma combinacio convexa de x1,xo, ..., x; € R"™ se
T =M1+ Xoxo + - + AT,

comA+X+---+X=1e )\ >0.
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Fechos Convexos

O fecho convexo de um conjunto X C R™ & o conjunto de todas as
combinagdes convexas dos vetores em X. Logo, X & convexo se e
somente se X = cvx. hull(X).

Se X = {:131,:132, o ,.’L‘k} C R™ é finito,

k
cvx. hull(X {Z)\mz Z)‘Z_l i >O}

Neste caso, cvx. hull(X) é finitamente gerado.

Um conjunto convexo finitamente gerado é chamado de politopo.
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Fechos Convexos

Exemplo

A esquerda, um conjunto finito X; a direita, cvx. hull(X).
(Extraido de Matousek-Gartner, pg. 49)
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