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Agenda

(em trés partes)

Vamos desenvolver, em paralelo, as teorias algébrica de sistemas de
inequacdes lineares e geométrica de poliedros: uma informa, motiva
e ilustra a outra, tornando a inter-relacdo rica e poderosa.

Especificamente, vamos:

>

>

estudar representacdes interna e externa de poliedros e cones;

estudar a estrutura de poliedros e liga-la a conceitos vetoriais
lineares e afins:

introduzir um algoritmo iterativo de busca que soluciona pro-
blemas viaveis;

apresentar provas construtivas de resultados classicos fundamen-
tais como Farkas e Carathéodory;

provar Dualidade Forte e de Folgas Complementares;

refinar o algoritmo acima no método Simplex.
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Outline

Conjuntos e Cones Convexos Redux
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Quatro Combinacoes, Quatro Estruturas
Sejam x,x1,x2,...,x; € X C R™. Lembre-se que x &€ uma com-
binacio linear dos x; se

=Mz + Xoxs+ -+ M\pxp

para A, Ao, ..., A\r € R. Caso ainda valha que Zle Ni=1 xé
uma combinacdo afim dos x;.

Os fechos linear lin. span(X) e afim aff. span(X) de X sdo os con-
juntos de todas as combinacdes lineares e afins, respectivamente, de
elementos em X. Claramente, lin.span(X) é um subespago linear
e aff. span(X) & um conjunto afim.

Equivalentemente, podemos expressar lin. span e aff. span como
lin. span(X) = ﬂ {Y 2 X :Y & um subespaco linear de R"},

aff. span(X) = ﬂ {Y D X :Y éum conjunto afim em R"}.

4/38



Quatro Combinacoes, Quatro Estruturas

Se restringirmos o dominio dos \; aos reais ndo negativos, obtemos
combinagdes conicas e convexas no lugar de lineares e afins.

Dizemos que x & uma combinacio cénica de x1,xo,...,x; se para
0< A, A, ..., Ak €R, temos que & = A\ix1 + Agxo + - - - + Ak

Se além disso valer que S2F | \; = 1, entdo @ & uma combina-
cdo convexa de x1, X, ..., x). Isto & uma combinacdo convexa é
simultaneamente conica e afim.

De forma semelhante, os fechos cénico cone(X) e convexo conv(X)
de X sdo os conjuntos de todas as combinacdes cénicas e convexas,
respectivamente, de elementos em X.

Um conjunto ) # C' C R™ é um cone (ou cénico) se Ax + py € C
para todos x,y € C' e A\, u € R. Se C' & um cone, entdo 0 € C.
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Quatro Combinacoes, Quatro Estruturas

Um conjunto C' C R™ é convexo se para todos x,y € C'e A € [0,1],
tem-se que (1 — \)x + \y € C. 0 pode ou n3do pertencer a C.

Claramente, cone(X) é um cone e conv(X) & um conjunto convexo
para todo X C R". Além disso, é de prova imediata que todo cone
€ convexo.

cone(X) e conv(X) podem ainda ser expressos como:
cone(X) = ﬂ {Y DX :Y é&um cone em R"},
conv(X) = ﬂ {Y 2 X :Y &um conjunto convexo em R"}.

Reticulado dos 4 tipos de conv
combinacdes e fechos:

cone aff. span

lin. span
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Quatro Tipos de Combinacées e Fechos

Para X = {x1,x9,...,xzr} C R" finito, quatro tipos de fechos:

linear, conico, afim e convexo.

lin. span(X) = {)\1331 + Ao + - - -

cone(X) := {\j@1 + Aowo + - -
aff. span(X) := {)\1:1:1 4+ Xoxy + - -
CODV(X) = {)\12131 + Xoxg + - - -

Ay Az, Ak >0}

(N € R)
+ Aeii
F A s Ag, Agy o A > 01
F A AL+ A A = 1]
F T A A A+ A =1

X = {x1, z2}, linearmente independentes (ext. de Lee, pg. 10)
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Quatro Combinacoes, Quatro Estruturas

As dimensées de cones e conjuntos convexos funcionam como espe-
ramos, isto &, para ) # X C R",
» dim(cone(X)) = dim(lin.span(X)), que & igual ao nimero
maximo de vetores linearmente independentes em X, e
» dim(conv(X)) = dim(aff.span(X)), que & igual ao namero
maximo de vetores afim independentes em X menos 1.

Lembre-se que, por defini¢do, dim(aff.span()) = —1.
Como aff. span(X) = lin. span(X — a) para algum traslado a € X,
dim(conv(X)) = dim(aff. span(X))
= dim(lin. span(X — X)) + 1
= dim(cone(X — X)) + 1.

Nota: Neste curso, a menos que explicitado o contrario, todos os
cones e conjuntos convexos s3o fechados.
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Conjuntos Convexos

Seja S C R™ convexo. Um vetor & € S &€ um ponto extremo de S
se ndo existem y,z € Se A € (0,1) tais que x = (1 — \)y + Az.

De outra forma, & &€ um ponto extremo de S se para todos y,z € S
taisque x = (1 —\)y+ Az, é o caso de que A € {0,1}; logo, x =y
oux=z.

Pontos extremos em verde — Finitamente gerado
(Gértner-Matousek modificado)
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Conjuntos Convexos

A

>

Pontos extremos em azul — N&o finitamente gerado (Wikipedia)

Um resultado classico que sera util posteriormente.

Teorema (Carathéodory: afim — exercicio)

Se X CR" ex € conv(X), entdo x € conv({xg, x1,...,T4})
para alguns vetores afim independentes xg,x1,...,zqy € X, com
d = min{n, | X| — 1}.
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Hiperplanos e Meio-espacos
Um hiperplano H C R™ é um conjunto da forma
H=H(a,d):={xcR": a'r = 5} (o)

para algum a € R", a # 0 e § € R. H & linear (homogéneo) se
d = 0 e afim (inomogéneo) em caso contrario. O vetor a é dito
normal ao hiperplano H.

Um hiperplano H divide o espaco R™ em dois meio-espacos:
H_:{ace]R”:aTazgé} e H+:{m€R":aTm25}.

Claramente, H = H~ N H*. Os meio-espacos s3o lineares ou afins
de acordo com o valor de §.

A dimensdo de um hiperplano H C R™ é dim(H) = n—1e a
reciproca é verdadeira: todo subconjunto X C R" tal que dim(X) =
n — 1 & um hiperplano e pode ser expresso na forma (e) — prove!
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Hiperplanos e Meio-espacos

Proposicao
(a) A intersec¢do de dois conjuntos convexos é convexa.

(b) Todo meio-espagco é um conjunto convexo.

Prova. (a) Sejam Sj, Sy convexos e S = S; N Sy. Para quaisquer
x,y € 5, temos que (1 — A\)x + Ay € S, para todo A € [0, 1], pois
S; € convexo. O mesmo vale para S; logo ele & convexo.

(b) Considere o meio-espaco H~ = {z € R" : a'z < §} e tome
x,y € H™. Para todo A\ € [0,1], defina z(\) := (1 — ANz + \y.
Temos que

a'z(\) = a'(1-Nz+)y) = (1-Na'z+ra'y < (1-N)5+X6 =0
mostrando que z(\) € H~. Logo, H~ & convexo. O

Resultado semelhante é valido para H+.
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Poliedros
Um conjunto P C R™ é um poliedro se
P={xecR": Az < b}

para alguma matriz A € R™*" e vetor b € R™. Caso A € Q""" ¢
b € Q™, o poliedro é dito racional.

Nota: As transformacdes introduzidas nas reducdes de PLs as formas
candénica e padrdo claramente se aplicam a poliedros; vamos, por
vezes, considerar poliedros em tais formas e adotar a nomenclatura.

Hiperplanos e meio-espacos sio poliedros e a reciproca é verdadeira
no sentido de que um poliedro € uma interseccdo de um ndmero
finito de meio-espacos.

Corolario
Todo poliedro é um conjunto convexo.
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Poliedros
Um poliedro P como acima é limitado se existe uma constante real
M > 0tal que |z;| < M paratodox € Pei € [n] :={1,2,...,n}.
Um conjunto @ C R™ & um politopo se

k k
Q = conv(X) := Z/\ia:i : Z)\Z- =1, X>0,,
i=1 i=1

para um conjunto finito X = {x;,xs,...,zr} C R™. Em outras
palavras, um politopo Q & um conjunto convexo finitamente gerado.

Podemos intuir que os conceitos poliedro limitado e politopo descre-
vem as mesmas regides convexas do espaco: o primeiro, de forma
externa e o segundo, de forma interna.

A intuicdo é correta e vamos provar que um poliedro é limitado se e
somente se ele & um politopo.
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Cones Convexos
Um cone ) = C C R™ é
» poliédrico se C = {ac ceR": Ax < O} para A € R™*",
» finitamente gerado se para algum X = {x1,x2,...,x;} C R”
finito, C = cone(X) := {)\121:1 4+ Xoxo + -+ A 2 A > 0}.

Finitamente gerado (Wikipedia) | N&o finitamente gerado (idem)

Vamos mostrar que: um cone é poliédrico se e somente se é finita-
mente gerado; um conjunto P C R™ é um poliedro se e somente se
P = Q + C para algum politopo Q e cone poliédrico C.
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Cones e Poliedros

] 4
. T
- ] " ]
f’ f r’l :
' r b) [ ™\ ! ’
! - f ! =
aj ’ ot - hY d) ot - -
- g = o .- :_ Y o -
b= - L=

—_——,—,— e = e e - - - =

(a) poliedro P. (b) politopo Q. (c) cone C. (d) P =Q+C.
(extraido de Nemirovski, pg. 48)
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Outline

Inequacées, Fourier-Motzkin e Farkas
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Onde Estamos ...

Para uma matriz A € R™*™ e um vetor b € R", mostramos que o
sistema afim Ax = b tem solucdo x € R" se e somente se o sistema

linear
yTA:O, yT = -1

ndo tem solucdo y € R™.

Mais ainda, o algoritmo de Eliminacdo Gaussiana pode ser usado para
determinar « ou y — e também para produzir uma prova alternativa.

Para c € R" e § € R, podemos provar que implicaces entre equa-
¢Bes lineares podem ser testadas em tempo polinomial:
Corolario (exercicio)

Supondo que Ax = b tem solucdo, temos que Ax = b implica que

c'xz = § se e somente se existe y € R™ tal quey'A=cey'b=34.
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Onde Estamos ...

O Corolario acima junto a Eliminacdo Gaussiana e Busca Binaria
pode ser usado para resolver o PL min{c'z : Az = b} em tempo
polinomial. (Como?)

Pergunta: O que esta faltando / resta a ser feito?

N3o é possivel reduzir o PL genérico a min{c'x : Az = b} pois nio
temos como expressar restrigdes do tipo z; > 0 nele.

Lembre-se que a reducdo de um PL com inequacdes Ax < b ou
Ax > b a forma padrio envolvendo equacdes A’'x’ = b’ requer que
as variaveis de folga introduzidas sejam n3o negativas.

Mais ainda, a Eliminacdo Gaussiana n3o oferece suporte a desigual-
dades: o algoritmo processa equacdes cujas variaveis s3o irrestritas!

Entra em cena o algoritmo de eliminagdo de Fourier-Motzkin: ana-
logo a Eliminagdo Gaussiana, mas para sistemas Axz < b com m

inequa¢bes em n variaveis.
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Eliminacao de Fourier-Motzkin

O algoritmo de eliminacdo de Fourier-Motzkin &€ analogo a Eliminacio
Gaussiana, mas para sistemas Ax < b com m inequagcdes em n
variaveis.

Multiplicando cada inequacdo por uma constante positiva, trans-
formamos a primeira coluna de A em um vetor com entradas em
{—1,0,1}. Assim, Az < b pode ser re-escrito como

(a)'z' < (i=1,...,m1),
—x1+ (a)) &' <b; (G=m1+1,...,ma),
z1 4 (a)) @' < by (k=ma+1,...,m),
em que ' = (z2,...,2,) € a},...,al, sdo as linhas de A sem a

primeira entrada (correspondente & primeira coluna). Observe que:

max{ Ta' — b, } <z < mm{bk — Tw’}.
J
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Eliminacao de Fourier-Motzkin

Logo, podemos eliminar a variavel x1, obtendo

(@) < (=10 ma),
(@) &' —b; < by, — (af) @' (j=m1+1,...,ma),

J
(k=ma2+1,...,m),
que pode ainda ser re-escrito como

(a;)'l'm/ <b; (1=1,...,mq),
(a) +a}) @ <bp+b; (J=m1+1,...,ma),
(k‘:mg—i—l,...,m),

um sistema A’x’ < b’ em n’ = n — 1 variaveis e com
m' =my + (mg —my)(m —my) —mg = O(m?)

restricoes.
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Eliminacao de Fourier-Motzkin

A prova de que Ax < b tem solucdo x se e somente se A’z < b
tem solugdo x’, com x = (a1, ') para algum a; € R, é imediata:
dado &/, basta tomar « satisfazendo (%) no lugar de 7.

Iterando a eliminacdo acima n — 1 vezes, obtém-se um sistema em
uma Gnica variavel, caso em que determinar a existéncia ou nio de
uma soluc3o é trivial.

Semelhante ao feito com sistemas de equacdes, é possivel utilizar
estas n — 1 iteracdes como um algoritmo que:

» determina uma solucdo x para Ax < b, ou

» fornece um certificado y > 0 tal que y' A = 0e y'b < 0,
atestando a inconsisténcia de Az < b.

A prova desta afirmacdo sera trabalhada na lista de exercicios. Uma
consequéncia, € uma prova construtiva do classico lema de Farkas
para sistemas de inequacdes.
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Eliminacao de Fourier-Motzkin

Fourier-Motzkin permite resolvermos o problema de viabilidade para
poliedros {x : Ax < b} e {x: Az < b, x > 0}.

Alias, geometricamente, o método consiste em projecBes sucessivas:
o poliedro

{a': (a)T @' <b;, (a +a}) @ <by+b;}
é a projecdo ao longo do eixo x1 do poliedro
o A INT INT o7 INT 7
{x = (z1,2') : (a))' &' <bs, —x1+(a)) @' < by, 214+(ay) ' < by}
Podemos resolver {x : Az = b, > 0} reduzindo-o ao caso acima:

» Escalone completamente (via eliminagdo Gaussiana) o sistema
Az = b no equivalente (I A') <Zz/> =y+Az=V,

» Aplique Fourier-Motzkin em A’z < b/, z > 0.
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Eliminacao de Fourier-Motzkin

Temos assim que Fourier-Motzkin mais Busca Binaria podem ser
usados para resolver PLs nas formas canénica e padro.

N3o é dificil perceber que podemos eliminar a dependéncia na Busca
Binaria aumentando a dimens3o do espaco do PL em uma unidade.

Especificamente, para resolvemos o PL max{cTa: Az < b}, con-
sideramos uma variavel adicional § e aplicamos Fourier-Motzkin no
sistema

Az <b,§—c'z <0,

: . [ : .
de forma a determinarmos uma solucdo (6) com ¢ o maior possivel.

Isto é feito eliminando-se todas as variaveis x; e resolvendo o sistema
resultante em § de forma que ela tenha o maior valor possivel.

Observamos (sem prova) que, ao contrario da elimina¢do Gaussiana,
Fourier-Motzkin requer tempo exponencial em n no pior caso.
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Lemas de Farkas

Lema (Farkas I: original)

Um sistema Ax < b tem solucdo x se e somente se ndo existey > 0
tal quey’A=0ey'b<0.

Nota: Enunciamos o lema como uma boa caracterizacio da solugdo
de Ax < b: x e y sdo certificados positivo e negativo, resp. E co-
mum encontrar o lema enunciado como um conjunto de alternativas:

Sejam A uma matriz e b um vetor. Temos que uma e somente uma
alternativa se verifica: ou

(I) existe um vetor x tal que Ax < b, ou
(1) existe um vetor y > 0 tal que y'A =0ey'b < 0.

Claramente, as duas formas sdo logicamente equivalentes (e usare-
mos a que for mais conveniente a cada momento).
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Lemas de Farkas

A titulo de ilustracdo, vamos mostrar que as duas alternativas sio
mutuamente exclusivas: i.é, n3o ocorrem simultaneamente.

Prova. Suponha o contrario, isto &, que existem x e y > 0 tais que
(1) e (II) sdo verdadeiras. Temos entdo que

0=0z=y'Ax <y'b<0,

uma clara contradi¢do. Que (1) e (1) sdo exaustivas (ao menos uma
se verifica) sera provado na lista de exercicios. O

Existem versdes diferentes do Lema de Farkas na literatura. Todas,
podem ser facilmente transformadas umas nas outras.

Lema (Farkas Il: forma canénica — exercicio)

Um sistema Ax < b tem solucdo x > 0 se e somente se ndo existe
y>0tal quey’A>0ey' b<0.
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Lemas de Farkas

Lema (Farkas lIll: forma padrao)

Um sistema Ax = b tem solucdo x > 0 se e somente se ndo existe
ytalquey’A>0ey'b<0.

A prova segue as linhas da reducdo de PLs a forma padrio.

Prova. Temos que a afirmacdo dx : Ax = b, © > 0 equivale a
Jdx: Ax < b, —Ax < —b, —x < 0. Em notacio matricial,

A b
dax . —A |x< -b
I 0

O Lema de Farkas | entdo fornece que Ay, > 0,7y, > 0,95 > 0 tal
que
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Lemas de Farkas

A b
(y—lr»y—gvy—?[) —A =0 e (y—lray—Qray—Sr) —b <0.
-1 0

Isto equivale a A1y, > 0,9, > 0,y3 > 0: (y; —yy)' A —y; =0,
(y; —yo) b < 0. Fazendo y = y; — y,, obtemos

By, ys > O:yTA—y3:0, yb<0 < Fy:y'A>0y'b<o.

]
Esta versdo do lema de Farkas na forma padrdo tem uma interpre-
tacdo geométrica simples e clara:

» ou b é uma combinagdo linear ndo negativa (= conica) das
colunas de A,

» ou existe um hiperplano de normal y que faz angulos obtusos
as colunas de A e faz um angulo agudo com b.

28/38



Lemas de Farkas

Este € um ponto crucial e ndo convém dependermos de resultados
da lista de exercicios. Vamos, ent3o, provar uma versio ligeiramente
mais forte do Lema de Farkas IIl. A prova é construtiva, baseada em
um algoritmo fundamental que é a semente do algoritmo Simplex.

Teorema (fundamental de desigualdades lineares; Farkas I11")

Para vetores ai,as,...,a,, com d = rank({ai,as,...,an,b}),
uma e somente uma das possibilidades abaixo se verifica:

(I) b é uma combinacio cénica de d — 1 vetores linearmente inde-

pendentes dentre ay, as, ..., @, ou
(I1) existe um hiperplano {z : y'z = 0}, contendo d — 1 vetores
linearmente independentes dentre a1, as, . .., a,, tal que
yTb<0 e yTalz(), yTaQEO,...,yTamZO.
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Lemas de Farkas

(extraido de Lee, pg. 13; modificado)

Ou b € cone({a;,,...,a;, ,}), ou existe um vetor y com o qual b faz um
angulo agudo e todo a; faz um angulo obtuso (ilustrado na figura). 30/38



Lemas de Farkas

Prova. Podemos supor que L := lin.span({ai, as,...,a,}) = R"
ja que, em caso contrario, podemos estender {ai,as,...,a,;,} a
uma base de R” e trabalhar no subespaco complementar a L. Em
nossa notacdo: d =n < m.

Temos que (I) e (II) ndo ocorrem simultaneamente. Caso contra-
rio, x1a1 + roag + -+ + Tyma,, = b com x; > 0 implica a clara
contradic3o:

0< 2 cTal +x9 cTag +-t cTam =c'b<0.
| I— | | I | I— |
>0 >0 >0

Nota: Os d — 1 vetores mencionados podem ser claramente obtidos
T,

por elimina¢do Gaussiana em a;z =0, i =1,2,...,m.
Mostramos agora que ou (I) ou (Il) ocorre. Para isso, considere o
seguinte algoritmo que recebe vetores ai,as,...,a,,,b e devolve
@ > 0 de acordo com (I) ou y de acordo com (II).
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Lemas de Farkas

Escolha D = {a;,,a,,...,a;,} C {a1,as,...,a,} de forma que
D seja linearmente independente.

(1) Determine X;,, Ay, ..., A, tais que
Aiy@iy + Aip@iy + ..+ /\idaid =b;

Se \i; > 0, pare: o caso (I) ocorre.

(2) Seja k = min{i; : j € [d], A;; < 0} e seja {z : y'w =0} o
hiperplano gerado por D \ {a}, com y normalizado de forma
que y'a; = 1. [Logo, y'b = \i.]

(3) Caso y'ay,y'as,...,y'a,, >0, pare: o caso (Il) ocorre.

(4) Seja £ =min{j € [m] : y'a; < 0}. Faca

D« (D\{ax}) U{as}

e volte ao passo (1).
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Lemas de Farkas

Resta mostrar que o processo acima termina (= é um algoritmo).
Suponha o contrario e denote por D o conjunto D no inicio da
s-ésima iteracdo. Como () é finito, Dy = D; para algum ¢ > s.

Dentre os elementos removidos de D, Dy 1, ..., D;_1 no passo (4),
seja aj, o de maior indice e seja p a iteracdo de sua remocdo. Como
Dy = Dy, seja q a iteragdo em que ay, foi re-adicionado a D, com
s<p<gqg<t. = Dy,n{ap+1,...,an} =DyN{ani1,...,an}

Sejam Dp = {ail,aiQ, RN aid}, b= )\ilail +)\i2ai2 + ...+ )\idaid,
e y, o vetor determinado no passo (2) da iteragdo gq. Temos a
contradicdo

0> ygb = )\ilygail + )\iQyZaiQ +...+ )\Z-dygaid > 0,

pois por (2), Ai; > 0, ygai]. > 0 seij < h; por (4), \i; <0,
ygaij < 0 sei; = h, e por h ser maximo, ygaij =0seij >h. U
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Lemas de Farkas

O algoritmo iterativo acima é uma vers3o preliminar (ou disfarcada;
depende do ponto de vista) do “famoso” algoritmo Simplex para PL,
ja equipado com uma regra anti-ciclagem:

A regra de Bland, que consiste em escolher k& e £ minimos nos passos
(2) e (4) a cada iterag3o.

Sem uma regra anti-ciclagem (a de Bland, a lexicografica, ou outras),
o processo pode n3o terminar.

A escolha inicial de D e os passos (1) e (2) podem ser realizados
via Eliminagdo Gaussiana (e em tempo polinomial se o poliedro for
racional).

Mesmo com a regra de Bland, existem exemplos de pior caso em que
o nimero de iteraces pode ser exponencial em n. Falaremos mais
sobre isso posteriormente.
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Lemas de Farkas

A cada iteracdo, o conjunto D & uma base para o subespaco L. Isto
da origem ao conceito de solugdo basica no algoritmo Simplex.

Este e outros detalhes técnicos envolvendo inicializa¢3o, ilimitacdo e
degeneracdo — que precisam ser tratados para um algoritmo funci-
onal — serdo enderecados ap6s desenvolvermos as ferramentas ade-
quadas para tal.

Enquanto isso, observe que a equivaléncia entre o Lema Farkas Ill e
o Teorema Fundamental é imediata: ai,ao,...,a,, sdo as colunas
da matriz A.

Mais ainda, a prova do Teorema Fundamental fornece a prova de:

Corolario (Carathéodory: linear)
Se X CR"™ ex € cone(X), entdo x € cone({x1,x2,...,x4}) para
vetores x1, Lo, . .., x, linearmente independentes em X .

Ja a versdo afim pode ser provada via homogenizacio.
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Lemas de Farkas

Mostramos anteriormente que Farkas | = Farkas Ill. Por consis-
téncia — e porque provamos Farkas Ill e ndo | — vamos mostrar a
reciproca: que Farkas Ill = Farkas .

Prova. Considere a matriz A’ = (I A — A). Segue que Az < b
tem uma solugdo x se e somente se Az’ = b tem uma solugdo
' > 0 (verifique!), e a existéncia desta é garantida pelo Lema de
Farkas Ill. O

A seguinte vers3o afim sera (til posteriormente.

Lema (Farkas IV: afim)

Suponha que Ax < b é consistente e sejam ¢ um vetor € § um
escalar. Temos que ¢'x < § é valida para todo  em que Az < b
se e somente se existe y > 0 tal que y'A =c' ey'b < 6.
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Lemas de Farkas

Prova. Se um tal vetor y existe, para todo vetor x tal que Az < b,

temos que ¢’z = y"Ax < y'b < §, provando que ¢’z < § é valida.

Caso y ndo exista, o sistema linear nas variaveis y e v € R,
A b
T T
w (5 1) = o

ndo tem solucdo ndo negativa: (y' ) > (0 0). Aplicando Farkas I,

= . z
temos entao que existe um vetor <M> tal que

(5 DG)=0) ¢ @aff)<oo

Temos dois casos a analisar.
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Lemas de Farkas

Caso ;t = 0. Temos que Az > 0 e ¢’z < 0. Por hipétese, Ax < b
tem uma solu¢do x(. Assim, para a € R grande o suficiente,

A(xg—az)<b e ¢ (xzo — az) >4,
contradizendo o fato de que Az < b implica ¢’z < 4.

Caso ¢t > 0. Tomando = = —%Lz, temos que Az < bec'z < §;
novamente, uma contradigdo. O

Neste ponto, vocé ja pode ter percebido que a semente do conceito
de dualidade forte entre PLs esta contida no Lema de Farkas.

De fato, é possivel provar o Teorema Forte de Dualidade utilizando
o Teorema Fraco em conjunto com o Lema de Farkas IV (supondo
que vocé provou o Lema de Farkas | a partir de Fourier-Motzkin).
Esta foi a linha percorrida na lista de exercicios. Tomamos, aqui, um
outro caminho: direto de Farkas |.
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