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UNIDADES 1 E 2 INTRODUGA

1.1 Introducao

Em muitos casos, livros didaticos de Matematica do ensino basico introdu-
zem determinados assuntos (tipicamente, funcdes) com uma linguagem forte-
mente baseada em conjuntos, que é subitamente abandonada em seguida. Tais
inconsisténcias de linguagem podem atrapalhar consideravelmente a aprendiza-
gem. Assim, é fundamental para o professor saber adequar a linguagem e a
notacdo de conjuntos para o nivel em que esta ensinando, evitando imprecisdes,

por um lado, e exageros de formalismo, por outro.

A nocido de conjunto pode ser construida por meio de um sistema de axiomas
especifico. Entretanto, apresentar essa construcdo escaparia ao escopo e aos
propositos deste contexto. O objetivo desta unidade é introduzir a linguagem
basica de conjuntos, sem se aprofundar em Teoria de Conjuntos. Em particular,
visamos evidenciar as relacdes entre a linguagem basica da algebra de conjuntos
com a linguagem basica de légica matematica de proposicdes. Assim, vamos as-
sumir o conceito conjunto como uma noc¢do primitiva, sem definicdo. Podemos,
neste caso, simplesmente pensar em um conjunto como estamos acostumados, a
saber, como sendo formado por seus elementos. Partindo desta nocdo primitiva
sem definicdo, definiremos os outros conceitos e demonstraremos os principais
teoremas associados. Para aqueles que quiserem se aprofundar mais em Teoria

de Conjuntos, recomendamos a leitura de [5].

Para o professor, é fundamental o conhecimento da linguagem de conjuntos,
uma vez que esta forma a base comum a todos os campos da Matematica
atual. Este conhecimento é importante, mesmo para que se saiba adequar o
grau de formalismo da linguagem de conjuntos a cada série da educacio basica.
Por exemplo, mesmo para usar com seguranca em sala de aula o “abuso de
notacdo” r Ns = P, quando se fala do ponto de intersecdo entre duas retas
(veja a Reflexdo da p. 5), é preciso ter claro por que a versdo rigorosamente
correta seria 7 N's = {P}. Para isto, deve-se lidar confortavelmente com as
relacdes entre conjuntos e entre elementos e conjuntos. Assim, ao estudar esta
unidade, procure prestar particular atengdo em como a linguagem de conjuntos

pode facilitar a expressdo do raciocinio dedutivo matematico.
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1.2 A Nocao de Conjunto

Toda a Matematica atual é formulada na linguagem de conjuntos. Portanto,
a nocdo de conjuntos é a mais fundamental: a partir dela, todos os conceitos
matematicos podem ser expressos. Ela é também a mais simples das ideias
matematicas.

Um conjunto é formado por elementos. Na verdade, podemos dizer mais do
que isso. Um conjunto é definido por seus elementos (e nada mais). Este fato
se reflete claramente na nocdo de igualdade entre conjuntos: dois conjuntos
sdo iguais se, e somente se, possuem os mesmos elementos. Isto €, ndo pode
haver dois conjuntos diferentes que tenham os mesmos elementos. Em Teoria
de Conjuntos, esta propriedade corresponde ao chamado Axioma da Extens3o
(para saber mais, veja [5]).

Dados um conjunto A e um objeto qualquer a, a Gnica pergunta cabivel
é se a é ou njo um elemento do conjunto A? Esta pergunta sé admite duas
respostas possiveis: sim ou ndo. No caso afirmativo, diz-se que a pertence ao
conjunto A e escreve-se a € A. Caso contrario, diz-se que a ndo pertence ao
conjunto A e pde-se a ¢ A.

Em Matematica, qualquer afirmac3o é verdadeira ou falsa, ndo pode haver
um terceira opc3o, e nem as duas ao mesmo tempo. Estes fatos basicos sdo co-
nhecidos como Principio do Terceiro Excluido e Principio da Ndo Contradicdo e
estdo na base da estrutura légica da Matematica. Diferentemente do que ocorre
com outras modalidades de l6gica (como as que empregamos informalmente no
dia a dia), para avaliar a veracidade de uma afirmacdo matematica, ndo ha
outras variacdes possiveis de respostas, tais como mais ou menos, depende ou
as vezes.

I5" Na Sala de Aula - Afirmacdes "Sempre Verdadeiras’ - Clique para ler

A Matematica se ocupa primordialmente de nimeros e do espaco. Portanto,
os conjuntos mais frequentemente encontrados na Matematica (especialmente
na Matematica do ensino basico) sdo os conjuntos numéricos, as figuras geo-
métricas (que sdo conjuntos de pontos) e os conjuntos que se derivam destes,
como os conjuntos de funcdes, de matrizes etc.

A linguagem dos conjuntos, hoje universalmente adotada na apresentacdo
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da Matematica, ganhou esta posicdo porque permite dar aos conceitos e as
proposicBes desta ciéncia a precisdo e a generalidade que constituem sua ca-
racteristica basica. Os conjuntos substituem as “propriedades” e as “condicdes”.
Assim, em vez de dizermos que “o objeto x tem a propriedade P" ou o “objeto
y satisfaz a condicdo )", podemos escrever x € Aey € B, em que A é o
conjunto dos objetos que tém a propriedade P e B é o conjunto dos objetos
que satisfazem a condicdo Q.

Por exemplo, sejam P a propriedade de um ndmero inteiro z ser par (isto &,
divisivel por 2) e Q a condicdo sobre o nimero real y expressa por y*>—3y+2 = 0.

Por outro lado, sejam
A={...,—4,-20,2,46,..} e B={12.

Ent3o, dizer que x tem a propriedade P e y satisfaz a condicdo () € o mesmo
que afirmar que z € Aey € B.

A esse respeito, uma pergunta fundamental para entender a importancia da
linguagem de conjuntos é a seguinte: Qual é a vantagem que se obtém quando
se prefere dizer que x € A e y € B, em vez de dizer que x tem a propriedade
P ey satisfaz a condicdo Q7

A vantagem de se utilizar a linguagem e a notacdo de conjuntos é que entre
estes existe uma algebra, montada sobre as opera¢des de reunido (AU B) e
intersecdo (A N B), além da relagdo de inclusdo (A C B). As propriedades e
regras operatdrias dessa algebra, como por exemplo,

AN(BUC)=(ANB)U(ANC) e ACAUB,

n3o sdo dificeis de manipular e representam um enorme ganho em simplicidade
e exatiddo quando comparadas ao manuseio de propriedades e condicBes. Por
exemplo, mostrar que um conjunto esta contido em outro equivale a mostrar que
a propriedade que define o primeiro implica na propriedade que define o segundo
(P = @Q); e aplicar a propriedade antissimétrica da inclusdo de conjuntos
para demonstrar a igualdade entre conjuntos (se A C B e B C A, entdo
A = B) equivale a demonstrar a equivaléncia entre as condi¢cdes que os definem
(P < Q). Essa discussdo sera aprofundada nas Secdes 1.3, 1.4 e 1.5, a seguir.

Existe um conjunto excepcional e intrigante: o conjunto vazio, designado

pelo simbolo &. Ele é aceito como conjunto porque cumpre a utilissima func3o
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de simplificar as proposicdes, evitando uma longa e tediosa mencio de excecdes.
Qualquer propriedade contraditéria serve para definir o conjunto vazio. Por
exemplo, tem-se @ = {z ; x # x}, ou seja, & & o conjunto dos objetos z tais
que x é diferente de si mesmo. Seja qual for o objeto x tem-se sempre x ¢
&. Em muitas questdes matematicas é importante saber que um determinado
conjunto X n&o é vazio. Para mostrar que X ndo é vazio, deve-se simplesmente
encontrar um objeto = tal que x € X. Outros conjuntos curiosos sdo os
conjuntos unitarios. Dado um objeto x qualquer, o conjunto unitario {z} tem
como (nico elemento esse objeto x. Estritamente falando, = e {} n&o sdo a

mesma coisa.

I5" Na Sala de Aula - Clareza e Rigor - Clique para ler

5" Na Sala de Aula - O Conjunto Vazio - Clique para ler

1.3 A Relacao de Inclusao

Sejam A e B conjuntos. Se todo elemento de A for também elemento de DEFINICAO 1
B, diz-se que A é um subconjunto de B, que A esta contido em B, ou que A

é parte de B. Para indicar este fato, usa-se a notacdo A C B.

A relacdo de A C B chama-se relacdo de inclusdo. Quando A n3o é um
subconjunto de B, escreve-se A ¢ B. Isto significa que nem todo elemento de

A pertence a B, ou seja, que existe pelo menos um objeto a tal que a € A e
a¢ B.

[N
EXEMPLO 1

(a) Sejam T o conjunto dos triangulos e P o conjunto dos poligonos do plano.
Todo tridangulo é um poligono, logo T" C P.

(b) Sejam A o conjunto dos nimeros pares e B o conjunto dos mdltiplos de
3. Tem-se A ¢ B porque 2 € A mas 2 ¢ B. Tem-se também B ¢ A
pois 3 € B mas 3 ¢ A.

> A 1S
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Em Geometria, uma reta, um plano e o espaco sdo conjuntos. Seus ele-
mentos sao pontos.

Quando dizemos que uma reta r estad no plano II, estamos afirmando que
r estd contida em II, ou equivalentemente, que r € um subconjunto de II, pois
todos os pontos que pertencem a r pertencem também a II.

Neste caso, deve-se escrever » C II. Porém, ndo é correto dizer que r
pertence a I, nem escrever r € II. Os elementos do conjunto II sdo pontos e

nao retas.

Ha duas incluses extremas. A primeira é obvia: para todo conjunto A,
vale A C A (pois é claro que todo elemento de A pertence a A). A outra &,
no minimo, curiosa: tem-se & C A, seja qual for o conjunto A. Com efeito,
se quiséssemos mostrar que & ¢ A, teriamos que obter um objeto z tal que
r € Pmasz ¢ A Como x € & & impossivel, somos levados a concluir que
@ C A, ou seja, que o conjunto vazio é subconjunto de qualquer outro.

Diz-se que A & um subconjunto préprio de B quando A é subconjunto de
B e a inclus3o n3o corresponde a nenhum desses dois casos extremos, isto &,
quandosetem AC Bcom A# e A# B.

A relacdo de inclus3o tem trés propriedades fundamentais. Dados quaisquer
conjunto A, B e C tem-se:

(i) reflexividade: A C A;
(ii) antissimetria: se A C Be B C A, entdo A = B;

(iii) transitividade: se A C Be B C C, entdo A C C.

A propriedade antissimétrica é constantemente usada nos raciocinios mate-
maticos. Quando se deseja mostrar que os conjuntos A e B s3o iguais, prova-se
que A C Be B C A, ou seja, que todo elemento de A pertence a B e todo
elemento de B pertence a A. Na realidade, a propriedade antissimétrica da
relacdo de inclusdo contém, nela embutida, a condicdo de igualdade entre os
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conjuntos: os conjuntos A e B sdo iguais se, e somente se, tém 0s mesmos
elementos.

Por sua vez, a propriedade transitiva da inclusdo é a base do raciocinio
dedutivo, sob a forma que classicamente se chama de silogismo. Um exemplo
de silogismo (tipicamente aristotélico) é o seguinte: todo ser humano é um
animal, todo animal é mortal, logo todo ser humano é mortal. Na linguagem
de conjuntos, isso seria formulado assim: sejam H, A e M respectivamente
os conjuntos dos seres humanos, dos animais e dos mortais. Temos H C A e
A C M, logo H C M. Voltaremos a esse assunto mais a diante (p. 10).

A relacdo de inclusdo entre conjuntos esta estreitamente relacionada com
a implicacdo légica. Vejamos como. Sejam P e () propriedades aplicaveis a
elementos de um conjunto U. Essas propriedades definem os conjuntos A, for-
mado pelos elementos de U que gozam de P; e B, formado pelos elementos de
U que tém a propriedade (). Se todos os elementos que possuem a propriedade
P também tém a propriedade (), dizemos que a propriedade P implica (ou
acarreta) a propriedade () e escrevemos P = (). Isto é equivalente a dizer que
todo elemento que pertence a A também pertence a B, isto &, que A C B.

Seja U o conjunto dos quadrilateros convexos do plano. Designemos com
R a propriedade de um quadrilatero ter seus quatro angulos retos e por P a
propriedade de um quadrilatero ter seus lados opostos paralelos (isto é, ser
paralelogramo). Entdo podemos escrever R = P. Neste caso, A é o conjunto

dos retangulos e B é o conjunto dos paralelogramos, logo A C B.

Podemos escrever a implicacio
Paratodoz € R, 2°+2—-1=0 = 2> —2z+1=0.
Ela significa que toda raiz da equacdo 22 + x — 1 = 0 é também raiz de

2 —2r+1=0.

Ha diferentes maneiras de se ler a relacdo P = (). Pode-se dizer P implica
Q, se P entdo (Q, P é condicdo suficiente para (), () é condicdo necessaria para
P ou P somente se Q.

UNIDADES 1 E 2
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Assim, a relacdo do Exemplo 3 pode ser expressa de diversas formas equiva-
lentes: ser retdngulo implica ser paralelogramo, se x é um retangulo entdo x é
um paralelogramo, ser retangulo é condico suficiente para ser paralelogramo,
ser paralelogramo é condicdo necessaria para ser retangulo, ou, finalmente, todo
retangulo é um paralelogramo.

A compreens3o dos significados do termo necessario e do termo suficiente

em Matematica é de fundamental importancia. Em uma implicac3o:
P=qQ

dizemos que a condicdo P é suficiente para a condicdo (), ou, de forma equi-
valente, que a condicdo () é necessdria para a condicdo P.

N3o é incomum confundir esses significados. Os termos “necessario” e “sufi-
ciente” em Matematica tém significados especificos, que podem diferir da forma
como os entendemos em linguagem cotidiana. Isto pode se constituir em um
obstaculo para a aprendizagem. Entender o que significa “suficiente” pode ser
relativamente mais facil, uma vez que este termo é sinénimo de “bastante”.
Talvez isso tenha a ver com o fato de que uma condicdo suficiente é geralmente
mais forte do que a conclusdo a que se quer chegar. Por outro lado, uma condi-
¢do necessaria é, em geral mais fraca do que a conclusdo. Observe atentamente

os exemplos a seguir.

Sabemos que o conjunto dos niimeros n € Z que sdo miltiplos de 4 esta
contido no conjunto dos nimeros pares. Isto &, todo maltiplo de 4 é par. Por
outro lado, nem todo par é mdltiplo de 4. Podemos expressar essas afirmacdes
na forma de implicacdes l6gicas:

n mdltiplo de 4 = n par e n par # n miltiplo de 4.

Em outras palavras, para que um namero n seja par é suficiente que n seja
maltiplo de 4. Ou, de forma equivalente, basta ser maltiplo de 4 para ser par.
Por outro lado, um nimero pode ser par sem ser multiplo de 4, isto é, ndo é
necessario ser maltiplo de 4 para ser par. Assim, ser miltiplo de 4 é suficiente,
mas ndo necessario para ser par.

Podemos ainda expressar esta afirmac3o de outra forma equivalente: ser par

é necessario, mas ndo suficiente para ser miltiplo de 4.
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Todo retangulo possui lados opostos paralelos. Porém, existem quadrila-

teros convexos com lados opostos paralelos que ndo sdo retangulos. Assim,
para que um quadrilatero convexo () seja um retangulo é necessario que seus
lados opostos sejam paralelos, mas esta propriedade apenas n3o assegura que
() tenha angulos todos retos.

Portanto, ter lados opostos paralelos é uma condicdo necessaria, mas n3o
suficiente, para que um quadrildtero seja retdngulo. Equivalentemente, ser re-
tangulo é uma condicgo suficiente, mas ndo necessaria, para que um quadrildtero

tenha lados opostos paralelos. Ou ainda,

Q é retdngulo = () tem lados opostos paralelos,

Q tem lados opostos paralelos 4 () é retangulo.

A implicacdo Q = P chama-se a reciproca de P = (). Evidentemente, a
reciproca de uma implicacdo verdadeira pode ser falsa. Como ja observamos,
este é o caso dos Exemplos 5 e 6.

No Exemplo 4, a reciproca da implicacdo também é falsa. De fato, x =1 é
raiz da equacdo 22 — 22+ 1 = 0, mas n3o da equacdo z?+x—1 = 0. Portanto,
para = € R,

2 —2041=0 % 22 +2—-1=0.

Quando s&o verdadeiras ambas as implicacdes P = ) e Q = P, dizemos
P se, somente se, (), ou que P é equivalente a () ou, ainda, que P é necessario

e suficiente para (). Neste caso, escreve-se

P < Q.

Em linguagem de conjuntos, isto significa que o conjunto dos elementos que

tém a propriedade P é igual o conjunto dos elementos que tém a propriedade

Q.

Sejam P a propriedade de um tridngulo, cujos lados medem =,y < z, ser
retangulo e ) a propriedade de valer 22 = 22 + 4%, Entdo P < Q.

UNIDADES 1 E 2
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Como ja comentamos (p. 7), a propriedade transitiva da inclusdo de con-
juntos constitui a base do raciocinio dedutivo em Matematica. De fato, esta
propriedade pode ser expressa em termos de implicacdes logicas. Se P, Q e R

s3o trés afirmacdes, temos:
Se P=(Q e@ = R, entdio P = R.

A propésito, a resolucdo de uma equacdo é um caso tipico em que se tem

uma sequéncia de implicacdes ldgicas.

EXEMPLO 8 Para resolver a equacdo x? —x — 2 = 0, podemos seguir os passos abaixo:

(P) 2> —x—2=0;
Q) (z=2)(z+1)=0
(R) x=2o0uz=—1;
(S) ze€{2,—1}.
Se chamarmos respectivamente de P, (), R e S as condicdes impostas sobre
o namero x em cada uma das linhas acima, os passos que acabamos de seguir

significam que
P=Q=R=2S.

Isto &, se o namero x satisfaz P entdo satisfaz () e assim por diante. Por

transitividade, a conclusdo a tirar é P = S, ou seja,

Sex’ —x—2=0,entdo x € {2,—1}.

No exemplo acima, estritamente falando, a afirmacio a que chegamos nio
significa que as raizes da equacdo 22 — 2 — 2 = 0 sdo 2 e —1. O que esta dito

acima é que se houver raizes desta equacdo elas devem pertencer ao conjunto

10
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{2,—1}. No caso desse exemplo, ndo é dificil ver que todos os passos acima
podem ser revertidos. Isto &, valem as implicacdes reciprocas S = R = Q) =
P. Logo, S = P. Concluimos que P < S, ou seja, 2 e —1 sdo de fato as
(Gnicas) raizes da equacdo 2% —z — 2 = 0.

Quando se resolve uma equacdo, & importante ter em mente que cada passo
do processo representa uma implicaco légica. Pode acontecer dessas implica-
cdes n3o poderem ser revertidas, isto é, de suas reciprocas ndo serem verdadei-
ras. Nesses casos, o conjunto obtido no final apenas contém (mas ndo é igual a)
o conjunto das raizes — este altimo, podendo até mesmo ser vazio. Ilustremos

esta possibilidade com um exemplo.

Considere a equacdo 22 + 1 = 0. Sabemos que ela ndo possui solucdes
reais. Na sequéncia abaixo, cada uma das letras P, (), R e S representa a

condicdo sobre o nimero x expressa na igualdade ao lado:

(P) >+ 1=0 (multiplicando por z* — 1),
Q) z*—1=0;

(R) z*=1;

(S) ze{-1,1}.

Evidentemente, tem-se P = (Q = R = 5, logo P = S. Ou seja, toda
raiz real da equacdo z? + 1 = 0 pertence ao conjunto {—1,1}.

O raciocinio & absolutamente correto. Porém, a conclusdo que se pode tirar
é que, se houver raizes reais da equacdo 22 + 1 = 0, entdo elas pertencerdo ao
conjunto {—1,1} — e nada mais.

Na verdade, a implicacdo P = () ndo pode ser revertida: sua reciproca é
falsa. Sabemos que o conjunto das solucées reais da equacdo é vazio. Assim,
a deducdo acima apenas ilustra o fato de que @ C {—1,1}. Como sabemos, o

conjunto vazio estd contido em qualquer outro!

I=" Na Sala de Aula - Implicacdes Légicas e Resolucdo de Equacdes -

Clique para ler
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1.4 O Complementar de um Conjunto

A nocdo de complementar de um conjunto s6 faz pleno sentido quando se
fixa um conjunto U, chamado o universo do discurso, ou conjunto-universo. O
universo U pode ser visto como o assunto da discussdo ou o tema em pauta:
estaremos falando somente dos elementos de U. Uma vez fixado U, todos os
elementos a serem considerados pertencerdo a U e todos os conjuntos serdo
subconjuntos de U, ou derivados destes. Por exemplo, na Geometria Plana, U
é o plano; na teoria aritmética da divisibilidade, U é o conjunto dos nimeros

inteiros.

Dado um conjunto A (isto é, um subconjunto de U), chama-se complemen-

tar de A ao conjunto A€ formado pelos objetos de U que ndo pertencem a A.

Uma propriedade imediata do complementar é a seguinte:
U = e ¢ =U.

Lembramos que, uma vez fixado o conjunto A, para cada elemento x em
U, vale uma, e somente uma, das alternativas: = € A, ou x ¢ A. Como
ja observamos, o fato de que, para todo = € U, n3o existe uma outra opcdo
alem de z € A ou x ¢ A é conhecido em légica como o Principio do Terceiro
Excluido; e o fato de que as alternativas x € A e x ¢ A ndo podem ser ambas

verdadeiras ao mesmo tempo chama-se o Principio da Ndo Contradic3o.

Desses Principios, decorrem as regras operatérias basicas referentes ao com-

plementar:

(i) Para todo conjunto A C U, tem-se (AC)C = A. (Todo conjunto &

complementar do seu complementar.)

(ii) Se A C B entdo B¢ C A°. (Se um conjunto esta contido em outro, seu

complementar contém esse outro.)

12
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A regra (ii) pode ser escrita com notacdo =, assumindo a forma seguinte:

AcC B= B¢ c A°.

Na realidade, na presenca da regra (i), a regra (ii) pode ser reforcada,

valendo a equivaléncia abaixo

AC B < BC c AS.

Esta equivaléncia pode ser olhada sob o ponto de vista l6gico, usando-se as
propriedades P e () que definem respectivamente os conjuntos A e B. Entdo, o
conjunto A é formado pelos elementos de U que tém a propriedade P, enquanto
que os elementos de B sdo todos os que (pertencem a U) e tém a propriedade
Q. As propriedades que definem os conjuntos A€ e BC sio respectivamente a
negacdo de P, representada por ~ P, e a negacdo de (), representada por ~ Q).
Assim, dizer que um objeto x tem a propriedade ~ P significa (por definicdo)
afirmar que x n3o tem a propriedade P (e analogamente, para (). Com estas
convencdes, a relacdo acima lé-se assim:

P = () se, e somente se, ~ () =~ P.

Em outras palavras, a implicacdo P = @ (P implica Q) equivale a dizer

que ~ Q =~ P (a nega¢do de ) implica a negacdo de P).

Voltemos ao Exemplo 3. Sendo U o conjunto dos quadrilateros convexos,
consideremos R a propriedade que tem um quadrildtero X de ser um retangulo
e P a propriedade de ser um paralelogramo. Entdo ~ P é a propriedade que
tem um quadrilatero convexo de ndo ser um paralelogramo e ~ R a de nido
ser um retangulo. Neste caso, as implicagdes R = P e ~ P =~ R léem-se,
respectivamente, assim:

Se X é um retangulo, entdo X é um paralelogramo;

Se X n&o é um paralelogramo, entdo X n&o é um retangulo.

Desta forma, as duas afirmacées acima sdo equivalentes, ou seja, elas sio

apenas duas maneiras diferentes de dizer a mesma coisa.

A implicacdo ~ Q =~ P chama-se a contrapositiva da implicacio P =
(). Como ja vimos, a contrapositiva é um equivalente Iégico da implicacdo

13
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UNIDADES 1 E 2 O COMPLEMENTAR DE UM CONJUNTO

original. Isto é, a contrapositiva de uma implicacdo nada mais & do que a

mesma implicacdo dita com outras palavras.

O : - :
EXEMPLO 11 Observe as afirmacdes abaixo:

Todo nimero primo maior do que 2 é impar;
Todo namero par maior do que 2 é composto.

Estas afirmacdes dizem exatamente a mesma coisa, ou seja, exprimem a
mesma ideia, s6 que com diferentes termos. Podemos reescrevé-las na forma
de implicacbes, aplicadas a n € N, n > 2, vendo claramente que uma é a

contrapositiva da outra:
Dadon € N, n > 2: n primo = n impar,
Dado n € N, n > 2: ~ (n impar) = ~ (n primo);

Dado n € N, n > 2: n par = n composto.

Em Matematica é frequente, e muitas vezes atil, substituir uma implica-
¢do por sua contrapositiva, a fim de tornar seu significado mais claro ou mais
manipulavel. Por isso, & extremamente importante entender que P = () e
~ () =~ P s3o afirmacdes equivalentes. Em particular, a equivaléncia entre
uma implicacdo e sua contrapositiva é a base das demonstracdes por contradi-

¢do.

EXEMPLO 12 Em um plano I, tomado como conjunto universo, consideremos duas retas

perpendiculares r e s.

Consideremos P a propriedade que tem uma reta x em II de ser diferente
de s e perpendicular a 7; e ) a propriedade de uma reta = em II ser paralela a
s. Entdo ~ P, negacdo de P, é a propriedade de uma reta em II coincidir com
s ou n3o ser perpendicular a 7; e ~ (), negacdo de (), é a propriedade que tem

uma reta do plano II de n3o ser paralela a s.

A implicacdo P = @ se &, em linguagem comum, assim:

Se duas retas distintas s e x sdo perpendiculares a uma terceira reta r, entdo

s e x sdo paralelas.

A contrapositiva ~ (Q =~ P significa:

14
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CONJUNTOS UNIDADES 1 E 2

Se duas retas distintas ndo sdo paralelas, entdo elas ndo sdo perpendicu-

lares a uma terceira.

Acontece que neste caso é mais facil (e mais natural) provar a implicacdo
~ @ =~ P do que P = Q.

Noutras palavras, prova-se que P = () por contradicdo. O raciocinio & bem
simples: se as retas distintas s e 2 ndo sdo paralelas elas tém um ponto A em
comum. Entdo, como é Gnica a perpendicular s a reta r pelo ponto A, segue-se
que = ndo é perpendicular a 7.

Para provar que duas retas sdo paralelas, em geral, usa-se a demonstracdo
por contradicdo pois a definicdo de retas paralelas é baseada numa negacio:

retas paralelas s3o retas coplanares que ndo possuem pontos em comum.

“

; N

Figura 1.1: Retas no plano.

Formar o complementar de um conjunto é um caso particular da operacdo
de formar a diferenca entre dois conjuntos dados, cuja definicio damos a seguir.

A diferenca entre dois conjunos A e B é definida por: DEFINICAO 3

B\A={zx;x€Bex¢ A}.

Note que em geral, essa operacdo entre conjuntos ndo é comutativa, isto &,
nem sempre B\ A = A\ B (dé um exemplo). A formacdo do complementar
A€ de um conjunto A se obtém com a diferenca U \ A, em que U & o conjunto
universo. Para mais propriedades dessa operacdo, veja Exercicio 6.
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5" Para Saber Mais - Negacdo, Contrapositiva, Reciproca - Clique para ler

1.5 Reuniao e Intersecao

DEFINICAO 4 Dados os conjuntos A e B:

(i) a reunido AU B é o conjunto formado pelos elementos de A ou de B;

(ii) a intersecdo AN B é o conjunto formado pelos elementos de A e de B.

Portanto, se considerarmos as afirmacdes
r€A e xeB

veremos que x € AU B quando pelo menos uma dessas afirmacdes for verda-
deira e, por outro lado, x € AN B quando ambas as afirmacdes acima forem

verdadeiras. Mais concisamente:
x € AU B significax € Aou x € B;
x € AN B significaxz € Aex € B.

Nota-se, deste modo, que as operacdes AUB e AN B entre conjuntos cons-
tituem a contrapartida matematica, em linguagem de conjuntos, dos conectivos
l6gicos ou e e (as vezes representados pelos simbolos Ve A, respectivamente).
Assim, se P é a propriedade que define o conjunto A e () é a propriedade que
define o conjunto B, entdo, AU B e AN B sdo os conjuntos definidos pelas

propriedades “P ou Q" e “P e ()", respectivamente.

S
EXEMPLO 13 Diremos que x € R tem a propriedade P se 22 — 32 +2 = 0, e tem a

propriedade ) se 2% — 5z + 6 = 0.

O conjunto dos nimeros que possuem a propriedade P é A = {1,2} e o
conjunto dos nameros que tém Q é B = {2,3}. Assim, a afirmacdo "% —
3z +2 =0ouax®>—5x+6 = 0" equivale a “z € {1,2,3}"; e a afirmacédo
“12 —3r+2=0e 2?51+ 6=0" equivale a "z € {2} ou x = 2". Noutras
palavras,

AUB={1,2,3} e ANB={2}.

16
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I" Para Saber Mais - Menino ou Menina? - Clique para ler

As propriedades relacionadas com as operacdes de unido e intersecdo cons-
tituem teoremas cujas demonstracdes, em geral, ndo sdo dificeis (veja os Exer-
cicios 2, 3 e 4). A comutatividade e associatividade decorrem diretamente das
definicdes, e a distributividade é de verificacdo um pouco menos imediata.

(i) Comutatividade da unido e da interse¢do:

AUB=BUA, ANB=BnNA.

(ii) Associatividade da unido e da intersecdo:

(AUBYUC =AU (BUC), (ANB)NC=An(BNQO).

(iii) Distributividade, de cada uma em relagdo a outra:

AN(BUC) = (ANB)U(ANC), AU(BNC) = (AUB)N(AUC).

Estas propriedades constituem, na realidade, regras que regem o uso com-
binado dos conectivos l6gicos “ou” e “e”.
A conex3o entre as operacdes de unido e intersecdo e a relacdo de inclusdo

é dada pelas seguintes equivaléncias:

AUB=B & ACB & ANnB=A.

E, finalmente, se A e B s3o subconjuntos do universo U, tem-se

(AUB) =A°NB° e (ANB)=A°UBC

Estas altimas relacées, atribuidas ao matematico inglés Augustus de Mor-

gan, significam que a negacdo de “Pou Q" é“~ P e ~ ()" e a negacdo de “P

e @ é“~Pou~(Q".

Terminamos esta unidade apresentando um resumo do que estudamos. Ex-

ploramos as relacdes fundamentais entre a linguagem da algebra de conjuntos

L7 vy D
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e a linguagem das implicagdes l6gicas. Chamamos atencdo para as vantagens,
em certas situacdes, de expressar implicacées l6gicas em termos de conjuntos.
Consideremos P e () duas condicdes, aplicaveis aos elementos de um conjunto
U. Consideremos A e B subconjuntos de U, cujos elementos satisfazem P e (),
respectivamente. As principais equivaléncias entre a linguagem de implicacdes

e a linguagem de conjuntos podem ser resumidas no quadro a seguir:

A=B| P& Q
ACB|P=0Q
AC ~ P
AUB | PVQ
ANB | PAQ

5" Para Saber Mais - Sobre a Nocdo de Igualdade - Clique para ler

15" Na Sala de Aula - Comentario Histérico e Didatico quanto a Linguagem

- Clique para ler
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CONJUNTOS UNIDADES 1 E 2

1.6 Exercicios Recomendados

1. Decida quais das afirmacdes a seguir estdo corretas. Justifique suas res-

postas.
(a) @ € &; (b) & C @; (c)oe{o}; (d)oc{s}

2. Demonstre as propriedades de distributividade:

(a) a operagdo de unido em relaco a intersecdo;

(b) a intersecdo em relacdo a unido.

3. Demonstreque AUB=B & ACB <& ANB=A.

4. Dados A, B C U, demonstre as relacdes de De Morgan:

(a) (AUB)¢ = A°n BS;
(b) (AN B)¢ = A° U BC.

5. Considere P, Q e R condicdes, aplicaveis aos elementos de um conjunto
U; e A, B e C os subconjuntos de U dos elementos que satisfazem P,
Q@ e R, respectivamente. Expresse, em termos de implicacdes entre P, ()

e R, as seguintes relacdes entre os conjuntos A, B e C.
(a) An B¢ C C; (b) AU B¢ c C; (c) A°U B c CS;
(d) A¢ c B°UC; (e) A c BCuUCE.
6. Recorde que a definicdo da diferenca entre conjuntos:
B\A={x; x€Bex¢ A}.

Mostre que

a) B\ A =0 se, e somente se, B C A;
b) B\ A = B se, e somente se, AN B = {);
c) vale a igualdade B\ A = A\ B se, e somente se, A = B.
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d) Determine uma condicdo necessaria e suficiente para que se tenha
A\ (B\C)=(A\B)\C.

7. Dé exemplos de implicacdes, envolvendo contetdos do ensino médio, que
sejam: verdadeiras, com reciproca verdadeira; verdadeiras, com reciproca

falsa; falsas, com reciproca verdadeira; falsas, com reciproca falsa.

8. Escreva as implicacdes légicas que correspondem a resolucdo da equacéo
Vx4 x = 2. Verifique quais sdo reversiveis e explique o aparecimento de

raizes estranhas. Faca o mesmo com a equacdo /x + 3 = .

9. Considere as seguintes (aparentes) equivaléncias l6gicas:

A — e )
&2 -2-14+1=0
&z2-1=0
S ==1

Conclusdo(?): * =1 < = = £1. Onde esta o erro?

10. Escreva as reciprocas, contrapositivas e negacdes matematicas das se-

guintes afirmacdes:

) Todos os gatos tém rabo;

) Sempre que chove, eu saio de guarda-chuva ou fico em casa;

) Todas as bolas de ping pong sdo redondas e brancas;

) Sempre que é terca feira e o dia do més é um niimero primo, eu vou
ao cinema;

(e) Todas as camisas amarelas ou vermelhas tém manga comprida;

(f) Todas as coisas quadradas ou redondas sdo amarelas e vermelhas.

1.7 Exercicios Suplementares

1. Sejam A, B e C conjuntos. Determine uma condi¢do necesséria e sufici-

ente para que se tenha

AU(BNC)=(AUB)NC.

A
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2. Expressdes tais como para todo e existe sdo chamadas de quantificadores e
aparecem em sentencas dos tipos (sendo P(x) é uma condi¢do envolvendo

a variavel x):

(1) Para todo x, é satisfeita a condicdo P(x);
(2) Existe algum x que satisfaz a condigdo P(x).

(a) Sendo A o conjunto de todos os objetos x (de um certo conjunto
universo U) que satisfazem a condicdo P(x), escreva as sentencas

(1) e (2) acima, usando a linguagem de conjuntos.

(b) Quais sdo as negacdes de (1) e (2)7 Escreva cada uma destas ne-
gacdes usando conjuntos e compare com as sentencas obtidas em
(a).

(c) Para cada sentenca abaixo, diga se ela é verdadeira ou falsa e forme

sua negacao.

i. Existe um namero real z tal que 2% = —1.
ii. Para todo nGimero inteiro n, vale n? > n.
iii. Para todo nimero real z, tem-se > 1 ou 2% < 1.
iv. Para todo namero real x existe um nimero natural n tal que
n> .
v. Existe um namero natural n tal que, para todo nimero real z,

tem-se n > x.

3. Considere os conjuntos abaixo:

F' = conjunto de todos os filésofos;
M = conjunto de todos os matematicos;
C' = conjunto de todos os cientistas;

P = conjunto de todos os professores.

(a) Exprima cada uma das afirmativas abaixo usando a linguagem de

conjuntos.

i. Todos os matematicos s3o cientistas.

i. Alguns matematicos sdo professores.
iii. Alguns cientistas sdo filésofos.
iv. Todos os filésofos sdo cientistas ou professores.

21 v b



UNIDADES 1 E 2 EXERCICIOS SUPLEMENTARES

v. Nem todo professor é cientista.
(b) Faca o mesmo com as afirmativas abaixo.

vi. Alguns matematicos sdo filésofos;
vii. Nem todo filésofo é cientista;
viii. Alguns fil6sofos sdo professores;
ix. Se um filésofo n3o é matematico, ele é professor;

x. Alguns filésofos sdo matematicos.

(c) Tomando as cinco primeiras afirmativas como hipéteses, verifique
quais das afirmativas do segundo grupo sdo necessariamente verda-

deiras.

4. Considere um grupo de 4 cartBes, que possuem uma letra escrita em um
dos lados e um nimero do outro. Suponha que seja feita, sobre esses
cartdes, a seguinte afirmacdo: Todo cartdo com uma vogal de um lado
tem um niamero impar do outro. Quais do cartdes abaixo vocé precisaria

virar para verificar se esse afirmativa é verdadeira ou falsa?

5. O artigo 34 da Constituicdo Brasileira de 1988 diz o seguinte:
A Unido n3o intervird nos Estados nem no Distrito Federal, exceto para:
I. Manter a integridade nacional;

Il. Repelir invasdo estrangeira ou de unidade da Federacdo em outra;

. (..)

(a) Suponhamos que o estado do Rio de Janeiro seja invadido por tropas
do estado de Sdo Paulo. O texto acima obriga a Unido a intervir no
estado? Na sua opinido, qual era a intencdo dos legisladores nesse

caso’

(b) Reescreva o texto do artigo 34 de modo a torna-lo mais preciso.
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6. O conjunto das partes P (A) de um conjunto Aé o conjunto formado por

todos os subconjuntos do conjunto A. Prove o teorema de Cantor:

Se A é um conjunto, ndo existe uma fungdo f : A — P (A) que seja

sobrejetiva.

Sugestdo: Suponha que exista uma tal funcdo f e considere X = {z €

Az ¢ fo)}
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Na Sala de Aula
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1.8 Textos Complementares

Afirmacdes “Sempre Verdadeiras”

Em livros didaticos do ensino basico, as vezes encontramos atividades em
que se pede aos alunos que classifiquem afirmacées como: sempre verdadeiras,
as vezes verdadeiras ou sempre falsas. Neste caso, a afirmacdo em questdo
estabelece uma propriedade, que se aplica aos elementos de certo conjunto.
Evidentemente, a intencdo é que os alunos descubram se tal propriedade é
satisfeita por todos os elementos desse conjunto, por parte deles, ou por nenhum
deles.

Por si s6, este pode ser um exercicio matematico interessante. Entretanto,
a linguagem esta matematicamente incorreta. Como observamos acima, mate-
maticamente falando, uma afirmacio que n3o seja “sempre verdadeira” é falsa.

Esta é uma distincdo fundamental entre a linguagem corrente usada no
dia a dia e a linguagem da l6gica matematica, cuja compreensdo &€ um passo
importante no processo de aprendizagem de Matematica no ensino basico. Nao
é o caso de discutir se a linguagem matematica é “melhor” que a linguagem
corrente, mas sim de reconhecer que esta tem especificidades adequadas aos
seus objetivos, e que se expressar matematicamente n3o é o mesmo que falar

coloquialmente.

D
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Clareza e Rigor Na Sala de Aula

Com experiéncia e bom senso, quem se ocupa da Matematica percebe que a
obediéncia estrita aos rigidos padrdes da notacdo e do rigor, quando praticada
ao pé da letra, pode ser um obstaculo a clareza, a elegancia e ao entendimento
dos alunos.

Evidentemente, a linguagem matematica formal dos cursos universitarios
ndo pode ser a mesma utilizada no ensino médio, que também n3o pode ser a
mesma que aquela empregada nas séries iniciais do ensino fundamental. Como
ja comentamos, ter clara a importancia da linguagem de conjuntos é importante
para que saibamos dosar o grau de formalismo matematico de forma adequada
a cada nivel do ensino basico — sem cometer imprecisdes de linguagem, que pos-
sam confundir os alunos, nem exageros, que possam se constituir em obstaculos
de aprendizagem, valorizando mais (e prematuramente) a prépria linguagem que
os proprios conteiildos matematicos.

Neste sentido, no ensino basico, ds vezes permitimo-nos abusos de lingua-
gem, para ndo cometer exageros de formalismo. Por exemplo, em certas oca-
sides, pode tornar-se um pedantismo fazer a distingdo entre = e {x}. Isto
ocorre quando se diz que a intersecdo de duas retas r e s é o ponto P (em
lugar do conjunto cujo Gnico elemento é P) e se escreve r Ns = P, em vez de
rNs={P}.

Por outro lado, certas imprecisdes sdo desnecessarias e podem atrapalhar o
proprio desenvolvimento da capacidade do aluno de se expressar adequadamente
em Matematica. Por exemplo, evite escrever coisas como A = {conjunto dos
nameros pares}. Isto é incorreto. O simbolo {...} significa o conjunto cujos
elementos estdo descritos no interior das chaves. Em lugar disso, escreva A =
conjunto dos nimeros pares, A = {nGmeros pares}, ou A = {2n; n € Z}.

J
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O Conjunto Vazio

As vezes vemos em livros do ensino basico afirmacdes que sugerem a exis-
téncia de mais de um conjunto vazio, como ser vazio fosse uma propriedade
que pudesse valer para diferentes conjuntos. Em Matematica, o conjunto vazio
é anico. De fato, como ja observamos, dois conjuntos s3o iguais se, e somente,
se possuem os mesmos elementos. Em particular, decorre dai que ndo pode
existir mais de um conjunto vazio. Assim, o conjunto dos ndmeros naturais

situados estritamente entre 1 e 2 é 0 mesmo conjunto dos poligonos regulares

)

com exatamente uma diagonal, por exemplo.
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Definicoes Na Sala de Aula

Embora, estritamente falando, n3o seja errado usar o termo “se, e somente
se’ em uma definicdo, isto é desnecessario, pois como comentamos acima, este
termo ja estd implicito em toda definicdo. Além disso, esse costume pode ser
didaticamente inadequado, pois pode ocultar o fato de se estar simplesmente
dando um nome a um conceito, causando a impressdo de se tratar de um
teorema.

Por exemplo, se queremos definir paralelogramo devemos dizer assim:
chama-se paralelogramo a um quadrilatero no qual os lados opostos sdo pa-
ralelos. Alguns autores escrevem, em lugar disso: um quadrildtero é um parale-
logramo se, e somente se, os lados opostos sdo paralelos. Aos olhos dos alunos,

isso pode parecer mais um teorema que uma definic3o.

D
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ImplicacGes Légicas e Resolucdo de Equacdes

Releia os Exemplos 4, 8 e 9, procurando refletir sobre os passos comumente
feitos na manipulacdo de expressées algébricas, particularmente na resolucdo de
equacgdes. Alguns destes correspondem a equivaléncias légicas, e outros, apenas
a implicacdes cuja reciproca n3o é verdadeira. Este fendmeno ocorre frequen-
temente quando se estudam as chamadas “equacdes irracionais’, mas as vezes
ele se manifesta de forma sutil, provocando perplexidade (veja o Exercicio 8).

A clareza dessas questdes é fundamental para o ensino da simbologia algébrica

.

no fim do Ensino Fundamental e no Ensino Médio.
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Comentario Histérico e Didatico quanto a Linguagem Na Sala de Aula
Hoje, no contexto do ensino basico de Matematica, estamos acostumados

a pensar em alguns conceitos matematicos como estando intrinsecamente atre-

lados a ideia de conjunto. Quando pensamos em niimeros, por exemplo, quase

que automaticamente nos lembramos dos conjuntos numeéricos, como est3o or-

ganizados hoje:

NczZcQcRcC.

No entanto, do ponto de vista histérico, nem sempre foi assim. Por exemplo,
0s nameros racionais positivos ja eram conhecidos varios séculos antes de que
fosse conferido aos inteiros negativos o estatuto de namero. Além disso, o
conceito de conjunto é muito mais recente que a ideia de nimero e grande parte
dos desenvolvimentos tedricos envolvendo nimeros (especialmente os naturais)
deram-se sem a estrutura de conjunto como conhecemos hoje.

A adocdo da linguagem e da notacdo de conjuntos em Matematica s6 se
tornou uma pratica universal a partir da terceira ou quarta década do século
vinte. Esse uso, que permitiu elevados graus de precisdo, generalidade e clareza
nos enunciados, raciocinios e definicdes, provocou uma grande revolucdo nos
métodos, no alcance e na profundidade dos resultados matematicos.

N3o defendemos que a ordem do desenvolvimento histérico dos conceitos
matematicos seja reproduzida em sala de aula — isto ndo seria factivel nem
produtivo para os objetivos do ensino. Entretanto, a reflexdo sobre esse desen-
volvimento — especialmente os obstaculos enfrentados — pode ajudar o professor
a entender certas dificuldades vivenciadas hoje pelos alunos com os conceitos e
a linguagem matematica. Para saber mais, veja, por exemplo, [2].

Se queremos iniciar nossos alunos em Matematica, é necessario que os fami-
liarizemos com os rudimentos da linguagem e da notacdo dos conjuntos. Isto,
inclusive, vai facilitar nosso préprio trabalho, pois a precisdo dos conceitos é
uma ajuda indispensavel para a clareza das ideias. Por outro lado, na sala de
aula, ha alguns cuidados a tomar. O principal deles refere-se ao comedimento,
ao equilibrio, 3 moderacdo. Isto consiste em evitar o pedantismo e exageros
que conduziram ao descrédito da onda que ficou conhecida como “Matematica
Moderna". Devemos estimular o desenvolvimento gradual do formalismo e da

linguagem matematica pelos alunos, mas sempre em grau compativel com cada
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nivel escolar, sem exageros.

Procure, sempre que possivel, ilustrar conceitos com exemplos de conjuntos
dentro da Matematica. Além de contribuir para implantar a linguagem de
conjuntos, este procedimento pode também ajudar a relembrar, ou até mesmo
aprender, fatos interessantes sobre Aritmética, Geometria, Funcdes, etc.

Esteja atento também & correcdo gramatical. Linguagem correta é essencial
para a limpidez do raciocinio. Muitos dos nossos colegas professores de Mate-
matica, até mesmo autores de livros, sdo um tanto descuidados a esse respeito.

Seja cuidadoso, a fim de evitar cometer erros. A auto-critica € o maior
aliado do bom professor. Em cada aula, trate a si mesmo como um aluno cujo
trabalho estd sendo examinado: pense antes no que vai dizer mas critique-se
também depois. N&o hesite em corrigir-se em publico, nem em admitir que n&o
sabe a resposta de uma pergunta — demonstre-se sempre disposto a pesquisar
e a aprender mais. Longe de desprestigiar, esse habito fortalecera a confianca

dos alunos no seu mestre.

D
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A Relacdo de um Elemento Pertencer a um Conjunto e a Inclusdo Para Saber Mais
A inclusdo é uma relacdo entre conjuntos, que n3o deve ser confundida com

a relacdo de um elemento pertencer a um conjunto. A relacdo a € A, de um

elemento a pertencer a um conjunto A, pode ser escrita de forma equivalente

como {a} C A. Mas é incorreto escrever a C A ou {a} € A.
Observe que podemos enunciar uma definicdo para a relacdo A é subcon-

Jjunto de B, porém n3o ha uma definicdo para a relacdo a é elemento de A. No

comeco da Secdo 1.2, observamos que um conjunto é totalmente definido por

seus elementos. Assim, a relacdo de um elemento pertencer a um conjunto esta

na base do préprio conceito de conjunto, que estamos assumindo como uma

nocdo primitiva, sem definicdo.

D
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UNIDADES 1 E 2 TEXTOS COMPLEMENTARES

Para Saber Mais

Provas por Contrapositiva

A contrapositiva ~ () =~ P é logicamente equivalente a implicacdo P =
(). Essa equivaléncia também pode ajudar a entender o significado do termo
“necessario”: se () ndo ocorre, entdo certamente P n&o ocorrerd (embora Q
possa ocorrer sem que P ocorra).

As implicacdes dos Exemplos 4 a 6 também podem ser expressas como
contra-positivas:

2 —20+1#0=>22+x—1#0;
n ngo é par = n ndo miltiplo de 4;
@ ndo tem lados opostos paralelos = () ndo é um retangulo.

Para entender melhor o termo “necessario”’, procure pensar em outras situ-
acoes familiares. Por exemplo, quando dizemos que n € N = n € Z, estamos
afirmando que n ser natural é suficiente para que n seja inteiro, ou equivalente-
mente, que n ser inteiro é necessario para que n seja natural (embora n possa
ser inteiro sem ser natural).

Discutiremos em maiores detalhes da nocdo de contra-positiva na Secdo 1.4

a seguir.

D
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CONJUNTOS UNIDADES 1 E 2

Definicoes Para Saber Mais

As definicdes matematicas consistem em atribuir nomes a objetos que tém
certas propriedades particularmente interessantes. Por exemplo, um nimero
natural n > 1 chama-se primo quando 1 e n sdo os Ginicos nimeros naturais que
sdo seus divisores. Esta propriedade merece ser rotulada por um nome especial
pois € muito importante na teoria matematica sobre os nameros inteiros (neste
caso, um papel importante também em outros campos).

Toda definicdo matematica é uma equivaléncia légica. Isto é, quando enun-
ciamos uma definicdo matematica, estamos atribuindo um nome aos objetos
matematicos que tém certas propriedades — o que significa que serdo chamados
pelo nome escolhido todos os objetos com essas propriedades, e nenhum além

destes.

).
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Para Saber Mais
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Provas por Vacuidade

Um tipo de afirmacdes que podem soar particularmente estranhas sdo as
satisfeitas por vacuidade.

Se um professor disser a sua classe que todos os alunos que tiverem 5 metros
de altura passardo com nota 10 sem precisar prestar exames, ele certamente
estard falando a verdade, mesmo que corrija suas provas com o maximo de
rigor.

Com efeito, sejam P a propriedade de um aluno ter 5 metros de altura e )
a de obter nota 10 sem prestar exames. Entdo P = (), pois o conjunto definido
pela propriedade P é vazio e o conjunto vazio estd contido em qualquer outro.
De um modo geral, a implicacdo P = () é verdadeira (vacuamente) sempre

que n3o haja elementos com a propriedade P.

D,
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CONJUNTOS UNIDADES 1 E 2

A Ciéncia das Condicées Necessarias Para Saber Mais
Em Matematica, ndo ha afirmacdes absolutas ou peremptoérias. Todas as

proposicdes matematicas sdo do tipo se P entdo (). (Esta afirmacdo peremp-

téria que acabamos de fazer n3o pertence & Matematica. Ela é apenas sobre

Matematica.)
Considere, por exemplo, o Teorema de Pitagoras. Ele parece uma verdade

absoluta mas na realidade é um afirmac3o condicional:

Se a > b > c sdo as medidas dos lados de um tridngulo retangulo

entdo a® = b% + 2.
Por isso, as vezes, se diz que a Matematica é a ciéncia das condicBes neces-

sarias. Ou entdo se diz como Bertrand Russel: Na Matematica nunca sabemos

do que estamos falando nem se é verdade o que estamos dizendo.

D
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UNIDADES 1 E 2 TEXTOS COMPLEMENTARES

Para Saber Mais Negacao, Contrapositiva, Reciproca
Como vimos, muitas vezes, em raciocinios dedutivos matematicos, lidamos

com as ideias de negacdo, contrapositiva e reciproca de uma implicacdo P = Q).
E preciso ter cuidado para entender bem essas nocGes distintas — sem confundi-
las. Neste sentido, cabem algumas observacées importantes. Para ilustrar
nossas ideias considere, por exemplo, as seguintes afirmacdes:

Todo matematico é filésofo.

Todo tridngulo isdsceles é equilatero.

Sabemos, é claro, que a segunda afirmacdo acima é falsa. No entanto, a

veracidade das afirmacdes é irrelevante para essa discussio.

1. E importante n3o confundir a ideia matemética de negacdo com a ideia

(ndo matematica) de contrario, ou oposto.

A negacdo da afirmacdo “todo matematico é filésofo” ndo é “nenhum
matematico é filésofo”, e sim “existe (pelo menos) um matematico ndo
filésofo”. Mais geralmente, negar P = (@) significa admitir que existe (pelo
menos) um objeto que tem a propriedade P, mas n&o tem a propriedade
Q. Isto & bem diferente de admitir que nenhum objeto com a propriedade

P tem também a propriedade Q.

Se P é a propriedade de um tridngulo ser is6sceles e () a propriedade de
ser equilatero, a nega¢do da implicacdo P = () (enunciada acima) é a
afirmacdo (verdadeira) de que “existe (pelo menos) um tridngulo isésceles
ndo equilatero”.

Por outro lado, se uma ideia é expressa por uma palavra, a ideia contra-
ria é expressa pelo anténimo daquela palavra. Por exemplo, o contréario
de gigantesco &€ mindasculo, mas a negacdo de gigantesco inclui outras

gradacgdes de tamanho além de mindsculo.

2. Também é importante ndo confundir as ideias de negacdo e contraposi-

tiva.

A contrapositiva de uma afirmacio é equivalente a esta; enquanto a ne-

gacdo, como o nome estd dizendo, contradiz a afirmacdo original.

Como observamos acima, a negacdo de “todo matematico é filésofo” é

“existe (pelo menos) um matematico n&o filésofo”. J& a contrapositiva

36
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CONJUNTOS UNIDADES 1 E 2

dessa afirmacdo é a afirmacdo equivalente: “se alguém ndo é fil6sofo,

entdo n3o é matematico’”.

A negacdo de “todo tridngulo isésceles é equilatero” é “existe um tridn-
gulo isésceles ndo equilatero”. Sua contrapositiva é: “se um tridngulo
ndo é equilatero, entdo ndo é isésceles’. Neste caso, observe que, como
a afirmacdo original é falsa, temos que sua negacdo é necessariamente
verdadeira, pois contradiz a afirmacdo original; sua contrapositiva é ne-

cessariamente falsa, pois equivale a afirmac3o original.

3. Finalmente, é importante n3o confundir a ideia de reciproca, com nega-

cdo, nem com contrapositiva. Tratam-se de trés nocdes bem diferentes!

No caso dos exemplos acima, as reciprocas sdo: “todo fil6sofo € matema-
tico” e “todo tridngulo equilatero é isésceles”.

Observe que a afirmacdo “todo tridngulo is6sceles é equilatero” é falsa, en-
quanto sua reciproca é verdadeira. No entanto, este € um caso particular.
N3o ha nenhuma relacdo a priori entre a veracidade de uma afirmacio
e a veracidade de sua reciproca. Considere, por exemplo, as seguintes

afirmacdes:
Todo tridngulo equilatero é isésceles;
Todo tridngulo equilatero é equidngulo;
Todo tridngulo isésceles é retangulo.

Temos que a primeira afirmacdo é verdadeira mas sua reciproca é falsa
(como acabamos de observar); a segunda afirmac&o é verdadeira e sua re-
ciproca também é verdadeira (neste caso, as afirmacdes sdo equivalentes);

a terceira afirmacio é falsa e sua reciproca também é falsa.

Para entender melhor essas ideias, procure pensar em outros exemplos fa-

miliares.

J
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Menino ou Menina?

O conectivo “ou” é mais um exemplo de um termo cujo significado especifico
em Matematica é um tanto diferente daquele que lhe é atribuido na linguagem
corrente. No dia-a-dia, “ou” quase sempre refere duas alternativas mutuamente
excludentes (“vamos de énibus ou de trem?”). Em Matematica, por outro
lado, o conectivo “ou” nunca tem um sentido excludente. A afirmacdo “ P ou
Q" significa que pelo menos uma das alternativas P ou () é valida, podendo
perfeitamente ocorrer que ambas sejam.

Por exemplo, é correta a afirmacdo “todo namero inteiro é maior do que 10

ou menor do que 20". De fato, se
A={zxe€Z;x>10} e B={zreZ; x<20}

entdo AU B =Z.

A diferenca entre 0 uso comum e o uso matematico do conectivo “ou” é
ilustrada pela anedota do obstetra que também era matematico. Ao sair da
sala onde acabara de realizar um parto, foi abordado pelo pai da crianca, que
Ilhe perguntou: “Foi menino ou menina, doutor?”. Resposta do médico: “Sim”.
De fato, se A & o conjunto das meninas, B o conjunto dos meninos e x o
recém-nascido, certamente tem-se x € AU B.

D
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Sobre a Nocédo de Igualdade Para Saber Mais

Nesta unidade, comentamos sobre varios termos cujos significados matema-
ticos precisos diferem significativamente de seus usos em linguagem corrente.
Os nomes escolhidos para os conceitos matematicos sdo, em geral, inspirados
na linguagem corrente. Porém, para entender corretamente seu significado
matematico, é preciso “esquecer” seu sentido na linguagem corrente.

Talvez o exemplo mais importante — e um dos que menos nos damos conta
— seja a prépria no¢do matematica de igualdade. Em Matematica uma coisa
s6 é igual a si prépria. Quando se escreve a = b, isto significa que a e b sdo
simbolos usados para designar o mesmo objeto.

Em Geometria, as vezes ainda se usam expressdes como “os angulos « e
[ sdo iguais’ ou “os tridngulos ABC' e A'B’'C’ sdo iguais’ para significar que
sdo figuras que podem ser superpostas exatamente uma sobre a outra. A rigor,
porém, esta terminologia é inadequada. Duas figuras geométricas que coincidem
por superposicdo devem ser chamadas congruentes.

Talvez valha a pena observar que a palavra “igual” em Geometria ja foi usada
num sentido até bem mais amplo. Euclides, que viveu hd 2300 anos, chamava
“iguais’ a dois segmentos de reta com o mesmo comprimento, a dois poligonos
com a mesma area e a dois s6lidos com o mesmo volume.

Na linguagem corrente, as vezes se diz que duas pessoas ou objetos s3o iguais
quando um certo atributo, ao qual se refere o discurso naquele momento, é
possuido igualmente pelas pessoas ou objetos em questdo. Assim, por exemplo,
quando dizemos que “todos s3o iguais perante a lei”, isto significa que dois

cidaddos quaisquer tém os mesmos direitos e deveres legais.

J
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UNIDADE 3 INTRODUGA

3.1 Introducao

Frequentemente empregamos, ou lemos em livros didaticos do ensino basi-
co, termos do tipo “a funcdo y = x? ...", referindo-se a funcdo f : R — R que
a cada nlimero real x associa o nimero real 2. Mas o uso dessa expressdo faz
sentido? Se pensarmos do ponto de vista estritamente matematico, a resposta
sera ndo. Devemos lembrar que a definicdo de funcdo é estabelecida por trés
elementos fundamentais: dominio, contradominio e lei de associacdo. lsso &,
uma func3o sé fica bem definida se sdo conhecidos esses trés elementos. Assim,
y = 22 ndo representa, por si s6, uma funcdo — mas pode vir a expressar a lei de
associacdo de uma funcio, se sdo estabelecidos dominio e contradominio com-
pativeis. Como veremos mais adiante, ha mais de uma funcdo correspondendo
a esta lei de associacdo. Portanto, o uso do termo “a funcdo y = 2", para se
referir a funcdo f : R — R que a # € R associa 22, é um abuso de linguagem
matematica. E claro que, em sala de aula, abusos de linguagem n3o s&o proibi-
dos, pois, em um grande namero de situacdes, a linguagem matematica formal
ndo é compativel com os objetivos de aprendizagem do ensino basico. Entre-
tanto, seu uso requer certos cuidados e deve ser equilibrado, de forma a n3o
levar a formacdo de concepcdes limitadas que dificultem ou mesmo impecam o
desenvolvimento futuro da aprendizagem matematica pelos alunos. Para come-
ter imprecisdes, encontrando seu equilibrio com o formalismo, é indispensavel

que tenhamos perfeita clareza com a formulacdo matematica precisa.

Do ponto de vista pedagégico, o uso descuidado do termo “a funcdo y =
22" pode levar ao desenvolvimento de uma ideia limitada do conceito de funcao.
Se em sala de aula referimo-nos a funcdes apenas por meio de férmulas, é de se
esperar que os alunos desenvolvam uma concepcdo de funcdo restrita a ideia de
formula: funcdo é tudo que tem férmula. Como comentamos acima, escrever
uma férmula n3o é suficiente para definir uma funcdo. Além disso, é importante
lembrar que nem toda férmula representa uma funcdo, e nem toda funcdo pode

ser representada por uma férmula.

Esta unidade tem por objetivo fazer uma revisdo geral e breve das ideias
fundamentais relacionadas com o conceito de func¢do, importantes para o ensi-
no basico.



3.2 O Conceito de Funcao

Considere as funcdes

p: R — [0,400] e q: [0,400] — R
T x? x = T

As funcdes p e ¢ sdo inversas uma da outra? Elas sdo invertiveis? S3o

bijetivas?

No ensino basico, em geral, aprendemos (e ensinamos) que “y = /x é a
funcdo inversa de y = x%”. Mas também estamos acostumamos a enunciar
o seguinte teorema: Uma funcdo tem inversa se, e somente, se é bijetiva. A
funcdo p ndo é injetiva (pois para cada y > 0 existem x1, x5 distintos,tais que
p(z1) = p(xz) = y) e, portanto, ndo pode ser injetiva. Entdo, como é pos-
sivel que ¢ seja a inversa de p? Ha alguma incoeréncia neste exemplo? Para
responder claramente a estas questdes, devemos recordar todas as definicées en-
volvidas, desde a proépria definicdo de funcdo, passando pelas de funcio injetiva,

sobrejetiva, bijetiva e invertivel. Em seguida, voltaremos a este exemplo.

Sejam X e Y dois conjuntos quaisquer.
Uma funcdo é uma relacdo f : X — Y que, a cada elemento = € X,
associa um e somente um elemento y € Y.
Além disso,

(i) Os conjuntos X e Y sdo chamados dominio e contradominio de f,
respectivamente;

(ii) O conjunto f(X) ={y €Y ; dz € X, f(z) = y} C Y é chamado
imagem de f;

(iii) Dado x € X, o (anico) elemento y = f(x) € Y correspondente é

chamado imagem de z.

UNIDADE 3
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EXEMPLO 1

DEFINICAO 1
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UNIDADE 3 O ConceIlTo DE FuNgAo

5" Para Saber Mais - A Definicdo de Bourbaki - Clique para ler

Como estabelecido na Definicdo 1, uma funcdo & um terno constituido por
elementos: dominio, contradominio e lei de associacdo (segundo a qual os
elementos do dominio estdo associados aos do contradominio). Para que uma
funcdo esteja bem definida, é necessario que estes trés elementos sejam dados.
Observe que o enunciado dessa definicdo pode ser reescrito equivalentemente
da seguinte forma: para que uma relacdo f : X — Y seja uma funcdo, esta

deve satisfazer a duas condicées fundamentais:

(1) estar definida em todo elemento do dominio (existéncia);

(1) n3o fazer corresponder mais de um elemento do contradominio a cada

elemento do dominio (unicidade).

Desejamos agora definir funcdo inversa e determinar condicbes para que
uma funcdo seja invertivel. Antes, & necessario definir composicdo de funcdes,

ja que a definicdo de funcdo inversa estd baseada nesse conceito.

DEFINIGAO 2 Sejam f: X - Y e g: U — V duas funcdes, com Y C U. A funcao
composta de g com f é a funcdo denotada por g o f, com dominio em X e
contradominio em V/, que a cada elemento x € X faz corresponder o elemento

y=go f(x)=g(f(x)) € V. Isto &

gof: X —- YcCcU — |4
z = flz) = g(f(z))

DEFINIGAO 3 Uma funcdo f : X — Y é invertivel se existe uma funcdo g : X — Y
tal que
(i) fog=Ty;
(i) go f =ZIx.

Observamos que Z, denota a funcdo identidade do conjunto A, ou seja,
Iy:v €A~ o€ A
Neste caso, a funcdo ¢ é dita funcdo inversa de f e denotada g = 1.



Consideremos uma funcdo f: X — Y. DEFINICAO 4

(i) f é sobrejetiva se para todo y € Y, existe x € X tal que f(x) =v;
(i) f é injetiva se 1,29 € X, 11 # 29 = f(x1) # f(22);

(iii) f é bijetiva se é sobrejetiva e injetiva.

Ha ainda formas equivalentes de enunciar as definicdes acima:

e f & sobrejetiva se, e somente se, f(X) =Y,

e f & injetiva se, e somente se, x1,x9 € X, f(21) = f(22) = 71 = x9;

e f & injetiva se, e somente se, para todo y € f(X), existe um Gnico xz € X
tal que f(z) =v;

e [ & bijetiva se, e somente se, para todo y € Y, existe um Gnico z € X

tal que f(z) =y.

Voltemos agora ao Exemplo 1. De acordo com a Definicdo 3, para verificar
se p e ¢ sdo inversas uma da outra, devemos determinar as compostas po ¢ e

qgop:

!
o
8

poq: [0,+o00] — R
x = VT e (Vo)==

qop: R — [0,400] — R
T = 2 = Va2=z|.

Assim, poq = Zjo o[ € o p # Ir. Concluimos que as fungdes p e ¢
ndo sdo inversas uma da outra. Mais geralmente, poderemos concluir que p
e ¢ ndo sdo invertiveis. Aplicar a Definicdo 3 diretamente para verificar que
uma funcdo ndo é invertivel ndo é facil em geral, pois devemos mostrar que
n3o existe nenhuma funcdo satisfazendo as duas condicées da definicdo. Por
isso, € importante entender que injetividade e sobrejetividade sdo condicdes que
garantem a existéncia da funcdo inversa, como provaremos a seguir (Teorema
5). No caso do Exemplo 1, vemos que p é sobrejetiva, mas ndo injetiva; e ¢ é

injetiva, mas ndo sobrejetiva.

> A 1S



TEOREMA 5

O
DEMONSTRACAO

UNIDADE 3 O ConceIlTo DE FuNgAo

Como uma relacdo é qualquer forma de associar elementos de um conjunto
X com elementos de um conjunto Y (ou qualquer subconjunto de X x Y),
podemos sempre considerar a relacdo inversa de uma relacdo dada. Entdo,
como definimos funcdo como um tipo especial de relacdo, podemos sempre
considerar a relacdo inversa de uma funcdo (seja esta invertivel como fun¢&o ou
n3o). Assim, determinar se uma funcdo f : X — Y tem ou ndo uma funcdo
inversa consiste em verificar se sua relacdo inversa é ou ndo uma funcdo. Para
isto, devemos verificar se essa relacdo inversa satisfaz as condi¢des (1) e (ll)
da Definicdo 3. Se a funcdo original f é sobrejetiva, entdo f cobre todo o
seu contradominio, que é o dominio de sua relacdo inversa. Logo, sua relacdo
inversa satisfaz a condicdo (1). Se f é injetiva, entdo cada y € Y esta associado
a um dnico z € X. Entdo, a relacdo inversa satisfaz a condicdo (I1). Decorre
dai que a relacdo inversa de f & uma funcdo (isto &, que f tem uma funcdo
inversa) se, e somente se, f for sobrejetiva e injetiva. Daremos a demonstracgdo

formal deste teorema a seguir.

Uma funcdo f : X — Y é invertivel se, e somente se, é bijetiva.

(=) Por hipétese, existe g : Y — X tal que: (i) fog=Zy ego f=1TIx.

Tomemos y € Y qualquer. Seja x = g(y). Da condicdo (i) acima, segue que
f(z) = flg(y)) = fogly) = Zy(y) = y. Entdo, f & sobrejetiva. Tomemos
x1, %9 € X tais que f(x1) = f(z2). Logo, go f(x1) = go f(xs). Da condicdo
(ii), segue que Zx (1) = Zx(x3), logo, 1 = x5. Entdo, f & injetiva.
(<) Por hipétese, f é bijetiva. Desejamos construir uma funcdo g : ¥ — X
satisfazendo as condicdes (i) e (ii) da definicdo de funcdo invertivel. Dado
y € Y qualquer, como f é sobrejetiva, existe x € X tal que f(z) = y e, como
f & injetiva, o elemento x com esta propriedade é tnico. Assim, definimos g(y)
como o Gnico = € X tal que f(z) = y. As duas condicbes desejadas decorrem
imediatamente da construcdo de g.

No caso do Exemplo 1, a relacdo inversa da funcdo p associa cada y €
[0, +-00[ aos nimeros —,/y e |/y. Portanto, esta satisfaz a condicdo (I), mas
ndo a (I). Por outro lado, a relacdo inversa de ¢ associa cada y > 0 a y°.
Portanto, satisfaz (Il), mas ndo (). Como p é sobrejetiva mas n&o injetiva, e



g é injetiva mas ndo sobrejetiva, entdo, pelo Teorema 5, nem p nem ¢ possuem

funcdes inversas.

5" Na Sala de Aula - Férmulas e Funcdes - Clique para ler

I" Na Sala de Aula - A Generalidade do Conceito de Funcdo - Clique para ler

" Para Saber Mais - De Euler a Bourbaki - Clique para ler
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3.3 Funcoes e Cardinalidade

O conceito de funcdo também estd fortemente relacionado com uma das
no¢cdes mais primordiais de toda a Matematica: a contagem. Na pré-histdria,
mesmo antes de que fossem conhecidos os nimeros ou a escrita, o homem j3
empregava processos de contagem. Esses processos consistiam basicamente em
controlar uma quantidade por meio da comparacdo com objetos de referéncia,
que em geral eram pequenas pedras ou marcacdes na rocha, na madeira ou
em outros materiais. Em termos modernos, isto corresponde a estabelecer uma
correspondéncia um a um, isto &€, uma bijecdo entre dois conjuntos. Assim,
intuitivamente, podemos perceber que dois conjuntos tém o mesmo namero de
elementos se, e somente se, existe uma bijecdo entre eles. De fato, a ideia de
bijecdo é usada para enunciar a prépria definicio matematica de cardinalidade

(ou nimero de elementos) de um conjunto.

Dois conjuntos X e Y sdo ditos cardinalmente equivalentes (ou equi- DEFINIGAO 6
potentes) se existe uma bijecdo f: X — Y.

Também, podemos relacionar a existéncia de func&es injetivas e sobrejetivas

com relagBes entre cardinalidades de conjuntos, como mostram os Teoremas 7
e 8.
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TEOREMA 7

A
DEMONSTRACAO

TEOREMA 8

O
DEMONSTRACAO

s
>
<

R

Se existe uma injecdo f : X — Y, entdo existe uma bijecdo entre X e um
subconjunto Y’ C Y, isto é, X é cardinalmente equivalente a um subconjunto
de Y.

Basta considerar Y/ = f(X). Como f & injetiva, a fun¢do ' : X — Y’

definida por f'(x) = f(x) &, por construcdo, uma bijecio.

Se existe uma sobrejecdo f : X — Y, entdo existe uma bijecdo entre
Y e um subconjunto X’ C X, isto &, Y é cardinalmente equivalente a um

subconjunto de X.

Para cada y € Y, escolhemos um = € X tal que f(z) = y (isto é
possivel, pois, como f é sobrejetiva, existe pelo menos um elemento com esta
propriedade). Seja X’ o conjunto dos elementos assim escolhidos. A restricdo
de fa X', f/: X' =Y, definida por f'(z) = f(x), & por construcdo, uma

bijecdo.
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3.4 Exercicios Recomendados

1. Em cada um dos itens abaixo, defina uma funcdo com a lei de forma-
¢do dada (indicando dominio e contradominio). Verifique se é injetiva,

sobrejetiva ou bijetiva, a funcio

que a cada dois nimeros naturais associa seu mdc;
que a cada vetor do plano associa seu médulo;

(a)
(b)
(c) que a cada matriz 2 x 2 associa sua matriz transposta;
(d) que a cada matriz 2 X 2 associa seu determinante;

(e)

que a cada polinémio (ndo nulo) com coeficientes reais associa seu
grau;
(f) que a cada figura plana fechada e limitada no plano associa a sua
area;

que a cada subconjunto de R associa seu complementar;

) que a cada subconjunto finito de N associa seu niimero de elementos;
) que a cada subconjunto n&o vazio de N associa seu menor elemento;

que a cada funcdo f : R — R associa seu valor no ponto xg = 0.

2. Mostre que a funcdo inversa de f : X — Y, caso exista, é (nica, isto
é, se existem ¢; : Y — X e ¢ : Y — X satisfazendo as condicdes da
Definicdo 3, entdo g1 = ¢o.

Sugestdo: Lembre-se que duas funcdes sdo iguais se e sé se possuem
mesmos dominios e contradominios e seus valores sdo iguais em todos os
elementos do dominio. Assim, procure mostrar que ¢;(y) = g=(y), para
todoy €Y.

3. Seja f: X — Y uma fungdo. Mostre que:

(a) f ésobrejetiva se, e somente se, existe g : Y — X tal que fog = Zy

(isto &, f admite uma funco inversa a direita).

(b) f éinjetiva se, e somente se, Existe g : Y — X tal que go f =Zx

(isto &, f admite uma funcdo inversa a esquerda).
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4. Seja f : X — Y uma fungdo. Mostre que se existem ¢g; : ¥ — X e
g2: Y — X taisque fogy =Ty e goo f = Ly, entdo g; = g» (portanto,

neste caso, f sera invertivel).

5. Podemos garantir que a inversa a esquerda e a inversa a direita (definidas

como no Exercicio 3), caso existam, sdo Gnicas? Justifique sua resposta.

6. Dé exemplos de funcdes ndo invertiveis. Para cada um dos exemplos que
vocé der, determine a relacdo inversa, a funcdo inversa a direita e a funcdo

inversa a esquerda, caso existirem.

7. Seja f: X — Y uma fungdo e seja A um subconjunto de X. Define-se
F(A) = {f(z); ze A} C Y.
Se A e B s&o subconjuntos de X, mostre que f(AUB) = f(A) U f(B).

8. Seja f: X — Y uma funcdo e sejam A e B subconjuntos de X.

(a) Mostre que f(AN B) C f(A) N f(B).
(b) E possivel afirmar que f(AN B) = f(A) N f(B), para todos
A, B C X7 Justifique.

(c) Determine que condicBes deve satisfazer f para que a afirmacio

feita no item (b) seja verdadeira.

3.5 Exercicios Suplementares

1. Seja f : X — Y uma fungdo. Dado y € Y, definimos a contra imagem

ou imagem inversa de x como sendo o seguinte subconjunto de X:

fiy) ={z € X; f(z) =y}
Mostre que

(a) Se f é injetiva e y & um elemento qualquer de Y, o que se pode
afirmar sobre a imagem inversa f~1(y)?

(b) Se f & sobrejetiva e y é um elemento qualquer de Y, o que se pode
afirmar sobre a imagem inversa f~!(y)?

A
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(c) Se f é bijetiva e y € um elemento qualquer de Y, o que se pode

afirmar sobre a imagem inversa f~!(y)?

2. Seja f: X — Y uma funcdo. Dado A C Y/, definimos a contra imagem

ou imagem inversa de A como sendo o subconjunto de X definido por
A A) ={zeX; f(z) € A}.

Mostre que

3. Seja f: X — Y uma funcdo. Mostre que

(a) f(f~'(B)) C B, paratodo B CY;
(b) f(f~'(B)) = B, paratodo B C Y se, e somente se, f & sobrejetiva.

4. Seja f: X — Y uma funcdo. Mostre que

(a) f7(f(A)) D A, para todo A C X;
(b) f7Y(f(A)) = A, para todo A C X se, e somente se, f é injetiva.

5. Mostre que existe uma injecdo f : X — Y se, e somente se, existe uma
sobrejecdo g : Y — X.
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Para Saber Mais

3.6 Textos Complementares

A Definicao de Bourbaki

Acima, definimos funcdo como um tipo especial de relacdo entre dois con-
Juntos. Podemos pensar em relacdo como qualquer forma de associar elementos
de um conjunto X com elementos de um conjunto Y. Entretanto, ndo enunci-
amos uma definicdo para esse termo — isto &, neste texto consideramos relacdo
como um termo primitivo, sem definicdo (assim, como os termos ponto e reta
geralmente s3o considerados na Geometria Euclidiana).

Uma alternativa para este caminho é definir uma relacdo entre os conjuntos
X eY como qualquer subconjunto do produto cartesiano X x Y, isto & como
um conjunto de pares ordenados (z,y) € X x Y. Formar um conjunto de
pares ordenados é uma forma de relacionar elementos x € X com elementos
y € Y. Seguindo esta linha, poderiamos definir funcdo como um subconjunto
f C X XY com a seguinte propriedade:

Para todo x € X, existe um tnico y € Y | (z,y) € f.

De fato, esta definicdo (proposta pelo grupo de matematicos Bourbaki em
1932) é a mais rigorosa e abstrata para o conceito de funcdo. Neste texto,
optamos pelo enunciado da Definicdo 1 por ser esta mais préxima da pratica de

sala de aula do ensino basico.

J

12



De Euler a Bourbaki Para Saber Mais

O conceito funcdo é um dos mais genéricos e mais unificadores de toda a Ma-
tematica contemporanea, fazendo-se presente em efetivamente todos os seus
campos, incluindo Algebra, Geometria, Analise, Combinatéria, Probabilidade,
etc. Diversas nocdes importantes — desde as mais elementares até as mais
sofisticadas — admitem formulacées em linguagem de func&es, que contribuem
para a clareza da exposicdo e impulsionam o desenvolvimento de ideias.

Para dar conta de toda essa generalidade, o conceito de funcdo sofreu sig-
nificativas mudancas ao longo de seu desenvolvimento histérico, até que se
chegasse a definicdo atual de Bourbaki. Nem sempre no passado o conceito foi
assim t3o genérico como é hoje. Por exemplo, observe as definicdes de fun-
¢do abaixo, propostas respectivamente por Leonhard Euler! (1707-1783) e por

Bernhard Riemann? (1826-1866), com pouco mais de um século de diferenca.

Uma funcdo de uma varidvel é uma expressdo analitica composta
de uma maneira qualquer de quantidades variaveis e de nimeros ou

quantidades constantes.

L. Euler, 1748

Suponhamos que z seja uma quantidade varidvel que possa assumir,
gradualmente, todos os possiveis valores reais, ent3o, se para cada
um desses valores corresponde um dnico valor da quantidade inde-
terminada w, w é chamada uma fungdo de z. [...] N&o faz [...]
qualquer diferenca, se define-se a dependéncia da quantidade w
da quantidade z como sendo arbitrariamente dada, ou como sendo

determinada por certas operacdes das quantidades.

B. Riemann, 1852

Na definicdo de Euler, funcdo é considerada apenas como uma expressdo
analitica, isto é, uma férmula envolvendo as varidveis, nimeros e constantes. O
desenvolvimento da Matematica e da Fisica e a necessidade de resolver proble-
mas cada vez mais complicados, forcou a generalizacdo do conceito. De fato,
Riemann chama atenc3o explicitamente para o fato de que é indiferente se uma

funcdo é definida por meio de uma férmula envolvendo as operacdes ou n3o.
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Como comentamos acima, atualmente, o conceito de fungéo nao esta atre-
lado a existéncia de férmulas algébricas, nem mesmo a varidveis numeéricas.
Uma funcdo pode ter como varidvel, ndo apenas niimeros, mas quaisquer obje-

tos matematicos — como vetores, conjuntos, e até mesmo outras fungdes (ver

D

Exercicio 1). Para saber mais, veja por exemplo [2].
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Inversa a Direita e Inversa a Esquerda Para Saber Mais
O Exemplo 1 mostra que pode haver funcdes f : X — Y tais que existe

g:Y — X com fog =7y, mas ndo existe g : ¥ — X com go f = Ty,

e vice-versa. Por isso, precisamos escrever as duas condicdes na definicdo de

funcdo inversa (Definicdo 3), pois uma condi¢do ndo implica a outra.

Dada f: X — Y, definimos (ver Exercicios 3 e 4):

(i) uma funcdo g : Y — X tal que f o g = Zy é dita uma func3o inversa
a direita de f;

(ii) uma fungdo g : Y — X tal que go f = Zx é dita uma funcdo inversa
a esquerda de f.

Assim, pode existir inversa a direita sem que exista inversa a esquerda, e
vice-versa. Se ambas, existirem a funcdo original sera invertivel.
No caso do Exemplo 1, p é funcdo inversa a esquerda de ¢ e, reciprocamente,

g € funcdo inversa a direita de p. Entretanto, nem p nem ¢ s3o invertiveis.

D

15 vy D



UNIDADE 3 TEXTOS COMPLEMENTARES

Para Saber Mais

Os Tamanhos do Infinito
Os Teoremas 7 e 8 expressam ideias que podem parecer a principio bastante

intuitivas, a saber,

e se existe uma injecdo f : X — Y, entdo o conjunto de saida X é
“menor ou igual” do que o conjunto chegada Y, pois X é “suficientemente

pequeno” para ‘caber dentro” de Y';

e se existe uma sobrejecio f : X — Y, entdo o conjunto de saida X é
“maior ou igual” do que o conjunto chegada Y, pois X é “suficientemente

grande” para “cobrir” Y .

Embora as demonstraces dos teoremas sejam relativamente simples e as
ideias acima possam parecer claras, é preciso entendé-las com cuidado. No
caso de conjuntos finitos, a cardinalidade de um conjunto finito X, deno-
tada por #X, € um namero natural. Neste caso, podemos demonstrar (como

consequéncia da Definicdo 6 e dos Teoremas 7 e 8) que:

(i) Existe f: X — Y bijetiva & #X = #Y
(ii) Existe f: X — Y injetiva & #X < #Y
(iii) Existe f: X — Y sobrejetiva & #X > #Y

Portanto, para conjuntos finitos, as duas ideias intuitivas acima correspon-
dem precisamente aos teoremas matematicos. Entretanto, quando se tratam
conjuntos infinitos, a coisa é mais complicada. A definicdo de conjuntos
cardinalmente equivalentes também se aplica a conjuntos infinitos. De fato, no
enunciado Definicdo 6 ndo hd nenhuma restricio quanto a natureza dos con-
juntos. No entanto, as cardinalidades de conjuntos infinitos tém propriedades
que contrariam a intuicdo.

Para comecar, um conjunto é infinito se, e somente se, admite uma bijecio
com um subconjunto préprio (isto é diferente de vazio e do conjunto todo).
Em outras palavras, um conjunto infinito é cardinalmente equivalentes a uma
parte prépria de si mesmo. Quando retiramos elementos de um conjunto finito,
o subconjunto restante tem cardinalidade estritamente menor que o original.
Entretanto, podemos retirar uma parte de um conjunto infinito sem que a sua

cardinalidade seja alterada.
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Esta surpreendente propriedade tem intrigado matematicos ha muito tempo.
Galileo Galilei (1563-1643), em sua obra classica Discorsi e Dimostrazioni Mate-
matiche Intorno a Due Nuove Scienze, editada em 1638, cita os assim chamados
“paradoxos do infinito”. Um desses paradoxos é a associacdo

n < 2n

que determina uma correspondéncia um a um entre o conjunto dos nameros
naturais e o conjunto dos nimeros pares. Neste sentido, podemos pensar que
existem tantos nameros naturais quanto pares — embora o conjunto dos pares
esteja contido estritamente no dos naturais. Outro paradoxo de Galileo é a cor-
respondéncia um a um entre dois segmentos de reta, de comprimentos distintos,

por meio de uma construgdo geométrica simples (ilustrada abaixo).

Da mesma forma que existem tantos naturais quantos pares, podemos provar
que existem tantos nimeros naturais quantos inteiros e quantos racionais (isto
sera feito mais adiante). Hoje, essas propriedades dos conjuntos infinitos ndo
sdo mais vistas como paradoxos. Grande parte da teoria atual de conjuntos
infinitos se deve ao trabalho do matematico russo de origem alema Georg Cantor
(1845-1918).

Dentre as descobertas de Cantor esta outra propriedade surpreendente: nem
todos os conjuntos infinitos sdo cardinalmente equivalentes. Neste sentido,
podemos pensar que existem infinitos “maiores’ que outros. Por meio do ar-
gumento proposto por ele, que ficou conhecido como diagonal de Cantor, é
possivel mostrar, por exemplo, que, dada qualquer injecdo f : N — R, sempre
existira um elemento y € R tal que y # f(z), para todo x € N. Isto é, ndo
pode haver uma bijecdo entre N e R. Assim, embora N, Z e Q sejam cardi-
nalmente equivalentes, a cardinalidade de R é estritamente maior que a destes

conjuntos.
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No final do século XIX, muitos matematicos ilustres viam com séria des-
confianca as novas ideias lancadas nos trabalhos pioneiros de Georg Cantor.
Mas, lenta e seguramente, esse ponto de vista se consolidou. O trabalho de
Cantor revelou-se tdo significativo para a compreensio do conceito de infinito
que David Hilbert (1862-1943), com sua extraordinaria autoridade, referiu-se a

ele da seguinte forma:

Ninguém nos expulsara desse paraiso que Cantor nos doou.

D. Hilbert, 1925

D
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Tantos Racionais Quantos Naturais

Ja comentamos acima, que uma surpreendente descoberta de Georg Cantor
é o fato de que nem todos os conjuntos infinitos sdo cardinalmente equivalentes.
Talvez tdo surpreendente quanto isso seja o fato de que N e QQ sdo cardinalmente
equivalentes — isto &, existem tantos nimeros racionais quantos naturais.

A demonstrac3o deste fato baseia-se na representacio dos racionais na forma
de fracdo, isto &, por meio de um par de nimeros inteiros. Assim, podemos ver
Q dentro do produto cartesiano Z x Z*. A representacdo geométrica abaixo (em
que, por simplicidade consideramos apenas os pares de inteiros positivos) pode
ajudar a entender esta demonstracdo. Se percorremos os pontos de N x N ao
longo das diagonais, na forma mostrada abaixo, enumerando os pontos na ordem
em que eles forem aparecendo, estaremos estabelecendo uma correspondéncia
bijetiva entre N e N x N.

N N N N N
N N N N N
5+ 5+ N ) . . .
N AN N N \
N N N N N
N\ N\ N N N\ A
N N N N
4+ 44 . AN . . .
N N
N N N \‘\ o N
N \ N A N
N N N N
3t Y
N N\ N
\ N Vi N N
AN N\ AN N AN
N N N N
2+ 2+ o . . \\ N
N N
N \\ \ AN N
N A N\ AN N
N N N \ N
11 1+ . . . . N
N N N N
\\ N N N N

Se fazemos corresponder a cada ponto (p,q) de N x N a fracdo %, temos
uma funcdo sobrejetiva de N x N sobre o conjunto QT dos nimeros racionais
positivos.

Esta funcdo ndo é injetiva, pois, claramente, um mesmo namero racional
positivo é imagem de mais de um ponto do conjunto N x N. Por exemplo,
1

o0 namero 5

Mas, isto ndo atrapalha a construcdo de uma correspondéncia bijetiva entre N

é imagem de (1,2) e também de (2,4) (e de infinitos outros).

e QT, pois, quando esbarrarmos em um ponto de N x N que ja apareceu como
namero racional, basta “pula-lo” e passar para o préximo, obtendo assim uma
bijecdo entre N e QT. Isto nos permite concluir que existem tantos naturais

quanto racionais positivos. A generalizacdo deste argumento mostra-nos que

19
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N é cardinalmente equivalente a Q. Por isso, dizemos que Q é um conjunto

enumeravel.

" L. 20



Férmulas e Funcdes Na Sala de Aula
Como comentamos no inicio desta unidade, uma férmula algébrica, por si
s6, ndo define uma funcdo. Por exemplo, a expressdo y = 2 pode ser usada

para definir a lei de associacdo de varias funcdes, tais como:

b1 R = R b2 : [07—'—00[ — [0,—|—OO[
r — z? z — x>
Embora sejam definidas pela mesma férmula algébrica, p; e po, acima, sdo
funcées diferentes — tanto que uma é bijetiva e a outra ndo. Por outro lado,
existem funcdes que ndo sdo definidas por uma dnica férmula em todo o seu

dominio, como por exemplo

h: R - R
0, se z€R\Q
1, se r€Q.

xr =

A restricdo do conceito de funcdo a ideia de férmula algébrica pode ser
tao forte, que alguns alunos tém dificuldade em entender funcdes definidas por
mais de uma expressdo como uma func¢do s6 (como se cada uma das expressdes

definisse uma funcdo diferente).

D
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Na Sala de Aula

A Generalidade do Conceito de Funcao

Como comentamos acima, a lei de associacdo de uma funcdo ndo precisa
necessariamente admitir representacdo por meio de férmula algébrica. Mais do
que disso, as varidveis de uma funcdo podem ser quaisquer objetos matemati-
cos, ndo apenas nimeros (ver Exercicio 1). De fato, a definicdo do conceito
(Defini¢do 1) ndo estabelece nenhuma restricdo para o dominio ou para o contra-
dominio: estes podem ser conjuntos quaisquer, ndo necessariamente conjuntos
numéricos.

No ensino basico, estamos acostumados a lidar principalmente com funcées
em contextos numéricos, isto &, com funcdes reais de variavel real. Entretanto,
ndo ha razio para se evitar o conceito de funcdo em outros campos da mate-
matica em que este aparece naturalmente. Em muitos casos, usar o conceito
de funcdo em outros campos n3o traz dificuldades conceituais adicionais e, ao
contrario, pode ser enriquecedor para os alunos ndo apenas por promover a
ampliacdo de sua concepcdo de funcdes, como também por permitir formula-
cbes mais claras para as proprias situacdes matematicas em que o conceito é
empregado.

Especialmente em geometria, diversas situacdes usualmente estudadas no
ensino basico podem ser expressas por meio de dependéncia funcional. Este é
o caso, por exemplo, dos conceitos de congruéncia e de semelhanca de figuras
planas (e também espaciais). Congruéncia e semelhanca sdo nocdes que se
aplicam a figuras geométricas em geral. Entretanto, na escola estes sdo co-
mumente apresentados em um contexto restrito: os assim chamados “casos de
congruéncia” e “casos de semelhanca” — que se aplicam apenas a tridngulos.
Pode ser enriquecedor para os alunos perceber figuras congruentes como re-
sultantes de um deslocamento (isto é, uma translacdo), e figuras semelhantes
como resultantes de uma ampliacdo ou uma reducdo (isto é, uma homotetia).
Neste caso, ndo ha qualquer restricdo sobre as figuras com que se trabalha —
estas ndo precisam nem mesmo ser poligonos ou outras figuras regulares. Ha di-
versos materiais concretos que podem ser usados para servir de apoio para essa
abordagem. TranslacBes e homotetias sdo exemplos de funcdes, cujo dominio

e o contradominio sdo o plano (ou o espaco) euclidiano.

J
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UNIDADE 4 INTRODUGA

4.1 Introducao

Esta Unidade e as duas seguintes serdo dedicadas ao estudo dos niimeros
reais. Este &, sem davida, um dos tépicos cuja abordagem no ensino médio
envolve maiores dificuldades. Tais dificuldades estdo relacionadas com as ca-
racteristicas especificas do conjunto dos reais. Em geral, no ensino basico, a
introducdo de cada um dos conjuntos numéricos é motivada por limitacdes al-
gébricas do conjunto anterior. Por exemplo, as motivacGes para a construcdo de
7 e para a construcdo de Q baseiam-se, respectivamente, na impossibilidade de
resolver quaisquer subtracdes em N e na impossibilidade de resolver quaisquer
divisGes em Z. Essas construcdes sdo ainda ilustradas por aplicacdes “concretas”’
por meio, tipicamente, de problemas envolvendo saldos bancarios, ou variacdes
de temperatura, para os inteiros e divisdes de grandezas (apresentadas em pro-
blemas numéricos ou geométricos) que fornecem resultados n3o inteiros, para
os racionais. Até mesmo a introducdo de C tem como base a impossibilidade

de determinar raizes reais para qualquer polindmio com coeficientes reais.

No entanto, quando se trata da introducido de R, o problema torna-se con-
sideravelmente mais delicado. Em primeiro lugar, a expansdo de Q para R ndo
é um salto puramente algébrico, pois envolve necessariamente alguma nocéo de
convergéncia. Além disso, dificilmente se encontrardo aplicacdes “concretas” ou
“cotidianas” que justifiquem a necessidade dessa expansdo. Os nameros racio-
nais ddo conta perfeitamente das medicdes empiricas de segmentos ou areas,
por exemplo — enquanto os nimeros reais atendem ao problema tedrico da pro-
porcdo de grandezas de mesma espécie, isto &, a construcdo de uma teoria

consistente de medida.

Por exemplo, ao medir a diagonal d do quadrado unitario com uma régua
graduada, encontraremos alguma aproximacdo decimal finita para o namero
V2. Ao aplicarmos o Teorema de Pitagoras para determinar a medida d (ou,
de forma mais geral, a razdo entre a diagonal e o lado de um quadrado qual-
quer), concluiremos que esta deve ser tal que d*> = 2. Porém, & necessario
ainda mostrar que ndo existe um namero racional que satisfaca essa condicio.
Além disso, mesmo se considerarmos todos os nimeros que sdo raizes de equa-
¢Bes polinomiais com coeficientes inteiros (como d? = 2), chamados nimeros

algébricos, ainda ndo esgotaremos todos os nameros reais — aqueles que n&o
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satisfazem esta condicdo sdo chamados ndmeros transcendentes. O exemplo
mais conhecido de nimero transcendente é sem divida o nimero 7. Na educa-
cdo béasica, definimos m como a razdo entre o perimetro e o didmetro de uma
circunferéncia. Entretanto, as técnicas necessarias para as demonstractes de
que 7w ndo é racional e n3o é algébrico extrapolam em muito a matematica do

ensino médio (para saber mais, veja [3]).

Em geral, a solucdo dos livros didaticos do ensino basico para lidar com as
dificuldades discutidas acima é simplesmente desviar delas, por meio de aborda-
gens em ciclo vicioso (que se baseiam ou na representacdo decimal ou a repre-
sentacdo em forma de fracdo): os irracionais sdo apresentados como sendo “os
nimeros que n3o s30 racionais e os reais como "‘0s niameros que sdo racionais
ou irracionais”. Ou seja, a introducdo dos niimeros reais parte da pressuposicdo
da existéncia dos préprios nameros reais. Esse modelo de abordagem apresenta
problemas n3o s6 do ponto de vista matematico, pois é logicamente incon-
sistente, como também do ponto de vista pedagégico, pois a existéncia dos
reais é assumida como dada e os problemas matematicos que fazem necessa-
ria a expansdo do conjuntos dos racionais e a criacdo de “novos nimeros’ sdo

ignorados.

De fato, n3o é razoavel esperar que, ao final do ensino médio, o aluno en-
tenda completamente o conceito de namero real do ponto de vista matematico
formal, considerando todas as dificuldades teéricas envolvidas — tal compreen-
sdo extrapola, em muito, os objetivos do ensino basico. Entretanto, isto ndo
justifica que simplesmente nos desviemos de tais dificuldades. Para os alunos
no ensino médio, talvez seja mais importante conhecer os problemas matemati-
cos que impulsionaram a criacdo dos nameros reais, do que compreendé-los do

ponto de vista formal.

Sendo assim, é fundamental que o professor conheca tais problemas, que
remontam 3 ideia de grandezas incomensuraveis, na Matematica Grega (para
saber mais, veja, por exemplo, [2]). Na teoria grega de propor¢des entre grande-
zas geométricas (comprimentos, areas e volumes), quando é possivel encontrar
uma unidade comum segundo a qual todas as grandezas envolvidas tém medi-
das inteiras, estas grandezas sdo ditas comensuriveis (literalmente, que podem
ser medidas juntas). Entretanto, dado um conjunto finito de grandezas, nem

sempre é possivel encontrar uma unidade comum da qual todas sejam mdltiplos

3 v L
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inteiros. Este é o caso, por exemplo, do lado e a diagonal do quadrado, ou do
perimetro e o didmetro do circulo.

Nesta unidade, veremos de que modo o processo de medi¢do das grandezas
ditas continuas conduz a nocdo de nimero real. Usaremos como protétipo a
determinacdo do comprimento de um segmento de reta. Este exemplo de me-
dicdo é tdo significativo que o conjunto dos niimeros reais € também conhecido

como a reta real ou, simplesmente, a reta.

4.2 Segmentos Comensuraveis e Incomensu-
raveis

Seja AB um segmento de reta. Para medi-lo, é necessario fixar um segmento
padrdo u, chamado segmento unitério, ou unidade. Por definicdo, a medida do

segmento u € igual a 1. Estipulamos ainda que

(i) segmentos congruentes tém a mesma medida;

(ii) se um segmento AB é decomposto, por n — 1 pontos interiores, em n
segmentos justapostos, entdo a medida de AB serad igual a soma das

medidas desses n segmentos.

Portanto, se estes segmentos parciais forem todos congruentes a u, a medida
de AB em relacdo a u (que representaremos por AB) sera igual a n. Neste
caso, u cabe n vezes em AB, isto, & AB é um miltiplo inteiro de u. E
claro que, uma vez fixado um segmento unitario u, sabemos que nem todos os
demais segmentos serdo multiplos inteiros deste. Porém, se verificamos que um
segmento AB n3o é mdltiplo inteiro de u, podemos tentar subdividir u para
obter uma nova unidade u' em relacdo a qual a medida de AB sera um nimero
natural.

No exemplo ilustrado na Figura 4.1, temos que, em relacdo a unidade u, a
medida de AB é igual a 3, mas a medida de C'D n3o é um namero natural.
Quando subdividimos a unidade em 2, obtendo uma nova unidade «' tal que
u=2-u, temos que, em relacdo a v/, a medida de AB sera 6 e a medida de
CD sera b.
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Mas, dados dois segmentos quaisquer, sera que é sempre possivel encontrar
uma unidade comum u em relacdo a qual ambos terdo medidas inteiras? Desde

a Grécia antiga, ja sabemos que a resposta é ngo.

A U B Au B

cC u D Cu D

Figura 4.1: Segmentos comensuraveis.

A seguir, reproduzimos uma demonstracdo dos gregos antigos (adaptada
para a simbologia matematica atual) para o fato de que o lado e a diagonal de
um quadrado ndo podem ser simultaneamente expressos como maltiplos inteiros
de uma unidade comum u.

Seja ABCD um quadrado de lado a e diagonal d. Suponhamos, por ab-
surdo, que existam um segmento u e m,n € Ntaisque a=m-u e d=mn-u.
Esta suposicdo nos levara a uma contradicdo, como veremos a seguir.

Tracamos um arco de circunferéncia com centro no vértice C e raio CB e
marcamos a intersecdo com a diagonal AC. Obtemos assim um ponto B; € AC'
tal que B,C = BC = a. Em seguida, marcamos um ponto C; € AB tal que
B1Cy L AC. Construimos desta forma um quadrado AB{C1D; de lado a; e
diagonal d; (Figura 4.2).

Observamos que

B_O:B10:>C’/B§1:C(/B?B:>@1:CTBTB:>B01:B101:CL1.

Logo,

ap =AB; = AC - BC=AC—-BC=d—a=(q—p)u.

Além disso, o tridngulo C'BB; é is6sceles, por construcdo. Logo, C'/BE =
C B B. Como os angulos C BC, e CB,(C sio retos, concluimos que C; BB; =
C1B1B. Logo, o tridngulo BC; By também é isésceles. Entdo, BC, = B(C}.
Entdo,

> A 1S
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D4
A
\

R (O
\

B
Figura 4.2: Segmentos incomensuraveis.

d=AC, =AB—-BCi=a—a; = (2p—q) u.

Portanto, a; e d; também s3o multiplos inteiros de w.

Além disso, como a = a; +d; e a; < dy (pois a; e d; sdo, respectivamente,
lado e diagonal de um mesmo quadrado), tem-se que

2a1 < a.

Aplicando a mesma construcdo ao quadrado AB;C1D;, obtemos um novo
quadrado ABy;C5D,, com lado a; e diagonal dy também maltiplos inteiros de
u e tal que 2ay < ay. Portanto, 4ay < 2a; < a.
drados (A, B,C,,D,,)

Continuando este processo indefinidamente, obtemos uma sequéncia de qua-
neN’

com lados a,, e diagonais d,,, todos maltiplos inteiros
de u, tais que o lado de cada quadrado é menor que a metade do lado do
quadrado anterior, isto é, 2a, < a,_;. Portanto,

2"a, < a=pu.

A
%
b

>

E

Neste caso, para n suficientemente grande, a,, seria menor que u, contradi-
zendo a fato de ser seu maltiplo inteiro.
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Sejam AB e C'D dois segmentos. Se existe um segmento u e dois nimeros DEFINIGAO 1
naturais m e n tais que AB =m-ue CD = n-u, dizemos que AB e CD sio
comensuraveis. Caso contrario, dizemos que AB e C'D sdo incomensura-
veis.

A descoberta da existéncia de grandezas incomensuréaveis remonta ao século
IV a.C., quando os matematicos gregos demonstraram a incomensurabilidade do
lado e da diagonal de qualquer quadrado (por meio do argumento reproduzido
acima) e de outras propor¢des importantes.

Os gregos antigos consideravam nidmeros (arithmos) apenas os que hoje
chamamos de nimeros naturais. Podemos interpretar as grandezas comensu-
raveis como aquelas cuja razdo pode ser representada como uma razdo entre
nameros (naturais). Por exemplo, na Figura 4.1, os segmentos AB e C'D es-
td0 na mesma razdo que os niameros 6 e 5. Embora os gregos conhecessem
uma teoria de proporcdes bem fundamentada, que dava conta da comparacio
de grandezas comensuraveis e ndo comensuraveis, essas proporcdes ndo eram
consideradas como nimeros.

Entretanto, podemos usar o conceito de comensurabilidade para construir o
conjunto dos nimeros reais (o que faremos na préxima se¢do). Podemos pensar
na ideia de proporcdo como uma relacdo de equivaléncia entre pares de seg-
mentos. Assim, o par de segmentos A B;, C1D; sera considerado equivalente
ao par de segmentos As By, Cy D5 se sua medidas estiverem na mesma razgo,

isto & se forem proporcionais:

A1B1 . A2B2
C.D, CyDy

Cada par de segmentos AB, CD fixado gera uma classe de equivaléncia,
formada por todos os pares de segmentos que estdo na mesma razdo que AB,
CD, isto &, que sdo proporcionais a AB, C'D. Hoje, associamos cada uma des-
sas classes de proporcionalidade (tanto as geradas por grandezas comensuraveis
quanto aquelas por grandezas incomensuraveis) a um objeto matematico, que
chamamos de nidmero real (associacdo que os gregos ndo faziam). Essencial-
mente, é esta ideia que usaremos para construir 0 conjunto dos nameros reais

e sua representacdo na reta, fixando uma unidade padrdo .

/ v L
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4.3 Nidameros Reais

Visando uma construcdo objetiva do conjunto dos nimeros reais, a partir
de agora vamos fixar uma unidade padrdo de referéncia u, em relacdo a qual
mediremos todos os segmentos. A fim de ganhar uma ideia mais concreta
dos nameros irracionais e, em particular, situa-los em relacdo aos racionais, a
construcdo a seguir consiste em associar os nameros reais aos pontos de uma
reta. Associaremos cada ponto X desta reta a um nimero x, que chamaremos
de abscissa de X:

X o

Mas, para que esta construcdo esteja completa, de forma que cada ponto
esteja associado a um nimero, e cada nimero esteja associado a um ponto,
precisaremos inventar novos ndmeros — que denominamos irracionais. Na cons-
trucdo que se segue, descreveremos esta associacdo. Vamos supor conhecidos
apenas os nimeros naturais e definiremos os demais conjuntos numéricos ao
longo da construcio.

Tomemos uma reta, em que s3o fixados um ponto O, chamado a origem,
e um ponto A, diferente de O. Tomaremos o segmento OA como unidade
de comprimento u. A reta OA serda chamada a reta real, ou o eixo real.
A origem O divide a reta em duas semirretas. A que contém A chama-se a
semirreta positiva. A outra é a semirreta negativa. Diremos que os pontos
da semirreta positiva estdo a direita de O e os da semirreta negativa a esquerda

de O e, com isto, estabelecemos uma orientacdo para a reta real.

o A
—u —

Figura 4.3: A reta real.

Seja X um ponto qualquer na reta OA. Se o ponto X estiver a direita de
O e o segmento de reta OA couber um nimero exato n € N de vezes em OX,
diremos que a abscissa de X é o nimero natural n. Se o segmento de reta OA
couber um nimero exato n de vezes em OX, mas X estiver a esquerda de O,
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diremos que a abscissa de X é o inteiro negativo —n. O conjunto Z, formado
pelo niimero 0 e pelas abscissas dos pontos X do eixo real, tais que o segmento
unitario cabe um nimero exato de vezes em OX, chama-se o conjunto dos
nameros inteiros. Ele é a reunido Z = NU {0} U (—=N), dos nimeros naturais

com 0 e o conjunto —N dos nimeros negativos.

-3 -2 -1 0 1 2 3
1 1 1 IO A 1 1
—u —

Figura 4.4: Nameros inteiros.

Mais geralmente, se o ponto X, pertencente a reta real, é tal que o segmento
OX é comensuravel com o segmento unitario OA, existe algum segmento w
caiba n vezes em OA e m vezes em OX. Isto &, no caso de X estar a direita

da origem, temos:

OA=n-w e OX=m-w.

m m

Neste caso, diremos que a abscissa do ponto X & ™ ou —™, conforme
X esteja a direita ou a esquerda da origem. O conjunto Q, formado pelas
abscissas dos pontos X da reta real tais que o segmento OX é comensuravel
com o segmento unitario OA, chama-se o conjunto dos nidmeros racionais. Isto
€, os nmeros racionais sdo representados por fracdes ™', em que m € Z e
n € N. Isto inclui, naturalmente, o caso em que o segmento OA cabe um
nimero exato de vezes em OX. Neste caso, tem-se n = 1 e a abscissa de X

pertence a Z. Temos portanto N C Z C Q.

-3 -2 -1 0 1 2 3 3
I I I CI) T A| T I kl
W
—u —

Figura 4.5: NdGmeros racionais.

A Figura 4.5 ilustra o ponto X de abscissa % Temos que o segmento
u ndo cabe um nimero exato de vezes em OX. Mas, se dividimos u em
duas partes iguais, obtendo w = % - u, teremos que OX = 5 - w. Portanto,

OX=5-5-u=2-u

0 A 1S
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Porém, estes pontos ndo esgotam a reta, uma vez que, como vimos, existem
segmentos OX que sdo incomensuraveis com u. Para verificar este fato, basta
construir um quadrado de lado OA e tomar um segmento O X congruente com
a diagonal desse quadrado.

Se, agora, tomarmos um ponto X na reta real de tal modo que os segmentos
OX e OA sejam incomensuraveis, inventaremos um namero x, que chamaremos
de irracional, e diremos que x é a abscissa do ponto X. O namero irracional x
sera considerado positivo ou negativo, conforme o ponto X esteja a direita ou
a esquerda da origem, respectivamente. Quando X esta a direita da origem, x
é, por definicdo, a medida do segmento OX. Se X estd a esquerda da origem,
a abscissa x é essa medida precedida do sinal menos.

Chamaremos de conjunto dos niimeros reais o conjunto R, cujos ele-
mentos s3o os ndmeros racionais, isto &, as abscissas dos pontos X na reta
real tais que OX é comensuravel com u, e os nimeros irracionais, isto &, as
abscissas dos pontos X ais que OX é incomensuravel com u.

Isto completa a construcdo do conjunto R. Existe uma correspondéncia
biunivoca entre a reta OA e o conjunto R, que associa cada ponto X dessa
reta a sua abscissa, isto é, a medida do segmento O X, ou esta medida precedida
do sinal menos. Dado um ponto X na reta real, trés possibilidades (mutuamente
excludentes) podem ocorrer: X pode estar a direita da origem, a esquerda da
origem, ou coincidir com a origem. Portanto, a abscissa x € X de X serd um
ndmero positivo no primeiro caso, um niimero negativo no segundo, ou 0 (zero)
no terceiro.

Finalmente, temos

NCZcQCR.

Em resumo, dado qualquer segmento OX, este serd ou n3o comensuravel
com a unidade de medida u. Em caso afirmativo, existird um pequeno segmento
w, cabendo n vezes em u e m vezes em OX, isto é, u =nw e OX = muw.
Logo, a medida de w sera a fracdo % e a medida de AB, por conseguinte, sera
m vezes % ou seja, igual a o

De forma mais geral, se os segmentos AB e C'D sdo comensuraveis, entdo
existem p,q¢ € N e algum segmento w tais que AB = pw e CD = quw.
Neste caso, associamos a razdo entre as medidas de AB e C'D com o niimero

racional § :

10
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B
CcD

Assim, a razdo entre segmentos incomensuraveis € um namero irracional.

=Y cQ.
q

Por exemplo, a incomensurabilidade entre o lado e a diagonal do quadrado se
traduz, em termos atuais, no fato de que v/2 ¢ Q. A demonstracdo para este
fato, que reproduzimos acima (p. 5), traduz-se numa prova da irracionalidade
de /2. Podemos dar uma prova nio geométrica, baseada na decomposicio em
fatores primos de um namero natural.

Seja a0 = %l. Em primeiro lugar, pelo Teorema de Pitagoras, verificamos

2 - .
que a’ + a* = d?, logo, (£)” = 2. Se existissem m,n € N tais que o = 2

2
(2) -
n

o que implicaria em m? = 2n?. Mas, como m? é um nimero natural elevado

teriamos portanto,

ao quadrado, todos os fatores em sua decomposicdo em fatores primos sdo
elevados a expoentes pares. O mesmo ocorre com n%. Entdo, o expoente do
fator 2 na decomposicdo de 2n? & impar. Como concluimos que m? = 2n?,

isto € uma contradic3o.

I5" Na Sala de Aula - Comensurabilidade e Divisdo de Fracdes - Clique para ler

I" Na Sala de Aula - Comensurabilidade e Medicdo de Areas - Clique para ler

I Para Saber Mais - Um Nimero Incomensuravel? - Clique para ler

4.4 QOperacoes e Ordem na Reta Real

O conjunto R pode ser visto como o modelo aritmético de uma reta en-
quanto esta, por sua vez, € o modelo geométrico de R. Esta inter-relacdo entre
Geometria e Aritmética, entre pontos e nimeros, é responsavel por grandes
progressos da Matematica atual.

1 vy D
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A interpretacdo dos niimeros reais como abscissas dos pontos de uma reta
fornece uma vis3o intuitiva bastante esclarecedora sobre a relacdo de ordem, a
soma e também o produto de nimeros reais. Consideremos X e Y pontos na
reta real dos quais x e y, respectivamente, sdo as abscissas.

Diz-se que = € menor do que ¥, e escreve-se = < y quando X esta a esquerda
de Y, isto é, quando o sentido de percurso de X para Y é o mesmo de O para
A. Quanto a soma, x+y é a abscissa do ponto Z tal que o segmento X Z tem
0 mesmo comprimento e o mesmo sentido de percurso de OY (Figura 4.6).
O produto zy dos nameros reais z, y pode ser definido geometricamente com
base no Teorema de Tales, quando = > 0 e y > 0, como mostra a Figura 4.7,
Nos demais casos, & s6 mudar o sinal de xy convenientemente.

Note que, como a determinacdo geométrica da soma é feita por simples
justaposicdo, o processo depende da origem, mas ndo da unidade. Porém, para
determinar geometricamente o produto devemos ter como referencia o segmento

unitario.

o X Y
— oY —i
—XZ —
Y zZ o X
— oY —
—XZ —

Figura 4.6: Soma de nameros reais.

E interessante verificar geometricamente, para z > 0, em algumas situacdes,

a seguinte propriedade:

r<y = z-z2<Yy-z.

12
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1
(0] X

\} | L
1

x'-y )I/

Figura 4.7: Produto de nmeros reais.
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4.5 Exercicios Recomendados

. Fixemos uma unidade de medida u. Sejam AB e C'D dois segmentos
comensuraveis entre si. Responda as perguntas a seguir, justificando

suas respostas.

(a) Podemos afirmar que as medidas de AB e de C'D em relacdo a u

s30 ndmeros racionais?

(b) Se a medida de AB é um namero racional, o que podemos afirmar
sobre a medida de C'D?

. Explique por que a unicidade da decomposicdo em fatores primos é im-
portante na demonstracdo de /2 é irracional (p. 11).

. O objetivo desta questdo & generalizar a demonstracdo de que v/2 ¢ Q
(p. 11).

(a) Adapte a demonstracdo para concluir que se p € N & um nimero
primo, entdo /p £ Q.

(b) Dado n € N qualquer, mostre que \/n € Q = y/n € N. Isto &, ndo
pode existir um namero natural cuja raiz quadrada seja um racional

ndo inteiro.

. Sabe-se que o nimero w, definido como a razdo entre o perimetro e o
didmetro de uma circulo, é irracional. Entretanto, os argumentos mate-

maticos para provar este fato sdo avancados demais para o ensino médio.

(a) Que argumentos vocé empregaria para mostrar aos alunos do ensino
médio que o namero 7 esta bem definido, isto é, que a razdo entre o
perimetro e o didmetro de um circulo independe do circulo, embora

o perimetro e o didmetro variam? Justifique sua resposta.

(b) Que estratégias vocé usaria para discutir a irracionalidade de 7 no

ensino médio? Justifique sua resposta.

5. Explique e justifique a construcdo geométrica para o produto de dois

nameros reais (Figura 4.7, p. 13).

14
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4.6 Exercicios Suplementares

1. Nesta unidade, discutimos a interpretacdo da operacdo de divisdo como
medida (p. 18), em que consideramos o divisor ¢ como uma unidade
de medida e o dividendo p como uma grandeza a ser medida. Embora
esta interpretacdo se aplique a quaisquer nimeros reais, na pratica, seu
emprego na representacdo de divisdes entre racionais pode ser menos ou
mais complicado, dependendo do exemplo. Em linhas gerais, podemos
destacar quatro “graus de dificuldade”, a saber:

(i) p > q e p é miltiplo inteiro de q.
Neste caso, o resultado da divisdo & um nimero natural.
(ii) p > q, mas p ndo é mdltiplo inteiro de q.
Neste caso, o resultado da divisdo & um namero racional maior do
que 1.
(iii) p < q e q é mdltiplo inteiro de p.
Neste caso, o resultado da divisdo é o inverso de um namero natural.
(iv) p < q, mas q ndo é miltiplo inteiro de p.
Neste caso, o resultado da divisdo € um namero racional menor do

que 1.

Os dois exemplos tratados aqui correspondem aos casos (i) e (ii). Use a

interpretacdo da divisdo como medida para representar as divisdes 4_1+§ e

2 5 : : :

3 T o aue correspondem aos casos (iii) e (iv), respectivamente. Discuta
os graus de dificuldade.

2. Na discussdo sobre areas de retangulos (p. 22), afirmamos que, se pelo
menos um dos lados for incomensuravel com w, n3o sera possivel encontrar
uma subdivisdo inteira de u que caiba um namero inteiro simultaneamente

em ambos os lados do retangulo.

Podemos afirmar, neste caso, que a medida da area do retdngulo em
relacdo a unidade 1?2, serd um nimero irracional? Justifique sua resposta

e a interprete geometricamente, relacionando-a com subdivisdes de 2.

15 v b
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Para Saber Mais
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4.7 Textos Complementares

Contar e Medir

A existéncia de grandezas incomensuraveis mostra que o problema da me-
dida ndo pode ser reduzido ao problema da contagem. Isto é, se s6 existissem
segmentos comensuraveis, sempre que estivéssemos lidando com um problema
envolvendo um namero finito de segmentos, seria possivel encontrar uma uni-
dade comum wu em relacdo a qual as medidas de todos seriam nimeros naturais.
Medir esses segmentos reduzir-se-ia a contar quantas vezes u caberia em cada
um deles. A razdo entre as medidas de quaisquer dois segmentos poderia, neste
caso, ser representada por uma razdo entre nameros naturais.

Em termos atuais, isto equivale a dizer que qualquer proporcdo seria re-
presentada por um namero racional. Portanto, os niimeros racionais seriam
suficientes para expressar as medidas de todos os segmentos existentes. As-
sim, as grandezas incomensuraveis mostram a necessidade da construcdo dos

nameros reais para resolver o problema tedrico da medida.

D

16
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Um Ndmero Incomensuravel? Para Saber Mais
Nos meios de comunicacdo e em linguagem corrente, em geral, a palavra

incomensuravel é muitas vezes usada em frases do tipo: “havia um namero

incomensuravel de formigas em nosso piquenique”. Em sala de aula, evite usar

o termo com este sentido. Em Matematica, incomensurabilidade é uma relacdo

entre duas grandezas da mesma espécie; ndo da ideia de uma quantidade muito

grande. Uma palavra mais adequada no caso das formigas seria incontavel.

Noutros casos, como uma regido gigantesca, poderia ser imensurdvel. Uma

grandeza ndo pode ser incomensuravel por si s6, apenas quando comparada

com outra da mesma espécie.

D
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Na Sala de Aula

g
EXEMPLO

Comensurabilidade e Divisdo de Fracdes

Tradicionalmente, uma das maiores dificuldades da Matematica do ensi-
no basico sdo as operacdes com fracdes, especialmente a divisdo. Estamos
mais acostumados em interpretar a operacdo de divisdo como reparticio em
partes iguais, em questdes do tipo: “Se dividimos um saco com 20 balas em
5 saquinhos com a mesma quantidade de balas cada, quantas balas havera em
cada saquinho?” Entretanto, esta interpretacdo n3o se aplica quando o divisor
ndo é um namero natural. Na interpretacdo da divisdo como reparticdo em
partes iguais, sdo dados a grandeza total e o niimero de partes e pergunta-se o
tamanho de cada parte.

Em vez disso, podemos dar a grandeza total e o tamanho de cada parte
e perguntar o ndmero de partes. Por exemplo, podemos propor a questdo:
“Se dividimos um saco com 20 balas em saquinhos com 4 balas cada, quantos
saquinhos formaremos?"” Esta é a interpretacdo da operacdo de divisdo como
medida — que faz sentido mesmo quando o divisor ndo & um namero natural.
Observe que a pergunta é quantas vezes 4 balas cabem em 20. Portanto, é
como se usassemos o saquinho de 4 para medir o saco de 20 balas.

Assim, dividir o namero racional p pelo nimero racional ¢ corresponde a
determinar a medida de p quando q é tomado como unidade. Observe os

exemplos a seguir.

5 1

571

Sejam p = 5 ee= % Neste caso, observamos que ¢ cabe exatamente 10
vezes em p, isto é, se tomarmos o segmento de comprimento ¢, a meiiida do

segmento de comprimento p sera igual a 10. Assim, 5= 10 x T ou 5—1 = 10.

. .h| N

o
BN
N
NIl o1
w
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No Exemplo 1, o divisor cabe um nimero exato de vezes no dividendo.
Logo, o resultado da divisdo € um nimero natural. No caso em que isso ndo

ocorre, devemos buscar uma unidade comum entre o dividendo e o divisor.

[N
5 9 EXEMPLO

: 5 2
SeJamp:Eeq:g.
Para encontrar uma unidade w comum entre p e ¢, da qual ambos sejam

maltiplos inteiros, devemos subdividir os segmento de comprimento 5 em 3e
: 1 - N
segmento de comprimento 5 em 2. Isto é, dividimos p em 15 partes iguais e ¢

N 1 :
em 4 partes iguais. Portanto, como p =15 -w e w = - - ¢, a medida de p em

e < o] 15 o 5_1 2 5 2 15
relacao a Ssera Igual a w = —. ssim, — = — -, 00U — = =— = —.
30 @ g sera g A 9T 4 T3 M3 Ty

W/ |

0: 5 1 2 3

C 5

—_— }

0 1 2 5 3

2

- a c
De forma geral, para dividir p = ;4= 7 podemos encontrar uma

: - 1 .1 .
unidade comum w, subdividindo — em d partes iguais e — em b partes iguais.

b d
Logo, teremos que

. 1
(i) w cabe d vezes em —, e — cabe a vezes em p, portanto w cabe a d vezes
em p, isto é, p = (ad) - w;

. 1 1
(ii) analogamente, w cabe b vezes em 787 cabe ¢ vezes em ¢, portanto w

cabe bc vezes em ¢, isto é, w = pe €
c

Assim, considerando que w é uma subdivisdo da unidade ¢ e contanto quan-

tas vezes w cabe em p, concluimos que a medida de p quando ¢ é tomando

19 vy D
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. : 1 ad )
como unidade sera igual a ad — = . Assim, chegamos a uma deducdo da

conhecida férmula de divisdo de %ragé%g:
a ¢ ad
5 d= b
A interpretacdo da divisdo como medida se aplica a qualquer divisdo entre
dois nameros reais, representados, por exemplo, por segmentos de reta. No caso
dos segmentos serem incomensuraveis, ndo sera possivel encontrar uma unidade,
como fizemos acima, e o resultado da divisdo serd um namero irracional. Neste
caso, podemos também usar subdivisdes do divisor para encontrar aproximacées
racionais para o resultado da divisdo. Voltemos por exemplo, ao caso do lado

e a diagonal do quadrado. Ja sabemos que ndo existem m,n € N tais que
m ) o
d=—-a,isto é, — & Q. Porém, podemos verificar que
n a
d 3 4 d b

l<-<< == = §<
a 20 3 a 3 4

g

d<
a 4’

e assim por diante. Em sala de aula, essas aproximac&es podem ser verificadas

com ajuda de uma calculadora ou computador.

D
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Comensurabilidade e Medicdo de Areas Na Sala de Aula
Para introduzir o conceito de area no ensino fundamental, antes de mais
nada, é importante deixar claro que uma unidade de medida de comprimento

2

determina uma unidade de medida de area u~, representada pelo quadrado de

lado u, chamado quadrado unitario.

— u2

—

Se queremos medir a area de um retangulo cujos lados sdo ambos maultiplos
inteiros de u, basta preenché-lo com quadrados unitarios e contar esses qua-
drados. A medida da area do retangulo, em relacdo a unidade u?, sera dada
pelo nimero m de quadrados unitarios que cabem no retangulo. Neste caso, a
medida da area € um ndamero natural. No exemplo abaixo, a medida da area é
S =15u?.

Se esses lados n3o sdo maltiplos inteiros de u, mas sdo comensuraveis com

—-u, da qual ambos sejam maltiplos

K 1
inteiros. Esta subdivisdo determinara uma nova unidade de area, w? = — - u?

u, podemos encontrar um subdivisdo, w =

n
em que n = k2. Basta entdo preencher o retangulo com quadrados de lado w e

contar esses quadrados. A medida da area do retangulo, em relacdo a unidade

m
u?, sera dada por —, sendo m o niimero de quadrados de lado w que cabem

n
no retangulo. Neste caso, a medida da area é um nidmero racional. No exemplo
: : 1 176
abaixo, a medida da area é S = 176 w? = 176 §u2 = Tu?

21 v L
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UNIDADES 5 E 6 INTRODUGA

5.1 Introducao

Na unidade anterior, discutimos a nocdo de comensurabilidade na Mate-
matica grega e sua relacdo com a existéncia de nameros irracionais, que nos
conduziram ao modelo dos nimeros reais como pontos de uma reta orientada,
em que se destacam dois deles para representar a unidade de medida. Apesar
de sua simplicidade, elegancia e de seu grande apelo geométrico, este modelo
para os nimeros reais ndo permitia ir tdo longe quanto a Matematica do Século
XIX exigia para o seu desenvolvimento. Por fim, os matematicos do final da-
quele século numa minuciosa revisdo dos fundamentos da Matematica nos pro-
porcionaram um modelo algébrico-analitico para os niimeros reais de extrema
eficiéncia, permitindo o extraordinario avanco desta ciéncia que se sucedeu.

Na matematica contemporanea, existem duas construcdes principais equiva-
lentes para o conjunto dos niimeros reais, uma através das sequéncias de Cauchy,
devida a Cantor [7] e a outra através da nogdo de corte nos racionais, devida
a Dedekind [3]. Entretanto, ndo adotaremos aqui esta abordagem construtiva
pois nos afastaria dos nossos objetivos, tornando o nosso caminho muito longo.
Ao contrério, adotaremos uma abordagem axiomatica, relativamente simples.

Os nossos axiomas estdo todos contidos na seguinte frase:
Os nameros reais formam um corpo ordenado completo.

O termo corpo refere-se a estrutura algébrica dos nimeros reais, constituida
pelas operacdes de adicdo e multiplicacdo e de suas propriedades. O adjetivo
ordenado refere-se a existéncia de relacdo de ordem nos reais de maneira com-
pativel com as operacdes (em um sentido que explicitaremos em seguida). E,
finalmente, temos a importante propriedade de completeza dos reais, que diz
respeito ao fato da reta real ser continua, ou de n3o ter “buracos” (falando em
linguagem figurativa).

Observe que o conjunto Q também possui todas as propriedades das opera-
¢bes e da ordem, isto &€, Q também é um corpo ordenado, mas ndo & completo.

Assim, é a propriedade de completeza que caracteriza R, isto é, que o
diferencia de Q e de qualquer outro corpo ordenado K, com Q € K C R.

Em particular — embora esse aspecto quase sempre passe despercebido no
ensino basico — a completeza é essencial para garantir a existéncia das principais

classes de fun¢des reais (tais como raizes n-ésimas, exponenciais, logaritmicas



COMPLETEZA E REPRESENTACAO DOS NUMEROS REAIS UNIDADE 5

e trigonométricas).

" Para Saber Mais - As Letras dos Conjuntos Numéricos - Clique para ler

5.2 A Descricao Formal dos Reais

As construcdes geométricas que usamos para fornecer interpretacdes visuais
para a soma e para o produto de nimeros reais ja eram conhecidas desde a
época de Euclides (300 anos antes de Cristo). Entretanto, elas representavam
operacdes sobre grandezas geométricas (no caso, segmentos de reta), que ndo
eram associadas a nameros.

Esta visdo geométrica foi muito importante ao longo da histéria da Ma-
tematica, e ainda &€ muito importante hoje, pois oferece uma representacdo
que nos ajuda consideravelmente a pensar quando queremos resolver um pro-
blema ou verificar a validade de uma propriedade envolvendo os nimeros reais.
Entretanto, com o progresso da Ciéncia, a diversificacdo das aplicacdes da Ma-
tematica, desde as mais corriqueiras até as de alta tecnologia, e o consequente
aumento da complexidade dos problemas matematicos levaram 3 necessidade
de construir descricdes precisas para os conceitos, em termos formais rigorosos.
Uma maneira de fazer isso & por meio de uma lista de axiomas. Os nimeros

reais ndo sd0 uma excecao.
5" Para Saber Mais - O que é um Axioma? - Clique para ler

Essencialmente, como mencionado na introduc3o, descrever R formalmente
consiste em estabelecé-lo como um corpo ordenado completo.

Quando dizemos apenas que R é um corpo, isto significa que estdo definidas
ai as operacdes de adicdo e multiplicacdo satisfazendo todas as propriedades
algébricas usuais.

O termo corpo ordenado refere-se a relacdo de ordem = < y, que é compa-
tivel com a adicdo e multiplicacdo pelas leis conhecidas como monotonicidades:

Para todos z,y, 2z € R,

r<y = rv+z2<y+z, e z<y,z>0 = x-2<y-z2

3 v L



UNIDADES 5 E 6 REPRESENTAGAO DECIMAL

Finalmente, a completeza de R equivale a continuidade da reta, isto &, a
auséncia de “buracos”. Esta altima propriedade pode ser enunciada de varias
maneiras equivalentes.

Recapitulando, a nossa apresentacdo axiomatica de R constitui-se de uma

lista de axiomas que podem ser organizados em trés grupos.

e O primeiro grupo estabelece as propriedades algébricas das operacdes:
associatividade, comutatividade e elemento neutro da adicdo e da multi-
plicacdo; distributividade da multiplicacdo em relacdo a adicdo; elemento
inverso da adicdo e, em especial, elemento inverso da multiplicacdo, de
todo elemento ndo nulo. A existéncia dos inversos aditivo e multiplicativo

permitem que a subtrac3o e divisdo fiquem bem definidas.

e O segundo grupo de axiomas estabelece as propriedades referentes a or-
dem: as propriedades reflexiva, antissimétrica e transitiva, que sdo as con-
dicdes minimas para que se tenha uma relacdo de ordem; a tricotomia,
que garante que dois nameros reais x e y quaisquer sdo ‘comparaveis’,
isto é, vale uma e somente uma das possibilidades © < y, = y ou
x > y; e as monotonicidades da adicdo e da multiplicacdo, que tornam a

relacdo de ordem compativel com as operacdes algébricas.

e O terceiro grupo é formado por apenas um axioma, mas com um papel
crucial na caracterizacdo de R: o axioma que estabelece a propriedade de

completeza.

Explicitaremos esse altimo axioma na préxima secdo, quando trataremos da

representacdo decimal dos niimeros reais.

5" Para Saber Mais - O Corpo Ordenado Completo - Clique para ler

5.3 Representacao Decimal

A forma mais comum de representar os nimeros reais &€ por meio de expres-
sdes decimais. Vamos falar um pouco sobre elas. E claro que basta considerar
0s niimeros reais positivos, pois, para tratar de nimeros negativos, basta acres-

centar o sinal de menos.
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Uma expressdo decimal é um simbolo da forma
o= ag,a10y .. .0y ..., (5.1)

em que ag € um namero inteiro > 0 e ay,as,...,a,,... sio digitos, isto é,
nameros inteiros tais que 0 < a, < 10. Para cada n € N, tem-se um digito
a,, chamado o n-ésimo digito da expressdo decimal . O nimero natural ag

chama-se a parte inteira de «.

a=13,42800..., 8 =25,121212... e = 3,14159265 . . . sdo expressdes
decimais. Nos casos de « e 3, estd implicito como se obtém os digitos que sdo
omitidos. No caso de 7, o que esta escrito aqui ndo permite saber qual a regra
para achar os digitos a partir do nono, mas isto ndo quer dizer que estes digitos
ndo estejam bem definidos. De fato, existem processos precisos e eficientes

para determina-los.

Mas de que forma uma sequéncia de digitos precedida de um namero inteiro
na forma (5.1), representa um namero real? A resposta é: a expressdo decimal

« corresponde a uma forma de representar a soma

a
%2 S 59
R TR T A T T (5:2)

E importante compreender o significado das reticéncias no final da expressao.
Elas dio a entender de que se trata de uma soma com infinitas parcelas, mas isto
€ uma coisa que ndo tem sentido, pelo menos em principio. O significado preciso
da igualdade 5.2 é o seguinte: o namero real « tem por valores aproximados os

ndmeros racionais

aq Ay,
L I 1 5.3
Gn =G0ttty P (53)
Quando se substitui « por «v,,, 0 erro cometido ndo é superior a
1 =10""
non '

Assim, ag € o maior nimero natural contido em «, a; é o maior digito tal que

ai
ao+E<a,

5
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AXIOMA 2

COMPLETEZA

R
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>
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a € o maior digito tal que

aq Q9 <
a0+1—0+1—()2\a, etc.

Deste modo, tem-se uma sequéncia ndo decrescente de nimeros racionais
ap Sy S <<y <o

que sdo valores (cada vez mais) aproximados do niimero real a. Mais precisa-
mente, tem-se 0 < o — a,, < 107" paracadan=20,1,2,3,4,....

Diz-se entdo que o namero real « é o limite desta sequéncia de nimeros
racionais. O fato de que existe sempre um namero real que é limite desta
sequéncia (isto é, que tem os «,, como seus valores aproximados) é uma forma
de dizer que o corpo ordenado dos nimeros reais é completo. Portanto, o nosso

axioma da completeza l&-se:

Toda expressdo decimal representa um namero real e todo nimero real

pode ser representado por uma expressdo decimal.

Veremos, a seguir, como os n(meros racionais se caracterizam por suas

expressdes decimais.

5.4 Representacio Decimal dos Racionais

Algumas caracteristicas particulares das express@es decimais correspondem
a propriedades especificas dos niimeros que elas representam. A primeira delas

é quando, a partir de um certo ponto, todos os digitos a,, se tornam iguais a

Zero
a = ag,a1as . ..a,000. .. .
Ent3o,
= +_gl<+ +__lL
T 107

€ um ndmero racional; na realidade uma fracdo decimal (fracdo cujo denomi-
nador é uma poténcia de 10). Por exemplo,
2 8 13428

4
13,42800...=1 —t =
3, 42800 St 10 * 100 * 1000 1000
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Mais geralmente, mesmo que ndo termine em zeros, a expressio decimal
de a = ag,a1as...a,... pode representar um namero racional, desde que
seja periddica. Comecemos com o caso mais simples, que é também o mais
intrigante. Trata-se da expressdo decimal, ou seja, do namero real

9 9 9

&20,999...:E+m+m+..._

Afirmamos que o = 1. De fato, os valores aproximados de « sdo a; =
0,9, as = 0,99, a3 = 0,999, etc. Ora, 1 —a; = 0,1; 1 —ay = 0,01;
1—a3=0,001 e, geralmente, 1 —a,, = 10~™. Vemos, portanto, que, tomando
n suficientemente grande, a diferenca 1—q,, pode tornar-se tdo pequena quanto
se deseje. Noutras palavras, os niimeros racionais a,, = 0,99...99 s3o valores
cada vez mais aproximados de 1, ou seja, tém 1 como limite.

Aigualdade 1 = 0,999 ... costuma causar perplexidade aos menos experien-
tes. A Gnica maneira de dirimir o aparente paradoxo é esclarecer que o simbolo
0,999... na realidade significa o nimero cujos valores aproximados sio 0,9,
0,99, 0,999, etc. E, como vimos acima, esse é o nimero 1. Assim, como
ja observamos, & importante entender que 0,999 ... representa o préprio limite
da sequéncia de nameros racionais cujos termos sdo «,, = 0,99...99 (em que
o digito 9 aparece n vezes). Portanto, esse namero é igual a 1, e ndo uma

aproximacdo de 1.

15" Na Sala de Aula - Por que 0,9999... = 1? - Clique para ler

Uma vez estabelecido que

0,999...:%+%+%+...:1,
resulta imediatamente que
1 1 1 1
0,111 = o+ Tt b T e = o
Consequentemente, para todo digito a, tem-se
O’aaa,,,:ﬁ+i+...+&+...:g_
10~ 100 107 9

1

Por exemplo, 0,777... = 5.

! A 1S
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UNIDADES 5 E 6 REPRESENTAGAO DECIMAL DOS RACIONAIS

Podemos ir mais além, observando que

9,9 %M 9 9 _ 9
10 100 100’ 1000 10000 10000’
9 9 99
102k—1+102k:102k’ T
obtemos
1— 34_1 _|_ 14_1 + _Q—F 99 _|_
10 10?2 103 104 100 1002
1 1
—99<m+w+“')’
logo
NS SRS S
100 1002~ 1003 99"

Dai resulta que, para quaisquer digitos a e b, tem-se !

0, abab _a_b+ ab +a_b+ —ab L+ 1 +
’ 100 0 1002 1003 N 100~ 1002 ‘
Ent3o,
ab
0,abab... = —. 5.4
,aba 99 ( )
Por exemplo,
37 37 37 1 1 37
0.3737.. = — 4+ ——+ — 4+ ... =37 —+ —— + .. = —.
’ 100 1002 + 1003 + (100 + 1002 + ) 99

Uma expressdo decimal a = ag, a; ... a, ... chama-se uma dizima perié6-
dica simples, de periodo aya;...a,, se os primeiros p digitos apés a virgula
repetem-se indefinidamente na mesma ordem. Para indicar de forma mais pre-

cisa o periodo, empregamos também a notacdo a = ag, a1 - .- Gp.

1Para evitar confusdes, convém esclarecer que a partir daqui e até o fim desta unidade,
aparecerdo com frequéncia sequéncias de digitos justapostos lado a lado. Nestes casos, esta
notacdo nio significa um produto, e sim o nimero representado pela sequéncia de digitos em
notacdo decimal, na ordem dada. Assim, a,, ...aq = 10"a,, + -+ + ap.
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Por exemplo, 0,7 e 0,37 sdo dizimas periédicas simples com periodos 7 e
37, respectivamente. Adaptando o raciocinio acima para p € N, fixo, podemos
generalizar a férmula (5.4) para uma dizima periédica cujo periodo tem p digitos.
Observando que

9+ N 9 9.---9 10°-1
10 o 100 10r
9 9 9.9 107-1
[ T T R
obtemos
X 9 9 9 9
107 -1 10°P—1 1 1 1
=T T WD et )
logo,
1+ 1 N 1 o 1
10 102 103 -1

Portanto, para quaisquer p digitos a; ... a,, tem-se que

ay a

ay
P
+

103p

B 1 1 1
—ap...al 1—Op+m+m+'“ .

p...a1+ap

0, a1, = o

Ent3o,
ap...a1

O,al...ap—lop—_l. (5.5)

Na expressdo acima, lembramos que 107 — 1 =9...9 (em que o digito 9
aparece p vezes). Por exemplo, 0,5231 = 2231 Este argumento permite-nos
concluir que toda dizima periédica simples representa um nimero racional. A
representacdo desse nimero na forma de fracdo é chamada fracdo geratriz
da dizima periédica (ou, simplesmente, sua geratriz). A expressdo (5.5) cor-
responde a seguinte regra, comumente enunciada nos antigos compéndios de

Aritmética como segue:

A geratriz de uma dizima periédica simples é uma fracdo cujo nu-
merador é o periodo e cujo denominador é o nimero formado por

tantos noves quantos sdo os algarismos do periodo.

0 A 1S
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DEFINIGAO 4

%
>

E

A

>

Como sabemos, existem ainda as dizimas periédicas ditas compostas. Sio
aquelas que depois da virgula tém uma parte que ndo se repete, seguida por

uma parte periédica.

Uma expressdo decimal o = ag,b; ...b,a1 ... a, chama-se uma dizima
periédica composta, de periodo ajas . . . a,, se os p digitos, de posi¢des m+1

a m + p, ap6s a virgula repetem-se indefinidamente na mesma ordem.

Para obter a geratriz de uma dizima periédica composta, procede-se como

no exemplo a seguir:

o = 0,35172
o 172 172
mmw=%Jm=ﬁ5+£}=35X%9+7 -

9 999
35(1000 — 1) + 172 35000 + 172 — 35 35172 — 35

999 999 999
Portanto,
35172 — 35
~ 99900
Podemos generalizar o argumento acima para um dizima periédica composta
qualquer:
a =0,b...bya1. . q
ay...0ap
10" = by...by, 01 G, = by ...by, =
0"« 1 ar ... ap, 1 + 107 — 1
bl...bm(lop—l)—i—al...ap . b1...bmlop—bl...bm—l—al...ap
B 100 — 1 - 10 — 1
o bl...bmal...ap—bl...bm
B 107 — 1
Logo,

bl...bmal...ap—bl...bm

107 (10° — 1) (56)

0,b1...0na1..-a, =

Chegamos assim a seguinte regra tradicional, que muitos de nés decoramos
desde nossa infancia:

10
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A geratriz de uma dizima periédica composta é a fracdo cujo nume-
rador é igual a parte ndo-periédica, seguida de um periodo menos a
parte ndo-periédica, e cujo denominador é formado por tantos no-
ves quantos s3o os algarismos do periodo, seguidos de tantos zeros

quantos sdo os algarismos da parte n3o-periédica.

I5" Na Sala de Aula - Regras para Fracdes Geratrizes - Clique para ler

5" Para Saber Mais - Operacdes com Limites - Clique para ler

Em suma, expressées decimais periédicas (simples ou compostas) represen-
tam nameros racionais. Reciprocamente, todo ndmero racional é representado
por uma expressao decimal finita (que acaba em zeros) ou periédica, como
mostraremos a seguir.

Para obter a expressdo decimal do namero racional §, faz-se o processo de
“divisdo continuada” de p por ¢, acrescentando-se zero ao dividendo p enquanto

se tiver um resto ndo nulo, como no exemplo abaixo.

— =0,518518...
27 ’

N3o é dificil perceber por que esse processo gera dizimas periédicas. Como
nas divisdes sucessivas s6 podem ocorrer os restos 0,1,2,...q — 1, apds no
maximo ¢ divisdes um resto vai repetir-se e, a partir dai, os digitos no quociente
v3o reaparecer na mesma ordem, logo tem-se uma expressdo peridédica. Mas,
por que esse procedimento gera, de fato, os digitos da representacdo decimal
da fracdo g? Isto é, por que esse algoritmo funciona?

De forma mais geral, o procedimento pode ser descrito como a seguir. Pri-
meiro, divide-se p por ¢, obtendo-se p = agq+ry, em que ay € N & o quociente

erg €N, ry < q, &€ o resto. Isto & equivalente a escrever

BICLO—FE, (IoEN,O<@<1. (57)
q q q

1 vy D
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Podemos concluir entdo que ay é a parte inteira de %’. No segundo passo,
acrescenta-se um 0 a direita do resto rg, o que corresponde a multiplica-lo por
10, e divide-se o namero obtido novamente por ¢. Assim, obtém-se 10r, =
a1q + r1, em que a; € N é o quociente e 1 € N, 15 < ¢, € o resto, o que

equivale a

10r r T
—0:a1+—1, CL1€N, O<—1<1
q q q

Da expressdo acima, podemos concluir que a; < 10% < 10. Assim, a

expressdo acima pode ser escrita da seguinte forma:

To aq ™ 1 1
= — 4+ —, eEN,0<a; <10, 0<—<—. 5.8
¢ 10 ' 10q “ “ 10g = 10 (58)

Juntando (5.7) e (5.8), obtemos

a T T
P e+ 8L eN, 0<a; <10, 0< - <
q

—. (5.9
10 10q’ 0g 10 (59)

Generalizando o raciocinio acima, podemos concluir que, se o processo de
divisBes sucessivas for continuado indefinidamente, obter-se-a a expressdo de-
cimal do namero §. Para um estudo mais detalhado sobre os casos em que
o racional ’5” gera uma dizima periédica simples, composta ou uma expressio
decimal finita, bem como uma estimativa do nimero de algarismos do periodo,
veja [12, pp. 158-171].

Em resumo, nesta secdo, mostramos que toda expressdo decimal perio-
dica representa um nimero racional e que, reciprocamente, todo nidmero raci-
onal pode ser representado por uma expressdo decimal periédica. Ao enunciar
estes fatos, observamos que podemos considerar expressdes decimais finitas
como casos particulares de expressdes periddicas, com periodo 0. Por exemplo,
0,35000. .. é periédica, com periodo 0. Em sala de aula, é costume separar
este caso, por ser muito particular. Os argumentos desta secdo consistem na

demonstracdo do seguinte teorema.

12
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Um namero o € R & racional se, e somente se, o tem expressdo decimal TEOREMA 5

periédica.

5.5 0Os Nimeros Reais

Vejamos agora como comparar e operar com nimeros reais por meio de suas
representacdes decimais.

N3o é possivel generalizar os algoritmos usuais das quatro operacdes com
nimeros naturais para expressées decimais de nimeros reais. Os algoritmos
sdo estruturados da direita para a esquerda, enquanto as expressdes decimais
sdo organizadas da esquerda para a direita. Como comecar uma adicdo, por
exemplo?

Podemos entretanto usar os algoritmos para calcular aproximacdes racionais
para os resultados das operacdes. Dados o = ag,aias... € = bg,biby. ..,
para calcular a + 3, a — 3, a- [ e % (se 5 #0), fixado n € N, considera-se

as aproximacdes «,, = ag, a1 ...0y, Bp = bg,b1...b,. Os nGmeros racionais

Q .

Qp + Bnr O — B, 0y - B, € —~ sd0 aproximacdes para os resultados que
n

desejamos obter, tanto mais aproximados quanto maior for n.

I5" Para Saber Mais - A Correspondéncia entre Expressdes Decimais e

Nimeros Reais - Clique para ler

A relacdo de ordem em R, quando os seus elementos s3o representados
por expressdes decimais, traduz-se na ordem lexicografica. Vejamos o que isto
significa.

Sejam a = ag,a1a3...a,... € B = by,biby...b, ... dois nameros reais
escritos na sua representacdo decimal de modo que essas representacdes nio
terminem numa sequéncia de noves. A relacdo de ordem o < [ traduz-se do
seguinte modo (cf. Exercicio 7): se a # 3, tem-se que a,, < b,, para o primeiro
indice n tal que a, # b,.

Algumas propriedades dos nameros reais se deduzem sem dificuldade do
axioma da completeza que adotamos. Citamos como exemplo as importantes

propriedades a seguir.

13 vy D
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Propriedade Arquimediana Essa propriedade garante que dado um namero
real a, sempre existe um namero natural n tal que n > « (cf. Exercicio 8).
Densidade dos Racionais Essa propriedade nos diz que os niimeros racionais
formam um conjunto denso nos nameros reais, ou seja, dados dois nimeros
reais o e 3, com « < [3, existe um namero racional r tal que o < r < 3 (cf.
Exercicio 9).

Recordando, um namero real que ndo é racional é chamado de nidmero
irracional. Portanto, os nimeros irracionais sdo aqueles que n3o possuem re-

presentacdo decimal periddica.

I" Na Sala de Aula - O Valor de 7 - Clique para ler

=" Na Sala de Aula - O que é 27?7 - Clique para ler

Na pratica, nossos olhos (e mesmo os instrumentos mais delicados de aferi-
¢d0) tém um extremo de percepcdo (ou de precisdo), sendo incapazes de distin-
guir diferencas inferiores a esse extremo. Portanto, nenhuma medicdo experi-
mental pode oferecer como resultado um nimero irracional. Deve-se entretanto
lembrar que, quando o raciocinio matematico assegura a incomensurabilidade,
o namero racional (com um namero finito de casas decimais) obtido experimen-
talmente é apenas um valor aproximado — o valor exato & um namero irracional.
Por isso, afirmamos na Unidade 4 que os nimeros racionais ddo conta das me-
dicdes empiricas, enquanto os niimeros reais atendem ao problema tedrico da

medida.

I=" Na Sala de Aula - Densidade dos Racionais - Clique para ler

I5" Para Saber Mais - A Diagonal de Cantor - Clique para ler

" Na Sala de Aula - Mais Irracionais que Racionais - Clique para ler

14
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5.6 Exercicios Recomendados

Os Exercicios 1 a 4 a seguir envolvem tépicos sobre nameros reais habi-
tualmente tratados na escola, mas com os quais os estudantes costumam ter
algumas dificuldades. Por exemplo, o Exercicio 1 envolve um processo simples
de aproximacdo que pode ser feito em sala de aula, com ajuda de uma calcu-
ladora de bolso. Este processo de aproximacdo pode ser prolongado indefinida-
mente e pode ser usado para construirmos as expressées decimais dos niimeros
irracionais que admitem representacdo por meio de radicais. Estas expressdes
decimais sdo, em geral, dadas nos livros didaticos sem qualquer justificativa,
mesmo nos casos simples como v/2 e v/3. Os Exercicios 3 e 4 exploram um
erro muito comum: a confusdo entre um expressdo decimal ter um padrdo de
regularidade qualquer e ter um padrdo de repeticdo (isto &, um periodo), o que

é uma situacdo muito mais particular.

1. Com a ajuda de uma planilha eletrénica, obtenha aproximacées com até
10 casas decimais para os nameros /2, v/3, V/5, v/2, /3 e /5.

2. Considere um namero racional -, onde m e n sdo primos entre si.

(a) Sob que condi¢des este nimero admite uma representacdo decimal
finita?

(b) Quando a representacdo é uma dizima periédica simples?

3. O namero 0, 123456789101112131415. .. é racional ou irracional?

4. Em livros didaticos do ensino basico, encontramos comumente exerci-
cios que pedem para classificar niimeros dados como racionais ou irra-
cionais. Dentre os exemplos dados, encontram-se expressdes decimais
como 0,1515... ou 0,26..., mostrados dessa forma. Vocé considera
que enunciados de exercicios desse tipo sdo adequados ou podem causar

algum tipo de confusio?

5. Considere conhecidas todas as propriedades das operacdes de adico e
de multiplicacdo com nimeros reais, especialmente a definicdo de inverso
aditivo (ou simétrico): o simétrico de x € R é o (dnico) ndmero —x € R
tal que v + (—z) = 0.

Justifique a “regra dos sinais” do produto, isto &, que Vx,y € R vale:

15 v b
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10.

1.

(@) —(=2)
(b) (=2)y == (
(=

y) = —(zy);
y) =1y.

N3o é incomum que os alunos no ensino basico se confundam com esta
regra, em geral por memoriza-la sem entender. Como vocé exploraria a
representacdo dos niimeros reais na reta, em especial a relacdo de simetria
entre os niameros positivos e negativos para ajuda-los a entender melhor

que —(—x) = 27

Ao terminar um problema envolvendo radicais, os alunos normalmente
sdo instados a racionalizar o denominador do resultado obtido. Por que

isso?

Sejam dados o = ag, ajas ...a, ... e 3 =bg,biby...b, ..., nameros reais
escritos de modo que essas representacdes ndo terminem numa sequéncia
de noves. Mostre que a relacdo de ordem o« < [ traduz-se do seguinte
modo: se a # (3 tem-se que a, < b, para o primeiro indice n tal que

ay 7 by,
Mostre a Propriedade Arquimediana dos nameros reais, ou seja, dado um

namero real «, qualquer, existe um nimero natural n tal que n > a.

Mostre que o conjunto dos racionais é denso nos reais, ou seja, dados « e

[ nGmeros reais, com « < [3, mostre que existe r € Q tal que o < r < S.

Mostre que o conjunto dos irracionais & denso nos reais, ou seja, dados
a e (3 nameros reais, com a < (3, mostre que existe 7 € R\ Q tal que
a<y<p.

5.7 Exercicios Suplementares

Nesta unidade (p. 4), observamos que as condicdes minimas para que
uma relacdo =<, definida entre os elementos de um conjunto X, seja

considerada uma relacdo de ordem sio as propriedades:

(i) reflexiva: z <z, Vx € X

(ii) antissimétrica: v,y € X, xSy, z Sy =z =1y,

16
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(iii) transitiva: z,y,z€ X,z <y, y<xz ==

A

Z.
Além disso, dizemos que esta relacdo ordem é total se vale a propriedade:

(iv) tricotomia: ¥ x,y € X vale uma e somente uma das possibilidades
TSY. T=Y Y.

Caso contrério, dizemos que a ordem é parcial.

Fixado um conjunto A, considere P(A) o conjunto das partes de A, isto

é, o conjunto cujos elementos sdo os subconjuntos de A.

(a) Mostre que a relagdo de inclusdo define uma ordem em P(A).

(b) A ordem definida pela relacdo de inclusdo é total ou parcial? Justi-

fique sua resposta.

2. Comentamos que um corpo é dito ordenado se nele esta definida uma re-
lacdo de ordem compativel com as operacées algébricas (p. 3), no sentido
que valem as propriedades de monotonicidade. Dizer corpo ordenado e

corpo munido de uma ordem & o mesmo? Considere o exemplo a seguir.

Podemos definir no conjunto dos niimeros complexos, a chamada ordem
lexicografica, definida como segue. Se z; = a; +1ib; e 20 = ay + i by sdo

nameros complexos, diremos que z; < 2o se:
a1 < as Ou (a1:a26b1<b2)

(a) A ordem lexicografica faz de C um corpo ordenado? Justifique sua

resposta.

(b) E possivel munir C de uma ordem de forma que ele seja um corpo
ordenado? Justifique sua resposta.

3. Dizemos que um nimero real € um ndmero algébrico se é raiz de um
polindmio com coeficientes inteiros. Denotamos por A o conjunto dos

nameros reais algébricos.

E imediato concluir que todo niimero racional é algébrico, isto &, Q C A.
Além disso, todos os nimeros reais que admitem expressdo por meio de
radicais (tais como /n, com k,n € N) sdo algébricos. Assim, Q C A.
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Na Unidade 3, mostramos que Q é enumeravel, isto é, pode ser posto em
correspondéncia biunivoca com N. O objetivo deste exercicio & mostrar

que A é também enumeravel.

Para isto, antes, sera preciso provar as duas propriedades de conjuntos

enumeraveis a seguir.

(i) A reunido de uma familia enumeréavel de conjuntos finitos ou enu-
meraveis € um conjunto enumeravel.

(ii) O produto cartesiano de uma familia finita de conjuntos enumeraveis
€ um conjunto enumeravel.

Sugestao: Para provar essas propriedades, inspire-se na prova de que Q
é enumeravel, dada na Unidade 3.

Em seguida, faca o que se pede abaixo.

(a) Para cada n € N, considere P, o conjunto dos polindmios com
coeficientes inteiros e grau menor ou igual a n (incluindo o polinémio
nulo). Mostre que existe uma funcdo bijetiva entre P, e o produto
cartesiano Z" 1.

(b) Com base no item anterior, mostre que o conjunto Z[z], dos poliné-
mios com coeficientes inteiros, € enumeravel.

(c) Para cada polinémio p € Z[x], considere R,, o conjunto das raizes

reais de p. Observando que A = U R, , use o item anterior para
pEZ[]
concluir que A & enumeravel.

4. Da mesma forma que expressamos um namero real qualquer na base 10,

podemos encontrar expressdes em relacdo a uma base § € N, com g > 2,
qualquer. Dizemos que um nimero « € R estd expresso na base (3 se ele
é escrito na forma:

—+00
=ap+ E Qp, 5—71
n=1

em que ag € Z e os a,, sdo digitos entre 0 e 5 — 1.

(a) Em uma base 3, qualquer, é verdade que um namero é racional se,

e somente se, admite representacdo finita ou periédica?

18
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(b) Considere o nimero que possui uma expressdo na base [ dada por

ag=0ea,=p0—1,Vn € N. Que niamero é esse?

5. (a) Mostre que um namero racional, representado como fragdo irredu-
tivel por g, admite expressdo decimal finita se, e somente se, o
denominador ¢ ndo possui fatores primos diferentes de 2 ou 5.

(b) E verdade que, se um nimero racional possui representacdo decimal
finita, entdo ele terd representacdo finita em relacdo a outra base
qualquer?

(c) Generalize o fato demonstrado no item (a) para uma base qualquer.

= vy D



UNIDADES 5 E 6 TEXTOS COMPLEMENTARES

Na Sala de Aula

%
>

E

R

>

5.8 Textos Complementares

Por que 0,9999... =17

Mesmo com os argumentos acima, nem sempre é facil para os alunos
convencerem-se da validade da igualdade 0,9999... = 1. Em sala de aula,
algumas perguntas podem ajudar nesse convencimento. Por exemplo, se fosse
verdade que 0,9999... < 1, entdo teria que existir um outro namero real, di-
ferente de 0,9999 ... e de 1, que ficasse entre 0,9999... e 1. Vocé seria capaz

)

de exibir tal namero?

20



COMPLETEZA E REPRESENTAGAO DOS NUMEROS REAIS UNIDADE 5

Regras para Fracdes Geratrizes Na Sala de Aula
Ha algum tempo no passado, os alunos na escola costumavam ser obrigados

a memorizar as duas regras para obtencdo de dizimas periédicas enunciadas

acima. A memorizacdo dessas regras, por si s6, ndo agrega entendimento sobre

a relacdo entre as representacdes decimal e fracionaria de niimeros racionais.

Assim, é mais recomendado que os alunos sejam encorajados a entender os

processos dedutivos para obter essas fracdes, mesmo que seja em exemplos

D

Numeéricos.
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O Valor de «

Muitos alunos no ensino basico concebem os nimeros irracionais (ou mesmo
0s nimeros racionais com representacdo decimal infinita) como “niimeros que
ndo tém valor exato’ ou “niimeros aproximados’. N3o existem nimeros cujos
valores ndo sejam exatos! Para entender isto, basta verificar que cada namero
real é representado por um ponto fixo na reta real. Um namero com infinitas
casas decimais tem valor tdo exato quanto qualquer outro.

Por exemplo, como o namero 7 tem infinitas casas decimais que n3o pos-
suem um periodo (pois é irracional), nunca poderemos escrever todos os digitos.
Porém, isto ndo significa que m ndo tenha um valor exato ou aproximado. O que
é correto dizer é que m pode ser aproximado por nimeros com representacdo
decimal finita, uma vez que a densidade de Q nos garante que ha nimeros ra-
cionais tdo préximos de 7 quanto queiramos. A conceituacdo de 7, como razdo
entre o perimetro e o didmetro de um circulo, nos garante que este niimero esta
bem definido, isto &, corresponde a um valor exato, representado por um ponto
fixo na reta real. Recentemente, com auxilio de algoritmos especialmente con-
cebidos e computadores rapidos, foi possivel determinar os primeiros 56 bilhdes
de digitos de .

Talvez essas concepcdes erréneas sejam reforcadas por abordagens inade-
quadas frequentes. N3o é incomum encontrarmos em livros didaticos frases do
tipo “neste exercicio considere m = 3,14". Evite empregar frases desse tipo.
N3o podemos “considerar m = 3, 14", pois ™ & um namero e 3, 14 é outro ni-
mero (sendo, inclusive, um irracional e outro racional). Frases conceitualmente
errbneas como essa podem ndo sé levar o aluno a concepcdo de que 7 ndo é
um namero exato, pois aparece com valores diferentes em situacdes diferentes
(as vezes 3, 14, outras vezes 3, 1416, etc.); como também causar confusdo com
o proprio conceito de namero irracional, pois afirma-se que 7 & um namero
irracional, mas ao mesmo tempo ele aparece igualado a um nimero com re-
presentacdo decimal finita. Em situacdes em que o uso de aproximacdes para
nGmeros irracionais é necessario, procure usar preferencialmente frases do tipo

"aproxime 7 por 3,14" ou "considere w = 3, 14"

J

22



COMPLETEZA E REPRESENTAGAO DOS NUMEROS REAIS UNIDADE 5

O que é 277 Na Sala de Aula
Suponha que um aluno, em uma sala de aula de ensino médio, faca a

seguinte pergunta:
Professor, o que é 2™ 7

Como vocé responderia?

Provavelmente, se a pergunta fosse o que é 273 ou o que é 25, seria mais
facil responder. A operacdo de potenciacdo, com expoentes inteiros e racionais,
é definida de forma que sejam preservadas as propriedades ja conhecidas, que
decorrem da caracterizacdo de potenciacdo de expoente natural como produto
de parcelas repetidas. Assim, o resultado de 273 deve ser definido de tal forma

que possamos, por exemplo, fazer o seguinte:

2—3:21—4_ 2 :i

oot 93,

Analogamente, 23 deve ser definido de forma que valha
3
(2%) _ 933 — 9

o i 1
Portanto, por definicio de raiz, devemos ter 23 = /2.
Por isso, estendemos a operacdo de potenciacdo para expoentes racionais
definindo, para a > 0e m,n € N,

L n
a™’
Mas, o que é 277

A dificuldade em responder a esta pergunta esta ligada ao fato de que a
extensdo da potenciacdo de Q para R ndo pode ser feita apenas por meio da
preservacdo das propriedades algébricas da operacdo. Como observamos ante-
riormente, esta extensdo envolve necessariamente a propriedade de completeza
dos reais. Se ja conhecemos a operacdo em QQ, devemos estendé-la para R por
meio da completeza, usando a densidade dos racionais.

Por isso, no ensino médio, € muito mais dificil apresentar uma definicdo
para a”, com x € R qualquer, de forma que o aluno de fato associe um sig-

nificado a este simbolo. Entretanto, isto ndo é motivo para que esta questio
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seja simplesmente ignorada. Muitos livros didaticos definem potenciacdo ape-
nas até expoentes racionais, e, alguns capitulos depois, apresentam a funcio
exponencial com dominio em R, sem qualquer mencdo a essa inconsisténcia.
Evidentemente, a compreensdo da completeza dos reais esta muito além dos
objetivos do ensino médio. Porém, podemos usar uma ideia de aproximacéo para
ajudar os alunos a atribuirem algum significado, mesmo que intuitivo e informal,
ao simbolo 27, por exemplo. Todo nimero irracional pode ser aproximado
por uma sequéncia de racionais. Um exemplo natural desta aproximacdo é
dada pelos truncamentos finitos da representacdo decimal. Usando esta ideia,
com ajuda de uma calculadora ou computador, podemos sugerir que o aluno

complete uma tabela do tipo:

x 2
3
3,1
3,14
3,141
3,1415

Enquanto a coluna da esquerda aproxima-se de 7, a coluna da direita
aproxima-se de algum namero real «, que definiremos como 27.

N3o sé essa é uma forma de ajudar os alunos a perceberem que de fato
2™ é um ndmero, isto é existe a € R tal que o« = 2™, como também é uma

construcdo intuitiva bem préxima da definicdo formal.

D
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Densidade dos Racionais Na Sala de Aula

Muitas vezes o professor do ensino médio se pergunta o porqué da neces-
sidade de aprender, por exemplo, que os racionais sdo densos em R. De fato,
o argumento de aproximar um namero real por nameros racionais serd funda-
mental na nossa abordagem das funcées elementares e sera utilizado em varias
ocasides, como por exemplo, na demonstracdo do Teorema Fundamental da
Propocionalidade, que serd apresentada na Unidade 9, e para definirmos, na
Unidade 13, a exponencial de um namero real arbitrario.

Terminamos comentando que, no contexto dos nimeros reais, a densidade
de Q parece ser mais atil que a densidade de R\ Q. Um ponto a favor dos
racionais em relacdo aos irracionais é a escrita simples que estes niimeros reais
apresentam, a saber, a escrita na forma 2, onde a € Z e b € N. Um outro
ponto a favor de Q é a sua enumerabilidade, muitas vezes utilizada na Analise
Matematica. Assim, em muitos casos, para provarmos que um determinado
resultado é valido para todo nimero real, sem dificuldade, o provamos para os
racionais a partir da validade do resultado para os inteiros. Sé depois provamos o
resultado para os irracionais usando aproximacdes por racionais, ou seja, usando
a densidade de Q em R. Este é o “pulo do gato” que muitas vezes o professor
do ensino médio acaba achando desnecessario, pois na maioria dos textos esta
passagem é omitida. E claro que n3o se espera que o professor do ensino médio
ensine isso aos seus alunos com todo o formalismo, mas é necessario que ele

tenha bem claro em mente o significado do que esta tentando ensinar.

J
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Na Sala de Aula

Mais Irracionais que Racionais

Embora a teoria de cardinalidades infinitas nos mostre que existem muito
mais niimeros sem representacdo por radicais ou na forma de fracdes, ironi-
camente, os nameros que admitem tais representacbes constituem a grande
maioria dos exemplos com que os alunos tém contato no ensino basico.

Se pedirmos a um aluno do ensino médio que cite alguns niimeros racionais e
alguns nameros irracionais, € muito provavel que ele seja capaz de fornecer muito
mais exemplos dos primeiros do que dos altimos. Os exemplos de irracionais
familiares n3o devem ir muito além de v2, V3 e ...

E claro que os argumentos matematicos formais sobre as cardinalidades
dos conjuntos numéricos ndo sdo acessiveis ao ensino médio. Entretanto, uma
nocdo intuitiva sobre a comparacdo entre as cardinalidades de Q e Q° pode
ajudar a construir uma ideia rica do conjunto dos niameros reais. Podemos
ajudar os alunos do ensino médio a construir tal nocdo intuitiva por meio da
representacdo decimal. N&o é dificil ver que, se pudéssemos construir uma
expressdo decimal infinita sorteando ao acaso digito por digito, a probabilidade
de aparecer um periodo que se repetisse indefinidamente seria muito pequena.
Assim, a probabilidade de escolhermos ao acaso uma dizima periédica, isto ¢,
um namero racional, € muito menor que a de escolhermos um niimero irracional.

De fato, essa probabilidade é igual a 0!

J
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As Letras dos Conjuntos Numeéricos Para Saber Mais
As letras N, Q e R sdo as iniciais das palavras nimero (ou natural), quoci-

ente e real, respectivamente. A letra Z € a inicial da palavra zahl, que significa

D

niimero em alem3o.
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Para Saber Mais

O que & um Axioma?

Como sabemos, teoremas sio fatos matematicos, cuja veracidade é de-
monstrada logicamente, a partir de hipéteses e de outros fatos verdadeiros,
previamente estabelecidos. Desta forma, teoremas encadeiam-se uns nos ou-
tros por meio de implicacdes l6gicas. Entretanto, como para demonstrar fatos
matematicos, precisamos conhecer previamente outros fatos verdadeiros, essas
cadeias de implicaces ndo podem regredir indefinidamente, é preciso comecar
de algum lugar.

Por isso, muitas teorias matematicas sdo estabelecidas axiomaticamente,
isto &, construidas tendo como alicerce uma lista de axiomas, que sdo fatos
cuja veracidade é admitida sem demonstracdo, a partir dos quais todos os de-
mais sdo demonstrados como teoremas. Por exemplo, os axiomas mais usados
atualmente para a Geometria Euclidiana foram propostos por David Hilbert
(1862 - 1943) em 1899.

Ao elaborar uma lista de Axiomas, devemos visar duas caracteristicas de-
sejaveis. Em primeiro lugar, esta deve ser suficiente, no sentido que o objeto
matematico descrito fique perfeitamente caracterizado, sem que haja a possi-
bilidade de mais de uma interpretacdo e de forma que todas as propriedades
possam ser estabelecidas. Além disso, tal lista deve ser minima, no sentido
que ndo devem ser incluidos como axiomas fatos que possam ser demonstrados

como teoremas a partir dos demais axiomas.

J
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O Corpo Ordenado Completo Para Saber Mais

Descrever R como corpo ordenado completo de fato caracteriza R, no sen-
tido que R o dnico corpo ordenado completo (a menos de isomorfismo). Isto
significa que qualquer conjunto, munido de duas operacdes e de uma relacdo
de ordem, que satisfacam todas as propriedades listadas acima, serd equiva-
lente a R (diferindo apenas, possivelmente, na forma como seus elementos sdo
representados).

Em particular, a propriedade de completeza tem um papel crucial nesta
caracterizacdo. Observe que Q, por exemplo, tem todas essas propriedades, a
ndo ser a completeza. Portanto, Q também é um corpo ordenado — mas nio
é completo. Assim como QQ, existem outros infinitos corpos ordenados K tais
que Q € K C R. Porém, o dnico completo é R. Assim, ndo é incorreto dizer
que R é o (dnico) corpo ordenado completo.

D
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Para Saber Mais

R

%

E

>

Operacdes com Limites

E sempre bom lembrar que, como toda expressdo decimal infinita representa
o limite de uma série, ent3o as operacdes que fizemos para deduzir as férmulas
(5.5) e (5.6) ndo sdo simples operacdes no sentido algébrico, e sim operacdes
com limites. Portanto, essas operacdes s6 sdo validas porque sabemos de ante-
mao que todos os limites com que operamos existem. Se aplicarmos operacdes

com limites sem ter essa certeza, podemos chegar a resultados inconsistentes.

)
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A Correspondéncia entre Expressées Decimais e Niimeros Reais Para Saber Mais

Observemos que a correspondéncia
expressdo decimal — namero real,

que associa a cada expressdo decimal um namero real € uma funcdo sobrejetiva
e “quase injetiva”.

A primeira das afirmacBes acima (sobrejetividade) significa que, dado
arbitrariamente um ndmero real positivo «, existe uma expressdo decimal

ag, 103 . . . a4, . . . tal que
ap+a1-107 +ay- 102+ 4a, 10" +--- =0

Como de costume, basta considerar o caso em que o > 0. Entdo, como ja

observamos, obtemos a expressdo decimal de a tomando sucessivamente

agp = 0 maior niamero natural < «;

ay = o maior digito tal que oy = ap + 5 < o;

az = o maior digito tal que o = ap + 75 + {x < ;

a, = o maior digito tal que a, = ap+ 75+ ... + g <

Por exemplo, quando escrevemos que m = 3,14159265... estamos dizendo

que

3< <4
3,1 <m<3,2;
3,14 <7 < 3,15, etc.

Quanto a “quase injetividade” da correspondéncia, o que queremos dizer é

que, se 0 < a,, < 8, entdo as expressdes decimais
agp, ai - ..ap999. .. e ap,ay ... (a, +1)000... .

definem o mesmo namero real. Por exemplo,

3,275999...=3,276000... e  0,999...=1,000... .
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A afirmagdo (um tanto imprecisa) de que uma correspondéncia é “quase
injetiva” ndo tem sentido algum em geral. No presente caso, estamos querendo
dizer que a situacdo acima descrita é a Gnica em que ha quebra de injetividade.
Isto pode ser provado mas n3o haveria muita vantagem em fazé-lo aqui. Por-
tanto, para obter-se uma correspondéncia biunivoca entre os niimeros reais e as

expressdes decimais, basta descartar aquelas que terminam por uma sequéncia

)

infinita de noves.
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A Diagonal de Cantor Para Saber Mais

Georg Cantor (1845-1918) foi o primeiro a provar que existem diferentes
nameros cardinais infinitos. Mais precisamente, Cantor demonstrou que, em-
bora os conjuntos N e R sdo ambos infinitos, ndo pode existir nenhuma funcéo
sobrejetiva f : N — R. Em particular, ndo pode existir uma correspondéncia
biunivoca entre N e R. Como certamente existe uma func3o injetiva de N em
R (a saber, aquela que a cada n € N faz corresponder o préprio n, pensado
como elemento de R), diz-se entdo que a cardinalidade de N é estritamente
menor do que a de R.

A demonstracdo de Cantor consiste em mostrar que, dada qualquer funco
f N — R, & sempre possivel achar y € R que n3o pertence a imagem f(N),
isto é, tal que f(n) # y, seja qual for n € N. Basta tomar um namero real y
cuja representacdo decimal tenha seu n-ésimo digito diferente do n-ésimo digito
de f(n), para cada n € N. Isto garante que y # f(n), seja qual for n € N,
portanto y ¢ f(N).

O argumento de Cantor pode ser ilustrado da seguinte forma:

Definir uma funcdo f : N — R corresponde a construir uma “lista infinita” de
nameros reais. Podemos construir essa lista representando cada um dos niimeros
reais na forma decimal (por simplicidade, consideramos apenas nimeros reais
entre 0 e 1):

1 = f(1) =0,a11012013014015 - . -
2 —  f(2) =0, asaxnasazass . ..
3 — f(3) =0,asaszas3as4ass - . .
4 — f(4) =0, a40420430440a45 . . .
5 — f(5) =0, as1a52a53a54055 - . .

Agora, suponhamos que percorramos essa lista, ao longo da diagonal, tro-
cando cada um dos digitos por outro qualquer. Com esses digitos trocados,
formamos uma nova expressdo decimal, que representa um niamero real. Por
construcdo, o namero real assim formado difere de qualquer um dos presentes
na lista, em pelo menos um digito (o n-ésimo). Assim, este nimero é diferente
de todos aqueles constantes da lista. Com isso, concluimos que nenhuma fun-

cdo f : N — R pode “cobrir’ os reais totalmente, pois sempre que for dada tal
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funcio, seremos capazes de exibir um namero real que ndo pertence a sua ima-
gem. Por causa dessa ilustracdo, o argumento ficou conhecido como diagonal
de Cantor.

Quando um conjunto é finito ou tem a mesma cardinalidade que N, diz-se
que ele é enumeravel. O argumento de Cantor mostra que R ndo é enumera-
vel. Na Unidade 2, demos um argumento para mostrar que Q é enumeravel.
Também n3o é dificil ver que a reunido de dois conjuntos enumeraveis é ainda
um conjunto enumeravel. Se denotarmos por Q° o conjunto dos nimeros ir-
racionais, teremos R = Q U Q°. Resulta dai que o conjunto Q¢ dos nimeros
irracionais é ndo-enumeravel (pois, como Q é enumeravel, se Q° fosse enumera-
vel, R também seria). Isto significa que existem muito mais nameros irracionais
do que racionais!

Podemos ir ainda mais além. Veremos no Exercico 3 que, se acrescentarmos
aos racionais todos os nameros irracionais que possuem expressdo por radicais
(tais como V3, V5, V2 +1, etc.), o conjunto obtido ainda seria enumeravel.
Isto quer dizer que existem muito mais nameros que ndo admitem representacdo
por radicais ou como fracBes (tais como 7 e ¢), do que nimeros que possuem

tais representacdes!

J
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UNIDADE 7 INTRODUGA

7.1 Introducao

Nesta unidade, trataremos das principais nocdes que dependem da relacdo
de ordem do corpo dos niimeros reais: desigualdades, intervalos e valor absoluto.
Estas nocdes estdo relacionadas com alguns tépicos sobre os quais os alunos
do ensino fundamental e do ensino médio, em geral, tém grandes dificuldades,
tais como, resolucdo de inequacdes, funcdes e equacdes modulares. Para que
possamos ajuda-los a sanar tais dificuldades, a reflexdo sobre alguns aspectos

tedricos relacionados com essas ideias é essencial.

Na Secdo 2 (Desigualdades), convidamos o leitor a prestar bastante atenco
nas propriedades (P1) e (P2), que definem o conjunto R™, dos nimeros reais
positivos. O estabelecimento de um conjunto com essas propriedades é uma
das formas de dizer que R & um corpo ordenado. Certifique-se de compreender
as demonstracdes das propriedades basicas da relacdo de ordem, pois sdo elas
que garantem a validez das ferramentas empregadas para resolver inequacdes
em R.

Outra observacdo importante diz respeito ao sinal “menos” (—). E comum
que os estudantes, especialmente no ensino fundamental, tendam a considerar
que qualquer simbolo precedido do sinal de menos representa necessariamente
um ndmero negativo. Assim, é importante frisar que este sinal pode ter o
significado de um operador que, a cada namero real x, associa seu simétrico,
isto &, seu inverso em relacdo a operacdo de adicdo, ou seja, o Gnico nimero
real —x tal que x + (—x) = 0.

Na comeco da Secdo 3, observe que uma caracterizacdo comum aos nove
tipos diferentes de intervalos dados é a seguinte: v,y €[, r<z<y=z€ I.
Isto €, um intervalo pode ser caracterizado como um subconjunto I C R tal
que todo nimero localizado entre dois elementos de I é também um elemento
de I. Assim, um intervalo & um subconjunto de R que n3o tem “buracos”, ou,

em termos matematicos, um subconjunto conexo de R.

E de fundamental importancia a observacdo quanto ao fato do simbolo oo
(empregado na notacdo de intervalos infinitos) n&o representar um namero real.
Ao contrario, este simbolo representa o fato de n3o existir nenhum niamero real
que seja cota superior ou inferior (conforme o caso) para o intervalo em quest3o;

isto é, o fato deste ndo ser limitado superiormente ou inferiormente (conforme
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o caso). Esta discussdo pode ser empregada para ajudar os alunos a superarem
a ideia conceitualmente incorreta de infinito como “um nimero muito grande” .

Como observaremos na Secdo 3, a ideia de intervalo também nos permite
descrever a importante propriedade de densidade dos nimeros racionais e irra-
cionais em R.

E comum encontrarmos em livros didaticos comentarios do tipo: entre dois
nimeros reais quaisquer, existe um nimero racional e um niamero irracional .
Como ja observamos na Unidade 5, é consequéncia imediata desta propriedade
o fato de que, entre dois nameros reais quaisquer, existem infinitos nameros
racionais e infinitos nimeros irracionais. No entanto, esta conclusdo nem sempre
é imediata para os alunos. Assim, vale a pena frisar de forma mais contundente
a distribuicdo dos nimeros racionais e irracionais na reta real.

O conceito de médulo, abordado na Secdo 4 (Valor Absoluto), envolve
comumente dificuldades de compreensdo por parte dos alunos, especialmente
quando o problema exige separar em casos uma expressdo algébrica envolvendo
médulos. Assim, é importante ter clara a equivaléncia entre as duas definicdes
de valor absoluto dadas no inicio da Secdo 4, bem como sua interpretacio
como distancia até a origem, que se generaliza na interpretacdo de |z — y|

como distancia entre dois pontos quaisquer.

7.2 Desigualdades

A relacdo de desigualdade © < y entre nimeros reais é fundamental. Por
isso, é conveniente destacar algumas de suas propriedades, para que saibamos
o que estamos fazendo quando operamos com essa relacdo.

Em primeiro lugar, vale a pena lembrar que todas as propriedades das de-
sigualdades derivam de duas afirmacdes simples e ébvias, que enunciaremos a
seguir. Tais afirmacgdes se referem aos nameros reais positivos. O conjunto dos

niimeros reais positivos serd designado por R*. Assim,
Rt ={zeR; x>0}

As propriedades basicas dos niimeros positivos, das quais resulta tudo o que

se pode provar sobre desigualdades, sdo as seguintes:
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P1) Dado o nimero real x, ha trés possibilidades que se excluem mutuamente:

ou x é positivo, ou z = 0 ou —z é positivo.

P2) A soma e o produto de nimeros positivos sdo ainda ndmeros positivos.

Com relagdo a propriedade P1), —x &, por definicdo, o Ginico nimero real tal
que —x +x = 0. E quando —x é positivo, diz-se que x é um namero negativo
e escreve-se x < 0.

A desigualdade entre nimeros reais reduz-se ao conhecimento dos nimeros
positivos, pois a afirmac3o = < y equivale a afirmac3o de que a diferenca y—x é
um ndmero positivo. As propriedades essenciais da relacdo = < y (que também
se escreve y > x) sdo obtidas a seguir.

1. Tricotomia. Dados x,y € R vale uma, e somente uma, das seguintes

alternativas: z <y, x=y ou y <ux,
2. Transitividade. Se x < y e y < z, entdo x < z;

3. Monotonicidade da adicdo. Se = < y, entdo, para todo z € R, tem-se
rT+z<y—+z

4. Monotonicidade da multiplicacdo. Se x < y e z & positivo, entdo zz < yz.

A tricotomia resulta imediatamente de (P1). Com efeito, ou a diferenca
y — x é positiva (em tal caso x < y) ou é zero (e entdo = = y) ou é negativa
(o que significa y < x).

Quanto a transitividade, ela se prova usando (P2). Assim,se x <yey < z
entdo y — x e z — y sdo positivos, logo asoma z —xz = (y —x) + (2 —y) é
positiva, ou seja, r < z.

A monotonicidade da adicdo, conforme estd enunciada, segue-se imediata-
mente da definicdo de © < y. Com efeito, se © < y entdo y — x é positivo.
Ora, y—x = (y+2)— (z+2). Logo x+ z < y + z. Ha uma forma mais forte
de enunciar a monotonicidade da adicdo, que é a seguinte:

3.Sex<yex <y ,entdor+a <y+vy.

A propriedade (3') nos autoriza a somar membro a membro duas desigual-
dades. Ela decorre de (2) e (3). De fato, Se = < y e ' < ¢/ entdo, somando
x' a ambos os membros da primeira igualdade e y a ambos os membros da
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segunda, em virtude de (3), obtemos z +2' <y+ 2’ ey+2' <y+y. Por
transitividade resulta entdo que x + 2’ <y + v/,

Finalmente, a monotonicidade da multiplicacdo resulta do fato de que o
produto de dois nimeros positivos é ainda um namero positivo. Com efeito se
r < yezeépositivo entdio y —x > 0e z > 0, logo (y — x)z > 0, ou seja
yz —xz > 0, o que significa zz < yz.

Como no caso da adicdo, também é permitido multiplicar membro a membro
duas desigualdades, desde que os niimeros que nelas ocorrem sejam positivos.
O enunciado preciso é:

4’. Sejam x,y,x’, 1y’ nGmeros positivos. Se © < y e 2’ < ¢/, entdo z2’ <
yy'.

Para provar isto, multiplicamos ambos os membros da desigualdade = < y
pelo nimero positivo 2’ e ambos os membros de 2’ < 3’ pelo nimero positivo
y, obtendo za’ < ya’ e yx’ < yy'. Por transitividade, vem xx’ < yy/'.

As pessoas atentas a detalhes observardo que, para ser valida a propriedade
(4"), basta que apenas trés dos quatro nimeros z, z’, y e y’ sejam positivos. (A
demonstracdo acima requer apenas a positividade de 2’ e y mas, como 2’ < ¢/,
dai resulta também que ' > 0.)

De (P1) e (P2) e suas consequéncias decorrem as propriedades a seguir.

5. Se z # 0 entdo 22 > 0 (Todo namero, exceto zero, elevado ao quadrado

é positivo).

Com efeito, se z > 0 entdo, z? > 0 por (P2). E se —x > 0 entdo, ainda

por (P2), (—z)(—z) > 0. Mas (—z)(—x) = 2%, logo 2% > 0 em qualquer caso.

6. Se 0 < =z < yentdo 0 < 1/y < 1/x (Quanto maior for um nimero

positivo, menor serd seu inverso).

Em primeiro lugar, o inverso de um namero positivo também é positivo
porque + = x - (1)? que é um produto de dois nimeros positivos. Logo,
multiplicando ambos os membros de = < y pelo nimero positivo 1/xy, vem

z/ry < y/ry, isto & 1/y < 1/z.

7. Se x < y e z & negativo, entdo xz > yz (Quando se multiplicam os dois
membros de uma desigualdade por um niimero negativo, o sentido dessa
desigualdade se inverte).

> A 1S



UNIDADE 7 DESIGUALDADES

R

%

>
»

Com efeito, o produto dos niimeros positivos y — = e —z é positivo, isto
é, (y —x)(—=z) > 0. Efetuando a multiplicagdo, vem zz — yz > 0. Portanto,
xz > yz.

A resolucdo de uma inequacdo com uma incégnita consiste na aplicacdo
sucessiva das propriedades acima para simplifica-la até chegar a uma expressdo
final do tipo = < cou = > c.

Usa-se frequentemente a notacdo x < y para significar a negacdo de y < x.
Portanto, x < y significa que x < y ou x = y. Por exemplo, sdo verdadeiras
as afirmacdes 3 <3e b < 7.

Para encerrar estas considerac®es sobre desigualdades, observemos que a
afirmacdo x < y, relativa aos niimeros reais x e y, pode ser interpretada de trés
modos diferentes, apresentados a seguir.

e Geometricamente: x < y significa que, num eixo orientado, o ponto de

abscissa y esta a direita do ponto de abscissa x.

e Numericamente: Sejam
r=0ag,a1...0y... € Y=by,by...0,...

nameros reais positivos dados por suas expressdes decimais. Como se
pode reconhecer que = < y? Certamente tem-se = < y quando ag < by.
(Lembre-se que estamos descartando as expressdes decimais que termi-
nam com uma sequéncia de noves.) Ou entdo, quando ag = by € a1 < by.
Ou, quando ay = by, a1 = by, mas ay < by. E assim por diante. E
como a ordem segundo a qual as palavras estdo dispostas num dicionério.
Tem-se < y se, e somente se, ag < by ou entdo existe um inteiro k > 0
tal que ag = by, a1 = by, ..., a1 = bp_1 e ar, < b;. Caso se tenha
x <0<y, arelacio x < y é automatica. E, finalmente, se x e y forem
ambos negativos, tem-se x < y se, e somente se, 0 nlimero positivo —y

for menor do que o nimero positivo —z, segundo o critério acima.

e Algebricamente: (Supondo conhecido o conjunto dos nimeros positivos,
gozando das propriedades (P1) e (P2) acima enunciadas.) Tem-se z < y
se, e somente se, a diferenca d = y — x € um namero positivo. Noutras
palavras, vale x < y se, e somente se, existe um nlamero real positivo d

tal que y = = + d.
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Qual das trés interpretacdes acima para o significado da desigualdade = < y
é a mais adequada? Todas sdo. As circunstancias é que determinam qual é a
mais conveniente.

7.3 Intervalos

Sejam a, b nameros reais, com a < b. Os nove subconjuntos de R abaixo DEFINICAO 1
definidos sdo chamados intervalos!®.

[a,)] ={z €eR; a<z<b}; (—o00,b]={zr€R;z<b}
(a,b) ={x € R; a<x<b}; (—o00,b)={xreR; z<b};
[a,0) ={x €eR; a<zxz<b}; [a,+0)={x€R; a<z};
(a,b) ={x €eR; a<x<b}; (a,+0)={x€eR;a<z};
(—o0,+00) =R.

(0. ¢]
(0. 9]

Os quatro intervalos da esquerda sdo limitados, com extremos a,b. O in-
tervalo [a,b] é fechado, (a,b) é aberto, [a,b) é fechado a esquerda, (a,b] é
fechado a direita. Os cinco intervalos da direita sdo ilimitados. O intervalo
(—o0, b] é a semirreta esquerda, fechada, de origem b. Os demais tém denomi-
nacBes analogas. Deve-se ressaltar enfaticamente que os simbolos +00 e —o0
ndo representam niimeros reais. Neste contexto, sdo apenas partes da notacdo
de intervalos ilimitados.

I=5" Para Saber Mais - Intervalos degenerados - Clique para ler

Os intervalos sdo (com as notaveis excecdes de N, Z e Q) os subconjuntos

de R mais comumente empregados no ensino basico.

7.4 Valor Absoluto

O valor absoluto (ou médulo) de um namero real z, indicado pela notacdo
|z|, é definido pondo-se

! A 1S
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rz, se >0
|| =
—xz, se x <0.

Outra maneira de se definir o valor absoluto consiste em por
|| = maz{z, —z},

isto &, o valor absoluto de = é maior dos niameros = e —z. (Quando z = 0

tem-se, é claro, v = —z = |z| = 0.)

Assim, por exemplo, |t — 3| =2 —3sex >3 e |z — 3| =3 — 2 quando
r < 3.

Nas questdes que envolvem o valor absoluto, somos obrigados, em principio,
a fazer as inevitaveis “consideracdes de casos’, analisando separadamente as
situacdes conforme o sinal de cada expressdo que ocorre no interior das barras
verticais | |. Algumas vezes (infelizmente raras) isto pode ser evitado usando-
se esta outra caracterizacdo de valor absoluto: || = v/z2. Aqui estamos tirando

partido da convencdo que regula o uso do simbolo +/a:
para todo a > 0, \/a é o nimero ndo negativo cujo quadrado é a.

Outra importante interpretacdo do valor absoluto é a seguinte: se x e y sdo
respectivamente as abscissas dos pontos X e Y sobre o eixo R, entdo |z — y|

é a distancia do ponto X ao ponto Y (figura 7.1).

Y X
v T
|z —yl

Figura 7.1: A interpretacdo do valor absoluto como distancia.

A interpretacio do valor absoluto |z —y| como a distancia no eixo real entre
os pontos de abscissas = e y, permite que se possa enxergar intuitivamente o
significado e a resposta de algumas questdes envolvendo médulos. Por exemplo,
a igualdade |z — 2| = 3 significa que o nimero z (ou o ponto que a ele
corresponde no eixo) esta a uma distancia 3 do nimero 2. Logo, deve ser
x =5 (se x estiver a direita de 2) ou x = —1 (se estiver a esquerda). Um
outro exemplo é uma desigualdade como |z —a| < &, com € > 0. Isto significa
que a distancia de = ao ponto a é menor do que ¢, logo x deve estar entre
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a— ¢ ea+e. Portanto o conjunto {z € R; |x —a| < €} é o intervalo aberto
(a — e,a + ¢), chamado intervalo aberto de centro a e raio ¢

Terminamos esta unidade observando que quando se lida com valores ab-
solutos, ndo basta saber que |z| & igual a 2 ou a —x. E necessario especificar
quando é que se tem cada um desses casos. Esta observacdo deve ser aplicada

especialmente na resolucdo de desigualdades.

0 vy D
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7.5 Exercicios Recomendados

1. Dados os intervalos A = [—1,3), B = [1,4], C = [2,3), D = (1,2] e

E = (0,2] dizer se 0 pertence a ((A\ B) \ (CN D))\ E, ou ndo.

. Verifique se cada passo na solucio das inequacdes abaixo esta correto:

5 3
(a) 2x11>2 = Sr+3>4r+2 = z>-1
x
22
b :U+a:<2 = 22242 <2224+42 = z<2.
x?+1
. Sejam a, b, c,d > 0 tais que % < 2 Mostre que
a<a—|—c<c
b b+d d

Interprete este resultado no caso em que a, b, ¢ e d s3o inteiros positi-
vos (isto é, o que significa somar numeradores e denominadores de duas

fracdes?)

. Utilize a interpretacdo geométrica do médulo para resolver as equacdes e

inequacdes abaixo:

. Sejam a e b nameros reais ndo negativos. Mostre que

(a+b>2< a’ + b?
2 2

Interprete geometricamente esta desigualdade.

. Sabendo que os nameros reais x, y satisfazem as desigualdades 1, 4587 <

x < 1,4588 e 0,1134 < y < 0,1135, tém-se os valores exatos de = e
y até milésimos. Que grau de precisdo, a partir dai, podemos ter para o
valor de xy? Determine esse valor aproximado. Como procederiamos para

10
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obter um valor aproximado de x/y? Qual o grau de precisdo encontrado

no caso do quociente?

7. Considere todos os intervalos da forma [0, ﬂ Existe um nimero comum

a todos estes intervalos? E se forem tomados os intervalos abertos?

7.6 Exercicios Suplementares

1. Prove que se a,x e y sdo nimeros reais tais que

a§x§a+g,
n

para todo n € N, entdo x = a.

2. Verdadeiro ou falso? Justifique a resposta dada:

(a) x < 7implica |z| < T7;
(b) N&o existe z € R tal que |z — 3| = |z — 4];
(c) Paratodo = € R, existe y > 0 tal que |2z + y| = 5.

3. Resolva a inequacdo
1 1

< .
Zapas 1l =

= vy D
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7.7 Textos Complementares

Intervalos degenerados

Na definicdo 1, optamos por incluir apenas os casos em que a < b. Quando
a = b, devemos incluir na lista de tipos de intervalos o conjunto vazio @ e os
conjuntos unitarios {a} — estes correspondem aos casos chamados intervalos
degenerados.

E importante observar que devemos incluir os casos de intervalos degenera-

dos para que seja valida a seguinte caracterizacdo:
I C R é um intervalo se, e somente se, v,y € [, v <z<y=z€ Il

De fato, os conjuntos unitarios satisfazem trivialmente a propriedade =,y €
{a}, < z <y = z € {a}, por vacuidade; e o conjunto vazio a satisfaz
também por vacuidade (como n3o existem elementos x,y € &, em particular
ndo existem elementos que contradizem a propriedade).

A caracterizacdo acima permite-nos mostrar que a nocdo de intervalo cor-
responde a um caso particular (no caso da reta real) do conceito mais geral
de conjunto conexo. No entanto, esta generalizacdo escapa aos objetivos deste

curso. Os leitores interessados podem consultar [?].

D

12
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UNIDADE 8 INTRODUGA

8.1 Introducao

Em muitos casos, a abordagem para o conceito de funcdo em livros didaticos
do ensino basico é organizada em trés contexto distintos: um contexto concreto,
em que o conceito de funcdo é motivado por meio de situacdes (ditas) coti-
dianas; um contexto abstrato, em que o conceito & apresentado como relacdo
entre dois conjuntos; e finalmente um contexto operacional, em que se enfoca a
manipulacdo algébrica de funcdes reais de variavel real. No contexto concreto, o
objetivo alegado é convencer os alunos da importancia do conceito matematico
de funcdo, por meio da modelagem de situacdes supostamente familiares a eles
(mas que frequentemente sdo escolhidas de forma inadequada). S&o emprega-
das principalmente descricdes verbais e representacdes algébricas elementares.
No contexto abstrato, a intenc3o é apresentar o conceito de funcdo em toda a
sua generalidade matematica, com dominios e contra-dominios genéricos (po-
rém, os exemplos dados frequentemente envolvem apenas conjuntos finitos).
A forma de representacdo predominante sdo os chamados diagramas de Venn.
Em seguida, o tom da abordagem muda significativamente para o contexto
operacional. A énfase passa a ser o estudo de propriedades de certas classes
de fungdes reais elementares (afins, quadraticas, modulares, exponenciais, lo-
garitmicas, trigonométricas), representadas na forma algébrica. S3o explorados
alguns procedimentos particulares (ou inadequadamente particularizados) para
manipulacdo algébrica e esboco de graficos. A preocupacdo com dominio e
contradominio na definicdo de uma funcio é abandonada e a énfase passa a se
concentrar apenas nas férmulas algébricas. Os dois contextos anteriores sdo en-
tdo deixados de lado e esta passa a ser a abordagem predominante no restante

dos livros.

Geralmente, poucas relacdes sdo estabelecidas entre esses trés contextos.
Em alguns casos, a separacdo é t3o estrita, que pode causar a impressdo de que
o termo “funcdo” é empregado para nocdes matematicas inteiramente distintas,

que por acaso recebem o mesmo nome.

O estudo das propriedades de funcdes reais elementares no ensino basico,
com énfase em suas principais classes, é certamente importante. Entretanto, a
separacdo excessiva entre essas classes e entre os diferentes contextos em que o

conceito de funcdo é abordado pode ter efeitos prejudiciais a aprendizagem.
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Por exemplo, a énfase em procedimentos operacionais particularizados para
manipulac3o algébrica de funcées reais pode levar a uma concepcdo de funcio
restrita a ideia de férmula (como ja comentamos na Unidade 4). Além disso,
certas propriedades gerais de funcdes reais podem ser entendidas pelos alunos
como sendo particulares de alguma classe; e reciprocamente, certas propriedades

que sdo particulares de alguma classe podem ser indevidamente generalizadas.

Nesta unidade, discutiremos algumas propriedades gerais de funcdes reais
de variavel real. Nas unidades seguintes aprofundaremos o estudo das principais
classes de funcdes reais elementares. A clareza de propriedades gerais de funcdes
reais € importante para articular adequadamente os contextos concreto, abstrato

e operacional de funcdes no ensino basico.

8.2 Graficos

Uma funcdo na forma f: D C R — R & chamada uma funcdo real (pois
seus valores sdo nameros reais, isto &, seu contradominio é R) de variavel real
(pois sua variavel independente assume valores reais, isto €, seu dominio é

um subconjunto de R). O grafico de uma funcdo desta forma é o seguinte

subconjunto do plano cartesiano R?:
G(f)={(z,y) eR*;zeD, y=f(x)} .

Assim, um ponto (z,y) pertence ao grafico de f se, e somente se, x € D e
os nimeros reais = e y satisfazem a lei de associacdo de f. Em outras palavras,
o grafico de uma funcdo f é o lugar geométrico dos pontos que satisfazem sua
lei de associacdo. Por mais basico que possa parecer este fato, nem sempre ele
é claramente entendido pelos estudantes no ensino basico — e estas dificuldades
de aprendizagem estdo relacionados com a forma como graficos de funcdes sdo

usualmente ensinados.

" Na Sala de Aula - Tratamento da Informac3o - Clique para ler

3 A 1S



e
EXEMPLO 1

S
/]

>
»

8.3 Graficos e Tabelas

UNIDADE 8 GRAFICOS E TABELAS

O principal recurso para tracar graficos de funcdes reais apresentado aos

alunos no ensino basico é o procedimento baseado em substituicdo e interpola-

cdo. A partir de uma expressdo algébrica dada, monta-se uma tabela de valores

e, em seguida, os pontos correspondentes sdo marcados no plano cartesiano e

ligados. Em geral, os valores da variavel independente escolhidos para a ta-

bela sdo nimeros inteiros préximos de 0 e os pontos sdo ligados por meio de

segmentos de reta. Este procedimento, efetuado da maneira descrita, envolve

pouca reflexdo matematica sobre a funcdo em questdo. Tanto a escolha dos

valores para a composicdo da tabela quanto a interpolacdo dos pontos obtidos

s3o feitas sem que sejam levadas em considerac3o as propriedades algébricas e

geométricas da funcio.

Portanto, o procedimento de substituicdo e interpolacdo reduz-se essenci-

almente a uma rotina mecanizada, que n3o contribui para a compreens3o do

grafico como o conjunto dos pontos que satisfazem a lei de associacdo da fun-

¢do, e ainda pode induzir a erros. Observemos os Exemplos 1 a 3, a seguir.

Ao lado, temos o grafico da fun-
¢do h : R\ {0} — R, definida
por h(z) = Tl

programa de computador.

, tracada por um

O

grafico esta correto? Por que

vocé acha que o grafico adqui-

riu este aspecto?

Evidentemente, o grafico tracado pelo computador n3o esta correto. Para

traca-lo corretamente, devemos considerar o fato de que x = 0 n3o pertence

ao dominio de h, portanto o grafico tem uma interrupcdo neste ponto (que em

geral representamos por uma bolinha aberta) e observar que

(=)

1 se >0
-1 se <0
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Para responder porque o grafico de h adquiriu este aspecto, devemos en-
tender como ele foi tracado pelo computador: foi calculado um namero grande
(porém finito) de valores e os pontos correspondentes foram interpolados, sem
que fossem levadas em conta as propriedades qualitativas da fun¢do (no caso, a
interrupcdo do grafico). Por isso, o programa ligou os pontos (0, —1) e (0, 1),
como esse segmento fosse parte do grafico (o que contradiria o préprio fato de
f ser uma func&o).

Considere a funcdo p : R — R definida por p(z) = 22% — 3z + 1. Suponha
que, para esbocar o grafico de p, vocé monte uma tabela com valores entre —3

e 3, por exemplo, e marque os pontos correspondentes no plano cartesiano.

. 30 4
251
204
z | p(x) .« 151
3| 28 101 .
-2 15 o
5 4
-1 6 °
0 1 3 -2 -1 1 2 3
1 0 -54
2 3 104
3 10

[N
EXEMPLO 2

2N
in %
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Os pontos marcados de fato sugerem o formato de parabola, mas deixam
escapar o minimo absoluto da funcdo, que ocorre no ponto (%, —%). E claro
que, como se trata de uma funcio quadratica, dispomos de métodos, acessiveis

ao ensino basico, que nos permitem localizar este ponto de minimo.

—— )
EXEMPLO 3 Considere agora ¢ : R — R definida por ¢(z) = 223 — 322 + 2. Como no

exemplo anterior, para esbocar o grafico de ¢, suponha que vocé monte uma
tabela com valores entre —3 e 3 e marque os pontos correspondentes.

30 + .
r | q(x) 20 4
—3| —84 0l
—21 =30 o T
1] -6 -3 -2 —'.1 1 2 3
ol 0 ~107
1 0 -20 +
2 e -301
3 30

Neste caso, os pontos marcados ddo ideia do crescimento da funcdo, mas
ndo do que ocorre no intervalo [0,1], onde se encontram os dois extremos
locais da funcdo. Entretanto, ndo ha formas acessiveis ao ensino basico que
nos permitam localizar esses pontos, pois para isso precisariamos lancar m3o de
métodos do célculo infinitesimal. Porém, fatorando a funcdo ¢, obtemos

q(z) =22° = 32* + 7 = x(22* — 3x + 1).

Esta fatoracdo fornece as raizes de ¢: x; = 0, x5 = % e x3 = 1. Além
disso, a fatoracdo permite-nos determinar o sinal da funcdo nos intervalos entre
as raizes. Como ja sabemos que 222 —3z+1 < 0se 3 <z < le2z*—3z+1 >0

se & < % ou x > 1, concluimos que

q(z) <Oparaz <0ou sz <z <1
1
q(r) >0para0 <z < jouz>1

S
/]
e

o
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1
12
interior. Podemos concluir dai que ¢ tem (pelo menos) um ponto de méaximo

Assim, ¢ vale 0 nas extremidades do intervalo [0 } e é positiva em seu
local no interior desse intervalo. Analogamente, ¢ vale 0 nas extremidades do
intervalo [%, 1} e & negativa em seu interior. Portanto, ¢ tem (pelo menos)
um ponto de minimo local no interior do intervalo. Para localizar as posicdes
exatas desses extremos locais, precisariamos de métodos do calculo infinitesimal.
Mas, com a ajuda de uma tabela de valores adequadamente escolhidos (e uma
calculadora), podemos dar aos alunos no ensino médio uma ideia aproximada

do comportamento da funcdo no intervalo [0, 1].

v | qx) 04l
0,1 0,072 031
0,2| 0,096 02l
0,3] 0,084 o1t e,
0’4 07048 t t t t . + t t t t + t
-01 01 02 03 04 05 0% 07 08 09 10 1.1
0,5 0 ol R
0,6 | —0,048 ol
0,7 | —0,084
-03+
0,8 | —0,096
-04 ¢+
0,91 —0,072

Esta analise combinada permite-nos ter uma ideia do comportamento global

de ¢ e do comportamento de ¢ no intervalo [0, 1].

044
034
w01l 021
20 4 014

10+ : et et !

-01/] 01 02 03 04 OWO 11
3 2 - T2 s Vi
“104 -021
P -031
-301 -04 1
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g
EXEMPLO 4

R

%

E

>

Em geral, no ensino basico os nicos exemplos de funcdes polinomiais apre-
sentados aos alunos sdo as de 1° e 2° graus. Exemplos elementares de funcdes
polinomiais de graus maiores, e mesmo funcdes racionais simples, podem ser
analisados, por meio da combinacdo de métodos qualitativos (tais como fato-
racdo e estudo de sinais) e quantitativos (substituicdo de valores, escolhidos
levando-se em conta as propriedades da funcdo em questdo). Esses métodos
ndo apresentam dificuldades conceituais adicionais para os alunos no ensino mé-
dio, desde que aplicados a exemplos elementares. Mesmo que ndo seja possivel
determinar as posicdes exatas de pontos de maximo e de minimo, essa combina-
cdo de métodos permite esbocos razoavelmente aproximados. Sobretudo, este
tipo de analise pode contribuir para ampliar a compreensdo dos alunos sobre
graficos de funcdes, com foco nas relacdes entre o aspecto dos graficos e as

propriedades algébricas das funcdes.

Considere agora g : R — R definida por g(z) = 2* — 2® — 22%. Entdo,

g(x) =a* —2* — 22° = 2%(2® — 2 - 2).

Logo, as raizes de g sdo: 1 = —1, x93 = 0 e x3 = 2. Podemos concluir

também que

glx) <Opara -1 <z <0oul<z<2;
g(x) >0parax < —1ouz>2.

Para compor a tabela abaixo, substituimos na expressdo de g (com ajuda
da calculadora) alguns valores, em intervalos Az = 0,5. (Por que vocé acha
que fizemos esta escolha? Vocé faria outra?)
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x g9(z)
—1,5| 3,9375 : 1
~1 0 37
—0,5] —0,3125 27
0 0 1
0,5 | —0,5625 ——t —
-15-10-05 05 10 15 20 25
1 —2 11
1,5 | —2,8125 ol ’
2 0 3l
2.5 | 10,9375

Assim, podemos ter um esboco aproximado do grafico de g. E importante
ressaltar que, para ter certeza do aspectos do grafico, teriamos que usar métodos

analiticos do calculo infinitesimal.

I

r—9 EXEMPLO 5

Considere 7 : R\ {1} — R, r(z) = p
T

raizde r é x = 2, que r(x) > 0 parax < 1 ou z > 2 e que r(x) < 0 para

N3o é dificil ver que a anica

1 < x < 2. Uma tabela com valores inteiros de x nos da o seguinte resultado.

0 vy D
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5.1
41

x | r(z) 3+

—5] 7/6 24

—416/5 . e 14 .

—3| 5/4 .

-2 4/3 5 -4 -3 -2 -1 i 2 3 4 5

—1] 3/2 -7

0| 2 “27

21 0 5l

3[1/2 4l

41 2/3 sl

5| 3/4

Os valores acima sugerem que, quando os valores de = ficam grandes em
médulo (tanto positivos quanto negativos), os valores de r(x) ficam cada vez
mais proximos de 1. Isto ocorre porque, para valores grandes de x as constantes

r—2

—2 e —1 tendem a ficar despreziveis, portanto temos que = =~ Z =1,
z—1 T

Por outro lado, a tabela acima deixa de fora o comportamento de r na
parte do dominio em que a funcdo assume valores negativos e, sobretudo, nos
proximos de z = 1. E sempre importante entender o comportamento de uma
funcdo na proximidade do ponto em que ela ndo esta definida (como é o caso),
ou em que é descontinua.

10
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10 +
gl
x r(z) 61 .
0,5 3 al .
0,6 3,5 51 ‘
0’7 4’333 0 t t t t t t t t t
0,8 6 02 04 06 08 10 12 1416 18
0,9 11 27 .
1,11-9 —4T }
1,2 —4 -6+
1,3 —2,333... —gl
1,4|—1,5 10l ’
1,5 | —1

Percebemos que, quando z se aproxima de 1, os valores de r(x) ficam cada
vez maiores em moédulo (positivos d esquerda e negativos a direita de 1). Isto
ocorre porque estamos calculando o resultado de divisdes cujos divisores sdo
nimeros préximos de 0, o que equivale a multiplicar por nimeros grandes (em

médulo).

Esta discussdo &€ uma forma intuitiva de introduzir a nocdo de limite. No

caso, temos
Spri@=tee fipr)=ceo ) = L ) =1

Podemos tracar o seguinte esboco do grafico de 7:

1 vy D
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Em suma, é importante que fique claro para os alunos que uma tabela de
valores sempre fornecera um retrato aproximado do grafico. Por exemplo, no
Exemplo 4, escolhemos compor a tabela com valores com Ax = 0,5, porém
valores com espacamento menor dariam um esboco mais preciso do grafico. Por
isso, o uso de tabelas de valores para a construcdo de graficos sempre deve ser
articulada com a analise qualitativa das propriedades da funcdo. Mesmo assim,
algumas questdes com respeito ao comportamento grafico de funcdes perma-
necerdo em aberto no ensino médio, pois suas respostas demandam métodos e
argumentos do Calculo Infinitesimal.

No caso do Exemplo 4, a escolha dos valores com Ax = 0,5 baseou-se
na constatacdo de que ¢g admite pelo menos um ponto de minimo local no
intervalo | — 1,0[ e pelo menos um ponto de minimo local no intervalo |0, 2|
g(0) = g(2) =0eg(x) < 0Oem ] —1,0[ e em
10,2[). Entretanto, para saber o niimero de pontos de extremo e a localizacdo

(uma vez que g(—1) =

exata em que esses pontos ocorrem, precisariamos recorrer a derivada de g. No
caso do Exemplo 5, a analise algébrica da funcdo, combinada com as tabelas
com valores convenientemente escolhidos, permitiu ter uma ideia intuitiva do

comportamento da funcdo perto de © = 1 e quando x cresce indefinidamente.

12
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8.4 Graficos, Equacoes e Inequacdes

Uma grande dificuldade dos alunos no ensino médio é a resolucdo de inequa-
¢Bes que ndo sejam de 1° grau, tais como as quadraticas e modulares. Mesmo
em casos simples como x2 > 1, muitos alunos tendem a aplicar mecanicamente
a regra de “passar para o outro lado”, chegando a solucdo errénea = > 1. En-
tender o significado geométrico da resolucdo de equacdes e inequacdes pode
ajuda-los a evitar tais erros. Para isso, devemos entender a relacdo entre fun-
cBes, equacdes e inequacdes. Uma equacdo em uma variavel pode ser escrita
como f(x) = 0, para alguma funcdo real f; e, analogamente, uma inequacdo
em uma variavel pode ser escrita como f(z) > 0 ou f(x) > 0, para alguma
funcdo real f.

Assim, no Exemplo 4, temos que

A solucdo da inequacdo z* — 2 — 22% < 0 € o conjunto | — 1,0[ U 0, 2].
A solucdo da inequacdo z* — 2% — 22% < 0 € o conjunto [—1,2].
A solucdo da inequacdo z* — 2% — 22% > 0 € o conjunto | — oo, —1[ U ]2, +0o0] .

A solucdo da inequacdo z* — 23 — 222 > 0 € o conjunto | — oo, —1] U [2, +00].

Suponhamos que queiramos resolver a inequacdo x® — 422 + 3z > 0, para
r € R. Consideremos a funcdo f : R — R, f(z) = 2® — 42® + 3z. Se
fatoramos f, obtemos: f(z) =z (x — 1) (z — 3). Podemos concluir dai que as
raizes de f sdo xy = —1, 2o =0ex3 =3 eque f(z) <Opara0 <z <1ou
x> 3; f(x) >0 parax <0oul <z < 3. Portanto, a solucdo da inequacio
23 — 42* + 3z > 0 & o conjunto [0,1] U [3,+o00[. O grafico da funcdo da uma
interpretacdo geométrica para a solucdo da inequacgio.

2+

—_
N

13
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O
EXEMPLO 7 97 — 1
Consideremos a inequacdo

> 3, para x € R. Uma tentativa des-

cuidada de resolvé-la poderia nos levar a conclusdo de que ela é equivalente a
inequacdo de 1° grau 2x — 1 > 3z — 6, cuja solucdo é x < 5. Entretanto, em
primeiro lugar, é preciso excluir o valor da x = 2 da solucdo da inequacdo. Além
disso, devemos lembrar que = — 2 também assume valores negativos, portanto,
ao multiplicar a inequacdo por este termo, precisamos separar a resolucdo em

dois casos.

e Sexz—2>0, isto &, = > 2, temos
20 — 1
.1'_

>3 <= 20—-1>32—-6 < z<5.
Portanto, os valores que satisfazem a inequacdo neste intervalo sdo aque-
les tais que 2 < = < 5.

e Sexz—2<0,isto &, = < 2, temos
20 — 1
l‘_

>3 «<— 2z —-1<3r—6 < x >5.

Portanto, ndo existem valores que satisfacam a inequac3o neste intervalo.

Ent3o, a solugcdo correta da inequacdo é o conjunto |2, 5.
Esses procedimentos algébricos de resolucdo podem ganhar mais concreteza
para os alunos se acompanhados de uma interpretacdo geométrica. Esta inter-

: 20— 1
pretacdo pode ser dada pelo grafico da funcdo g : R\ {2} — R, g(x) = ’ 5
x —

como ilustra a figura abaixo.

5+
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8.5 Graficos e Dominios

N3o é incomum encontrarmos em livros do ensino médio exercicios cujos
enunciados pedem para “determinar o dominio” de funcbes com expressées al-
gébricas dadas. Como observamos na Unidade 4, uma funcdo é definida por
trés elementos: dominio, contradominio e lei de associacdo. Assim, o dominio
de uma func3o é parte de sua definicdo. Quando dizemos que conhecemos uma
func3o, ent3o seu dominio ja deve ser sabido. Portanto, n3o faz sentido pedir
que se determine o dominio de uma funcdo dada.

Por exemplo, o maior conjunto em que podemos definir uma funcio real de
variavel real com lei de associacdo dada pela expressdo y = /x & o intervalo
[0,4+00]. Isto &, o conjunto [—1,+o00[ ndo pode ser dominio de uma funcédo
com essa lei de associacdo. Porém, nada impede que escolhamos dominios
como [1,4o0[, ou N; e f; : [0,400[—= R, fo : [I,+o00[— Re f3: N = R
serdo funcées diferentes.

Em geral, a intencdo com exercicios deste tipo é pedir que se determine o
maior subconjunto de R possivel que pode ser definido como dominio de uma
funcdo cuja lei de associacdo é estabelecida pela expressdo algébrica dada. Essa
linguagem pode ser um tanto rebuscada para o ensino basico, mas é importante
que os alunos entendam que o dominio de uma funcdo é definido junto com a
funcdo, e ndo algo que se determina posteriormente. Este fato pode ser ilustrado
por problemas em que usamos funcdes para modelar situacdes concretas, pois

nestes casos o dominio escolhido dependera das condicées do problema.

Considere o seguinte problema: Dentre todos os retangulos cujo perimetro
é igual a 1, determinar aquele de maior area. Como o perimetro do retangulo
é fixo, a medida de um dos lados determina a do segundo. Assim, a area do
retangulo depende apenas de um dos lados. Se chamamos a medida deste lado

de x, sua area sera dada por:

S(x):xe—x).

Se olharmos apenas para a expressio algébrica acima, veremos que ela pode
ser definida para = € R. Porém, se consideramos o fato de que queremos definir

a funcdo area, cuja variavel independente é o lado do retangulo, concluiremos

15

UNIDADE 8

[N
EXEMPLO 8

v L



UNIDADE 8 GRAFICOS E DOMINIOS

que, no contexto do nosso problema s6 faz sentido tomar 0 < z < % Assim,
definimos:

0 i i i : %
0O 01 02 03 04 05

Observe que o desenho do grafico deve ser consistente com o dominio da
funcdo. Esta funcdo atinge um maximo absoluto em = = }l. Portanto, a
solucdo do problema é o quadrado de lado 411 .

O : ) . ) -
EXEMPLO 9 Em muitos casos, no ensino basico, abordamos situacées envolvendo gran-

dezas que dependem de varidveis que assumem apenas valores discretos, como
por exemplo: O preco de um lapis é R$ 0,25. Qual é o preco de n lapis? Para

representar esta situacdo por meio de uma funcdo, devemos definir:

p: N — R
n — 0,25n

Neste caso, o grafico de p tera o aspecto abaixo.

25 .

2.0 .

15 R ¢

1.0 .

0.5 .
0 ¢
0

8 9

—~te
N
w
N
)
o
~

Observe que, embora a expressdo algébrica de 0,25n faca sentido para
qualquer valor real da variavel n, definimos p com dominio N (em geral, ndo
compramos % lapis, ou 7 lapis). O aspecto do grafico de uma funcio esta
relacionado com o seu dominio. No caso deste exemplo, como o dominio de p

é N, seu grafico é constituido por pontos isolados, que ndo devem ser ligados.

S
/]
<
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Como o procedimento para esboco de graficos mais apresentado aos alunos no
ensino basico baseia-se na ligacdo ndo criteriosa de pontos, e como em geral
é dada muita énfase em férmulas algébricas para representar funcdes e pouca
reflexdo sobre a natureza de suas varidveis e seus dominios, uma tendéncia

comum entre os alunos é simplesmente ligar esses pontos.

8.6 Graficos e Transformacoes no Plano

Quando ensinamos funcdes trigonométricas no ensino médio, frequente-
mente exploramos os efeitos de parametros reais a, b, ¢, d em familia de curvas

do tipo f(z) = ¢ sen(dx + b) + a. Por exemplo, a Figura 8.1 mostra a com-

paracdo entre as curvas y = sin(z), y = sin(z) + 1 e y = sin (z — 5); e a

Figura 8.2 mostra a comparacdo entre as curvas y = sin(z), y = 2sin(z) e

z

Yy = sin(2).

Figura 8.1: As curvas y = sin(z), y = sin(z) + 1 e y = sin (x — %)

Figura 8.2: As curvas y = sin(x), y = 2sin(x) e y = sin (%)

L7 vy D
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Quando somamos uma constante a funcdo, deslocamos o grafico vertical-
mente; e quando somamos uma constante a variavel independente, deslocamos
o grafico horizontalmente. Quando multiplicamos uma funcdo trigonométrica
por uma constante, dilatamos ou contraimos o grafico verticalmente, isto &,
alteramos a amplitude. Quando multiplicamos a variavel independente de uma
funcdo trigonométrica por uma constante, dilatamos ou contraimos o grafico
horizontalmente, isto é, alteramos a frequéncia e o periodo (de forma inversa-
mente proporcional). Estes efeitos ndo sdo restritos as funcdes trigonométricas
(ou as funcdes periddicas), e podem ser generalizados para fungdes reais quais-
quer (independentemente da funcio ter amplitude, frequéncia ou periodo). De

forma geral, temos que:

e 0s parametros aditivos a e b determinam translacdes horizontais e verticais

nos graficos das funcdes;

e 0s parametros multiplicativos ¢ e d determinam dilatacdes ou contracées

horizontais e verticais nos graficos das funcdes.

N3o é dificil entender o que ocorre quando variamos o pardmetro aditivo a.
Como estamos somando uma mesma constante as ordenadas de cada um dos

pontos pertencentes ao grafico, o resultado é um deslocamento vertical-

e no sentido positivo do eixo (para cima), se o valor do parametro for

positivo;

e no sentido negativo do eixo (para baixo), se o valor do pardmetro for

negativo.

No entanto, pode ser mais dificil interpretar a influéncia do parametro b no
grafico. A soma de uma constante positiva a variavel independente da funcio
(dentro dos parénteses) acarreta em um movimento para a esquerda, e ndo
para a direita como poderia ser inicialmente esperado pelos alunos. Neste caso,
justamente porque definimos uma nova funcdo somando b unidades a variavel
x, para que um elemento do dominio desta nova funcdo tenha a mesma imagem
que um elemento do dominio da funcdo original, este deve ser subtraido de b
unidades. Isto provoca um deslocamento horizontal do grafico:

A
" L 18
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e no sentido positivo do eixo (para a direita), se o valor do parametro for

negativo;

e no sentido negativo do eixo (para a esquerda), se o valor do parametro

for positivo.

Uma tabela com valores convenientemente escolhidos pode ajudar a en-
tender estes efeitos. Por exemplo, considere as funcdes f,f; : R — R,
— — _ T 1 -

f(xz) = sen(z) e fi(z) = sen (x—Z). Observe na tabela abaixo a rela
¢do entre os valores da variavel x, de x — 7 e de fi(x). Compare esses valores

com as curvas mostradas na Figura 8.1.

v—51| x| fi(z)
0 0 0
e [
7 %” 0
A
2 %T’T 0

De forma semelhante, multiplicar a func3o por ¢ corresponde a multiplicar
por uma constante positiva as ordenadas de cada um dos pontos pertencentes
ao grafico. O resultado & uma dilatacdo vertical. Se o pardmetro tiver valor
negativo, além da dilatacdo, o grafico sofre também uma reflexdo em relacdo

ao eixo horizontal. Assim, temos:

e um esticamento vertical se o valor do parametro for maior que 1;
e um encolhimento vertical se o valor do pardmetro estiver entre 0 e 1;

e um esticamento vertical composto com reflexdo em relacdo ao eixo hori-

zontal se o valor do parametro for menor que —1;

e um encolhimento vertical composto com uma reflexdo em relacdo ao eixo

horizontal se o valor do pardmetro estiver entre —1 e 0.

Resta entender o efeito do parametro d. Como definimos uma nova funcéo
multiplicando a variavel dependente por uma constante d, para que um elemento

do dominio da nova funcdo tenha a mesma imagem que um elemento do dominio

19 N .
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da funcdo original, este deve ser dividido por d. Isto provoca uma dilatacdo
horizontal do grafico, que serd composta com uma reflexdo em relacdo ao eixo

vertical, se o pardmetro tiver valor negativo. Sintetizando,

e um encolhimento horizontal se o valor do pardmetro for maior que 1;
e um esticamento horizontal se o valor do pardmetro estiver entre 0 e 1;

e um encolhimento horizontal composto com uma reflexdo em relacdo ao

eixo vertical se o valor do pardmetro for menor que —1;

e um esticamento composto com uma reflexdo em relacdo ao eixo vertical

se o valor do parametro estiver entre —1 e 0.

Como no caso das translac@es horizontais, uma tabela pode ajudar a enten-

der o efeito de uma dilatacdo horizontal. Considere as funcdes f, fo : R — R,

f(xz) = sen(z) e fo(z) = sen (£). A tabela abaixo relaciona os valores da

varidvel z, de L z e de f(z). Compare esses valores com as curvas mostradas

na Figura 8.2.
%x x|y
0 0 0
5 T
™ (27| O
37” 3w | —1
2|47 | O

Como j& comentamos, as conclusdes obtidas acima, sobre os efeitos de
translacdes e dilatacBes em graficos de funcdes, sdo gerais, e ndo exclusivas
das funcdes trigonométricas. Escolhemos o exemplo da funcdo seno somente
porque o formato particular de seu grafico facilita a visualizacdo dos efeitos
geomeétricos.

" Para Saber Mais - Translacdes e Vértices de Parabolas - Clique para ler

20



FUNGOEs REAIS E GRAFICOS UNIDADE 8

8.7 Crescimento e Pontos de Extremo

No ensino fundamental e no ensino médio, estamos acostumados a ensinar
a classificacdo de funcdes do primeiro grau como crescentes ou decrescentes
(dependendo do sinal do coeficiente angular); e a determinacdo de méaximos ou
minimos de func¢des do segundo grau (dependendo do sentido da concavidade).
Porém, crescimento e maximos e minimos n3o sdo conceitos restritos a funcdes
polinomiais de primeiro ou segundo graus. Observe suas definicbes gerais, que

também generalizam as definicdes dadas na Unidade 5 para as sequéncias.

Seja f: D CR—R. DEFINICAO 1

(i) f é mond6tona (estritamente) crescente se x1, 25 € D,
Ty <xo = f(x1) < f(x2);

(ii) f é mondtona nao decrescente se x1, x5 € D,
r1 <z = f(z1) < f(22);

(iii) f é mondtona (estritamente) decrescente se x1,25 € D,
Ty <xy = f(x1) > f(22);

(iv) f é monétona nao crescente se 1,25 € D,
x1 < Ty = f(x1) > f(x2).

Seja f: D CR— R. DEFINICAO 2
(i) f é limitada superiormente se existe M € R tal que f(x) < M, para
todo x € D;

(ii) f é limitada inferiormente se existe M € R tal que f(x) > M, para
todo z € D;

(iii) xy € D & um ponto de maximo absoluto de f se f(zo) > f(z), para
todo z € D;

(iv) xo € D & um ponto de minimo absoluto de f se f(zy) < f(x), para
todo z € D;

(v) 2o € D é um ponto de maximo local de f se existe r > 0 tal que
f(zo) = f(x), para todo x € DN Jzg — 1,20 + 7[;

21 v L
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(vi) o € D é um ponto de minimo local de f se existe » > 0 tal que
f(zo) < f(z), para todo x € DN |xg — 7,30 + 7]

A fungdo h :] — 1,6] — R, cujo grafico é esbocado abaixo, é definida por

W) 3rx—2a% se <2
|z —4|+1 se z>2

Ent3o, h:

e possui um maximo local em (%, %);
e possui minimos locais em (2,2) e em (4, 1);
e possui um maximo absoluto em (6, 3);

e ndo possui minimos absolutos;

é crescente em |—1,3] e em [4,6];

é decrescente em [3,2] e em |2,4].
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8.8 A Funcao Afim

Uma funcdo f : R — R chama-se afim quando existem constantes
a,b € R tais que f(z) = ax + b para todo = € R.

A fungio identidade f : R — R, definida por f(z) = z para todo x € R,
é afim. Também s3o afins as translacées f: R — R, f(x) = x +b. Sdo ainda
casos particulares de funcdes afins as funcdes lineares, f(r) = ax e as funcdes

constantes f(x) = b.

E possivel, mediante critérios como os que apresentaremos logo a seguir,
saber que uma funcdo f : R — R é afim sem que os coeficientes a e b sejam

fornecidos explicitamente.

O preco a pagar por uma corrida de taxi é dado por uma funcdo afim
f:x v~ axr+ b, em que x é a distancia percorrida (usualmente medida em
quilémetros), o valor inicial b é a chamada bandeirada e o coeficiente a é o

preco de cada quilémetro rodado.

Veremos a seguir que o grafico de uma funcdo afim f: z — ax + b é uma
linha reta. Para isto, basta mostrar que trés pontos quaisquer P, = (1, ax1+b),
Py = (x9,ax2+b) e P3 = (x3,ax3 + b) desse grafico sdo colineares. Para que
isto ocorra, & necessario e suficiente que a maior das trés distancias entre pares
desses pontos seja igual & soma das outras duas (figura 8.3). Ora, podemos
sempre supor que as abscissas 1, x5 € x3 s3o tais que 11 < Ty < x3. A férmula

da distancia entre dois pontos nos da

TN SR ey ey
= (22 — -’Bl)m;

d(P, P3) = (23 — $2)m;
d(Py, Ps) = (z3—x1)V1+a?
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Dai segue-se imediatamente que

d(Py, P3) = d(Py, Py) + d( Pz, Ps).

y}\

(0,b) P,

o
><\f

Figura 8.3: O grafico de uma fun¢do afim é uma reta.

Como consequéncia do que acabamos de apresentar, para que uma funcio
afim f fique inteiramente determinada basta conhecer os valores f(z1) e f(x2)
para x1 # xg. Isto porque o grafico de f é uma linha reta e, como sabemos, uma
reta fica inteiramente determinada quando se conhecem dois de seus pontos.

Do ponto de vista geométrico, b € a ordenada do ponto onde a reta, que
é o grafico da fun¢do f : x — ax + b, intersecta o eixo OY. O namero a
chama-se a inclinagdo, ou coeficiente angular, dessa reta (em relacdo ao eixo
horizontal OX). Quanto maior o valor de a, mais a reta se afasta da posicdo
horizontal. Quando a > 0, o grafico de f & uma reta ascendente (quando se
caminha para a direita) e quando a < 0, a reta é descendente. Note que o
grafico de uma funcdo afim é uma reta ndo vertical, isto é, ndo é paralela ao
eixo QY. Deixamos como exercicio para o leitor verificar a reciproca deste fato.
Ou seja, que se o grafico de uma funcdo é uma reta n3o vertical, entdo a funcéo

é afim.

I5" Na Sala de Aula - Comentarios sobre Terminologia - Clique para ler
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8.9 Exercicios Recomendados

1. Em cada um dos itens a seguir, defina uma funcdo f : D C R — R,
y = f(x), com a a lei de formagdo dada, onde D & o maior subconjunto
possivel de R. Esboce o grafico da funcdo definida.

() y =23+ 22+ (b) y = 2* — 522 + 4;
(c) y==z|zl; (d) y=[2?—1f;

T
(©) v =2 +lol (0)y=——.

2. Resolva as inequacdes a seguir, para x € R, e interprete as solucdes

geometricamente.

(@) (z2-1)2>1,; (b) 28 — 222 — 2 +2>0;

20+ 1

< 3.
r+1

(c)

3. Considere a funcdo h: R — R, h(x) = |22 — 1|. Esboce os graficos de
h e das fun¢des definidas por hy(x) = h(x + 1) — 2, ho(z) = 3h(22) e
hs(z) =Lth(B3z—1) —2.

-2
4. Abaixo, vemos os graficos de duas funcdes, com dominio R, da forma
q(x) = plax 4+ b) + ¢, em que a, b e ¢ sdo constantes reais. Determine,

em cada caso, os valores de a, b e c. Justifique sua resposta.

% vy D
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Quando dobra o percurso em uma corrida de taxi, o custo da nova corrida
é igual ao dobro, maior que o dobro ou menor que o dobro da corrida

original?

A escala NV de temperaturas foi feita com base nas temperaturas maxima
e minima em Nova Iguacu. A correspondéncia com a escala Celsius é a

seguinte:

°N | °C
0|18
100 | 43

Em que temperatura ferve a agua na escala NV 7

Mostre que uma funcdo afim f : R — R fica inteiramente determinada

quando conhecemos f(z1) e f(x3) para x1 # xs.
Prove que toda reta ndo vertical r é o grafico de uma funcdo afim.

Um garoto brinca de arrumar palitos fazendo uma sequéncia de quadrados

como na figura. Se ele fez n quadrados, quantos palitos utilizou?

As grandezas X e Y sdo inversamente proporcionais. Se X sofre um

acréscimo de 25% qual o decréscimo percentual sofrido por Y ?

Os termos ay, as, . . ., a, de uma P.A. sdo os valores f(1), f(2),..., f(n)

de uma funcdo afim.

(a) Mostre que cada a; é igual a area de um trapézio delimitado pelo

grafico de f, pelo eixo OX e pelas retas verticais de equacées

—F_ 4 — 541
T =1 2e:r—z—l—2.
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XV

(b) Mostre que a soma S = a; +as+- -+ a, é igual a area do trapézio
delimitado pelo grafico de f, pelo eixo OX e pelas retas verticais

1 — 1
x—Qex—n-i—Q.

—_ a1ta
(c) Conclua que S = “5*n,

8.10 Exercicios Suplementares

1. Determine todos os maximos e minimos locais e absolutos das seguintes
funcdes:

(a) f:R—=R, f(x):lai_l

(b) f:[-12[=R, f(z)= |zl

() f1-11 =R, f(x)Z{

z+1 se x<0
z—1 se x>0

3z se x <1
2?2 —6x+8 se x<1

(d) F:00,4] = R, f($)={

3z se r<5H
22 —6x+8 se x <4

(e) f:[0,5] =R, f(l‘)Z{

2. Considere a funcdo g : [0,5] — R definida por:

() 4z —x2, se £ <3
x:
g r—2, se r2=3

Determine as solucdes de:

25 vy D
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(d) g(z) = 4 (e) g(x) <3 (¢) g(x) =3

3. Sejam f: R — R e g: R — R. Determine se as afirmacdes abaixo sdo

verdadeiras ou falsas, justificando suas respostas.

(a) Se f élimitada superiormente, entdo f tem pelo menos um maximo

absoluto:

(b) Se f é limitada superiormente, entdo f tem pelo menos um maximo

local;

(c) Se f tem um maximo local, entdo f tem um maximo absoluto;

(d) Todo maximo local de f & maximo absoluto;

(e) Todo maximo absoluto de f é maximo local;

(f) Se x & ponto de extremo local de f, entdo & ponto de extremo local
de f?;

(g) Se zo é ponto de extremo local de f?, entdo é ponto de extremo
local de f;

(h) Se f e g sdo crescentes, entdo a composta f o g & uma funcgdo

crescente;
(i) Se f e gsdo crescentes, entdo o produto f-g é uma funcdo crescente;

(j) Se f é crescente em A C R eem B C R, entdo f é crescente em
AUB CR.

4. Mostre que a funcdo inversa de uma funcdo crescente é também uma
funcdo crescente. E a func3o inversa de uma funcdo decrescente é de-

crescente.

5. Seja f : D C R — R. Dizemos que f é uma funcio par se f(z) =
f(—=z), Vo € D. Dizemos que f é uma funcdo impar se f(z) =
—f(=xz), V & € D. Responda as perguntas a seguir, justificando suas
respostas.

(a) Que tipos de simetrias podemos observar em graficos de funcdes
pares e de funcbes impares?

A
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(b) Se f e g sdo funces pares, o que podemos afirmar sobre as funcées
f+gef-g?

(c) Se f e g sdo fungBes impares, o que podemos afirmar sobre as
fungdes f+ge f-g?

(d) Se f é uma funcdo par e g é uma funcdo impar, o que podemos
afirmar sobre as funcées f+ge f-g?

(e) Podemos afirmar que toda fun¢do polinomial de grau par é uma
funcio par?

(f) Podemos afirmar que toda funcdo polinomial de grau impar é uma

funcdo impar?

6. Nesta unidade, afirmamos que ndo faz sentido pedir que se determine o
dominio de uma func3o dada previamente, pois o dominio de uma funcdo
é parte da prépria definicdo (p. 15). Faz sentido pedir que se determine

a imagem de uma funcdo previamente dada? Justifique sua resposta.

7. No Exemplo 10 (p. 22), afirmamos que a funcdo h é decrescente em
]2,4] e crescente em [4,6]. Considerando a Defini¢do 1, vocé vé alguma

contradicdo nessa afirmacio? Justifique sua resposta.

8. Considere f : [-2,3] — R a fun¢&o cujo grafico é dado abaixo. Em cada
um dos itens a seguir, defina uma funcdo h: D C R — R obtida a partir
de f através da operacdo indicada, em dominio D conveniente, e esboce

o grafico da funcdo h definida.

(@) h(z) = [f(2)]
(b) h(x) = f(|z])
(c) h(z) = (f ( )?
(d) h(z) = =—

f()

9. Uma caixa d’agua de 1000 litros tem um furo no fundo por onde escoa
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agua a uma vazdo constante. Ao meio dia de certo dia ela foi cheia e, as

6 da tarde desse dia, sé tinha 850 litros. Quando ficara pela metade?

10. Admita que 3 operarios, trabalhando 8 horas por dia, construam um muro

de 36 metros em 5 dias.

(a) Quantos dias sdo necessarios para que uma equipe de 5 operarios,

trabalhando 6 horas por dia, construa um muro de 15 metros?

(b) Que hipéteses foram implicitamente utilizadas na solucdo do item

anterior?

(c) Dentro dessas mesmas hip6teses, exprima o namero D de dias ne-
cessarios a construcdo de um muro em funcdo do namero N de
operarios, do comprimento C' do muro e do nimero H de horas
trabalhadas por dia.

30
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8.11 Textos Complementares

TranslacGes e Vértices de Parabolas Para Saber Mais
Uma aplicacdo interessante de translacdes de graficos é a obtencdo das

féormulas das coordenadas do vértice de uma parabola. Primeiro, devemos es-

crever uma parabola iy = a2? + bz + ¢, qualquer, na chamada forma canénica,

completando quadrados:

y=az’+bzr+c
(Bes)
=a (T +—-2+ | +cC
a

5 b v? b?
=a :v—l—ax-i-— —-——+c

4a? 4a
N b 2_|_4ac—b2
=al|lz+— -
2a 4a
Portanto,
y=a (z— :UO)2 + % (8.1)
b 4dac — b? A
emque: Tg=——eyYyg=———=——.

Estas sdo as conhecidas férr?wlas das c%ordenadas do vértice de uma pa-
rabola. Pelo que ja estudamos de translacdes, sabemos que a parabola 8.1 é
dada pela translacdo de y = a 22, de xy unidades na horizontal e y, unidades
na vertical. Assim, podemos deduzir a seguinte propriedade: qualquer parabola
é dada por uma translacio de uma parabola com mesmo valor de a e vértice
na origem. Decorre ainda desta propriedade que quaisquer duas pardbolas com
mesmo valor de a sdo congruentes, isto €, uma qualquer uma delas pode ser ob-
tida a partir da outra por meio de uma translacdo. Da forma canénica, podemos
deduzir também outras propriedades importantes das parabolas, como a exis-
téncia do eixo de simetria vertical e a prépria férmula das raizes. Retornaremos

a este assunto na Unidade 9.

J
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Na Sala de Aula
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Tratamento da Informacao

Nos altimos anos, tém recebido grande énfase na escola os diferentes tipos
de graficos (tais como graficos de setores, de barras, de linhas) usados para
organizar informacées numéricas e largamente difundidos em veiculos de comu-
nicacdo de massa. A interpretacdo desses graficos é certamente um objetivo
importante para o ensino basico. Entretanto, também & importante que fique
claro para os estudantes que, neste contexto, a palavra gréfico é usada em um
sentido diferente (e mais geral) que graficos de fungdes. Nem todos os tipos de
graficos usados para representar informacées numéricas podem ser interpretados

como graficos de funcdes.

D
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Propriedades Particulares e Gerais Na Sala de Aula
No comeco desta unidade, comentamos que as vezes alunos do ensino basico

generalizam indevidamente propriedades particulares e particularizam indevida-

mente propriedades gerais. Por exemplo, maximos e minimos sdo conceitos que

se aplicam a funcdes reais em geral, e ndo somente a funcdes quadraticas. Po-

b

rém, as férmulas para determina-los z, = —— e y, = 1 (conhecidas como
coordenadas do vértice) s6 se aplicam a paréb%las. ¢

Considerar a existéncia de maximos e minimos como particularidades de
parabolas é uma particularizacdo indevida de uma propriedade geral, mas aplicar

as férmulas acima é uma generalizacdo indevida de uma propriedade particular.

D
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Na Sala de Aula

R

%

>
»

Comentarios sobre Terminologia

1. Se a funcdo afim f é dada por f(x) = ax + b, ndo é adequado chamar o

nimero a de coeficiente angular da funcdo f. O nome mais apropriado,
que usamos, é taxa de variacio (ou taxa de crescimento). Em primeiro
lugar ndo ha, na maioria dos casos, angulo algum no problema estudado.
Em segundo lugar, mesmo considerando o grafico de f, o angulo que ele
faz com o eixo horizontal depende das unidades escolhidas para medir as
grandezas z e f(x). Em resumo: tem-se taxa de variagdo de uma fungdo

e coeficiente angular de uma reta.

. A maioria dos nossos textos escolares refere-se a funcdo afim como “funcdo

do primeiro grau”. Essa nomenclatura sugere a pergunta: o que é o grau
de uma funcio? Funcdo ndo tem grau. O que possui grau é um polinémio.
(Quando a # 0, a expressdo f(x) = ax + b & um polindbmio do primeiro
grau.) O mesmo defeito de nomenclatura ocorre também com as fung¢des
quadraticas, que estudaremos no capitulo seguinte. Elas muitas vezes sdo

chamadas, incorretamente, “funcdes do segundo grau”.

D,

34



Referéncias Bibliograficas

[1] Carmo, Manfredo P.; Morgado, Augusto C., Wagner, Eduardo & Pitom-
beira, Jodo Bosco. Trigonometria e Nimeros Complexos. Rio de Janeiro:
SBM, Colecdo Professor de Matematica.

[2] Eves, Howard. An Introduction to the History of Mathematics. New York:
Holt, Rinehart and Winston, 1964. 14, 3

[3] Ferreira, J. A Construcdo dos Nimeros. Rio de Janeiro: SBM, Colecdo
Textos Universitarios, 2010. 2

[4] Figueiredo, Djairo G. Analise | Rio de Janeiro: LTC, 1996. 3

[5] Figueiredo, Djairo G. Nimeros Irracionais e Transcedentes Rio de Janeiro:
SBM, Colec3o Iniciacdo Cientifica.

[6] Halmos, Paul. Naive Set Theory. New York: Springer, 1974.

[7] Hefez, A. Curso de Algebra Volume 1. 4* Edicdo. Rio de Janeiro: IMPA,

Colecdo Matematica Universitaria, 2010. 2

[8] Hefez, Abramo e Fernandez, Cecilia de Souza. Introducdo a Algebra Linear.
Rio de Janeiro: SBM, Colecido PROFMAT, 2012.

[9] Lima, Elon Lages. Coordenadas no Espaco. Rio de Janeiro: SBM, Colecdo
Professor de Matematica.

[10] Lima, Elon Lages. Curso de Analise, Vol. 1. Rio de Janeiro: SBM, Projeto
Euclides, 1976.

[11] Lima, Elon Lages. Logaritmos. Rio de Janeiro: SBM, Colecdo Professor de
Matematica.

[12] Lima, Elon Lages. Meu Professor de Matematica e Outras Histdrias. Rio

de Janeiro: SBM, Colecdo Professor de Matematica. 12

[13] Lima, Elon Lages. Andlise Real, Vol. 1. Rio de Janeiro: IMPA, Colecdo

Matematica Universitaria.

35



FUNCOES LINEARES E AFINS

Sumario

9.1
9.2
9.3
9.4
9.5

A Funcdo Linear . . . .

Caracterizacdo da Funcdo Afim . . ... ... ...

Exercicios Recomendados . . . . ... ... .....

Exercicios Suplementares . . . ... ... ......

Textos Complementares




Dando continuidade a unidade anterior, agora passaremos a aprofundar
nosso estudo sobre fungées lineares e fungées afins. Na Secdo 1, as fungdes lin-
eares s3o apresentadas como modelos matematicos para proporcionalidade. Por
incrivel que possa parecer, esta ligacdo basica entre dois conceitos matematicos
tdo importantes €, na maior parte das vezes, negligenciada nos livros didati-
cos. Os assuntos proporcionalidade e fun¢des lineares sdo, em geral, trata-
dos em capitulos separados, até mesmo em anos distintos, sem que nenhuma
relacdo seja explicitamente apontada. Como ocorre em muitas outras situ-
acGes, a abordagem da noc3o de proporcionalidade representa uma importante
oportunidade para estabelecer relacdes entre diferentes campos da matematica,
como aritmética, geometria e funcdes. A compreens3o inadequada da nocdo
de proporcionalidade pode levar a sua generalizagdo indevida pelos alunos, con-
siderando uma proporcionalidade qualquer situacdo em que o crescimento de
uma grandeza implica no crescimento de uma outra. Por exemplo, n3o é inco-
mum a afirmacdo de que “a area de um quadrado é proporcional ao seu lado”.
E verdade que, quanto maior for o lado de um quadrado, maior sera a sua area;
porém, isto n3o significa que estas grandezas sejam proporcionais. De fato, se
x € RT representa o lado de um quadrado, a area n3o pode ser expressa por

uma fungdo f: RT — R* na forma f(x) = ax, com a € R.

Procure refletir sobre esta questdo ao estudar a primeira secdo da unidade.
Observe como a definicdo de proporcdo enunciada estabelece uma relacdo de
dependéncia funcional entre as grandezas. Certifique-se de entender bem as
provas de que toda funcdo com a propriedade de proporcionalidade direta é da
forma f(z) = ax, e de que toda fungdo com a propriedade de proporcionalidade
inversa é da forma f(z) = % (em que @ = f(1), em ambos os casos). Na
demonstracdo do Teorema Fundamental da Proporcionalidade, atente para a
importancia da hipétese de monotonicidade para a generalizacdo do argumento

no caso em que x € um namero irracional.

Na Secdo 2, também s3o discutidos alguns aspectos importantes e pouco
explorados na escola. Em geral, funcdes afins sdo abordadas simplesmente com
base na sua expressdo algébrica y = ax+0b, mas pouca énfase é dada a caracter-
izacdo fundamental de funcdes afins como aquelas em que acréscimos iguais na
variavel independente implicam em acréscimos iguais na variavel dependente.

Esta caracterizacdo permite que os alunos compreendam mais claramente o
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comportamento qualitativo desta classe de funcdes. Além disso, & muito im-
portante a relagdo entre fungdes afins e progressdes aritméticas, aqui discutida.
Este € mais um exemplo de conceitos que apresentam relacées fundamentais

entre si, mas que s3o apresentados de forma estanque nos livros didaticos.

9.1 A Funcao Linear

A funcio linear, dada pela férmula f(z) = az, € o modelo matematico
para os problemas de proporcionalidade. A proporcionalidade é, provavelmente,
a nocdo matematica mais difundida na cultura de todos os povos e seu uso
universal data de milénios.

Diremos que uma funcdo f : R — R tal que, para quaisquer nameros reais ¢
e x tem-se f(cx) = ¢ f(z), € uma proporcionalidade direta. Se f(cx) = f(x)/ec,
para quaisquer ¢ # 0 e x € R, diremos que f & uma proporcionalidade inversa.

E claro que se f(cx) = c- f(z), para todo c e todo z entdo, escrevendo
a= f(1), tem-se f(c) = f(c-1) =c- f(1) = ca, ou seja, f(c) = ac para todo
¢ € R. Numa notagdo mais adequada, temos f(x) = ax para todo = € R,
mostrando que f & uma func3o linear.

Quanto a proporcionalidade inversa, ela sé tem sentido quando se trata de
grandezas n3o-nulas. Seu modelo matematico € uma funcdo f : R* — R*
(onde R* = R\ {0}) tal que f(cz) = f(x)/c para ¢,x € R* quaisquer. Usando
0 mesmo raciocinio anterior, isto quer dizer que, para todo = € R*, tem-se
f(z) = a/z, onde a constante a & f(1).

Fixaremos nossa aten¢do na proporcionalidade direta, que chamaremos ape-
nas de “proporcionalidade”.

Na pratica, ha situacdes em que a férmula y = ax, que caracteriza a pro-
porcionalidade, é dada explicitamente (ou quase). Por exemplo, se um quilo de
aclcar custa a reais entdo x quilos custam y = ax reais.

Em muitos casos, porém, a constante a de proporcionalidade n3o esta clara
e, as vezes, nem mesmo tem relevancia alguma para o problema. Um exemplo
disso se tem nas aplicacdes do teorema de Tales.

Naquele teorema, tem-se um tridngulo ABC' e uma correspondéncia que a
cada ponto X do lado AB associa o ponto Y do lado AC tal que XY é paralelo
a BC'. O teorema de Tales assegura que o comprimento y do segmento AY é

3 v L



TEOREMA 1

TEOREMA FUNDAMENTAL

DA PROPORCIONALIDADE
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proporcional ao comprimento x de AX. Mas que importancia tem a constante
de proporcionalidade a = y/x 7 Por acaso, tem-se a = sen B/ sen C' mas este

valor n3o significa muito no caso.

A

Béx/ -Y\-C

Figura 9.1: O Teorema de Tales.

Este exemplo chama a atenc3o para o fato de que nos problemas relativos a
proporcionalidade o que importa muitas vezes é saber apenas que se y = f(z)
ey = f(a') entdo ' /2’ = y/x € constante.

Quando a correspondéncia = — y, ' — Yy’ & uma proporcionalidade, a
igualdade y'/x’ = y/x permite que se determine um desses quatro nameros
quando se conhecem os outros trés. Nisto consiste a tradicional “regra de trés".

Mas ha uma questdo preliminar que é a seguinte: como vamos ter certeza
de que a correspondéncia x — y € uma proporcionalidade? Precisamos que se
tenha f(cx) = c¢f(x) para todos os valores reais de ¢ e z. Em particular, para
todo c. lIsto é facil de verificar quando ¢ €& inteiro. E nos outros casos? E se
c for irracional? Felizmente basta que se saiba que f(nz) = nf(z) para todo
x € R e todo n inteiro, desde que se suponha que f é monétona (o que é facil
de constatar na pratica).

O teorema abaixo é a chave para determinar, em todas as situacées, se uma

dada funcdo é ou ndo linear.

Seja f : R — R uma fungdo crescente. As seguintes afirmacdes sdo
equivalentes:
(1) f(nz) =nf(x) para todo n € Z e todo = € R;
(2) Pondo a = f(1), tem-se f(z) = ax para todo = € R;
(3) f(z+y) = f(x) + f(y) para quaisquer z,y € R.
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Provaremos as implicagdes (1) = (2), (2) = (3) e (3) = (1). A fim

demostrar que (1) = (2), provemos inicialmente que, para todo namero racional
r = m/n, a hipétese (1) acarreta que f(rxz) = rf(z), seja qual for z € R.
Com efeito, tem-se

n- f(re) = fore) = f(mz) =m- f(z),

logo
f(re) = = f(a) =7 f(2).

Seja a = f(1). Como f(0) = f(0-0) =0- f(0) = 0, a monotonicidade
de f nos da a = f(1) > f(0) = 0. Assim, a & positivo. Além disso, temos
f(ry=f(r-1)=r-f(1)=r-a=ar, para todo r € Q.

Mostremos agora que se tem f(x) = ax para todo z € R. Vamos usar aqui
a densidade de Q em R.

Suponha, por absurdo, que exista algum namero irracional = tal que f(z) #
ax. Para fixar ideias, admitamos f(x) < ax. (O caso f(x) > ax seria tratado
de modo analogo.) Temos

=)

a

<.

Tomemos um namero racional r (aqui usamos a densidade de Q en R) tal que

M <r<uc.
a
Entdo f(z) < ar < az, ou seja, f(x) < f(r) < ax. Mas isto & absurdo, pois
f & crescente logo, como r < x, deveriamos ter f(r) < f(x). Esta contradigdo
completa a prova de que (1) = (2). As implicagdes (2) = (3) e (3) = (1) sdo

Sbvias.

Em algumas situa¢des, o Teorema Fundamental da Proporcionalidade pre-
cisa ser aplicado a grandezas (como area ou massa, por exemplo) cujas medidas
s30 expressas apenas por ndmeros reais positivos. Entdo temos uma funcdo
crescente f : RT — R*. Neste caso, as afirmacées do Teorema leem-se assim:

(17) f(nx) =n- f(x), para todo n € N e todo z € RT;

(27) Pondo a = f(1), tem-se f(z) = ax, para todo = € RY;

(3%) fx +y) = f(x) + f(y), para quaisquer z,y € R*.

UNIDADE 9
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Neste novo contexto, o Teorema Fundamental da Proporcionalidade con-
tinua valido, isto &, as afirmagdes (17), (27) e (3") sdo ainda equivalentes.
Isto se mostra introduzindo a fungdo F': R — R, onde F'(0) =0, F(z) = f(z)
e F(—x) = —f(x) para todo = > 0. Cada uma das afirmagdes (17), (27) e
(3%) para f equivale a uma das afirmag¢des (1), (2) e (3) para F.

Deve-se observar que a funcio f do teorema acima sendo crescente, tem-se
a = f(1) > 0. No caso de se supor f decrescente vale um resultado analogo,
com a < 0.

A importancia deste teorema estad no seguinte fato: se queremos saber se

f R — R & uma func¢do linear basta verificar duas coisas.

Primeira: f deve ser crescente ou decrescente. (Estamos deixando de lado
o caso trivial de f ser identicamente nula.)

Segunda: f(nz) = nf(x) para todo z € R e todo n € Z. No caso de
f Rt — RT, basta verificar esta altima condicdo para n € N.

Se investirmos a quantia x, digamos numa caderneta de poupanca, depois
de um ano teremos um capital f(x). Evidentemente, f é uma fungdo cres-
cente de x: quanto mais se aplica mais se recebe no final. Além disso, tem-se
f(nz) = nf(x) paratodon € N e todo z. De fato, esta igualdade significa que
tanto faz abrir uma caderneta de poupanca com o capital inicial ' = nax como
abrir (no mesmo dia) n cadernetas, cada uma com o valor inicial z. O Teorema
Fundamental nos permite concluir que f(x) & proporcional a x. Mais precisa-
mente, se a aplicacdo de 1 real der, no final de um ano, um valor de resgate
igual a a, entdo o capital inicial de x reais se transformara em f(z) = az no
final de um ano. (N&o confundir este exemplo com o crescimento do capital em
funcdo do tempo. Este ndo é proporcional e seré tratado quando estudarmos a

fungdo exponencial.)

I Para Saber Mais - Teorema Fundamental da Proporcionalidade X Con-

tinuidade - Clique para ler



FUNGOES LINEARES E AFINS UNIDADE 9

9.2 Caracterizacao da Funcao Afim

Como saber se, numa determinada situacdo, o modelo matematico a ser
adotado é uma funcdo afim?

No caso da tarifa do taxi ndo ha problema. Tem-se f(z) = ax + b onde x
é a distancia percorrida, f(x) é o prego a pagar, b é a bandeirada e a é a taxa
por quildmetro rodado. Mas nem todo problema é assim t3o explicito.

Vejamos um caso diferente.

E.W. observou, numa sapataria, que o vendedor determinava o nimero do
sapato do cliente medindo seu pé com uma escala na qual, em vez de centimet-
ros, estavam marcados os nameros ...36,37,38,.... O fato mais importante
que ele percebeu foi que esses niimeros estavam igualmente espacados, isto &, a
distancia de cada um deles para o seguinte era constante. Isto queria dizer que
a acréscimos iguais no tamanho do pé corresponderiam acréscimos iguais no
namero do sapato. Dito de outro modo: se um certo pé precisar de crescer h
centimetros para passar de tamanho 33 para 34, precisara de crescer os mesmos
h centimetros para passar de 38 para 39. Isto |he deu a certeza de que a funcdo
que faz corresponder a cada comprimento = de um pé o nimero f(x) do sapato
adequado é uma fun¢do afim: f(x) = az + b. (Vide teorema a seguir.)

E.W. sabia que, para determinar os coeficientes a, b da fun¢do afim, bastava
conhecer y; = f(z1) e yo = f(x2) para dois valores diferentes quaisquer x; e xs.

Ele atravessou a rua. Do outro lado havia uma papelaria, onde comprou
uma régua. Voltou a sapataria e pediu emprestada a escala do vendedor. Como
sua régua media até milimetros enquanto a escala s6 marcava pontos e meios
pontos, escolheu dois valores x1 # x5 tais que os nimeros de sapato correspon-
dentes, y; = f(z1) e y2 = f(x2), assinalados na escala, fossem inteiros. Tomou
x1 = 20,29 = 28 e viu que f(z1) = 32, f(z2) = 42. A partir dai, calculou os

coeficientes a = (y; — y2)/(x1 — 22) € b = y; — axy chegando a férmula

_5x+28

fla) =222,

que da o niamero do sapato de uma pessoa em funcdo do comprimento do seu
pé em centimetros. Para chegar a sua férmula, E.W. fez uso do seguinte

! v L
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TEOREMA 2 Seja f : R — R uma fungdo mondétona injetiva. Se o valor do acréscimo
f(z 4+ h) — f(z) = ¢(h) depender apenas de h, mas ndo de z, entdo f & uma

funcio afim.

A demonstracdo deste teorema, que faremos agora, € uma aplicacdo do
Teorema Fundamental da Proporcionalidade. Para fixar ideias, suporemos que
a fungdo f seja crescente. Entdo ¢ : R — R também é crescente, com

©(0) = 0. Além disso, para quaisquer h, k € R temos

oh+k)=flx+h+k)— f(x)
f(lx+k)+h)— flx+k)+ flx+k)— f(z)
w(h) + o(k).

Logo, pelo Teorema Fundamental da Proporcionalidade, pondo-se a = ¢(1),
tem-se p(h) = a-h para todo h € R. Isto quer dizer que f(z+h)— f(x) = ah.

Chamando f(0) de b, resulta f(h) = ah + b, ou seja, f(z) = ax + b, para
todo x € R.

Observacdo. A reciproca do teorema acima é ébvia. Se f(z) = ax + b entdo
f(z 4+ h) — f(x) = ah ndo depende de x. A hipétese de que f(z + h) — f(x)
ndo depende de x as vezes se exprime dizendo que “a acréscimos iguais de
x correspondem acréscimos iguais para f(z)". Outra maneira de exprimir esta
hipétese consiste em dizer que os acréscimos sofridos por f(x) sdo proporcionais

aos acréscimos dados a .

Existe uma conex3o interessante entre funcdes afins e progressdes aritméti-
cas, analoga a que veremos mais tarde entre fun¢des exponenciais e progressoes
geométricas.

Uma progressdo aritmética pode ser vista geometricamente como uma se-
quéncia (finita ou infinita) de pontos z1, s, ..., x;, ... igualmente espagados

na reta. Isto quer dizer que a razdo h = x; .1 — x; ndo depende de i:
h=xy—r1 =03 —@y=""=Tiy1 —T; ="+ .

Se f : R — R é uma fun¢do afim, digamos f(z) = ax + b, e x1, 29, ...,
x;,... € uma progressdo aritmética, entdo os pontos y; = f(z;),i = 1,2,...

S
%
<

oo
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também est3o igualmente espacados, isto &, formam uma progressio aritmética

cuja razdo é
Yir1 — Yi = (azip1 +b) — (az; +b) = a(zi41 — ;) = ah.

Assim, se tivermos uma reta ndo-vertical (grafico de uma fun¢do afim) em

R e tomarmos sobre ela os pontos

<17y1)v <2ay2>, ceey (Z',yi), ..

cujas abscissas sdo os nameros naturais 1,2, ... 4, ..., as ordenadas y1, 1o, . . .,
Y;, . . . desses pontos formam uma progress3o aritmética.

Reciprocamente, se uma funcdo monétona f : R — R transforma qual-
quer progressdo aritmética xq, xs,...,T;, ... huma progressao aritmética y; =
f(z1),y2 = f(x2),...,y: = f(x;),... entdo f & uma fungdo afim.

Com efeito, neste caso a nova fungdo g : R — R, definida por g(z) = f(z)—
f(0), transforma qualquer progressdo aritmética noutra progressdo aritmética,
e tem a propriedade g(0) = 0. Mostremos que ¢ é linear.

Para todo x € R, os niimeros —xz, 0, z formam uma progressdo aritmética,
logo 0 mesmo ocorre com os nameros g(—x), 0, g(z). Por conseguinte, g(—x) =
—g().

Em seguida, consideremos x € R e n € N. Entdo os nameros 0, x, 2z, . ..,
na formam uma progressdo aritmética, o mesmo se dando com suas imagens
por g : 0,9(z),9(2x),...,9(nx). A razdo desta progressdo pode ser obtida
tomando a diferenca entre o segundo e o primeiro termo, logo esta razdo é g(z).
Segue-se entdo que g(nx) = n - g(x). Finalmente, se n € um inteiro negativo,
temos —n € N, logo g(nz) = —g(—nx) = —(—n-g(x)) = n-g(z). Assim, vale
g(nx) = ng(x), para todo n € Z e todo x € R. Pelo Teorema Fundamental
da Proporcionalidade, segue-se que ¢ é linear: g(z) = ax, portanto, pondo
f(0) = b, temos f(z) = g(z) + f(0) = azx + b, para todo z € R, como
queriamos demonstrar.

I=5" Para Saber Mais - Funcdes Poligonais - Clique para ler
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9.3 Exercicios Recomendados

1. Pessoas apressadas podem diminuir o tempo gasto em uma escada rolante

subindo alguns degraus da escada no percurso. Para uma certa escada,
observa-se que uma pessoa gasta 30 segundos na escada quando sobe 5
degraus e 20 segundos quando sobe 10 degraus. Quantos sdo os degraus

da escada e qual o tempo normalmente gasto no percurso?

. Augusto, certo dia, fez compras em 5 lojas. Em cada loja, gastou metade

do que possuia e pagou, na saida, R$ 2,00 de estacionamento. Se apés
toda essa atividade ainda ficou com R$ 20,00, que quantia ele tinha

inicialmente?

. Seguindo as ideias de E.W., construa uma régua para medir nimeros de

sapatos.

. Estuda-se a implantacdo da chamada “férmula 95". Por essa férmula os

trabalhadores teriam direito a aposentadoria quando a soma da idade com
o namero de anos de servico atingisse 95. Adotada essa férmula, quem
comecasse a trabalhar com 25 anos, com que idade se aposentaria?

. Em uma escola ha duas provas mensais, a primeira com peso 2 e a segunda

com peso 3. Se o aluno n3o alcancar média 7 nessas provas, fara prova
final. Sua média final serd entdo a média entre a nota da prova final, com
peso 2 e a média das provas mensais, com peso 3. Jodo obteve 4 e 6 nas
provas mensais. Se a média final para aprovacdo é 5, quanto ele precisa
obter na prova final para ser aprovado?

. Arnaldo da a Beatriz tantos reais quanto Beatriz possui e da a Carlos

tantos reais quanto Carlos possui. Em seguida, Beatriz da a Arnaldo e
a Carlos tantos reais quanto cada um possui. Finalmente, Carlos faz o
mesmo. Terminam todos com R$ 16,00 cada. Quanto cada um possuia

no inicio?

10
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9.4 Exercicios Suplementares

1. Dado o grafico da funcdo f, abaixo, obtenha, em cada caso, o grafico da

funcdo ¢ tal que

(a) g(z) = f(z) -1 Ya

(b) g(x) = fz—1)

(©) gla) = f(~a) f

() o(x) = 2f(2) [

(e) g(z) = f(2x); \

(f) gx) = ()] - : 3
(&) 9(x) = £(|a); L \/

(h) g(z) = max{f(z); 0}.

2. Determine os valores reais de = que satisfazem a

(@) 2z+3—-(z—1)<z+1;

(b) 2z4+3—(xz—1)<z+5;

(c) min{z +1;5 — 2} > 2z — 3;

(d) min{z + 1;5 — 2} < 2z;

(e) min{2z — 1,6 — z} = x;

f) 2lz+1] -1 —2| <z +2

(g) 2z +3)(1—2)= 22+ 3)(z—2);
(h) [z4+1—|z—1]| <2z -1.

3. Um supermercado esta fazendo uma promog¢éo na venda de salsichas: um
desconto de 10% é dado nas compras de 3 quilos ou mais. Sabendo que
o preco do quilo de salsicha & de R$ 4,00, pede-se:

(a) o grafico do total pago em fungdo da quantidade comprada;

i vy D
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(b) o grafico do preco médio por quilo em funcdo da quantidade com-

prada;

(c) a determinagdo de quais consumidores poderiam ter comprado mais
salsicha pagando o mesmo preco;

(d) a determinagdo de quantos quilos foram comprados por um consum-
idor que pagou R$ 15,00.

4. Dadas as progressdes aritméticas
(al,ag,...,an,...) € (bl,bg,...,bn,...),

mostre que existe uma, e somente uma, funcdo afim f : R — R tal que
f(al) = bl, f(CLg) = bg, 000 ,f(an) = bn, Ce

5. Defina uma fun¢do f : R — R pondo f(x) = 2x se z é racional e
f(z) = 3z se x & irracional. Mostre que se tem f(nz) = nf(z) para

todon € Z e todo x € R mas f n&o é linear.
6. Prove que a fungdo f : R — R, definida por f(z) = 7z + sen(27z), é
crescente e, para todo z € R fixado, transforma a progressdo aritmética

x,r+1,x+2,... numa progressio aritmética. Entretanto, f n3o é afim.
Por que isto n3o contradiz o fato provado no final da Secio 27

12
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9.5 Textos Complementares

Teorema Fundamental da Proporcionalidade X Continuidade Para Saber Mais
No enunciado que demos para o Teorema Fundamental da Proporcionali-
dade, fizemos a hipétese de que a fungdo f fosse crescente (ou decrescente,
seria 0 mesmo). Outra hipétese possivel para o teorema - e equivalente, neste
caso, a monotonicidade - seria de que a fungdo f fosse continua. Note-se
que, na demonstracdo, a monotonicidade foi usada apenas para provar que se
f(r) = ar para todo r racional entdo f(z) = ax para todo x real. Esta
conclusdo é imediata quando f é continua, pois todo nimero real x é limite
de uma sequéncia de nameros racionais 7,, logo a continuidade de f nos da
f(z) =lim f(r,) = limar, = ax. A razdo pela qual optamos em usar mono-
tonicidade, em vez da continuidade para f & que este Gltimo conceito ndo é
usualmente tratado no segundo grau, enquanto “crescente” e “decrescente” sdo

nocdes bem mais elementares, que ndo dependem da ideia de limite.

D

13 vy D



UNIDADE 9 TEXTOS COMPLEMENTARES

Para Saber Mais

Funcdes Poligonais

As fungdes poligonais surgem naturalmente, tanto na vida cotidiana (im-
posto de renda como funcdo da renda liquida, preco de uma mercadoria que
oferece descontos crescentes quando aumenta a quantidade comprada) como
em diversas areas da Matematica (Analise, Calculo Numérico, Equagdes Difer-
enciais, Topologia).

Diz-se que f : R — R é uma fungdo poligonal quando existem t, < t; <

- < t, tais que, para x < tg, para x > t, e em cada um dos intervalos

[ti—1,ti], f coincide com uma fung¢do afim f;. (Para evitar descontinuidades,
exige-se que f;(t;) = fi_1(t;—1).) Equivalentemente, podemos dizer que uma
funcdo f : R — R é poligonal quando seu grafico € uma linha poligonal.

O protétipo de funcio poligonal é uma funcido f : R — R, definida por
f(z) = |z|. Ou entdo f(x) = |x — ¢|, para algum ¢ € R.

N

Figura 9.2: Func¢des poligonais.

Outros exemplos sdo dados por expressdes do tipo

f(@) =laz+ 8] ou g(x)=|r—al+|z—pl

Estes exemplos nos levam a conjeturar que toda funcdo poligonal pode
ser definida combinando valores absolutos de funcées afins. Esta conjetura é
verdadeira. (Ver exercicios deste capitulo.)

14
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y=Ix]| y=|x-c|

Figura 9.3: As fungdes y = |z| e y = |z — ¢|.

-
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10.1 Introducao

Nesta Unidade, comecamos a aprofundar nossos estudos sobre funcdes qua-
draticas. Na Secdo 2, sdo feitas algumas observacdes de carater geral sobre
essa classe de funcdes.

Para entender bem a observacdo inicial, & importante ter clara a definicdo
de funcdo. Como ja estudamos anteriormente, uma funcdo é definida por trés
elementos fundamentais: dominio, contradominio e lei de correspondéncia. As-
sim, f: X =>Y e f: X — Y’s3o iguais se, e somente se, possuem mesmos
dominio, contradominio e lei de correspondéncia; isto &, se, e s6 se, X = X/,
Y =Y"e f(x) = f'(x), para todo = € X.

Por outro lado, polindmios sdo definidos por seus coeficientes. Assim, dois
polindbmios sdo iguais se, e somente se, seus coeficientes correspondentes sdo
iguais. Poderia entdo acontecer de trinémios do segundo grau diferentes defi-
nirem uma mesma funcdo; porém, na Secdo 2, provaremos que isto ndo ocorre.

Portanto, a funcdo que a cada polinémio ax? + bx + ¢ associa a funcdo
f : R — R definida por f(z) = az* + bz + ¢ € uma bije¢do. O mesmo
argumento ai empregado serve para mostrar que, de forma mais geral, uma
funcdo polinomial f : R — R de grau qualquer n3o pode ser definida por mais
de um polindmio. Isto &, uma funcdo polinomial admite uma Gnica expressdo
polinomial.

A concepcio restrita de funcdo apenas como férmula pode levar os estudan-
tes a considerar erroneamente que expressdes simbélicas diferentes necessaria-
mente definem funcdes diferentes, sem levar em conta dominio, contradominio

e lei de associacdo. Por exemplo,

R\ {1} - R R\ {1} — R
x = 42 x — —iz:‘;ﬁﬁ

s3o a mesma funcdo, expressa de maneiras diferentes.

Esse exemplo chama atencdo para o fato de que a lei de correspondéncia
deve ser estabelecida por meio da verificacdo da igualdade ponto a ponto, e
ndo da simples observacdo formal da expressdo algébrica.

Uma outra observacio feita na segunda secdo diz respeito ao namero de
pontos necessarios para definir uma parabola. Certifique-se de entender clara-
mente a conclusdo obtida:
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Dados trés pontos no plano, (z1,41), (%2, y2) € (x3,y3), x1, T € x3, distintos
dois a dois, existe uma dnica funcdo f : R — R na forma f(z) = a2’ +bz+c,
com a,b,c € R, tal que f(x1) =y, f(z2) =y2 e f(x3) = y3. Tem-se a =0
se, e somente se, os pontos (z1,¥1), (Z2,92) e (x3,y3) sdo colineares (neste

caso, a funcdo f ndo serd quadratica).

Ao ler o Comentario sobre Colinearidade reflita sobre o uso em sala de aula do
critério para verificacdo da colinearidade de trés pontos no plano que se baseia no
calculo de um determinante. O conceito matematico de determinante é muito
mais sofisticado que a nocdo de colinearidade de pontos no plano e, portanto,
sua compreensdo é consideravelmente menos acessivel aos alunos no ensino mé-
dio. Esta compreens3o insuficiente pode levar & mera memorizacdo do critério,
mascarando o que de fato esta sendo feito. Existem outras formas de verificar a
colinearidade (como a simples observacdo da inclina¢do das retas determinadas
pelos pontos em questdo), que ndo sé sdo de mais simples aplicacdo (pois
certamente conduzirio & mesma expressdo algébrica), como também deixam
mais explicita a ideia de colinearidade, possibilitando uma compreensdo mais
abrangente. Assim, o uso desse critério ndo agrega nenhuma vantagem, nem

do ponto de vista pratico, nem do ponto de vista conceitual.

Na Secdo 3, sdo discutidos alguns aspectos interessantes do desenvolvimento
histérico dos métodos de resolucdo das equacbes de segundo grau. Alguns
desses métodos surgiram antes mesmo da disseminacdo da simbologia algébrica,
a partir do trabalho de Francois Viéte. Por exemplo, os problemas de perimetros
e areas tratados pelos gregos, que hoje recairiam em equacdes do segundo grau,
eram resolvidos de forma puramente geométrica. Para os matematicos gregos
a nocdo de resolver um problema desse tipo ndo correspondia a determinar
solucdes numeéricas, e sim a expressar a solucdo por meio de uma construcdo
geométrica. Nessas solucdes geométricas, ndo havia qualquer envolvimento
de nimeros ou de notacBes algébricas, mesmo porque a matematica grega era
quase que puramente retérica. Os métodos de resolucdo dos babildénios também
ndo empregavam a notacdo algébrica, e sim, receitas, como aquela enunciada

no texto.

Outra observacdo importante é o fato de que niimeros complexos, e mesmo
niimeros reais negativos, por muito tempo ndo foram considerados legitima-

mente como nameros. Os nimeros complexos comecaram a ser usados nas

3 v L



resolucdes das equacdes polinomiais do terceiro grau, a principio ndo como
solucbes, mas apenas como simbolos formais que serviam para obtencdo de
solucdes reais positivas, mas que se cancelavam durante o processo. Nio é
verdadeira a observacdo, encontrada em grande parte dos livros didaticos de
matematica, de que os nimeros complexos “foram inventados” para resolver
equacdes do tipo 22 + 1 = 0. Nesses casos, considerava-se simplesmente que a
solucdo n3o existia — ndo havia necessidade de se criar um novo tipo de nimeros
apenas com este objetivo.

A reflexdo sobre obstaculos observados no desenvolvimento histérico da ma-
tematica & importante para a pratica do professor no ensino basico. Esta im-
portancia se deve ao fato de que o desenvolvimento histérico dos conceitos
revela dificuldades que, embora ja superadas, podem ser vivenciadas pelos alu-
nos no processo de aprendizagem. A abordagem pedagdgica ndo deve “imitar”
o desenvolvimento histérico, ou recriar seus obstaculos em sala de aula, mas co-
nhecimento histérico pode ser uma ferramenta importante para o planejamento
da abordagem pedagdgica. Para saber mais sobre esses e outros aspectos his-
toéricos, veja [6].

Na Secdo 4, é apresentada esta forma de expressar trinémios do segundo
grau: f(z) = a (x — x0)* + yo, em que zy = —L ey = # sdo apresen-
tados no ensino médio como “coordenadas do vértice da parabola”. Esta forma
permite determinar diversas propriedades importantes das funcdes quadraticas:

e 0 estudo do nimero de raizes reais e complexas, e a determinacdo dos

valores dessas raizes;
e 0 maximo ou o minimo absoluto;

e 0 eixo de simetria vertical.

Em geral, essas propriedades sdo dadas nas escolas como férmulas sem jus-
tificativa. Entretanto, essas justificativas ndo s3o inacessiveis para alunos do
ensino médio, especialmente se sdo precedidas por exemplos simples, que ficam,
progressivamente, mais sofisticados. Por exemplo, pode-se comecar com os ca-
sos chamados “incompletos” (aqueles em que b = 0 ou ¢ = 0), seguindo-se dos
“trindbmios quadrados perfeitos”. Nestes casos, as raizes podem ser encontradas

apenas com manipulacdes algébricas simples elementares, sem o uso de qualquer
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féormula. Comecar a abordagem por esses casos mais simples, ndo sé possibilita
uma preparacdo gradual para a deducdo da férmula geral, como também enfa-
tiza o conceito de raiz (como um ndmero real xz tal que f(zo) = 0), em relacdo
a utilizacdo da férmula sem significado. Em seguida, podem-se apresentar os
casos em que é necessario ‘completar quadrados” e a deducdo da férmula geral.

A discussdo dessas propriedades, de um ponto de vista grafico, é apro-
fundada na secdo 4. Além disso, essa secdo apresenta alguns aspectos sobre
graficos pouco discutidos no ensino médio, tais como a parabola como lugar
geométrico dos pontos que equidistam de uma reta e de um ponto dados e
a aplicacdo de translacdes no plano a graficos de funcdes. As translacées no
plano aplicadas a parabolas sdo empregadas para a determinacdo de focos e
diretrizes. E importante observar que o efeito desse tipo de transformac3o,
como visto anteriormente na Unidade 7, ndo é uma particularidade de funcdes

quadraticas, e vale para graficos de funcdes em geral.

10.2 Definicao e Preliminares

Uma funcdo f : R — R chama-se quadratica quando existem nimeros reais
a, b, ¢, com a # 0, tais que f(x) = ax® + bz + ¢ para todo z € R.

Comecemos observando que os coeficientes a, b e ¢ da funcio quadratica f
ficam inteiramente determinados pelos valores que essa funcido assume. Noutras
palavras, se ax? + bx + ¢ = a/z® + b'x + ¢ para todo € R, entdo a = o/,
b=bec=".

Com efeito, seja az? + bx + ¢ = a’2* + b'x + ¢ para todo x € R. Tomando
x = 0, obtemos ¢ = ¢’. Daf tem-se az? + bx = a/z'* + V'x para todo = € R.
Em particular, esta igualdade vale para todo = # 0. Neste caso, cancelando «z,
obtemos ax + b = a'x + b’ para todo x # 0. Fazendo primeiro x = 1 e depois
z=—1,vema+b=d +bV e —a+b=—a + ¥, donde concluimos a =b e
a ="V,

A observacdo acima permite que se identifique uma func3o quadratica com
um trinémio do segundo grau. Ha, em principio, uma diferenca sutil entre esses
dois conceitos. Um trinémio do segundo grau é uma expressdo formal do tipo
aX?+bX +c, coma,b,c € R, sendo a # 0. A palavra formal ai significa que
a letra X é apenas um simbolo, sendo X2 um outro modo de escrever X X. Por

5 v L
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definicdo, dois trinémios aX? + bX + c e a’X? + V' X + ¢ sdo iguais quando
a=2ad,b="Vec=. [Em dltima analise, um trindbmio é o mesmo que um
terno ordenado de niimeros reais (a, b, c).]

A cada trindbmio corresponde a funcdo quadratica definida pela regra © —
ar?+bx+c. A observacdo anterior significa que essa correspondéncia (trinémio
) — (funcdo quadratica) é biunivoca. (Pela definicdo de funcdo quadratica, tal
correspondéncia é automaticamente sobrejetiva.)

A partir de agora, identificaremos a funcdo quadratica com o trinémio do

segundo grau a ela associado e nos permitiremos falar da funcdo
f(z) =ax® + bz +c

sempre que ndo houver perigo de confundi-la com o namero real f(x), que é o
valor por ela assumido no ponto .
A fim de que se tenha a = da/, b =1V e ¢ = ¢/, ndo é necessario exigir, como
fizemos acima, que
ar’ +br+c=d2?* +br+¢

para todo x € R. Basta supor que esta igualdade valha para trés valores
distintos de x. Passemos a discutir este assunto.

Suponhamos que as funcdes quadraticas,
fx)=ar®+bx+c e g(x)=dz*>+Vo+,

assumam os mesmos valores f(z1) = g(z1), f(x2) = g(z2) e f(z3) = g(x3)
para trés nameros reais distintos x1, 7o e x3. Escrevendo @ = a — a/, § =
b—V e~y =c—, queremos mostrar que « = § = 7 = 0. Sabemos que
F(1) = g(e1) = 0, f(ws) — glw2) = 0 e f(zs) — glas) = 0. Isto significa que

ar?+ Bz +v=0
axy + frg+v =0 (S)
azi+ frs+v=0.

Subtraindo a primeira equacdo de cada uma das outras, vem

a(zy —23) + Bza — 1) = 0

a3 —z7) + Bz — 1) = 0.
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Como xo —x1 # 0 e x3 — x1 # 0, podemos dividir a primeira destas

equacdes por ro — o1 € a segunda por x3 — x1, obtendo

alx;+xz2)+5=0

O!(.’I?l +LU3)+B: 0.

Subtraindo membro a membro, temos a(x3 — x2) = 0.

Como x3 — xo # 0, resulta dai que @ = 0. Substituindo nas equagdes
anteriores, obtemos sucessivamente § =0e v = 0.

Acabamos de mostrar que se duas funcdes quadraticas assumem os mesmos
valores em trés pontos distintos 1, xo, x3, entdo essas funcdes sio iguais, isto
é, assumem o mesmo valor para qualquer nimero real x.

Examinando o argumento usado, vemos que se tem um sistema (S) de trés
equacdes lineares a trés incognitas «, 3, com os segundos membros iguais
a zero (sistema homogéneo). O que provamos foi que a Gnica solucdo desse
sistema é a solucdo trivial « = f = v = 0. Sabemos que, em geral, quando
um sistema homogéneo s6 admite a solucdo trivial entdo podemos substituir
os zeros dos segundos membros por nameros arbitrarios que sempre teremos
solucdo Gnica. No caso presente, isto é facil de ver diretamente: usando os
mesmos passos seguidos acima, vemos que, dados arbitrariamente os nimeros
reais y1, Y2, 3, €xiste um, e somente um terno ordenado de namero a, b, ¢ tais

que

ax%—l—bxl +c=y,
azxs + bry + ¢ = ys,

am% + brs + ¢ = y3.

Neste sistema, varios habitos tradicionais sdo violados. As incégnitas sdo
a, b, ¢c em vez dos x, y, z de costume. Os coeficientes conhecidos sdo w1,
Ty, T3, T2, x5, 2 e 1, 1, 1. Além disso, as incégnitas estdo escritas antes
dos coeficientes. Mesmo assim, ndo ha maiores dificuldades em resolvé-lo,
adotando, como dissemos, a mesma sequéncia de passos do caso homogéneo.

Estamos especialmente interessados no valor da incégnita a neste sistema.
Ela é

! A 1S
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b 1 {ys—yl B yz—yl}.
T3 — X9 | XT3 — T1 To — X1
Podemos entdo afirmar o seguinte: dados trés nameros reais distintos 1,
X9 , T3 € nameros reais arbitrarios v, , vy, Y3, existe um, e somente um, terno

de nameros a, b, ¢ tais que a funcio
f(z) =ax® + bz +c

cumpre f(z1) = y1, f(72) =y2 e f(x3) = ys.
A funcdo f(z) = az® + bx + ¢, acima obtida, pode n3o ser quadratica, a
menos que nos asseguremos que a # 0. O valor de a acima obtido mostra que

a € zero se, e somente se, vale

Ys—Y1  Y2—Un
T3 — T $2—ZE1.

Se olharmos para os pontos A = (z1,41), B = (22,92) € C = (z3,y3) em
R2, a condicdo acima significa que as retas AC' e AB tém a mesma inclinacéo,

isto &, que os pontos A, B e (' sdo colineares.

ya\

Y3
Y2

Y1

/

0

Figura 10.1: Pontos colineares.

Entdo podemos enunciar:

Sejam x1, x5, x3 trés nimeros reais distintos e v, Y2, Y3 nameros tais que
os pontos A = (z1,y1), B = (z2,y2) e C = (x3,y3) sdo ndo-colineares em R?.
Existe uma, e somente uma, funcdo quadrética f(x) = ax® + bz + c tal que

f(x1) =y1, f(22) =92 e f(x3) = ys.
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10.3 Um Problema Muito Antigo

O estudo das funcdes quadraticas tem sua origem na resolucdo da equacdo
do segundo grau.

Problemas que recaem numa equacdo do segundo grau estdo entre os mais
antigos da Matematica. Em textos cuneiformes, escritos pelos babilénios ha
quase quatro mil anos, encontramos, por exemplo, a questdo de achar dois
nameros, dados sua soma s e seu produto p.

Em termos geométricos, este problema pede que se determinem os lados de
um retangulo conhecendo o semi-perimetro s e a area p.

Os nameros procurados sdo as raizes da equacdo do segundo grau

2> —sx+p=0.

Com efeito, se um dos nimeros é x, o outro € s — x e seu produto é

p=ua(s—2)=sr—2°
logo

2> —sx+p=0.

Observe que se o é uma raiz desta equacdo, isto é, o> — sa + p = 0, entdo

8 = s — « também é raiz, pois

B —sprp=(s—a)P—s(s—a)+p=
=5’ —2sa+0o’—s*+sa+p=
=o’—sa+p=0.

Achar as raizes da equacdo 22 — sz + p = 0 é, também, um conhecimento
milenar. Note-se que, até o fim do século 16, ndo se usava uma férmula para
os valores das raizes, simplesmente porque ndo se representavam por letras os
coeficientes de uma equacdo. Isto comecou a ser feito a partir de Francois
Viete, matematico francés que viveu de 1540 a 1603. Antes disso, o que se

0 A 1S
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tinha era uma receita que ensinava como proceder em exemplos concretos (com
coeficientes numéricos).

A regra para achar dois niameros cuja soma e cujo produto sdo dados era
assim enunciada pelos babilénios:

Eleve ao quadrado a metade da soma, subtraia o produto e extraia a raiz
quadrada da diferenca. Some ao resultado a metade da soma. Isso dard o maior
dos nimeros procurados. Subtraia-o da soma para obter o outro nimero.

Na notacao atual, esta regra fornece as raizes

r= =+ (5)2—19 e s—x=

s s
2 2 2
para a equacdo 22 — sx +p = 0.

Os autores dos textos cuneiformes ndo deixaram registrado o argumento que
os levou a esta conclusdo, mas ha indicios de que pode ter sido algo assim:

Sejam « e 3 os nimeros procurados, digamos com a < 3. Esses niimeros
a e f3 sdo equidistantes da média aritmética 5 = O‘Tw Se conhecermos a
diferenca d = B — (s/2) = (s/2) — « teremos os dois nimeros o = (s/2) — d

e f = (s/2) +d. Mas d é facil de achar, pois

o= (-G - (-

logo
2 SN 2
e r o a5
2) P € 2) ~P
Dai
S S S\ 2
_ 2 g=°_ <_> _
473 2 2) 7P
e

Como os dados s e p do problema eram sempre nimeros positivos, os ba-
bilénios nunca tiveram preocupacdo com eventuais solucdes negativas fornecidas
por sua regra. Mas certamente deviam ocorrer casos em que (s/2)? < p, como
no problema de achar dois nimeros cuja soma e cujo produto sdo ambos iguais
a 2. Isto porém n3o os levou a inventarem os nimeros complexos. Nestes casos,

eles simplesmente diziam que os nameros procurados ndo existiam. O que é

10
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absolutamente correto no Ambito dos niimeros reais.

Observacdao 1. Os niameros complexos s6 vieram a forcar sua admissdo na
Matematica no século 16, com a férmula para as raizes da equacdo do terceiro
grau, que fornecia as raizes reais por meio de uma expressdo contendo raizes

quadradas de nimeros negativos.

Observacdo 2. Se procurarmos dois nimeros cuja soma é 6 e cujo produto
€ 9, encontraremos que esses nimeros sdo 3 e 3. Entdo é um ndmero sé; ndo
sdo dois. Para ndo ter que acrescentar ao enunciado do nosso problema a frase

ou um namero cujo dobro é s e cujo quadrado & p", preferimos seguir o
costume, que se adota em Matematica desde aqueles tempos, segundo o qual a
palavra “dois” as vezes significa “dois ou um”. Quando quisermos garantir que
significa “dois” mesmo, diremos “dois nimeros diferentes”. Mesma observacéo

vale para trés, quatro, etc.

10.4 A Forma Canébnica do Trindbmio

Consideremos o trinémio
9 5 b c
axr —I—bx+c:a[x +—x+—]
a a

As duas primeiras parcelas dentro do colchete sdo as mesmas do desenvolvi-
mento do quadrado (x + %)2 Completando o quadrado, podemos escrever
b 2 ¥ ooc
2 2
ptemalit o Loy B
ar” +bxr +c=alx” + %0 x+4a2 4a2+a

ou
ax2+bx+c—a[(x+i>2+4ac—_b2]
B 2a 4a?2 1’

Esta maneira de escrever o trindbmio do segundo grau (chamada a forma
canbnica) tem algumas consequéncias. Em primeiro lugar, ela conduz imedia-
tamente a férmula que da as raizes da equacdo ax? + bx + ¢ = 0. Com efeito,
sendo a # 0, temos as seguintes equivaléncias:

1 vy D
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b
am2+bx+c:0@(x+2—)2+
a

dac — b? B
4a?
b? — dac

0

A passagem da linha (2) para a linha (3) s6 tem sentido quando o discriminante
A = b* — 4ac

é > 0. Caso tenhamos A < 0, a equivaléncia entre as linhas (1) e (2) significa
que a equacgdo dada ndo possui soluco real, pois o quadrado de =+ (b/2a) néo
pode ser negativo.

O método de completar o quadrado tem aplicacdes noutras questdes mate-
maticas. Independente disso, & instrutivo fazer os alunos praticarem seu uso em
exemplos concretos, para resolverem a equacdo do segundo grau sem aplicar
diretamente a férmula (4).

Da férmula (4) resulta imediatamente que, se o discriminante A = b* —4ac
é positivo, a equacido

ar’ +br+c=0

tem duas raizes reais distintas

a=(=b—VA)/2

B=(=b+VA)/2a,
com « < f3, cuja soma é s = —b/a e cujo produto é
p= (b* — A)/4a* = 4ac/4a* = c/a.

Em particular, a média aritmética das raizes € —b/2a, ou seja, as raizes «
e [ sdo equidistantes do ponto —b/2a.

Quando A = 0, a equacdo dada possui uma Gnica raiz, chamada raiz dupla,
igual a —b/2a.

12
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Suponhamos a > 0. A forma candnica

o= sbrrc=al(os 2+ 558

2a
exibe, no interior dos colchetes, uma soma de duas parcelas. A primeira depende

de x e &€ sempre > 0. A segunda é constante. O menor valor dessa soma é

)

é igual a zero, ou seja, quando x = —b/2a. Neste ponto, f(z) também assume

atingido quando

seu valor minimo. Portanto, quando a > 0, o menor valor assumido por

f(z)=az®+bx+c

f(=b/2a) = c — (b*/4a).

Se a < 0, o valor f(—b/2a) & o maior dos nameros f(z), para qualquer
x e R

Quando a > 0, f(z) = ax?+bx+c ndo assume valor maximo: é uma funcéo
ilimitada superiormente. Analogamente, quando a < 0, f(z) ndo assume valor
minimo: é ilimitada inferiormente.

A forma candnica ainda nos ajuda a responder a seguinte pergunta: Dada
a funcdo quadratica f(z) = az® + bz + ¢, para quais valores z # 2’ tem-se
flx) = f(@)?

Olhando para a forma candnica, vemos que f(x) = f(2') se, e somente se,

(r43) =+ 3)

Como estamos supondo = # 2/, isto significa que

T+ b ——(x—i— b)
2a 2a/’
isto é
:1:+:):'_ b
2 2

Portanto, a funcdo quadratica f(x) = ax? + bx + ¢ assume o mesmo valor
f(z) = f(a') para = # x’ se, e somente se, os pontos z e z’ sdo equidistantes
de —b/2a.

13 vy D
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EXEMPLO 1 O conhecimento do ponto onde uma funcdo quadratica assume seu valor
maximo ou minimo permite obter rapidamente uma resposta para a tradicional
questdo de saber qual o valor maximo do produto de dois niimeros cuja soma
é constante. Neste problema, um nimero s é dado e quer-se achar um par de
nameros x,y, com x + y = s, tais que o produto xy seja o maior possivel. De
T+ 1y = s, tiramos y = s — x, portanto deve-se encontrar o valor de x que
torna maximo o produto z(s — ) = —a? + sx. Esse valor maximo é assumido
quando =z = s/2, logo y = s — x = s/2. Concluimos entdo que o produto
de dois nimeros cuja soma é constante assume seu valor maximo quando esses
nameros sdo iguais. (Note como ficaria complicado o enunciado desta conclusdo
se ndo tivéssemos permitido que a expressdo dois nimeros pudesse significar dois

ndmeros iguais.)

10.5 O Grafico da Funcao Quadratica

Veremos nesta secdo que o grafico de uma funcdo quadratica é uma para-
bola.

Dados um ponto F' e uma reta d que ndo o contém, a pardbola de foco I’
e diretriz d & o conjunto dos pontos do plano que equidistam de F e de d.

A reta perpendicular a diretriz, baixada a partir do foco, chama-se o eixo
da parabola. O ponto da parabola mais préximo da diretriz chama-se o vértice
dessa parabola. Ele é o ponto médio do segmento cujas extremidades sdo o
foco e a intersecdo do eixo com a diretriz.

Lembremos que a distancia de um ponto a uma reta é o comprimento do

segmento perpendicular baixado do ponto sobre a reta.

EXEMPLO 2 O grafico da funcdo quadratica f(x) = 22 é a parabola cujo foco & F =

(0,1/4) e cuja diretriz é a reta horizontal y = —1/4. Com efeito, a distancia
de um ponto qualquer (z,z?) do grafico de f(z) = 2% ao ponto F = (0,1/4)

é igual a

Va2 4 (22 — 1/4)2.

A distancia do mesmo ponto (z,2%) a retay = —1/4 & 2% + 1/4.

14
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eixo

PF=PQ

V
D Q
Figura 10.2: Foco e eixo da parabola.

Ya

(x, x?)

Figura 10.3: O grafico da funcdo quadratica f(z) = z2.

Como se trata de nimeros positivos, para verificarmos a igualdade entre
estas duas distancias, basta ver que seus quadrados sdo iguais. E, como se
verifica facilmente, tem-se de fato,

2+ (2% — 1/4)* = (2 + 1/4)?, para todo z € R.

Se a # 0, o grafico da funcdo quadratica f(z) = ax® é a parabola cujo  ExpymPLO 3

foco é F' = (0,1/4a) e cuja diretriz & a reta horizontal y = —1/4a.
A fim de se convencer deste fato, basta verificar que, para todo = € R, vale
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g
EXEMPLO 4

e
EXEMPLO 5

%
>

E

R

>

a igualdade

(o) = (e )
x ax 1) = ax 1)

onde o primeiro membro é o quadrado da distdncia do ponto genérico P =
(z,az?) do gréafico de f(x) = az? ao foco F = (0,1/4a) e o segundo membro
é o quadrado da distancia do mesmo ponto P a reta y = —1/4a (veja Figura
9.4).

Conforme seja @ > 0 ou a < 0, a parabola y = az? tem sua concavidade

voltada para cima ou para baixo.

Para todo a # 0 e todo m € R, o grafico da funcdo quadratica f(z) =
a(x —m)? & uma parabola cujo foco & o ponto F' = (m,1/4a) e cuja diretriz
é a reta horizontal y = —1/4a (veja Figura 9.5).

Para se chegar a esta conclusdo, tem-se duas opcdes. Ou se verifica que,

para todo x € R, vale a igualdade

(x —m)? + a(x—m)Q—ﬁ]zz [a(m—m)Q—l-%]Q

2 resulta

ou entdo observa-se simplesmente que o grafico de f(z) = a(z —m)
do grafico de g(z) = az? pela translacdo horizontal (z,y) — (z+m,y), a qual

leva o eixo £ = 0 no eixo x = m.

Dados a,m,k € R, com a # 0, o grafico da funcdo quadratica f(x) =

a(z —m)?+ k é a parabola cujo foco & o ponto F' = (m, k+ ﬁ) e cuja diretriz

1
4a”

A afirmac3o acima resulta imediatamente do exemplo anterior, levando em

é a reta horizontal y = k —

conta que o grafico da funcdo quadratica f(z) = a(x — m)? + k & obtido do
grafico de g(z) = a(x—m)? por meio da translacdo vertical (z,y) — (z,y+k),

que levaoeixo OX naretay=kearetay=—1/4danaretay==F% — t.

Segue-se deste altimo exemplo que o grafico de qualquer funcdo quadratica

f(z) =ar* + bz +c

16
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F=(045)
Y, * Va
y: -1
F d 4a
) % %
y=-4& F
a>0 a<o0

Figura 10.4: Os gréficos de f(z) = ax®.

Y

W= aX2
\

Figura 10.5: Transla¢Bes horizontais.

é uma parabola, cuja diretriz é a reta horizontal

_4ac—1)2—1
vy= 4a

e cujo foco é o ponto

F:(_£74ac—b2+1)'
2a 4a

Esta parabola tem sua concavidade voltada para cima se a > 0 ou para baixo
se a < 0.

L7 vy D
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%
>

E

A

>

Ya

F=(mk+ 41—a

Figura 10.6: Os graficos de f(z) = a(x —m)% + k.

Com efeito, a forma candnica do trindbmio
azr® + bz +c
nos da
az® +bx +c=a(x —m)® +k,
onde
m=—b/2a e k= (4ac—b*)/4a.
O ponto do grafico de

f(x)=az®+bx+c

mais préximo da diretriz é aquele de abscissa © = —b/2a. Neste ponto, f(z)
atinge seu valor minimo quando a > 0 e seu valor maximo quando a < 0. Ainda
quando x = —b/2a, o ponto (z, f(x)) é o vértice da parabola que constitui o
grafico de f(xz).

A propriedade, provada no final da secdo anterior, segundo a qual a funcdo
quadratica

f(z) =ax® + bz +c

assume valores iguais f(x) = f(2') se, e somente se, os pontos x e z’ sdo
simétricos em relagdo a —b/2a (ou seja, © + =’ = —b/a) significa que a reta

18
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vertical x = —b/2a & um eixo de simetria do grafico de f; mais precisamente,
é o eixo dessa parabola.

O grafico da funcdo quadratica
f(z) =az® + bz +c

é um elemento de grande importancia para entender o comportamento desta
funcdo. As abscissas «, [ dos pontos onde esse grafico intersecta o eixo OX
s30 as raizes da equacio

az® +br +c=0.

O ponto médio do segmento [«, /3] é a abscissa do vértice da parabola. Se
o grafico esta inteiramente acima, ou inteiramente abaixo do eixo horizontal
OX, a equacdo ndo possui raizes. Se o grafico apenas tangencia o eixo OX,
a equacdo tem uma raiz (Gnica) dupla. Se @ < & < [ entdo f(z) tem sinal
contrério ao sinal de a; se + < a ou z > [, f(z) tem o mesmo sinal de a.

Estas e outras conclusdes resultam imediatamente do exame do grafico.
IA

_ b2+4ac
4a

Figura 10.7: Coordenadas do vértice.
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10.6 Exercicios Recomendados

1. Encontre a funcdo quadratica cujo grafico é dado em cada figura abaixo:

2 2

(5,13) ‘ I(l ,9)
8
('253)

(3.5)

2. Identifique os sinais de a, b e ¢ nas funcdes quadraticas f(z) = ax® +

bx + ¢, cujos graficos sdo dados abaixo:

Y Y 4 YA[

3. Para cada uma das func¢Bes quadraticas abaixo, escreva-a na forma f(z) =
a(x —m)? + k. A seguir, calcule suas raizes (se existirem), o eixo de si-

metria de seu grafico e seu valor minimo ou méaximo.

a) f(z) =2*— 8z + 23,
b) f(z) =8z — 222

4. Encontre a unidade que deve ser usada nos eixos cartesianos de modo
que a parabola abaixo seja o gréfico da funcdo f(x) = 222

20
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5. Encontre os valores minimo e maximo assumidos pela funcdo f(z) =

22 — 4x + 3 em cada um dos intervalos abaixo:
a) [1,4]; b) [6,10].
6. Seja f(z) = ax® 4+ bz + ¢, com a > 0.

a) Mostre que

f<$1-|2-902) > f(xl);f(ﬂﬁz)

b) Mais geralmente, mostre que se 0 < a < 1, entdo
flar: + (1 — a)zz) < af(x) + (1 — a)f(z2).

Interprete geometricamente esta propriedade.

10.7 Exercicios Suplementares

1. Prove que se a, b e ¢ sdo inteiros impares, as raizes de y = ax® + bz + ¢

n30 s3o0 racionais.

2. Uma pessoa possui um gravador de fita de video dotado de um contador
que registra o namero de voltas dadas pelo carretel da direita. A fita, de
6 horas de duragdo, estd parcialmente gravada. O contador indica 1750
ao final do trecho gravado e 1900 ao final da fita. O problema é saber

quanto tempo de gravacdo ainda esta disponivel no final da fita.

a) Explique porque ndo é razoavel supor que o tempo de gravacdo seja

proporcional ao namero de voltas no contador.
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b) Considerando que a fita se enrola em cada carretel segundo circulos
concéntricos igualmente espacados, mostre que o tempo 7'(n) de
gravacdo ap6s n voltas é dado por uma fun¢do da forma 7'(n) =

an® + bn.

c) Medindo o tempo de gravacdo correspondente as primeiras 100, 200,
300 e 400 voltas, foram encontrados os dados abaixo. Estes valores

sdo consistentes com o modelo acima?

Volta | Tempo(s)
100 555
200 1176
300 1863
400 2616

d) Quanto tempo de gravacdo resta na fita?

3. Dado um conjunto de retas do plano, elas determinam um niamero ma-
ximo de regiGes quando estdo na chamada posicdo geral: isto é, elas sdo
concorrentes duas a duas e trés retas nunca tém um ponto comum. Seja

R,, o nlmero maximo de regides determinadas por n retas do plano.

a) Quando se adiciona mais uma reta na posicdo geral a um conjunto
de n retas em posicdo geral, quantas novas regides sdo criadas?
b) Deduza de a) que R, é dada por uma fun¢do quadratica de n e

obtenha a expressdo para R,,.

4. No maximo quantos pontos de intersecdo existem quando sdo desenhadas

n circunferéncias?

A
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10.8 Textos Complementares

Comentario sobre Colinearidade Para Saber Mais
Sejam A = (z1,y1), B = (z3,y2) e C = (x3,ys3) trés pontos distintos em

R2. A condicdo necessaria e suficiente para que esses pontos sejam colineares

é apresentada, em todos os nossos textos escolares, sob a forma da equacdo

xr oy 1
T2 Yo 1 :0,

z3 Y3 1
na qual o primeiro membro é um determinante 3 x 3. Desenvolvendo esse

determinante, vemos que a equacdo acima significa

(w2 —23)(y3 —y1) — (3 — 1) (y2 — 1) =0

ou seja

(+) yg—y1:y2—y1.

Tr3 — X1 To — T
Como vimos, esta altima igualdade exprime que as retas AB e AC tém a
mesma inclinacdo. Ela constitui um critério de colinearidade mais simples, mais
direto, mais facil de verificar e mais elementar do que aquele adotado nos livros

que nossos alunos usam, pois n3o requer o conhecimento de determinantes.

Pode-se objetar que a igualdade (*) s6 tem sentido quando z; # x5 e
x, # x3. E verdade. Mas o caso em que x; = 75 ou &1 = 3 ndo requer
célculo algum. Se algum dos denominadores na igualdade (*) é igual a zero,
isto quer dizer que dois dos pontos A, B, C' tém a mesma abscissa, logo estdo
sobre uma reta vertical. Basta entdo olhar para a abscissa do terceiro ponto:
se for igual as outras duas entdo A, B e C estdo na mesma vertical, logo sdo

colineares. Se for diferente, A, B e C n3o s3o colineares.

J
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11.1 Introducao

Em continuidade a unidade anterior, sdo propostos agora alguns aprofun-
damentos e aplicacdes do estudo das propriedades das parabolas e das funcdes
quadraticas.

Na Secdo 2, estabelecemos uma importante propriedade geométrica dessas
curvas: A tangente a parabola num ponto P faz dngulos iguais com a paralela
ao eixo e com a reta que une o foco F' a esse ponto. Como observado no
inicio da secdo, esta propriedade € amplamente aplicada a construcdo de di-
versos equipamentos tecnolégicos. Certifique-se de entender claramente todos
0s conceitos e teoremas necessarios para a demonstracdo dessa propriedade, a
saber, as definicdes de dngulo entre uma curva e uma reta e de reta tangente a
uma parabola em um ponto P; a caracterizacdo das retas tangentes ao grafico
de uma funcdo quadratica; e a caracterizacdo de retas perpendiculares por meio
de seus coeficientes angulares.

Na Secdo 3, estudamos a aplicacdo das funcdes quadraticas para descrever
um tipo particular de movimento, em que a aceleracdo é constante. Como a
aceleracdo é a taxa de variacdo da velocidade, isto significa que, neste tipo de
movimento, a velocidade pode n3o ser constante, mas cresce ou decresce com
uma taxa constante. Observe que esta é uma caracteristica muito particular,
que permite que este tipo de movimento seja modelado por funcdes quadréaticas
e, portanto, completamente descrito por meio de métodos algébricos simples.
Assim, nossos conhecimentos sobre funces quadraticas nos permitem obter
todas as informacdes sobre o movimento no caso uniformemente variado. Para
estudar a cinematica no caso de movimentos mais gerais, sd0 necessarios mé-

todos do Calculo Infinitesimal.

11.2 Uma Propriedade Notavel da Parabola

Se girarmos uma parabola em torno do seu eixo, ela vai gerar uma super-
ficie chamada paraboléide de revolucdo, também conhecida como superficie
parabdlica. Esta superficie possui inameras aplicacdes interessantes, todas elas
decorrentes de uma propriedade geométrica da parabola, que veremos nesta
secdo.



FUNGCAO QUADRATICA - APLICAGOES UNIDADE 11

A fama das superficies parabolicas remonta a Antiguidade. Ha uma lenda
segundo a qual o extraordinario matematico grego Arquimedes, que viveu em
Siracusa em torno do ano 250 A.C., destruiu a frota que sitiava aquela cidade
incendiando os navios com os raios de sol refletidos em espelhos parabélicos.
Embora isto seja teoricamente possivel, ha sérias dividas histéricas sobre a capa-
cidade tecnolégica da época para fabricar tais espelhos. Mas a lenda sobreviveu,
e com ela a ideia de que ondas (de luz, de calor, de radio ou de outra qualquer
natureza), quando refletidas numa superficie parabélica, concentram-se sobre o
foco, assim concentrando grandemente o sinal recebido.

Da lenda de Arquimedes restam hoje um interessante acendedor solar de
cigarros e outros artefatos que provocam ignicdo fazendo convergir os raios de
sol para o foco de uma superficie parabélica polida.

Outros instrumentos atuam inversamente, desviando na direcdo paralela ao
eixo os raios de luz que emanam do foco. Como exemplos, citamos os holofotes,
os fardis de automéveis e as simples lanternas de mao, que tém fontes luminosas
a frente de uma superficie parabdlica refletora.

Um importante uso recente destas superficies é dado pelas antenas para-
bélicas, empregadas na radio-astronomia, bem como no dia-a-dia dos apare-
lhos de televisdo, refletindo os débeis sinais provenientes de um satélite sobre
sua superficie, fazendo-os convergir para um anico ponto, o foco, deste modo

concentrando-os consideravelmente.

Figura 11.1: Propriedades de reflexdo da parabola.

Vamos agora analisar o fundamento matematico desses aparelhos.

Comecaremos com o principio segundo o qual, quando um raio incide sobre
uma superficie refletora, o angulo de incidéncia é igual ao angulo de reflexdo.

Neste contexto, a superficie parabdlica pode ser substituida pela parabola
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que é a intersecdo dessa superficie com o plano que contém o raio incidente, o

raio refletido e o eixo de rotacdo (igual ao eixo da parabola).

Figura 11.2: Propriedades de reflexdo da parabola.

O angulo entre uma reta e uma curva que se intersectam no ponto P &, por
definicdo, o angulo entre essa reta e a tangente a curva tracada pelo ponto de
intersecdo. E assim que se interpretam os angulos de incidéncia e reflexdo.

A tangente a uma parabola no ponto P é a reta que tem em comum com
a parabola esse anico ponto P e tal que todos os demais pontos da parabola
estdo do mesmo lado dessa reta.

A tangente a uma parabola tem sua posicdo determinada pelo seguinte

teorema:

Se a parédbola é o gréfico da funcdo f(x) = ax® + bx + ¢, sua tangente no
ponto P = (xo, yg), onde 1y = ax% +bxo+c, é a reta que passa por esse ponto

e tem inclinacdo igual a 2axq + b.

Para provar isto, mostremos que todos os pontos dessa parabola que tém
abscissa diferente de 1z estdo fora da reta mencionada e no mesmo semi-plano
determinado por ela.

Mais precisamente, suponhamos (para fixar ideias) que seja a > 0. Mostra-
remos que, para todo = # g, o ponto (x,y) da parabola, com y = az?+bx+c,
esta acima do ponto (z, yo + (2ax¢+b)(z — o)), de mesma abscissa x, situado

sobre a reta. Noutras palavras, queremos provar que (supondo a > 0)

x # 19 = az’ + b + ¢ > axf + brg + ¢ + (2axo + b)(x — x0).

S
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(x,ax*+bx+c)

<« (X,Yo*(2a%y+b))

(X0,Yo) f/e——

(Xo,axG+bxg+c)

Xo X

Figura 11.3: Propriedades de reflexdo da parabola.

Para isto, basta notar que se = # g, entdo

az® + bz + ¢ — [ax] + bxg + ¢ + (2ax0 + b) (2 — 0)]
= a(z—x0)* > 0.

Isto mostra que a reta de inclinacdo 2axy+ b que passa pelo ponto (¢, yo),
com yg = f(xg), tem este Gnico ponto em comum com a parabola que é o
grafico de f e que todos os pontos da parabola estdo acima dessa reta. Logo
esta reta é tangente a parabola neste ponto. Quando a > 0, a parabola se situa
acima de qualquer de suas tangentes, conforme acabamos de ver. Se for a < 0

entdo a parabola se situa abaixo de todas as suas tangentes.

Observacdo. Todas as retas paralelas ao eixo de uma parabola tém apenas
um ponto em comum com essa parabola mas nenhuma delas é tangente porque

ha pontos da parabola em ambos semiplanos por ela determinados.

Sabendo que a parabola, grafico da funcio
f(z) = ar® + bz + c,

tem, no ponto P = (z,y), uma tangente cuja inclinacdo é 2ax + b, calculemos
agora a inclinacdo da reta F'() que une o foco F" ao ponto ), pé da perpendicular
baixada de P sobre a diretriz d.
