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= Grafos s3o estruturas que representam relacionamentos
par-a-par entre objetos

= Os objetos (pontos) sdo chamados vértices ou nés
= As relagdes (linhas) sdo representadas por arestas



Por que estudar grafos?

Vértices podem representar pessoas, animais, computadores,
fabricas, cidades, antenas, ..

Arestas podem representar relacdes sociais, conexdes, estradas,
interferéncias, ..

E podemos ainda associar atributos aos vértices e arestas para
aumentar ainda mais a gama de situacdes que podemos
representar!
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Grafos com pesos nos vértices
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Grafos com orientacao nas arestas



Grafos com cores, pesos e orientacoes
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Representar situacoes e resolver problemas

Malha rodoviaria

= Qual o jeito mais barato/rapido de ir de z a y?
= E possivel ir de z a y?

= E possivel sair de x, passar por todas as cidades uma Unica vez e
voltar a 27
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Representar situacoes e resolver problemas

Redes sociais
= Quais amigos convidar para uma festa onde todos se conhecam?

= Seguindo amigos de amigos, quantas paginas de pessoas diferentes

visitarei até chegar na pessoa y?
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Representar situacoes e resolver problemas

Teoria dos seis graus de separacio

= Bacon Number, Erdos Number.

| Howgood acenteris |[kevinBacon |2
Joaquin Phoenix has a Bacon number of 2.
Kevin Bacon Number|# of People!
Joaquin Phoenix 0 1
vedan 1 819
2 58608
e CED 3 223224
o 4 100929
Frank Welker 5 8231
wasin 6 823
7 65
_Bato | ; -
b 9 15
Kevin Bacon 10 3

http://oracleofbacon.org/
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Representar situacoes e resolver problemas

Teoria dos seis graus de separacdo

= Bacon Number, Erdos Number.

Co-authorship distance computation

Paul Erdés
Find the path between two authors: co-authored 8 papers with
[Paul Erdés| [Carla Negri Lintzmayer Ronald L. Graham
Paul Erdés co-authored 4 papers with
co-authored 4 papers with David S. Johnson

Noga Alon
co-authored 1 paper with
Guillaume Fertin

co-authored 9 papers with
Christos H. Papadimitriou
co-authored 3 papers with co-authored 1 paper with

Carla Negri Lintzmayer Bill Gates
distance =3 distance = 4

https://www.csauthors.net/distance/
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Representar situacoes e resolver problemas

Redes

= Existem k computadores que, se ficarem offline, eliminam a conexdo

entre dois computadores online?

= Qual a forma mais barata de manter todos os computadores

conectados entre si?
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Representar situacoes e resolver problemas

Relacdes de precedéncia

= Qual sequéncia de filmes assistir sem dependéncias?

Iron Man (2008)

Captain America: The First Avenger (2011)

Thor (2011)

Iron Man 2 (2010) ‘The Incredible Hulk (2008)

Marvel's The Avengers (2012)

Thor: The Dark World (2013) Captain America: The Winter Soldier (2014)

Iron Man 3 (2013)

Doctor Strange (2016) Avengers: Age of Ultron (2015)

\

Thor: Ragnarok (2017)

Ant-Man (2015)

Guardians of the Galaxy (2014)

'

Guardians of the Galaxy Vol. 2 (2017)

Captain America: Civil War (2016)

Black Panther (2018)

Spider-Man: Homecoming (2017)

Avengers Infinity Wars (2018)
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Representar situacoes e resolver problemas

Relacoes de exclusao matua

= Quais disciplinas podem ser ofertadas no mesmo horéario?

= Quais disciplinas podem ser ofertadas nas salas disponiveis nesse

horario?

Matemat,

Intelig.
Artificial

lineracao
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Representar situacoes e resolver problemas

Circuitos

= Existe um curto circuito?

= E possivel imprimir esse circuito em uma placa sem cruzamento de

fios?
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Representar situacoes e resolver problemas

Relacdes de preferéncia

= E possivel alocar todas as pessoas a empregos?

Fabio
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Por que estudar teoria dos grafos?

Grafos pequenos podem ser facilmente visualizados
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Por que estudar teoria dos grafos?

Impossivel analisar visualmente a estrutura do grafo.

O que fazer?
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Por que estudar teoria dos grafos?

Impossivel analisar visualmente a estrutura do grafo.

O que fazer?

= Usar recursos computacionais

= Usar técnicas sofisticadas envolvendo combinatdria,
probabilidade, algebra, ..
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Nossos objetivos

Conhecer os principais aspectos da Teoria dos Grafos
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Nossos objetivos

Conhecer os principais aspectos da Teoria dos Grafos

= Conceitos e nocdes basicas

= Alguns algoritmos importantes

= Propriedades estruturais dos grafos
= Classes importantes de grafos

= Modelar problemas usando grafos

= Aprender a demonstrar propriedades em grafos e explora-las
no desenvolvimento de algoritmos
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Informacodes

professor.ufabc.edu.br/~carla.negri/cursos/2019Q3-TG/

= Estude bem o contelido do site.

= Verifique-o com frequéncia!
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Sobre as aulas

= Contetdo no quadro

= Recursos extras sempre estarao disponiveis no site
= Notas de aula também
= Eventuais exercicios extras em aula
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Sobre as aulas

= Contetdo no quadro
= Recursos extras sempre estarao disponiveis no site
= Notas de aula também
= Eventuais exercicios extras em aula
= Dependem da sua participacdo
= Qualquer pergunta é sempre bem-vinda
= Feedbacks também
= N3o deixe ddvidas acumularem
= Espero que vocé
= Respeite os horarios
= Seja autor das suas solucoes
= N3o assine a lista de presenca por outros
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Aula de hoje

= Conceitos basicos mais importantes
= O que é uma demonstracdo/prova

= Técnicas e exemplos de demonstracdes/provas
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http://professor.ufabc.edu.br/~carla.negri/cursos/materiais/mdparacomp.pdf

Aula de hoje

= Conceitos basicos mais importantes
= O que é uma demonstracdo/prova

= Técnicas e exemplos de demonstracdes/provas

Contelido baseado nos seguintes documentos:

= Livro "Velleman, D. J.. How to Prove It: A Structured
Approach. Second Edition. Cambridge University Press.
2006".

= “Elementos de Matematica Discreta para Computacio”, dos
profs. Anamaria Gomide e Jorge Stolfi, da Unicamp.
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Conceitos importantes

= Proposicdo: sentenca declarativa que é verdadeira ou falsa (P,

P(z)).
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= Leis de equivaléncia:
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P— Q=
P— Q=
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Conceitos importantes

= Proposicdo: sentenca declarativa que é verdadeira ou falsa (P,
P(z)).

= Conectivos: conjunc¢do (A), disjungdo (V), negagdo (),
condicional (—), bicondicional ().

= Leis de equivaléncia:
=(PA Q) =—-PV —~Q (DeMorgan),
=(PV Q) = -PA~Q (DeMorgan),
P— @ = —@Q — —P (contrapositiva),
P=Q=-PVQ

» Quantificadores: VaP(z), JzP(z).
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Conceitos importantes

» Conjuntos: {z: P(x)}, x, 0.

28



Conceitos importantes

» Conjuntos: {z: P(x)}, x, 0.

= Relagdes em conjuntos: €, ¢, C, C, €.

28



Conceitos importantes

» Conjuntos: {z: P(x)}, x, 0.
= Relagdes em conjuntos: €, ¢, C, C, €.

L] Opera<;6es em conjuntos: U, N, \

28



Conceitos importantes

» Conjuntos: {z: P(x)}, x, 0.
= Relagdes em conjuntos: €, ¢, C, C, €.
L] Opera<;6es em conjuntos: U, N, \

= Conjuntos especiais: Z, N, R.

28



Conceitos importantes

» Conjuntos: {z: P(x)}, x, 0.

= Relagdes em conjuntos: €, ¢, C, C, €.
L] Opera<;6es em conjuntos: U, N, \

= Conjuntos especiais: Z, N, R.

= Cardinalidade de conjunto: |A|.

28



Conceitos importantes

» Conjuntos: {z: P(x)}, x, 0.

= Relagdes em conjuntos: €, ¢, C, C, €.
L] Opera<;6es em conjuntos: U, N, \

= Conjuntos especiais: Z, N, R.

= Cardinalidade de conjunto: |A|.

= Somatérios: > 7 (@i D peq b
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Método dedutivo

= Como ter certeza que nossa resposta é correta?
= Como transmitir aos outros essa certeza?

= Comecamos por axiomas: fatos simples que todos concordam
que sdo verdade.

= Desenvolvemos um raciocinio a partir deles usando regras de

inferéncia.
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Método dedutivo

= Considere uma pergunta/afirmacio.
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= Vocé acha que ela possui uma certa resposta (conjectura).

= Vocé pode demonstrar que essa resposta estd correta
(teorema, lema, corolario).
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Método dedutivo

= Considere uma pergunta/afirmacio.
= Vocé acha que ela possui uma certa resposta (conjectura).

= Vocé pode demonstrar que essa resposta estd correta

(teorema, lema, corolario).

= Vocé pode demonstrar que essa resposta estd errada

(contraexemplo).

= Vocé pode n3o conseguir nada (a conjectura fica em aberto).
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Método dedutivo

Se vocé encontrou um contraexemplo para sua questdo, pode ter
certeza de que ela estd incorreta.

31



Método dedutivo

Se vocé encontrou um contraexemplo para sua questdo, pode ter
certeza de que ela estd incorreta.

Falso. Tome, por exemplo, z=4¢e y=9.
Nesse caso, 22 — 2y = 16 — 18 = —2 % 5.

31



Método dedutivo

Porém a Unica forma de ter certeza que sua questdo esta correta é
demonstrando-a.
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Método dedutivo

Porém a Unica forma de ter certeza que sua questdo esta correta é
demonstrando-a.

Como z > 3, temos que 22 > 9.
Como y < 2, temos que —y > —2 e —2y > —4.
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Método dedutivo

Porém a Unica forma de ter certeza que sua questdo esta correta é

demonstrando-a.

Suponha que z > 3 e y < 2. Entdo 22 — 2y > 5.

Como z > 3, temos que 2> > 9.
Como y < 2, temos que —y > —2 e —2y > —4.
Assim, 22 —2y>9—-4=5. C.Q.D.
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Demonstracao/Prova

= Uma demonstracdo é uma argumentacdo precisa que procura
convencer o leitor de que uma certa proposicdo, previamente
enunciada, esta correta.

33



Demonstracao/Prova

= Uma demonstracdo é uma argumentacdo precisa que procura
convencer o leitor de que uma certa proposicdo, previamente
enunciada, esta correta.

= E uma sequéncia de afirmacdes organizada da seguinte
maneira:

33



Demonstracao/Prova

= Uma demonstracdo é uma argumentacdo precisa que procura
convencer o leitor de que uma certa proposicdo, previamente
enunciada, esta correta.

= E uma sequéncia de afirmacdes organizada da seguinte
maneira:

= cada afirmacdo é consequéncia simples das afirmacdes
anteriores e das hipoteses da proposicdo em discuss3o;

33



Demonstracao/Prova

= Uma demonstracdo é uma argumentacdo precisa que procura
convencer o leitor de que uma certa proposicdo, previamente
enunciada, esta correta.

= E uma sequéncia de afirmacdes organizada da seguinte
maneira:

= cada afirmacdo é consequéncia simples das afirmacdes
anteriores e das hipoteses da proposicdo em discuss3o;
= a dltima afirmacdo é a proposicdo que se deseja demonstrar.
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Demonstracao/Prova

= Uma demonstracdo é uma argumentacdo precisa que procura
convencer o leitor de que uma certa proposicdo, previamente
enunciada, esta correta.

= E uma sequéncia de afirmacdes organizada da seguinte
maneira:

= cada afirmacdo é consequéncia simples das afirmacdes
anteriores e das hipoteses da proposicdo em discuss3o;
= a dltima afirmacdo é a proposicdo que se deseja demonstrar.

= Descreve apenas os passos necessarios para chegar a
conclusdo, sem explicar o raciocinio utilizado.

33



Demonstracao/Prova

= Infelizmente n3o existe um “algoritmo” para escrever
provas/demonstracdes.
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= Infelizmente n3o existe um “algoritmo” para escrever
provas/demonstracdes.

= Em geral também n3o se consegue escrever uma
demonstracao de uma Unica vez.

= Por outro lado, existem algumas técnicas gerais.

= Mas qual usar?

= A que funcione ..
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Demonstracao/Prova

= Infelizmente n3o existe um “algoritmo” para escrever
provas/demonstracdes.

= Em geral também n3o se consegue escrever uma
demonstracao de uma Unica vez.

= Por outro lado, existem algumas técnicas gerais.

= Mas qual usar?

= A que funcione ..
= Talvez tenhamos que recomecar varias vezes.
= Mas com o tempo ganhamos alguma intuic3o.

= E bem til sempre ter “em mente” qual o objetivo e 0 o que
ja se sabe.
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Para provar algo da forma P — ()

Assuma P como verdade e prove Q.
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Para provar algo da forma P — ()

Assuma P como verdade e prove Q.

Sejam m e n nidmeros inteiros. Se m e n sdo pares, entdo m+ n é

par.
Objetivo:
Sabemos: = (m e n sdo pares) —
n m’nez (m+népar)
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Assuma P como verdade e prove Q.

Sejam m e m ndmeros inteiros. Se m e n sdo pares, entdo m+ n é

par.

Sabemos:
Objetivo:
= mn€EZ
= m-+né par
= M, n pares
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Para provar algo da forma P — ()

Assuma P como verdade e prove ().

Sejam m e m ndmeros inteiros. Se m e n sdo pares, entdo m+ n é

par.
Sabemos:

= mn€Z Objetivo:

» dreZ (m=2r) = m+ né par

» dse€Z (n=2s)
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Para provar algo da forma P — ()

Assuma P como verdade e prove Q.

Sejam m e n nidmeros inteiros. Se m e m sdo pares, entdo m+ n é

par.

Sabemos:

= m,n€Z
Objetivo:
» 1,5€Z i
= m-+né par
= m=2s

= n=2r

35



Para provar algo da forma P

Prove P diretamente.

36



Para provar algo da forma P

Prove P diretamente.

Sejam m e n ndmeros inteiros. Se m e n sdo pares, entdo m+ n é

par.
v

Sejam m e n inteiros pares.
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Prove P diretamente.

Teorema
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par.

Demonstracao.

Sejam m e n inteiros pares. Como m é par, existe inteiro r tal que
m = 2r. Similarmente, existe inteiro s tal que n = 2s. Portanto,
m-+n=2r+2s=2(r+s).
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Para provar algo da forma P

Prove P diretamente.

Teorema
Sejam m e n nimeros inteiros. Se m e n sdo pares, entdo m+ n é
par.

Demonstracao.

Sejam m e n inteiros pares. Como m é par, existe inteiro r tal que
m = 2r. Similarmente, existe inteiro s tal que n = 2s. Portanto,
m-+n=2r+2s=2(r+s). Como r+ s é inteiro, temos que

m+ n é par. C.Q.D.)
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Para provar algo da forma P

Assuma que P é falso e tente chegar a uma contradicdo.
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Para provar algo da forma P

Assuma que P é falso e tente chegar a uma contradic3o.

Sejam m e m ndmeros inteiros. Se m e n sdo pares, entdo m+ n é

par.
Sabemos:
= mn,r,sEL Objetivo:
= m=2s = m-+népar
= n=2r
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Para provar algo da forma P

Assuma que P é falso e tente chegar a uma contradicdo.

Sejam m e m ndmeros inteiros. Se m e n sdo pares, entdo m+ n é

par.
Sabemos:
= m,n,7T,SE L .
jetivo:
= m=2s
= contradicdo
= n=2r

= m-+ n éimpar
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Para provar algo da forma P

Teorema
Sejam m e n nimeros inteiros. Se m e n sdo pares, entdo m+ n é
par.

Demonstracao.

Sejam m e n inteiros pares.
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Para provar algo da forma P

Teorema
Sejam m e n nimeros inteiros. Se m e n sdo pares, entdo m+ n é
par.

Demonstracao.
Sejam m e n inteiros pares. Como m é par, existe inteiro r tal que
m = 2r.
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Para provar algo da forma P

Teorema
Sejam m e n nimeros inteiros. Se m e n sdo pares, entdo m+ n é
par.

Demonstracao.

Sejam m e n inteiros pares. Como m é par, existe inteiro r tal que
m = 2r. Similarmente, existe inteiro s tal que n = 2s. Assuma,
para fins de contradicdo, que m + n é impar.

38



Para provar algo da forma P

Teorema
Sejam m e n nimeros inteiros. Se m e n sdo pares, entdo m+ n é
par.

Demonstracao.

Sejam m e n inteiros pares. Como m é par, existe inteiro r tal que
m = 2r. Similarmente, existe inteiro s tal que n = 2s. Assuma,
para fins de contradicdo, que m + n é impar. Ent3o existe inteiro ¢
tal que m+ n =2t + 1.
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Para provar algo da forma P

Teorema
Sejam m e n nimeros inteiros. Se m e n sdo pares, entdo m+ n é
par.

Demonstracao.

Sejam m e n inteiros pares. Como m é par, existe inteiro r tal que
m = 2r. Similarmente, existe inteiro s tal que n = 2s. Assuma,
para fins de contradicdo, que m + n é impar. Ent3o existe inteiro ¢
tal que m+ n = 2t+ 1. Assim, 2r+ 2s = 2t + 1, ou seja,
2(r+s—1t) =1, o que é uma contradi¢do, pois 7+ s — t é um

inteiro e 1 é impar.
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Para provar algo da forma P

Teorema
Sejam m e n nimeros inteiros. Se m e n sdo pares, entdo m+ n é
par.

Demonstracao.

Sejam m e n inteiros pares. Como m é par, existe inteiro r tal que
m = 2r. Similarmente, existe inteiro s tal que n = 2s. Assuma,
para fins de contradicdo, que m + n é impar. Ent3o existe inteiro ¢
tal que m+ n = 2t+ 1. Assim, 2r+ 2s = 2t + 1, ou seja,
2(r+s—1t) =1, o que é uma contradi¢do, pois 7+ s — t é um

inteiro e 1 é impar. Entdo m + n deve ser par. C.Q.D.
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Para provar algo da forma P — ()

Assuma () como falso e prove que P é falso (prove a
contrapositiva).
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Para provar algo da forma P — ()

Assuma () como falso e prove que P é falso (prove a
contrapositiva).

Sejam m e n ndmeros inteiros. Se m e n sdo pares, entdo m+ n é

par.
Objetivo:
Sabemos: » =(m+népar) = ~(me
= m,neZ n sdo pares)
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Assuma () como falso e prove que P é falso (prove a
contrapositiva).
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par.
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= myneZ n é impar)
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Assuma ) como falso e prove que P é falso (prove a
contrapositiva).

Sejam m e n ndmeros inteiros. Se m e n sdo pares, entdo m+ n é

par.

Sabemos:
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= m+ n é impar
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Para provar algo da forma P — ()

Assuma () como falso e prove que P é falso (prove a
contrapositiva).

Sejam m e n nidmeros inteiros. Se m e n sdo pares, entdo m+ n é

par.

Sabemos:
Objetivo:
= mnéeEZ

= mou n é impar
» Jt€eZ(m+n=2t+1)
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Para provar algo da forma P — ()

Assuma () como falso e prove que P é falso (prove a
contrapositiva).

Sejam m e n nidmeros inteiros. Se m e n sdo pares, entdo m+ n é

par.
Sabemos:
= myneZ Objetivo:
= tEZ = mou n é impar

= m+n=2t+1
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Para provar algo da forma PV ()

Se P é verdade, entdo claramente PV @) é verdade.
Assim, apenas precisamos nos preocupar com o caso em que P é
falso, restando provar Q.

40



Para provar algo da forma PV @)

Se P é verdade, entdo claramente PV @) é verdade.
Assim, apenas precisamos nos preocupar com o caso em que P é
falso, restando provar Q.
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par.
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Objetivo:
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Para provar algo da forma PV @)

Se P é verdade, entdo claramente PV @) é verdade.
Assim, apenas precisamos nos preocupar com o caso em que P é
falso, restando provar Q.

Sejam m e n ndmeros inteiros. Se m e n sdo pares, entdo m+ n é

par.
Sabemos:
= mntel Objetivo:
s m4+n=2t+1 = m é impar
= 1 é par
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Para provar algo da forma PV ()

Teorema
Sejam m e n nidmeros inteiros. Se m e n sdo pares, entdo m+ n é
par.

Demonstracao.

Vamos provar a contrapositiva.
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Para provar algo da forma PV ()

Teorema
Sejam m e n nidmeros inteiros. Se m e n sdo pares, entdo m+ n é
par.

Demonstracao.

Vamos provar a contrapositiva. Como m -+ n é impar, existe inteiro
ttal que m+n=2t+ 1.
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Para provar algo da forma PV ()

Teorema
Sejam m e n nidmeros inteiros. Se m e n sdo pares, entdo m+ n é
par.

Demonstracao.
Vamos provar a contrapositiva. Como m -+ n é impar, existe inteiro
t tal que m+ n=2t+ 1. Se n é impar, entdo o resultado vale.

41



Para provar algo da forma PV ()

Teorema
Sejam m e n nidmeros inteiros. Se m e n sdo pares, entdo m+ n é

par.
”

Demonstracao.
Vamos provar a contrapositiva. Como m -+ n é impar, existe inteiro
t tal que m+ n=2t+ 1. Se n é impar, entdo o resultado vale.

Assuma, portanto, que n é par.
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Para provar algo da forma PV ()

Teorema

Sejam m e n nidmeros inteiros. Se m e n sdo pares, entdo m+ n é
par.

Demonstracao.

Vamos provar a contrapositiva. Como m -+ n é impar, existe inteiro
t tal que m+ n=2t+ 1. Se n é impar, entdo o resultado vale.
Assuma, portanto, que n é par. Entdo existe inteiro r tal que
n=2r.
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Para provar algo da forma PV ()

Teorema

Sejam m e n nidmeros inteiros. Se m e n sdo pares, entdo m+ n é
par.

Demonstracao.

Vamos provar a contrapositiva. Como m -+ n é impar, existe inteiro
t tal que m+ n=2t+ 1. Se n é impar, entdo o resultado vale.
Assuma, portanto, que n é par. Ent3o existe inteiro r tal que
n=2r. Neste caso, m=2t+1—n=2t+1—-2r=2(t—r) + 1.
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Para provar algo da forma PV ()

Teorema
Sejam m e n nidmeros inteiros. Se m e n sdo pares, entdo m+ n é
par.

Demonstracao.

Vamos provar a contrapositiva. Como m -+ n é impar, existe inteiro
t tal que m+ n=2t+ 1. Se n é impar, entdo o resultado vale.
Assuma, portanto, que n é par. Ent3o existe inteiro r tal que
n=2r. Neste caso, m=2t+1—n=2t+1—-2r=2(t—r) + 1.
Como t — r é inteiro, concluimos que m é impar. C.Q.D./
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Para provar algo da forma P < ()

Prove P — ) e () — P separadamente.
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Para provar algo da forma P < ()

Prove P — ) e () — P separadamente.

Os inteiros m e m sdo ambos impares se e somente se mn é impar.

Primeiro: se m e n sdo impares, entdo mn é impar.

Sabemos:
= m,n,1,SEL Objetivo:
= o m=2r+1 = mn é impar
= n=2s5+1
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Para provar algo da forma P < ()

Prove P — ) e () — P separadamente.

Os inteiros m e m sdo ambos impares se e somente se mn é impar.

Segundo: se mn é impar, entdo m e n sdo impares.

Sabemos:
= m,n,teZ Objetivo:
s tEZ = m e n sdo impares
= mn=2t+1
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Para provar algo da forma P < ()

Prove P — ) e () — P separadamente.

Os inteiros m e m sdo ambos impares se e somente se mn é impar.

Segundo: se mn é impar, entdo m e n sdo impares.

Sabemos: o
7 Objetivo:
= m,n e
’ ) = mn é par
= mounépar
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Para provar algo da forma P < ()

Teorema

Os inteiros m e n sdo ambos impares se, e somente se, mn é impar.
v

Demonstracao.
(—) Primeiro vamos mostrar que se m e n sdo impares, entdo mn
é impar.
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Para provar algo da forma P < ()

Teorema

Os inteiros m e n sdo ambos impares se, e somente se, mn é impar.
v

Demonstracao.

(—) Primeiro vamos mostrar que se m e n sdo impares, entdo mn
é impar. Como m e n sdo impares, existem inteiros r e s tais que
m=2r+1en=2s+41.
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Para provar algo da forma P < ()

Teorema

Os inteiros m e n sdo ambos impares se, e somente se, mn é impar.
v

Demonstracao.

(—) Primeiro vamos mostrar que se m e n sdo impares, entdo mn
é impar. Como m e n sdo impares, existem inteiros r e s tais que
m=2r+1en=2s+ 1. Assim,

mn= (2r+1)(2s+1) =4rs+2r+2s+1=22rs+r+s) + 1,
que é impar.

43




Para provar algo da forma P < ()

Teorema
Os inteiros m e n sdo ambos impares se, e somente se, mn é impar.

Demonstracao.

(—) Primeiro vamos mostrar que se m e n sdo impares, entdo mn
é impar. Como m e n sdo impares, existem inteiros r e s tais que
m=2r+1en=2s+1. Assim,

mn=(2r+1)(2s+1) =4rs+2r+2s+1=22rs+ r+s) + 1,
que é impar.

(<) Agora vamos mostrar por contrapositiva que se m ou n é par,

entdo mn é par.
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43




Para provar algo da forma P < ()

Teorema
Os inteiros m e n sdo ambos impares se, e somente se, mn é impar.

Demonstracao.

(—) Primeiro vamos mostrar que se m e n sdo impares, entdo mn
é impar. Como m e n sdo impares, existem inteiros r e s tais que
m=2r+1en=2s+1. Assim,

mn=(2r+1)(2s+1) =4rs+2r+2s+1=22rs+ r+s) + 1,
que é impar.

(<) Agora vamos mostrar por contrapositiva que se m ou n é par,
entdo mn é par. Se m é par, entdo existe inteiro r tal que m = 2r.

Com isso, mn = (2r)n = 2(rn) é par (pois rn é inteiro).
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Para provar algo da forma P < ()

Teorema
Os inteiros m e n sdo ambos impares se, e somente se, mn é impar.

Demonstracao.
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m=2r+1en=2s+1. Assim,

mn=(2r+1)(2s+1) =4rs+2r+2s+1=22rs+ r+s) + 1,
que é impar.

(<) Agora vamos mostrar por contrapositiva que se m ou n é par,
entdo mn é par. Se m é par, entdo existe inteiro r tal que m = 2r.
Com isso, mn = (2r)n = 2(rn) é par (pois rn é inteiro). Se n é
par, entdo existe inteiro s tal que n = 2s.
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Para provar algo da forma P < ()

Teorema
Os inteiros m e n sdo ambos impares se, e somente se, mn é impar.

Demonstracao.

(—) Primeiro vamos mostrar que se m e n sdo impares, entdo mn
é impar. Como m e n sdo impares, existem inteiros r e s tais que
m=2r+1en=2s+1. Assim,

mn=(2r+1)(2s+1) =4rs+2r+2s+1=22rs+ r+s) + 1,
que é impar.

(<) Agora vamos mostrar por contrapositiva que se m ou n é par,
entdo mn é par. Se m é par, entdo existe inteiro r tal que m = 2r.
Com isso, mn = (2r)n = 2(rn) é par (pois rn é inteiro). Se n é
par, entdo existe inteiro s tal que n = 2s. Nesse caso,

mn = m(2s) = 2(ms) é par (pois ms é inteiro).
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Para provar algo da forma P < ()

Teorema
Os inteiros m e n sdo ambos impares se, e somente se, mn é impar.

Demonstracao.

(—) Primeiro vamos mostrar que se m e n sdo impares, entdo mn
é impar. Como m e n sdo impares, existem inteiros r e s tais que
m=2r+1en=2s+1. Assim,

mn=(2r+1)(2s+1) =4rs+2r+2s+1=22rs+ r+s) + 1,
que é impar.

(<) Agora vamos mostrar por contrapositiva que se m ou n é par,
entdo mn é par. Se m é par, entdo existe inteiro r tal que m = 2r.
Com isso, mn = (2r)n = 2(rn) é par (pois rn é inteiro). Se n é
par, entdo existe inteiro s tal que n = 2s. Nesse caso,

mn = m(2s) = 2(ms) é par (pois ms é inteiro). Assim, em

qualquer caso mn é par. C.Q.D. o




Para provar algo da forma Vz P(z)

Considere um objeto z arbitrario e prove P(x).
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Para provar algo da forma Vz P(z)

Considere um objeto z arbitrario e prove P(x).

Sejam A, B e C conjuntos e A\ B C C. Prove que A\ C C B. l

Sabemos: Objetivo:
= A \ BCC " A\ cCB
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Para provar algo da forma Vz P(z)

Considere um objeto  arbitrario e prove P(z).

Sejam A, B e C conjuntos e A\ BC C. Prove que A\ CC B. I

Sabemos:
« A\BCC Objetivo:
» 2 A\C = z€B
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Para provar algo da forma Vz P(z)

Considere um objeto z arbitrario e prove P(x).

Sejam A, B e C conjuntos e A\ B C C. Prove que A\ C C B. l

Sabemos:
» A\BCC
» € ANz¢ C

Objetivo:
= z€D

44



Para provar algo da forma 3z P(z)

Tente encontrar um valor de z para o qual P(z) é verdadeiro.

45



Para provar algo da forma 3z P(z)

Tente encontrar um valor de z para o qual P(z) é verdadeiro.

Teorema

Existe um grafo com 5 vértices e com arestas entre todos os pares de
Vvértices, cujas arestas estdo coloridas com duas cores, que ndo contém
tridngulos monocromaticos.
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Para provar algo da forma 3z P(z)

Tente encontrar um valor de z para o qual P(z) é verdadeiro.

Teorema

Existe um grafo com 5 vértices e com arestas entre todos os pares de
vértices, cujas arestas estdo coloridas com duas cores, que ndo contém
tridngulos monocromaticos.

Demonstracao.

O grafo a seguir satisfaz a afirmac3o.

C.QD. | ,




Para provar algo da forma Vn € N P(n)

Comece mostrando que P(0) é verdadeiro.
Agora considere um natural n arbitrario, assuma que Vk < n P(k)
e prove P(n).
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Inducao

» Se nc€ N, entdo n? + n+ 41 é primo?
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Inducao

» SenéeN, entdo n? + n+ 41 é primo?
= Vale paran=1,2,...,39 mas 402 + 40 + 41 = 412, que n3o é
primo.
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Inducao

» Se nc€ N, entdo n? + n+ 41 é primo?
= Vale paran=1,2,...,39 mas 402 + 40 + 41 = 412, que n3o é
primo.
= Se n é inteiro positivo, ent3o 991712 + 1 n3o é quadrado
perfeito?
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Inducao

» Se nc€ N, entdo n? + n+ 41 é primo?
= Vale paran=1,2,...,39 mas 402 + 40 + 41 = 412, que n3o é
primo.
= Se n é inteiro positivo, ent3o 991712 + 1 n3o é quadrado
perfeito?
= N3o vale para z = 12055735790331359447442538767 mas vale
para todos os nimeros n < z.
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Inducao

» Se nc€ N, entdo n? + n+ 41 é primo?
= Vale paran=1,2,...,39 mas 402 + 40 + 41 = 412, que n3o é
primo.
= Se n é inteiro positivo, ent3o 991712 + 1 n3o é quadrado
perfeito?
= N3o vale para z = 12055735790331359447442538767 mas vale
para todos os nimeros n < z.

= A soma dos n primeiros nimeros impares é n’?
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Inducao

» Se nc€ N, entdo n? + n+ 41 é primo?
= Vale paran=1,2,...,39 mas 402 + 40 + 41 = 412, que n3o é
primo.
= Se n é inteiro positivo, ent3o 991712 + 1 n3o é quadrado
perfeito?
= N3o vale para z = 12055735790331359447442538767 mas vale
para todos os nimeros n < z.
= A soma dos n primeiros nimeros impares é n’?
= Notequel=1%1+3=221+3+5=32%
1+34+5+7=42e1+3+5+7+9=>52 mas é possivel
que seja apenas uma coincidéncia.

47



Inducao

Teorema

A soma dos n primeiros naturais impares é n?.

Demonstracao.

Por inducdo em n.
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Inducao

Teorema

A soma dos n primeiros naturais impares é n’

Demonstracao.
Por inducdo em n.

Quando n = 1, o primeiro natural impar é 1, que é igual a 1°.
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Inducao

Teorema

A soma dos n primeiros naturais impares é n?.

Demonstracao.

Por inducdo em n.

Quando n = 1, o primeiro natural impar é 1, que é igual a 1°.
Seja n > 1 um namero natural qualquer.
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Inducao

Teorema

A soma dos n primeiros naturais impares é n?.

Demonstracao.

Por inducdo em n.

Quando n = 1, o primeiro natural impar é 1, que é igual a 1°.

Seja n > 1 um namero natural qualquer. Suponha que a soma dos
k primeiros naturais impares é k2, para qualquer 1 < k < n.

48




Inducao

Teorema

A soma dos n primeiros naturais impares é n?.

Demonstracao.

Por inducdo em n.

Quando n = 1, o primeiro natural impar é 1, que é igual a 1°.

Seja n > 1 um namero natural qualquer. Suponha que a soma dos
k primeiros naturais impares é k2, para qualquer 1 < k < n.
Vamos verificar se a soma dos n primeiros naturais impares
(14+3+5+...4+(2n—3)+ (2n—1)) é n%
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Inducao

Teorema

A soma dos n primeiros naturais impares é n?.

Demonstracao.

Por inducdo em n.

Quando n = 1, o primeiro natural impar é 1, que é igual a 1°.

Seja n > 1 um namero natural qualquer. Suponha que a soma dos
k primeiros naturais impares é k2, para qualquer 1 < k < n.
Vamos verificar se a soma dos n primeiros naturais impares
(14+3+5+...4+(2n—3)+ (2n—1)) é n%

Note que 1 +3+5+...+ (2n—3) = (n— 1)2, por hipétese (de
inducio).

48




Inducao

Teorema

A soma dos n primeiros naturais impares é n?.

Demonstracao.

Por inducdo em n.

Quando n = 1, o primeiro natural impar é 1, que é igual a 1°.
Seja n > 1 um namero natural qualquer. Suponha que a soma dos
k primeiros naturais impares é k2, para qualquer 1 < k < n.
Vamos verificar se a soma dos n primeiros naturais impares
(14+3+5+...4+(2n—3)+ (2n—1)) é n%

Note que 1 +3+5+...+ (2n—3) = (n— 1)2, por hipétese (de
inducdo). Entdo

1+3+5+...+(2n—3)+(2n—1) =(n—-12+(2n-1)

=n2—2n+1+4+2n—1=n? .

C.QD. | 4




Inducao

Teorema

Seja n um inteiro positivo. Todo tabuleiro de damas de tamanho
2™ x 2™ com um quadrado removido pode ser ladrilhado por
triminés em forma de “L”.
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Teorema

Seja n um inteiro positivo. Todo tabuleiro de damas de tamanho
2™ x 2™ com um quadrado removido pode ser ladrilhado por
triminés em forma de “L”.

Demonstracao.

= Vamos provar por inducdo em n.
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Inducao

Teorema

Seja n um inteiro positivo. Todo tabuleiro de damas de tamanho
2™ x 2™ com um quadrado removido pode ser ladrilhado por
triminés em forma de “L”.

Demonstracao.

= Vamos provar por inducdo em n.
= Quando n =1, o tabuleiro 2 x 2 certamente pode ser coberto

por um trimind, independente de onde estid o quadrado
removido.
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Inducao

Teorema
Seja n um inteiro positivo. Todo tabuleiro de damas de tamanho

2™ x 2™ com um quadrado removido pode ser ladrilhado por
triminés em forma de “L”.

Demonstracao.

= Vamos provar por inducdo em n.
= Quando n =1, o tabuleiro 2 x 2 certamente pode ser coberto
por um trimind, independente de onde estid o quadrado
removido.
= Seja n > 1 um inteiro qualquer.
= Suponha que todo tabuleiro de tamanho 2% x 2% com um
quadrado removido pode ser ladrilhado por triminds, para
1<k<n.
49



Inducao

= Considere agora um tabuleiro 2" x 2" com algum quadrado
removido.
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Inducao

= Considere agora um tabuleiro 2" x 2" com algum quadrado
removido.

= Podemos dividir o tabuleiro em 4 subtabuleiros menores de
tamanho 27! x 2"~ 1 cada.
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Inducao

= Considere agora um tabuleiro 2" x 2" com algum quadrado
removido.
= Podemos dividir o tabuleiro em 4 subtabuleiros menores de
tamanho 277! x 277! cada.
= Suponha, s.p.g., que o quadrado removido do tabuleiro original
estad no subtabuleiro superior esquerdo.
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= Suponha, s.p.g., que o quadrado removido do tabuleiro original
estd no subtabuleiro superior esquerdo.

= Por hipdtese, o subtabuleiro superior esquerdo pode ser
ladrilhado.

= Escolhemos quadrados especificos para remover nos outros trés
subtabuleiros (as casas centrais).
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Inducao

= Considere agora um tabuleiro 2" x 2" com algum quadrado
removido.

Podemos dividir o tabuleiro em 4 subtabuleiros menores de
tamanho 277! x 277! cada.

Suponha, s.p.g., que o quadrado removido do tabuleiro original
estd no subtabuleiro superior esquerdo.

Por hipdtese, o subtabuleiro superior esquerdo pode ser
ladrilhado.

Escolhemos quadrados especificos para remover nos outros trés
subtabuleiros (as casas centrais).

Por hipotese, podemos cobrir os outros trés subtabuleiros.
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Inducao

= Considere agora um tabuleiro 2" x 2" com algum quadrado
removido.

= Podemos dividir o tabuleiro em 4 subtabuleiros menores de
tamanho 277! x 277! cada.

= Suponha, s.p.g., que o quadrado removido do tabuleiro original
estd no subtabuleiro superior esquerdo.

= Por hipdtese, o subtabuleiro superior esquerdo pode ser
ladrilhado.

= Escolhemos quadrados especificos para remover nos outros trés
subtabuleiros (as casas centrais).

= Por hipdtese, podemos cobrir os outros trés subtabuleiros.

= Os quadrados removidos podem ser ladrilhados por um triminé
extra.

= Ent3o o tabuleiro original pode ser totalmente ladrilhado.
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Inducao

Teorema
Para todo natural n > 1, vale que 3+ 3+ § + ...+ 5= < L.

Demonstracao.

Por inducdo em n.
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Inducao

Teorema
Para todo natural n > 1, vale que 3+ 3+ § + ...+ 5= < L.

Demonstracao.

Por inducdo em n.

Quando n =1, a soma é % que é menor do que 1.

Seja n > 1 um natural qualquer.

Suponha que %—i—%—i—%—i—...—i—% < 1 paratodo 1 < k< n.

Vamos verificar se % = % I % +...+ 2% é menor do que 1.
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Inducao

Teorema
Para todo natural n > 1, vale que 3+ 3+ § + ...+ 5= < L.

Demonstracao.

Por inducdo em n.

Quando n =1, a soma é =, que é menor do que 1.

Seja n > 1 um natural qualquer.
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Inducao

Teorema
Para todo natural n > 1, vale que 3+ 3+ § + ...+ 5= < L.

Demonstracao.

Por inducdo em n.

Quando n =1, a soma é % que é menor do que 1.
Seja n > 1 um natural qualquer.

Suponhaque%—i—%—i—%—l—...—i—%<1paratodol§k< n.
Vamos verificar se %—l—%—i—%—i—...—l—%n é menor do que 1.
Noteque J+4+...+ 5w =3 (3+1+-- -+ 3=1)-

Por hipétese, %+4—11+...—|—2n%1<1.

52



Inducao

Teorema

Para todo natural n > 1, va/eque%+%+%+...+2ln<l.

Demonstracao.

Por inducdo em n.

Quando n =1, a soma é % que é menor do que 1.

Seja n > 1 um natural qualquer.

Suponha que%+%+%+...+%<1 para todo 1 < k < n.

Vamos verificar se %—i— % I % + ...+ 5 é menor do que 1.

1,1 1 _ 11,1 1

NotequeZ+g+...+2—n—§(§+z+...+2n—_l).

Por hipétese, 3 + 1 + ... + 5
= 1,1 11

Entaoz+g+...+ﬁ—§(
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Inducao

Teorema

Para todo natural n > 1, va/eque%+%+%+...+2ln<l.

Demonstracao.

Por inducdo em n.

Quando n =1, a soma é =, que é menor do que 1.

Seja n > 1 um natural qualquer.

Suponha que%+%+%+...+%<1 para todo 1 < k < n.
Vamos verificar se % + % +3 T 21n é menor do que 1.
Note que § + & + ...+ 5 = ( +i4 )

= Nlh—l

Por hipétese, %+;11+...+2n_1 <1
Entdo s +1+.. . +&=1((+1+.  +55) <3
Assim, L+ 1 +3+. . +5&<i+3=1 C.Q.D.
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Exercicios i

1. Escreva explicitamente os elementos dos seguintes conjuntos:
11 A={r:z€Zer®—22+1<0}
12 B={z:2€Z,2<x<20e zéprimo}

2. Considere o conjunto A = {0,{2,3},{2,4},{2,4,7}}.
Escreva quais s3o os elementos de A e escreva todos os
subconjuntos de A.

3. Prove que para todos os nimeros reais a e b, se a < b e
b < 0, entdo a? > b2,

4. Prove que se x, y e z sdo nimeros reais, entdo pelo menos um
deles é maior ou igual a média aritmética dos trés.

5. Prove que para todo n natural, 2" > n.
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Exercicios ii

6. Prove que 22" — 1 = 4™ — 1 é divisivel por 3 para todo inteiro
n>1.

7. Proveque 13423 + ... +n¥ = (1 +2+... 4+ n)? para todo
inteiro n > 1.

8. Encontre o erro da prova a seguir:

Sejam z e y niimeros reais e z# 3. Se 22y = 9y, entdo y = 0.
Suponha que 2%y = 9y. Entdo (22 — 9)y = 0. Como z # 3, temos
que 7? # 9, de forma que 2 — 9 # 0. Ent3o devemos ter

y=0. C.Q.D.
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Exercicios iii

9. Encontre o erro da prova a seguir:

Sejam z e y nimeros reais e v+ y = 10. Entdo z# 3 e y # 8.
Suponha que a conclus3o é falsa. Entdo z =3 e y = 8. Mas entdo

z+ y= 11, uma contradicdo. Logo, a conclusio deve ser
verdadeira. C.Q.D.

10. Encontre o erro da prova a seguir:

Existe = € R tal que para todo y € R vale que 73> = y — 2.

_ ¥ =
Tome z = P Entao

C.Q.D.
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Exercicios iv

11. Encontre o erro da prova a seguir:

Seja m um inteiro par e n um inteiro impar. Entao

n2—m2=n+m.

Como m é par, temos que m = 2k para algum inteiro k. De forma
similar, n = 2k + 1 pois n é impar. Entao

n? —m? = (2k+1)% — (2k)?
=4k + 4k + 1 — 4K

=4k+1
=2k+14+2k=n+m.

C.Q.D.
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Exercicios v

12. Encontre o erro da prova a seguir:

Para todo nimero real z, se |z — 3| < 3 entdo 0 < z < 6.

Seja & um ndmero real qualquer e suponha que |z — 3| < 3.
Existem dois casos.

Se £—3 >0, entdo |z — 3| = z— 3. Nesse caso, z — 3 < 3 implica
em z < 6.

Agora, se £ — 3 < 0, entdo |z — 3| =3 — z. Nesse caso, 3 —z< z
implica em z > 0.

Como z< 6 e > 0, o teorema vale. C.Q.D.

v
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Exercicios vi

13. Encontre o erro da prova a seguir:

Em um conjunto de n cavalos, todos tém a mesma cor.

Por inducdo em n.

Quando n = 1, obviamente o resultado vale.

Seja n > 1 um inteiro qualquer e suponha que em todo conjunto com &
cavalos, para 1 < k < n, todos tém a mesma cor.

Considere um conjunto C'= {¢y, ¢a,..., ¢, } com n cavalos.
Podemos escrever C'= AU Bonde A ={c¢,...,ch_1} €
B={cy,...,cn}.

Por hipétese de inducdo, todos os cavalos de A tém a mesma cor.

Da mesma forma, todos os cavalos de B tém a mesma cor.

Como ¢ € A e ¢y € B, entdo os cavalos de A tém a mesma cor dos
cavalos de B.

Concluimos que todos os cavalos em C tém a mesma cor. C.Q.D.

V.
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