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9 Aula 11: detalhes de implementagao dos algoritmos

de Prim e Kruskal

Para o bom acompanhamento desta aula, vocé precisa conhecer as estruturas de dados

Heap e Union-Find.

9.1 Algoritmo de Prim

e O detalhe importante para a implementagao do algoritmo de Prim é como encontrar
eficientemente uma aresta de menor peso no corte entre os vértices visitados e os

nao visitados.
e Podemos fazer uso do TAD Fila de Prioridades (de minimo):

— E uma colecao dinamica de elementos que possuem prioridades associadas e
cuja operacao de remocao deve sempre remover o elemento que possui maior

prioridade.

— Além dessa remocao, temos as operacoes: consulta ao elemento de maior prio-
ridade, inser¢ao de um novo elemento, alteracao da prioridade de um elemento
j& armazenado e construgao a partir de um conjunto pré-existente de elemen-

tos.

— O termo prioridade é usado de maneira genérica, no sentido de que ter maior
prioridade nao significa necessariamente ter o maior valor indicativo de prio-
ridade.

— Em uma fila de prioridades de minimo, os valores indicativos de prioridade

estao multiplicados por —1.
e Para utilizar essa estrutura no Prim, consideraremos as seguintes propriedades:

— Todos os vértices nao visitados (fora da arvore) devem estar na fila.

— A prioridade de um vértice v é o custo da aresta uv de menor custo tal que u

foi visitado, ou oo se nao houver uma aresta desse tipo.

e Assim, REMOVEDAHEAP devolve o proximo vértice que deve ser adicionado a ar-

vore que estd sendo construida.
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1: Funcao PrIM(G, w)

2 Para cada v € V(G) faga
3 prioridadelv] < —o0

4: visitado[v] < 0

5 pred[v] + —1

seja s € V(G) qualquer
prioridadels| < 0

pred[s] = s

seja () uma Heap
10: Para cada v € V(G) faga
11: INSERENAHEAP(Q, v, prioridade[v])

12: Enquanto @ # () faga

13: u <— REMOVEDAHEAP(Q)

14: visitadolu] < 1

15: Para cada v € N(u) faga

16: Se visitadolv] = 0 e prioridade[v] < —w(uv) entao
17: pred[v] <— u

18: ALTERAHEAP(Q, v, —w(uv))

Proposicao 9.1. Seja G um grafo e w: E(G) — R uma fun¢ao de pesos nas arestas.

O lago enquanto de PRIM(G, w) mantém a seguinte invariante:

“No inicio de qualquer iteragao, vale que (1) o subgrafo T tal que V(T) = {v €
V(G): visitado[v] = 1} e E(T) = {{v,pred[v]}: v € V(T) e predv] # v} € uma
drvore que estd contida em uma drvore geradora minima de G e (2) para qualquer
vértice v € Q com predv] # —1 e pred[v] # v, o valor —prioridade[v] € o peso de

uma aresta de menor peso que conecta v a um vértice visitado.”

Lema 9.2. Seja G um grafo e w: E(G) — R uma fun¢io de pesos nas arestas. Ao
final de PRIM(G, w), o subgrafo T tal que V(T) = {v € V(G): visitadolv] = 1}
e E(T) = {{v,pred[v]}: v € V(T) e predv] # v} € uma drvore geradora minima
para G.
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e Tempo de execucao de PRIM(G, s), considerando a implementacao da fila de prio-

ridades como um Heap Binario:

— Claramente as linhas 2 a 9 levam tempo total ©(V') para executar.

— Cada insergao na Heap leva tempo O(log V'), de modo que o lago da linha 10
leva tempo total O(V log V).

— Cada iteracao do laco enquanto remove um vértice da Heap e visita-o, e um
vértice nao é mais inserido na Heap. Assim, as linhas 12, 13 e 14 executam
©(V') vezes, sendo apenas a linha 13 nao leva tempo constante para executar,

mas sim tempo O(log V).
— As linhas 15 e 16 dependem da estrutura de dados que esta implementando o
grafo:
+ Em matriz de adjacéncias, elas levam tempo »_ ) O(V) = o(V?).
+ Em listas de adjacéncias, levam tempo .y ) ©(d(u)) = O(E).
— Finalmente, note que a linha 18 serd executada no méaximo uma vez para

cada aresta do grafo (quando visitamos um de seus extremos), sendo que uma

execugao leva tempo O(log V'), tendo tempo total O(FE log V'), portanto.

— Assim, o tempo total em matriz de adjacéncias ¢ ©(V)+0O(V 1og V)+O(V log V' )+
O(V?)+O(ElogV) = O(V%+ ElogV).

— E o tempo total em listas de adjacéncias ¢ (V) +O(V1ogV)+O(V1og V) +
O(E) 4+ O(ElogV) = O(ElogV).
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9.2 Algoritmo de Kruskal

e O detalhe importante para a implementacao do algoritmo de Prim é como verificar

eficientemente se uma aresta esté entre componentes conexas distintas de G[F.
e Podemos fazer uso do TAD Conjuntos Disjuntos:

— E uma coleg¢ao dinamica de elementos que estao particionados em grupos (cada
elemento estd em algum grupo e um elemento nao esta em dois grupos dife-

rentes).

— Todo grupo possui um representante, que ¢ algum elemento contido nele que

o identifica.

— Ele fornece operagoes que detectam em qual grupo um elemento esta (find) e

que unem dois grupos diferentes (union).
e Para utilizar essa estrutura no Kruskal, consideraremos as seguintes propriedades:

— Os vértices serao os elementos.

— Um grupo deve conter todos os vértices de uma componente conexa de G[F.

e Assim, se a aresta uv sendo testada for tal que FIND(u) # FIND(v), entdo podemos

adicioné-la a F'.
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1: Fungao KRUSKAL(G, w)

2
3
4:
5
6
T

10:
11:
12:
13:
14:

sejam C[1..E] e F[1..V — 1] dois vetores
copie as arestas de GG para C' com seus respectivos pesos
ordene C' de modo nao-decrescente de acordo com o peso das arestas
Para cada v € V(G) faga
MAKESET(v)

k<1
Para i < 1 até F faca
seja uv a aresta em C'i]
Se FIND(u) # FIND(v) entao
UNION(u, v)
k<« k+1
Devolve F

Proposicao 9.3. Seja G um grafo e w: E(G) — R uma fun¢io de pesos nas arestas.

O segundo la¢o para de KRUSKAL(G, w) mantém a sequinte invariante: “No inicio

de qualquer iteragao, vale que o subgrafo G[F) estd contido em uma drvore geradora

minima de G”.

e Tempo de execugdo de KRUSKAL(G, s):

— A linha 3 depende da estrutura de dados que esta implementando o grafo:

* em matriz de adjacéncias, leva tempo ©(V?);

« em listas de adjacéncias, leva tempo O(V + E).

— A linha 4 leva tempo O(FE log F) usando algum algoritmo de ordenacao como

MergeSort ou HeapSort.

— O lago da linha 5 leva tempo ©(V).
— As linhas 8 e 9 claramente levam tempo O(FE).
— As linhas 12 e 13 levam tempo O(V).

— Por fim, note que sao feitas V operacoes de make, V — 1 operacoes de union

e 2F operacgoes de find ao todo: a linha 10 executa uma vez para cada aresta
do grafo inicial e a linha 11 executa uma vez para cada aresta da arvore final.

Assim, sdo O(V + E) operagoes.

— Assim, se usarmos a implementacao de conjuntos disjuntos com listas ligadas

e weighted-union, teremos o tempo total:
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* O(V2) + O(ElogE) + (V) 4+ O(E)+O(V)+ OV + E+4+ VlegV) =
O(V? + ElogV) em matriz de adjacéncias;

* O(V+E)+O(ElogE)+0(V)+O(E)+6(V)+ OV +E+ViegV) =
O(FElogV) em listas de adjacéncias.

— E se usarmos a implementacao de conjuntos disjuntos com florestas e union by

rank, teremos o tempo total:
x* O(VH+O(Elog E)+0(V)+O(E)+0(V)+O(ElogV) = O(V2+ElogV)
em matriz de adjacéncias;
* O(V+E)+O(FElog E)+0(V)+0O(E)+O(V)+O(FElogV) = O(ElogV)

em listas de adjacéncias.
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