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14 Aula 19: emparelhamentos e conjuntos independen-

tes

e Um emparelhamento em um grafo G é um conjunto M C E(G) tal que quaisquer
duas arestas de M nao tém extremos em comum.

— As arestas de M sao duas a duas nao-adjacentes.

e Uma aresta sozinha ja forma um emparelhamento, entao os problemas mais inte-

ressantes aqui envolvem encontrar um emparelhamento de maior tamanho possivel.
— Ou de maior custo possivel, caso as arestas do grafo tenham custos associados.

e Um conjunto independente em um grafo G é um conjunto I C V(@) tal que os

vértices em [ sao dois a dois nao-adjacentes.
— Ou seja, E(G[I]) = 0.

e Note que uma aresta sozinha ja forma um emparelhamento, assim como um vértice
sozinho jé& forma um conjunto independente. Entao os problemas mais interessantes

aqui sao de mazximizacao:
— Qual o maior conjunto independente de um dado grafo?

— Qual o maior emparelhamento de um dado grafo?

e Caso o grafo tenha custos associados as arestas, entao o custo de um emparelha-
mento deixa de ser sua cardinalidade e passa a ser a soma dos custos das arestas

contidas nele.

e De forma equivalente, caso o grafo tenha custos associados aos vértices, entao o
custo de um conjunto independente também deixa de ser sua cardinalidade e passa

a ser a soma dos custos dos vértices contidos nele.

e Encontrar o maior emparelhamento (ou o mais custoso) em um grafo ¢ um problema

facil, no sentido de que existem algoritmos de tempo polinomial que o resolvem.

e Encontrar o maior conjunto independente (ou o mais custoso), por sua vez, ¢ um
problema NP-dificil.
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14.1 Emparelhamentos

e Seja M um emparelhamento em um grafo G:
— para uwv € M, dizemos que u e v estao emparelhados por M e escrevemos
M(u) =ve M(v) = u;

— para X C V(G), dizemos M cobre X se cada vértice de X ¢ extremo de alguma

aresta em M,
— M & perfeito se cobre V(G);
— M é maximal de nao esté contido em outro emparelhamento;

— M é maximo se GG nao possui outro emparelhamento maior do que M;

se v € V(G) nao é coberto por M, entao v ¢é dito livre (em M).
e Note que nem todo grafo possui um emparelhamento perfeito.

— Qual o nimero de arestas que um emparelhamento perfeito tem?

— Qual o maior ntmero de arestas que um emparelhamento pode ter?
e Motivagao: casamento estavel, residentes e hospitais, doacao de rins, ...
e Problemas de interesse:

— Verificar se um dado emparelhamento é méaximo.
— Decidir se um grafo possui um emparelhamento perfeito.
— Encontrar um emparelhamento de tamanho méaximo em um grafo.
 algoritmo de Egervary (Hungaro) se G é bipartido: O(V E)
* algoritmo de Hopcroft-Karp, se G é bipartido: O(Elog V')
* algoritmo de Edmonds: O(V2E)
* algoritmo de Blum: O(F'log V') (melhor conhecido)

e Seja M um emparelhamento em um grafo G:

— um caminho M-alternante em G é um caminho cujas arestas alternam entre

arestas de M e de E(G) \ M;

— um ciclo M-alternante em G é um ciclo cujas arestas alternam entre arestas

de M e de E(G) \ M;

e O teorema a seguir apresenta uma caracterizagao de emparelhamento maximo em

qualquer grafo.
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Teorema 14.1 (Berge, 1957). Seja G um grafo e M wm emparelhamento em G.
O emparelhamento M € mdrimo se e somente se G nao possui um caminho M -

alternante cujos extremos sao livres.

Demonstracao. Primeiro vamos mostrar que se M é maximo, entao G nao possui
um caminho M-alternante cujos extremos sao livres. Seja M um emparelhamento
méaximo em (G. Suponha, para fins de contradicao, que exista um tal caminho P em G.
Seja M' = (M\ E(P))U(E(P)\M). Note que nenhuma aresta de M\ E(P) é incidente
a vértices de P, pois os extremos de P sao livres. Logo, M’ é um emparelhamento.
Como ambos extremos de P sao livres, |E(P)\ M| = |E(P)N M|+ 1. Entao

|M'| = |M\ E(P)| +|E(P)\ M|
=M\ E(P)+|E(P)NM|+1
=|M|+1,

uma contradigao.

Agora vamos provar que se G nao possui um caminho M-alternante com extremos
livres, entao M é maximo. Suponha que nenhum caminho M-alternante em G tem
os extremos livres e suponha, para fins de contradicao, que M nao é maximo. Seja
entdo M’ maximo (logo, |M'| > |M|). Seja H = G[(M \ M")u (M'\ M)]. Note
que as componentes de H sao caminhos ou ciclos cujas arestas alternam entre M
e M'. Entao A(H) < 2. Além disso, cada ciclo de H tem um nimero par de arestas.
Assim, como |M’'| > |M|, ao menos uma componente de H é um caminho P que tem
mais arestas de M’ do que de M. As arestas nos extremos de P, portanto, sao de

M'. Mas entao P é um caminho M-alternante com os extremos livres em M, uma

contradigao. O]

e Lembre-se que dado um grafo G e um conjunto S C V(G), o conjunto dg(S) é o
conjunto de arestas {uv € E(G): u € S ev ¢ S}, isto ¢, o conjunto de arestas que

cruzam o corte (S, V(G)\ 9).

e O teorema a seguir nos da uma caracterizagao de grafos bipartidos que possuem

um emparelhamento que cobre uma parte.

— Seu resultado implica que basta mostrar um subconjunto de X com poucos
vizinhos para provar que G nao possui um emparelhamento que cobre X,

onde X é uma das partes da biparticao.
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Teorema 14.2 (Hall, 1935). Seja G um grafo conexo (X,Y)-bipartido, com |X| <
lY|. O grafo G possui um emparelhamento que cobre X se e somente se |[N(S)| > |S|
para todo S C X.

Demonstragao. Primeiro vamos provar que se G possui um emparelhamento que co-
bre X, entao |N(S)| > |S| para todo S C X. Seja M um emparelhamento de G que
cobre X. Tome um S C X qualquer. Para todo u € S, o vértice M (u) esta em N(S).
Assim, |[N(S)] > |S].

Agora vamos provar que se |N(S)| > |S| para todo S C X, entdao G possui um
emparelhamento que cobre X. Suponha, para fins de contradi¢ao, que GG nao possui
um emparelhamento que cobre X. Seja M um emparelhamento maximo em G e seja
a € X um vértice livre em M. Seja Z = {v € V(G): existe av-caminho M-alternante
em G}. Sejam S =ZNXeT =2ZNY. Note que a € S.

Considere um percurso em um caminho M-alternante que comecga em a. Note
que chegamos em 7' por arestas de E(G) \ M e saimos de T por arestas de M.
Exceto por a, chegamos em S — a por arestas de M. Entao, os vértices de T' estao
emparelhados aos vértices de S — a por M. Ou seja, todo vértice de T é coberto
por M e, portanto, |[T| = |S|—1eT = N(S). Assim, |T| = |N(S)| =S| -1 < |S|,

contrariando a hipotese. O
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14.2 Conjuntos independentes

e Seja I um conjunto independente em um grafo G:

— [ é maximal se nao esta contido em nenhum outro conjunto independente;

— [ ¢ maximo se G nao possui outro conjunto independente maior do que I;

Denotamos por a(G) a cardinalidade de um conjunto independente maximo em G,

também chamado numero de estabilidade de G.

— Em inglés, um conjunto independente pode ser chamado de independent set

ou de stable set.

Uma cligue em um grafo G ¢ um conjunto S C V(G) tal que os vértices em S sao

dois a dois adjacentes.

— Ou seja, G[S] é um grafo completo.

Novamente, um tnico vértice ja é uma clique, entao sempre ¢é interessante encontrar

cliques méaximas.
— Denotamos por w(G) a cardinalidade de uma clique méaxima em G.

O resultado a seguir implica que a(G) = w(G).

Teorema 14.3. Seja G um grafo e S C V(G). Entao S € uma cligue em G se e

somente se S € um conjunto independente em G.

e Para mostrar resultados do tipo o(G) > k, basta apresentar um conjunto indepen-
dente que tenha tamanho k, ou entao mostrar k vértices que com certeza tenham

que fazer parte de qualquer conjunto independente em G.
e E para mostrar resultados do tipo o(G) < k7

— Por exemplo, a(G) < |[V(G)|.
— Ou entao, a(G) < |[V(G)| — (w(G) —1).

Lema 14.4. Para todo grafo G, a(G) <

Demonstragao. Seja X um conjunto independente maximo de GG. Note que a quan-
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tidade de arestas que tém algum extremo em X ¢

D dw) =) 6(G) = [X[6(G) = (G)s(G) .

veX veEX

Por outro lado, a quantidade de arestas no grafo ¢ |[E(G)| > > . d(v). Assim,
|E(G)| > a(G)d(G), de onde o resultado segue. O

e O resultado do lema anterior nao pode ser melhorado, pois «(C,) = [n/2] =

LE(C)I/0(Cr)]-

e Por outro lado, a(K,) =1 e |E(K,)|/d(K,) =n/2.

V(G)]

Lema 14.5. Para todo grafo G, a(G) > m

Demonstracao. Seja X um conjunto independente maximal em G. Note que todo

vértice de V(G) \ X tem pelo menos um vizinho em X, caso contrario X nao seria

O\ X <Y dw)

veX

maximal. Entao

Por outro lado, todo vértice de X tem no maximo A(G) vizinhos. Entao

Y d(v) < [X]A(G)

veX
Juntando as duas inequagoes, temos
V(G)\ X| < |[X[A(G)
V(G)\ X |+ |X] < [X]A(G) + | X]
V(G < IX[(AG) +1) -

E o resultado segue pois |X| < a(G). O
e O resultado do lema anterior ndo pode ser melhorado pois a(K,,) = 1 = m
2 2
e Por outro lado, a(K,,,,) = n mas 1 LNy

A(Kpn)+1 n+1
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15

Aula 19: coloracao de vértices e de arestas

Seja G um grafo.

Uma k-coloragao (propria) de G & uma fungao c: V(G) — {1,..., k} tal que c(x) #
c(y) para toda zy € E(G).

— Cada inteiro i € {1,...,k} é chamado de cor.

Definigao equivalente: é uma parti¢io C = {C1,Cs,...,Cy} de V(G) em conjuntos
independentes, isto ¢, C; N C; = () para todo i # j e V(G) = UF_,C;.

— Cada conjunto independente C; é chamado de classe de cor.

Uma k-aresta-coloragao (propria) de G é uma fungdo c¢: E(G) — {1,...,k} tal que
c(zy) # c(xz) para todo zy,zz € E(G) e y # 2.

Definigao equivalente: é uma particao M = {M, ..., My} de E(G) em emparelha-

mentos.

Claramente, todo grafo de ordem n possui uma n-coloragao, assim como todo grafo
com m arestas possui uma m-aresta-coloragao, entao o interessante nesses problemas

é minimizar o numero de cores usadas.

Os dois problemas sao “igualmente” dificeis.
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15.1 Coloracao de vértices

e O numero cromdtico de G, denotado x(G), é o menor valor k tal que G possui uma

k-coloragao dos vértices.
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e Problemas:

— Decidir se um grafo qualquer possui uma 3-coloracao é NP-completo.

— Encontrar y(G) para qualquer G é NP-dificil.

V(G)]
a(G)

Lema 15.1. Para todo grafo G, x(G) >

e Apesar que x(G) > w(G) para qualquer grafo, esses valores podem ser muito dife-

rentes entre si.

— Grafos de Mycielski tém w(My) =2 e x(My) = k.

M, M, M, M,
singleton graph 2—path graph S—cycle graph Grotzsch graph

e Apesar de nao conseguirmos mostrar que x(G) é maior ou igual a A(G), o grau
maximo do grafo tem sim rela¢cao com o niimero cromatico, como mostra o resultado

a seguir.
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Teorema 15.2. Para todo grafo G, x(G) < A(G) + 1.

Demonstragao. Nossa demonstragao segue por indu¢ao em n = |V (G)|. Se G contém

apenas um vértice, i.e., n = 1, entdo A(G) = 0 e x(G) = 1, e o resultado segue.

Entao seja G um grafo com n > 1 vértices e suponha que para qualquer grafo H

com n’ vértices, sendo 1 < n' < n, vale que x(H) < A(H) + 1.

Seja u € V(G) um vértice qualquer. Seja G’ = G — u e note que A(G') < A(G).
Como |V(G")| < n = |V(G)|, entdo, pela hipotese de inducao, vale que x(G') <
A(G") + 1. Assim,

X(G") <AG)+1<AG) +1.

Seja C’' uma coloragdo minima de G’, isto é, uma parti¢ao de V(G') em x(G’)
conjuntos independentes. Vamos mostrar como obter um coloragao propria para G a
partir de C’. Para isso, vamos dividir a prova em dois casos: (i) x(G') < A(G)+1; e
(i) x(G") = A(G) + 1.

Primeiro, suponha que x(G’) < A(G)+1. Nesse caso, x(G') < A(G) e o conjunto
C =C'"U{{u}} é uma coloracao propria de G que usa x(G’) + 1 cores. Assim,

X(G) <€l =x(G) + 1 < A(G) +1,

e o resultado segue.

Agora, suponha que x(G') = A(G) + 1. Como dg(u) < A(G), entdo segue que
da(u) < x(G')—1, isto é, u possui no maximo x(G’) —1 vizinhos. Como |C'| = x(G"),
podemos assumir que existe uma classe de cor C' € C’ tal que Ng(u) NC = (). Nesse
caso, C = (C'\{C}) U{CU{u}} é uma coloracdo propria de G que usa x(G’) cores.
Entéo x(G) < |C| = x(G") = A(G) + 1 e o resultado segue. O

e A prova do teorema anterior fornece diretamente um algoritmo recursivo que colore

grafos e garante que nao serao utilizadas mais do que A(G) + 1 cores.

e O algoritmo a seguir é uma versao iterativa dele, e é a mais comumente apresentada.
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1: Funcao COLORE(G)

2: Seja C' um vetor de tamanho n

3: Para v € V(@) faga

4: Seja ¢ o menor valor de cor que ainda nao foi atribuida aos vizinhos ja
coloridos de v

5: Clv] « ¢

6: Devolve C

Outra prova para o Teorema 15.2.

Demonstragao. No algoritmo COLORE(G), no momento de atribuir uma cor a um
vértice v, a cor usada serd no maximo d(v) + 1, uma vez que todos os vizinhos de v
ja podem estar coloridos com d(v) cores diferentes. Entdo o maior valor de cor usada

serda no maximo A(G) + 1. O

e E possivel, por meio de exemplos, provar que o algoritmo acima nao é 6timo (isto

é, nem sempre devolve uma coloragdo que usa o numero cromético de cores).

e E possivel também provar que sempre existe alguma ordem nos vértices que faz o

algoritmo devolver uma coloracao 6tima.
— O resultado mostrar que ela eziste, e nao como construi-la.

e Seréd que ¢ possivel melhorar o limitante x(G) < A(G) + 17

Teorema 15.3 (Brooks, 1941). Seja G um grafo conexo que nao é um ciclo impar e

nem um grafo completo. Entao x(G) < A(G).
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16 Coloracao de arestas

e O indice cromdtico de G, denotado x'(G), é o menor valor k tal que G possui uma

k-aresta-coloracao.

- X(G) < |E(G)];
= X' (Car) = 2 = A(G);
= X' (Cap1) =3 > A(G);
= X(Ka) = k;
— X(Kops1) =k + 15
- X'(G) = A(G).

e Problemas:

— Encontrar y/(G) é NP-dificil.

Lema 16.1. Para todo grafo G, X'(G) > [|E<—G)|—‘

LIV(G)I/2]

Lema 16.2. Se G € um grafo bipartido k-reqular, entao G pode ser decomposto em k

emparelhamentos perfeitos.

e A prova dos dois teoremas a seguir sao construtivas, e se baseiam nas seguintes
ideias:
— Seja G um grafo que queremos aresta-colorir.
— Seja e € E(G) e H= G — e tal que conseguimos aresta-colorir H.
— Seja ¢ uma aresta-coloracao de H.

— Dizemos que a cor i estda sendo usada em/por v € V(G) se c(vx) = i para

alguma aresta vx € E(H).
— Caso contrério, a cor i esta livre/disponivel em v.

— Uma cor esté livre/disponivel em uma aresta uwv € E(G) \ E(H), se a cor esta

livre /disponivel em ambos os extremos da aresta.

— Note que qualquer cor disponivel em e pode ser atribuida a e para estender ¢

para uma k-aresta-coloracao de G.
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— Quando nao ha uma cor disponivel em e, mostramos que é sempre possivel
trocar as cores de algumas arestas, de forma controlada, a fim de deixar uma

cor disponivel em e e, assim, seguir com o passo anterior.
e O ultimo passo depende da seguinte observacao:

— Sejam 7 e j duas cores e sejam M; = {e € E(H): cle) =i} e M; = {e €
E(H): c(e) = j}. O grafo H;; = H[M; U M,]| tem como componentes ciclos

pares ou caminhos, que chamaremos de ¢j-alternantes.

Teorema 16.3 (Kénig, 1916). Se G é um grafo bipartido, entio x'(G) = A(G).

Demonstracao. Por indugao no nimero m de arestas. Quando m = 1, claramente
X' (G) =1, o que é igual a A(G). Considere entao um grafo bipartido G com m > 1
arestas e suponha que para qualquer grafo bipartido G com menos de m arestas vale
que \/(G') = A(G).

Seja entdo uv € E(G) uma aresta de G e seja H = G —uv. Como H ¢ bipartido,
entdao por hipotese, x'(H) = A(H). Note ainda que A(H) < A(G). Vamos tentar

aresta-colorir G estendendo uma aresta-coloragao de H.

Se A(H) < A(G), entao A(H) = A(G) — 1 e podemos colorir uv com uma cor

totalmente nova, gerando uma coloragao para G com A(G) cores.

Agora suponha que A(H) = A(G). Considere uma aresta-coloragao c¢: E(H) —
A(H) otima de H. Note que, independente do grau de u e v em G, vale que dy(u) <
A(G) e dy(v) < A(G). Assim, pelo menos uma cor ¢ nao estd sendo usada pelos
vizinhos de u e pelo menos uma cor j nao estd sendo usada pelos vizinhos de v. Se

¢ = j, entao atribua a cor ¢ a aresta uv. Isso nos d4 uma aresta-coloracao de G
com A(H) = A(G) cores.

Entao podemos assumir que i # j e considere o subgrafo H;; = H[M;UM;]. Como
a cor j esta sendo usada nos vizinhos de u e a cor i esta sendo usada nos vizinhos
de v, entao certamente u e v tém grau um em H;;. Assim, a componente de H;; que

contém u é um caminho P cujas cores ¢ e j se alternam.

Se P termina em u, entao significa que ha, em H e em G, um vu-caminho de
comprimento par, de forma que P + uv seria um ciclo fmpar em G, uma contradigao
com G ser bipartido. Entao P nao termina em u. Ao trocar as cores das arestas em P,

obtemos uma coloragao propria de H na qual a cor 7 esta disponivel em ambos u e v.
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Assim, podemos atribuir a cor i & aresta uv, obtendo uma coloragao para G com A(G)

cores. O

e O resultado a seguir mostra que x'(G) < A(G) + 1.
e Com isso, temos que, para qualquer grafo G, A(G) < ¥'(G) < A(G) + 1.

e Surpreendentemente, decidir se x'(G) = A(G) ouse X'(G) = A(G)+1 para qualquer

G é um problema NP-completo.

Teorema 16.4 (Vizing, 1964). Para todo grafo G, x'(G) < A(G) + 1.

Demonstra¢ao. Vamos provar por indu¢ao em m = |E(G)| que G tem uma (A(G) +

1)-aresta-coloracao.

Se m = 1, entdo A(G) = 1 e claramente podemos aresta-colorir o grafo com
A(G) + 1 cores.

Suponha que qualquer grafo H com m' arestas, com 1 < m/ < m, possui uma
(A(H) + 1)-aresta-coloragao.

Seja G um grafo com m > 1 arestas. Seja e € F(G) qualquer. Por hipotese de
indugao, G — e tem uma (A(G — e) + 1)-aresta-colora¢ao. Como A(G —e) < A(G),
entdo G — e tem uma (A(G) + 1)-aresta-coloragao c¢. Vamos mostrar que é possivel

atribuir uma das cores de {1,...,A(G) + 1} a e, recolorindo algumas arestas se

necessario.

Como qualquer vértice de G — e tem grau no maximo A(G), entdao todo vértice
tem pelo menos uma cor disponivel. Em particular, os extremos da aresta e possuem
alguma cor disponivel. Se a cor disponivel em ambos for a mesma, entao basta

atribui-la a e para aresta-colorir G como desejado.

Entao seja e = uvy; com f, sendo a cor disponivel em u e f; sendo a cor disponivel

em v, onde assumimos f; # f,,.

Como f; nao esta disponivel para u, ela estd sendo usada por outro vizinho de w,

digamos vs.

7
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Como todo vértice de G — e tem uma cor disponivel, existe uma cor disponivel
para vy. Vamos chamé-la de fo. Vamos repetir esse processo de modo a encontrar
uma sequéncia de vértices (vy,vs,...,vx) e de cores (f1, fa, ..., fr) tal que f; ndo é

usada por v;, para todo 1 < ¢ < k, e a aresta uv;; tem cor f;.

Note que como as cores f1, fa, ..., fr_1 sdo usadas por u, temos que f, & {f1,..., fx_1}

Vamos primeiro mostrar que o processo acima para. De fato, existem dois motivos
para ele parar. Primeiro, pode ser porque a cor f; nao é usada por nenhum vizinho
de u. Nesse caso, podemos recolorir as arestas uv;, para 2 < ¢ < k, atribuindo
a uv; a cor f; e entao atribuindo a uw; a cor f;. Note que isso resulta em uma

(A(G) + 1)-aresta-coloragao de G.

O segundo motivo de parada do processo é porque a cor fi ja estda sendo usada
em w. Seja v; o vizinho de u tal que f;_; = fx. Note que v; # vy, pois caso contrério

estariamos no caso anterior.

XA

LR Y LA
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Vamos recolorir as arestas uv;, para 2 < ¢ < j, atribuindo a cor f; a uv;, atribuindo

a cor f1 a uv; e deixando uv; sem cor.

Note que agora a cor f; esta disponivel para v;. Agora o grafo G — uv; esta todo
aresta-colorido com no méaximo (A(G) + 1) cores. Seja H o subgrafo de G — uv;
induzido pelas cores f, e fr. Note que H contém apenas ciclos e caminhos. Note

ainda que:

1. dg(u) =1, pois a aresta uv;_; tem cor fj e a cor f, € livre em u;

2. dy(vj) <ledy(vg) <1, pois a cor f; élivre em v; e em vy.

Entao u, v; e v nao podem estar na mesma componente em H. Temos entao dois

Casos:

e u ¢ v; estao em componentes distintas de H. Neste caso, trocamos as cores fj

e f, na componente que contém v; e entao colorimos uv; com f,.

e 1 e v estao em componentes distintas de H. Neste caso, como uwvy esta co-

J

lorida, recolorimos as arestas uwv; para j < ¢ < k, atribuindo a cor f; a uv; e

deixando uvy sem cor. Note que essa recoloragao nao envolve as cores f, e fi e,
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portanto, H continua o mesmo. Entao trocamos as cores f; e f, na componente

que contém vy, e atribuimos a cor f, a uv.
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