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3 Aula 4: grafos bipartidos

Dado um grafo G qualquer, S C V(G) é um conjunto independente ou conjunto estdvel

se para todo par u,v € S, vale que uv ¢ E(G).

Um grafo G é:

e bipartido se V(G) pode ser particionado em dois conjuntos X e Y (X UY =V(G)
e X NY =0) tais que X e Y sao conjuntos independentes:

— ou seja, toda aresta de G tem um extremo em X e outro em Y
— dizemos que G é (X,Y)-bipartido;
— ¢é comum denotar tal grafo por G[X,Y];

—ser=|X|es=|Y|, entao |E(G)| <rs.

e bipartido completo se é (X,Y)-bipartido e todo vértice de X é adjacente a todo

vértice de Y:

— o grafo (X,Y)-bipartido completo com p = | X| e ¢ = |Y| é denotado K, ,.

Proposicao 3.1. Todo caminho é bipartido.

O teorema a seguir d4 uma condigao suficiente para um grafo nao ser bipartido.

Teorema 3.2. Seja G um grafo com n vértices. Se G tem mais do que n?/4 arestas,

entdo G ndo € bipartido.

Demonstragio. Seja G um grafo com mais do que n?/4 arestas e, para fins de con-
tradigdo, suponha que G é bipartido. Seja (X,Y’) a biparti¢do de G, com z = |X| e

y = |Y|. Entao temos

n? _ (z+y)
4 4
Além disso, como G é bipartido, zy > |E(G)|. Assim,

|E(G)] >

(+y)* < day
2?4 2ry +y* —day <0
r? —2xy +y* <0
(x—y)*<0,
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o que é um absurdo. Il

Sera que é possivel diminuir mais?
e Nao, pois 0 K, /2,2 tem exatamente n2/4 arestas.

O teorema a seguir nos d4 uma condicdo necessaria e suficiente para que um grafo

seja bipartido. Ele d4 uma caracterizacdo para grafos bipartidos.

Teorema 3.3. Um grafo G € bipartido se e somente se G ndo contém ciclos de

comprimento impar.

Demonstragio. Primeiro vamos mostrar que se G é (X, Y)-bipartido, entdo G nao
contém ciclos de comprimento impar. Se G nao tem ciclo algum, entdo nao ha o que
provar. Logo, seja C' = (vy,vq,..., 0k, v1) um ciclo qualquer de G. Sem perda de
generalidade, assuma que v; € X. Vamos mostrar que para ¢ impar, com 1 <1 < k,

v; € X, por indugao em 1.

Claramente, v; € X. Seja agora ¢ > 3 impar e suponha que v; € X para todo j
fmpar tal que 1 < j < i. Por causa do ciclo, sabemos que v;_sv; 1 € E(G). Por
hipétese, v;_o € X. Como G é bipartido, entdao s6 pode ser o caso de v;_; € Y. Da

mesma forma, v;_1v; € F(G) implica v; € X.

Por fim, como vzv; € F(G), podemos concluir que v, € Y. Como todo v; com i
impar estd em X, entdo também concluimos que k é par. Entao todo ciclo de G é

par.

Agora vamos mostrar que se G nao contém ciclos impares, entao G é bipartido.
Seja G um grafo sem ciclos impares e assuma, sem perda de generalidade, que G é
conexo. Tome um vértice x qualquer e defina X = {v € V(G): distg(z,v) é par } e
Y ={v e V(G): distg(x,v) é impar }. Por definicio, X UY =V (G) e X NY = (.
Entéao, basta provar que X e Y sdo conjuntos independentes para termos uma (X, Y')-

particao de G.

Inicialmente tome dois vértices u e v em X. Considere P,, e ()., como sendo

caminhos mais curtos entre x e u e entre x e v, respectivamente.

Como z é um vértice que estd em ambos os caminhos, entao existe pelo menos um

vértice w em comum nesses caminhos. Seja Py, = (2,01, V2, ..., 0, W, Vig1, . . ., Up, U)
e Qu = (z,u1,us,...,uj, W, Uj41,...,Ugv) onde nenhum vértice em {v;y1,...,0,}
estd em (Qy, e nenhum vértice em {uji1,...,u,} estd em Py, (w é o ultimo vértice

em comum dos dois caminhos). Note primeiramente que i = j pois P, € Qg s20
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caminhos mais curtos. Como u e v estao em X, P, e (., tém quantidade par
de arestas cada um. Sejam P, = (W, vit1,...,0p,u) € Quy = (W, Uj11,...,Uqg, V).
Temos entao que |E(Pyy)|+ |E(Quv)| € par. Como (u, vy, ..., Vg1, W, Ujg1, . . ., Ug, V)
¢ um caminho, se uv existisse em F(G) teriamos um ciclo de comprimento impar
em G. Como escolhemos u e v arbitrariamente, concluimos que X é um conjunto

independente.

De forma analoga podemos mostrar que nao ha arestas entre vértices de Y. [
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