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TAD Conjuntos Disjuntos

e Colecdo dindmica de elementos que estdo particionados em grupos e que oferece
operagdes de criagdo de um novo grupo (make), unido de dois grupos existentes (union) e
busca pelo grupo que contém um determinado elemento (find).
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TAD Conjuntos Disjuntos

e Colecdo dindmica de elementos que estdo particionados em grupos e que oferece
operagdes de criagdo de um novo grupo (make), unido de dois grupos existentes (union) e
busca pelo grupo que contém um determinado elemento (find).

e Estruturas de dados: Union-Find.

e Cada grupo tem um representante, que é um elemento contido no grupo.
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Convencoes

e Seja n o nimero de elementos armazenados na estrutura e m o nimero total de operacbes
feitas.

e Consideraremos que m > n, uma vez que n operagdes de make serdo feitas sempre
inicialmente.

e Os elementos serdo nimeros entre 1 e n.

e Se n3o forem, podemos usar uma tabela de simbolos para fazer a convers3o.
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Implementacao com listas ligadas

e Temos um vetor repr de inteiros: repr[i] guarda o elemento que é representante do grupo
em que 7 estd.

e Temos um vetor L de ponteiros para listas ligadas: se ¢ é representante de um grupo,
Lli].head e L[i].tail guardam um ponteiro para o inicio e o fim, respectivamente, de uma
lista com os elementos do grupo; caso contrério, L[i].head = Ll[i].tail = Null.



Implementacao com listas ligadas
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Implementacao com listas ligadas
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Implementacao com listas ligadas
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Implementacao com listas ligadas

Fungdo MAKESET(z) Funcdo UNION(z, y)

1: 1:

2 repr(z] < x 2 Ty <+ FIND(z)
3 ng < node(x) 3 ry < FIND(y)
4 Liz].head < ny 4

5 5

L{z].tail + n,

Para cada v na lista L[r,] faca
reprv] < 1y

Lir,].tail.prox <— L[ry].head

Liry].tail < L[ry].tail

L[r,].head < Null

L[r].tail < Null

[y

: Fungdo FIND(z)
2: Devolve repr|z]

© ® N o
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Make em O(1).
Find em O(1).
Union em O({), onde ¢ é o tamanho de um grupo (¢ <n —1).

e A sequéncia de m operagdes pode levar tempo total ©(n?):

e Faca as n operagdes make iniciais serem seguidas das n — 1 opera¢des union UNION(1, 2),
UNION(2, 3), UNION(3, 4), ..., UNION(n — 1, n), de forma que a i-ésima operagdo gaste
tempo ©O(7) por atualizar os representantes de 7 elementos.

e O tempo total é O(n) + 377! ©(i) = O(n) + O(n?) = O(n?).



Implementacao com listas ligadas com union by rank

e Temos também um vetor tam de inteiros: se i é representante de um grupo, tam|[i]
guarda o tamanho desse grupo; caso contrdrio, tam/[i] = 0.
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Implementacao com listas ligadas com union by rank

Temos também um vetor tam de inteiros: se i é representante de um grupo, tamf[i]
guarda o tamanho desse grupo; caso contrdrio, tam/[i] = 0.

e Para union, fazemos o grupo menor ser representado pelo grupo maior.

e Union continua sendo em O(n).

e As m opera¢des agora levam tempo O(m + nlogn):

e Note que um objeto pode ter seu representante atualizado no maximo Ign vezes: ele comega
em um grupo de tamanho 1; termina em um grupo de tamanho no maximo n; e toda vez
que seu representante é atualizado, ele vai para um grupo no minimo 2 vezes maior.
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Implementacao com listas ligadas com union by rank

Temos também um vetor tam de inteiros: se i é representante de um grupo, tamf[i]

guarda o tamanho desse grupo; caso contrdrio, tam/[i] = 0.
e Para union, fazemos o grupo menor ser representado pelo grupo maior.

e Union continua sendo em O(n).

e As m opera¢des agora levam tempo O(m + nlogn):

e Note que um objeto pode ter seu representante atualizado no maximo Ign vezes: ele comega
em um grupo de tamanho 1; termina em um grupo de tamanho no maximo n; e toda vez
que seu representante é atualizado, ele vai para um grupo no minimo 2 vezes maior.

e Como s3o feitas no maximo m opera¢cdes make e find, o tempo total é O(m + nlgn).
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Implementacao com listas ligadas com union by rank

1: Fungdo UNION(z, y)

2 re < FIND(z)

3 ry < FIND(y)

4 Se tam[rs] < tam|r,] entdo

5: Para cada v na lista L[r,] faca
6 repr[v] < 1y

7 L[ry].tail.prox < L[r;].head

8 L[r,].tail < L[ry).tail

9: L[ry).head < Null
10: L{ry].tail < Null
11: Senao
12: Para cada v na lista L[ry] faga
13: repriv] < s
14: L[ry].tail.prox < L[r,].head
15: L[ry].tail <— L{ry).tail

[

[
16: L[ry].head < Null
17: L[ry].tail + Null 11



Florestas
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Implementacao com florestas

e Cada grupo é uma drvore enraizada no representante.

e Temos um vetor pred de inteiros: pred[i] guarda o elemento que é o predecessor de i na
arvore do grupo em que ¢ estd, ou pred[i] = 4, se i é o representante de um grupo.

13
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pred 1 2 7 2 5 6 7 8
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pred 1 1 7 2 5 6 7 8

UNION(1, 4)
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Implementacao com florestas

[=10
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pred 1 1 7 2 5 6 7 1

UNION(S, 2)
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Implementacao com florestas

pred 1 1 7 2 7 6 7 1

UNIoN(5, 3)
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Implementacao com florestas

pred 1 1 7 2 7 6 6 1

UNION(6, 7)
14



Implementacao com florestas

1: Fungdo MAKESET(x)
2: pred(z] = x

1: Fungdo FIND(z)
2: Enquanto pred[z] # « faca
3 x + pred[z]

»

Devolve pred|x]

: Funcdo UNION(z, y)
ry < FIND(2)
ry < FIND(y)
pred[ry] < ry

S A

15



Implementacao com florestas

o Make em O(1).
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e Find em O(¢), onde ¢ é a altura da &rvore, pois vamos seguir pelos predecessores até a

raiz.

e A sequéncia de m operagdes pode levar tempo total ©(n?):

e Faca as n operagdes make iniciais serem seguidas das n — 1 operagdes union UNION(1, 2),
UNION(2, 3), UNION(3, 4), ..., UNION(n — 1, n), de forma que a arvore final tenha
formato linear.

e Faca as n operagdes find FIND(1), FIND(2), ..., FIND(n). Note que a i-ésima opera¢do
gasta tempo O(4) por seguir ¢ predecessores.

e O tempo total ¢ O(n) + O(n) + 31 ©(i) = O(n) + O(n?) = O(n?).
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Implementacao com florestas e union by rank

e Temos também um vetor tam de inteiros: se i é representante de um grupo, tam|i|
guarda o tamanho desse grupo; caso contrdrio, tam/[i] = 0.
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nivelr(u) = nivelr, (u) para todo u € V(T2) e mostrando-se que nivelr(u) < l1g|V(T)|.
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qualquer operagio find leva tempo O(lgn) para ser feita.
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Implementacao com florestas e path compression

e No find, fazemos cada né apontar diretamente para a raiz da arvore que o contém.
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Implementacao com florestas e path compression

e No find, fazemos cada né apontar diretamente para a raiz da arvore que o contém.

e As m operagdes agora levam tempo ©(n + f + flogyy s/, 1), onde f € o nimero de
operagdes de procura apenas.
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Implementacao com florestas, union by rank e path compression

e Agora, as m operacdes levam tempo O(m «(n)), onde «(n) é a funcio inversa de
Ackermann.

e a(n) <4dsen<< 10,

19



Implementacao com florestas, union by rank e path compression

1. Fungdo UNION(z, ¥)
1: Fungdo MAKESET(x) 5 ry « FIND(z)
z  predi=a 3 1y < FIND(y)
3 tamfz] =1 4 Se tam[r,] < tam|r,] entdo
5: pred[ry] <y
6 tam[ry| < tam[ry| + tam[ry]
1: Funcdo FIND(z) 7 tam[rs] <0
2. Se pred[r] # v entdo 8 Sendo
3: pred|x] < FIND(pred|x]) 9 pred[ry] < 1o
" Bl pred] 10: tam[rg] < tam[ry] + tam|r,]

11: tam[ry] < 0

20



Spoiler
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typedef struct ufind* UF;

struct ufind {
int* pred;
int* size;

g

Essa ndo tem segredo nenhum, n3o é7
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