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Aviso legal

Estes slides ndo contém um conteido completo sobre LRs: sdo apenas um apoio grafico a uma
aula especifica dada em sala.



Propriedades de linguagens regulares




Operacoes regulares

Sejam A e B linguagens.

S3o operacdes regulares:
= Unido: AUB={z|z€ Aouze€ B}
» Concatenacdo: AB={zy|z€ Aexec B}
s Estrela: A* ={zy25... 2, | k>0eux; € A}



Operacoes regulares

Considere L = {1,01,010} e M = {e,11}.

LUM = {e,1,01,11,010}
LM = {1,111,01,0111,010,01011}
ML = {1,01,010,111,1101, 11010}

L* = {e,1,11,101,010,0101,1010, 11101010, .. .}



Propriedades das operacdes regulares

Sejam A, B e C linguagens regulares. Valem as seguintes propriedades:

1. AUB = BUA (comut.)
AU(BUC)=(AUB)UC (assoc.)
A(BC) = (AB)C (assoc.)
A(BU C) = ABU AC (distr.)
(AUB)C = AC U BC (distr.)
DA = AD = 0 (aniq.)

{e}A = A{e} = A (ident.)
AUD=0UA = A (ident.)
AU A=A (idemp.)

(A*)* = A* (fecham.)

. 0* = {e} (fecham.)

. {e}* = {e} (fecham.)
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Propriedades de fechamento de linguagens regulares

= Uma colecdo de objetos é fechada sob alguma operacdo se, aplicando-se essa operacao a
membros da colecdo, recebe-se um objeto ainda na colecdo.
= Por exemplo, niimeros naturais sdo fechados sob a operacdo de soma.
= Por exemplo, niimeros naturais n3o sdo fechados sob a operacdo de divisdo.



Propriedades de fechamento de linguagens regulares

As linguagens regulares sdo fechadas sob:

Unido (teorema a seguir)
Concatenagdo (teorema a seguir)
Estrela (teorema a seguir)

Intersecdo (exercicio na lista 1)
Complemento (respondido na lista 1)

Diferenca (exercicio)
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Reverso (exercicio na lista 1)



A unido de duas linguagens regulares é regular. l




A unido de duas linguagens regulares é regular. l

Sejam A; e As duas linguagens regulares.




Theorem

A unido de duas linguagens regulares é regular.

Demonstracao.

Sejam A; e As duas linguagens regulares. Por definicdo, existem AFDs
M, = (Q1,%,61, q1, F1) e My = (Qs,%, 92, g2, F2) que as reconhecem, respectivamente.




Theorem

A unido de duas linguagens regulares é regular.

Demonstracao.

Sejam A; e As duas linguagens regulares. Por definicdo, existem AFDs

M, = (Q1,%,61, q1, F1) e My = (Qs,%, 92, g2, F2) que as reconhecem, respectivamente.

A ideia é criar um AFD que reconhece A; U A5 fazendo-o simular M; e My simultaneamente.
Para isso, o AFD precisa lembrar qual o estado ativo em M e qual o estado ativo em M; em
cada momento da entrada.
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Theorem
A unido de duas linguagens regulares é regular.

Demonstracéo (cont.).
Seja M = (Q, %, 9, qo, F') em que
Q=1 x Q={(r,m) | €Qenc @}
» Para(r,m)eQezcX, 6((r,m),z) = (6(r,z), 62(r2,2))

= 9= (q1,%)
= = {(7‘1,7‘2) | r. € Fyounr € Fz}
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Theorem
A unido de duas linguagens regulares é regular.

Demonstracéo (cont.).
Seja M = (Q, %, 9, qo, F') em que
Q=1 x Q={(r,m) | €Qenc @}
» Para (r,m)€Qexzcy, §((r,m),z) = (61(r1,7), d2(r2,2) )

= 9= (q1,%)
= = {(7‘1,7‘2) | r. € Fyounr € Fz}

Resta mostrar que L(M) = A; U As.
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Theorem

A unido de duas linguagens regulares é regular.

Demonstracdo (cont.).

Primeiro precisamos mostrar que

0(qo,w) = (1, 75) & S1(qr,w) =17 e ba(go,w) = 15.(ex.)  x
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Theorem

A unido de duas linguagens regulares é regular.

Demonstracdo (cont.).

Primeiro precisamos mostrar que

0(qo,w) = (1, 75) & S1(qr,w) =17 e ba(go,w) = 15.(ex.)  x

Agora, suponha que w € L(M).
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Theorem

A unido de duas linguagens regulares é regular.

Demonstracdo (cont.).

Primeiro precisamos mostrar que
0(go,w) = (riyry) & 01(qr,w) =r1i e da(ga,w) =r1j.(ex) %

Agora, suponha que w € L(M).
Ent3o S(qo,w) € F={(r,r): 11 € Fjour € Fr}.
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Theorem

A unido de duas linguagens regulares é regular.

Demonstracdo (cont.).

Primeiro precisamos mostrar que

0(qo,w) = (1, 75) & S1(qr,w) =17 e ba(go,w) = 15.(ex.)  x

Agora, suponha que w € L(M).
Ent3o S(qo,w) € F={(r,r): 11 € Fjour € Fr}.
Assim, digamos que 8(qo,w) = (t1, t2).
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Theorem

A unido de duas linguagens regulares é regular.

Demonstracdo (cont.).

Primeiro precisamos mostrar que
0(go,w) = (riyry) & 01(qr,w) =r1i e da(ga,w) =r1j.(ex) %

Agora, suponha que w € L(M).

Entdo S(qo,w) € F={(r,r): 11 € Fjour € Fr}.
Assim, digamos que 0(go,w) = (t1, t2).

Por x, vale que (51(q1,w) =t e (fg(qg,w) = {o.
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Theorem

A unido de duas linguagens regulares é regular.

Demonstracdo (cont.).

Primeiro precisamos mostrar que
0(go,w) = (riyry) & 01(qr,w) =r1i e da(ga,w) =r1j.(ex) %

Agora, suponha que w € L(M).

Entdo S(qo,w) € F={(r,r): 11 € Fjour € Fr}.

Assim, digamos que 0(go,w) = (t1, t2).

Por x, vale que (fl(ql,w) =t e (fg(qg,w) = {o.

Por definicdo de F, temos t; € F ou ty € F5, ou seja, w € A ou w € As.
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A unido de duas linguagens regulares é regular. I

S(QO,W) = (ri,15) © 51(111760) =T;e 52(‘]2,01) =rj.(ex.) *




Theorem

A unido de duas linguagens regulares é regular.

Demonstracdo (cont.).

S(QO’W) = (ri,15) © 51(%60) =T;e 52(‘12,40) =rj.(ex.) *

Por fim, suponha que w € A; U As.
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Theorem

A unido de duas linguagens regulares é regular.

Demonstracdo (cont.).

5(q0,w) = (ry,15) & (§1(q1,w) =r;e <§2(q2,w) =r;j.(ex.) *
Por fim, suponha que w € A; U As.
Denotando t; = 5Al(q1,w) ety = fz(qg,w) = 1o, sabemos que t; € F ou ty € Fs.
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Theorem

A unido de duas linguagens regulares é regular.

Demonstracdo (cont.).

5(q0,w) = (ry,15) & (§1(q1,w) =r; e <§2(q2,w) =r;j.(ex.) *
Por fim, suponha que w € A; U As.

Denotando t; = 5Al(q1,w) ety = fz(qg,w) = 1o, sabemos que t; € F ou ty € Fs.
Por x, vale que 3(q07w) = (t1, t2).

13



Theorem

A unido de duas linguagens regulares é regular.

Demonstracdo (cont.).

5(q0,w) = (ry,15) & 51(q1,w) =1 e <§2(q2,w) =r;j.(ex.) *
Por fim, suponha que w € A; U As.
Denotando t; = 51(q1,w) ety = fz(qg,w) = 1o, sabemos que t; € F ou ty € Fs.
Por «, vale que 0(qo,w) = (41, ).
Entdo por definicdo de F, temos (t1, t2) € F, de onde vemos que w € L(M). C.Q.D.
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Theorem

A unido de duas linguagens regulares é regular.

Ideia da demonstracao.
Criar um dnico AFN que reconhece A; U A5 se aproveitando da onisciéncia do ndo

determinismo:

N
Nl_ SR

O
00

Ny

2.9
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Theorem

A unido de duas linguagens regulares é regular.

Demonstracao.

Sejam A1 e A duas linguagens regulares. Sejam N1 = (Q1,%, 61, ¢1, F1) e No = (Q2, %, 82, g2, F2)
AFNs que as reconhecem, respectivamente.
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Theorem

A unido de duas linguagens regulares é regular.

Demonstracao.

Sejam A1 e A duas linguagens regulares. Sejam N1 = (Q1,%, 61, ¢1, F1) e No = (Q2, %, 82, g2, F2)

AFNs que as reconhecem, respectivamente.
Construa N = (Q, %, 0, qo, F) em que

* Q={@}UQUQ
61(q, z)
62(q, z)
{a1, @2}
0

= Parage QezecXU{e}, 0(q,2) =

n = FUF>
Note que L(N) = A1 U Az porque . ..

se g € Q1
se ¢ € (2
seq=qoer=¢

seq=q ecrFe

C.Q.D.
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Concatenacao

Theorem

A concatenacdo de duas linguagens regulares é regular.

Ideia da demonstracao.

Criar um tnico AFN que reconhece A; A5 se aproveitando da onisciéncia do ndo determinismo:
Ny Ny

—>Ooo©

_0008 oo©

N

: : __©
o © o o ©
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Concatenacao

Theorem

A concatenacdo de duas linguagens regulares é regular.

Demonstracao.

Sejam A e A2 duas linguagens regulares. Sejam N1 = (Q1, 3,01, q1, F1) e N2 = (Q2,%, 62, g2, F2) AFNs que
as reconhecem, respectivamente.
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Concatenacao

Theorem
A concatenacdo de duas linguagens regulares é regular.

Demonstracao.

Sejam A e A2 duas linguagens regulares. Sejam N1 = (Q1, 3,01, q1, F1) e N2 = (Q2,%, 62, g2, F2) AFNs que

as reconhecem, respectivamente.

Construa N = (Q, %, 6, qo, F') em que

" Q=Q1U Q2

) seqgEQreqg I

d1(q, x) seq€EFrex#e
)
)

= Parage QezeXU{e}, 6(¢g,2) =
{e}. 8(q,2) 01(¢;z) U{q2} seqeFiezxz=c¢

o2(q, = se g € Q2
" g =q
« F=Fy
Note que L(N) = A1 A2 porque . .. C.Q.D.
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Theorem

A estrela de uma linguagem regular é regular.

Ideia da demonstracao.

Criar um dnico AFN que reconhece A* se aproveitando da onisciéncia do ndo determinismo:

N
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Theorem
A estrela de uma linguagem regular é regular.

Demonstracao.
Sejam A uma linguagem regular. Seja N1 = (Q1,X%, 81, ¢1, F1) um AFN que a reconhece.
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Theorem
A estrela de uma linguagem regular é regular.

Demonstracao.

Sejam A uma linguagem regular. Seja N1 = (Q1,X%, 81, ¢1, F1) um AFN que a reconhece.
Seja N = (Q, X%, 6, qo, F') em que

= Q={0}u&
01(q, x) seq€E Qreqd¢ F1
01(q, z) seqeE QrecFe

= Parage QexzcXU{e}, 6(q,z) =< 01(q,2) U{q1} seq€EFrexz=¢
{a1} seg=qoez=¢
0 seq=qoex#¢

= F={q@}umn

Note que L(N) = A* porque ... C.Q.D.

19



Por que a demonstracdo do fechamento sob estrela precisou criar um estado inicial novo?
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Por que a demonstracdo do fechamento sob estrela precisou criar um estado inicial novo?

a,b
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