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U FABC Lista 1: Tempo de execucao, notacao assintética e corretude de
algoritmos iterativos

INSTRUCQOES IMPORTANTES

(1) Em qualquer exercicio que pega para vocé fornecer um algoritmo/solucao para
um problema, a menos que explicitamente dito o contrario, vocé deve, na seguinte
ordem:

o descrever em palavras qual é a ideia do seu algoritmo (obrigatério);
« escrever um pseudocodigo (obrigatério);

 provar ou fornecer um argumento intuitivo para sua corretude (obrigatério), a
depender do que o exercicio pede;

« analisar o tempo de execucao de pior caso do seu algoritmo (obrigatério).

O nao cumprimento dos itens acima implica que o exercicio estd incorreto e portanto
sera desconsiderado.
Na duvida, procure atendimento!

(2) Vocé pode utilizar qualquer algoritmo visto em aula sem reescrevé-lo ou provar sua
corretude novamente, mesmo que o algoritmo necessite de alguma pequena alteragao.

o Descrever clara e sucintamente o que o algoritmo recebe, o que ele devolve e
qual o seu consumo de tempo.

e Se houver alteracoes, descreva-as, indicando, por exemplo, quais linhas estao
sendo alteradas/acrescentadas.




1. Ordene a lista de fungoes a seguir por ordem crescente de taxa de crescimento:

filn) =n*® fo(n) =V2n,  fs(n) =10",  fi(n) = 100",

fo(n) =n’logon, fo(n) =34n",  fr(n) = 18902n?,
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flm) =85, o) = 45697, fro(m) = "D

Escolha duas fungoes quaisquer e justifique por que vocé decidiu colocar uma antes
da outra na sua lista.

. O algoritmo Bubble Sort é um classico da computagao. Ele recebe um vetor A[l..n]

e promete ordend-lo. Sua ideia é percorrer o vetor varias vezes, trocando a ordem
de pares de elementos adjacentes que estejam fora de ordem. Seu pseudocodigo é
dado a seguir:

1: Funcao BUBBLESORT(A, n)

2: Para i = n até 2, decrementando faga

3: Para j =1 até ¢ — 1, incrementando faga

4: Se A[j] > A[j + 1] entao

5: troque A[j] com A[j + 1]

Responda:

(a) Prove que a frase P(x) = “Antes da z-ésima iteracdo, vale que j = x e que
Alj] é maior do que os elementos de A[l..j — 1]” é uma invariante do lago
interno.

(b) Prove que a frase R(y) = “Antes da y-ésima iteragao, vale que i =n —y + 1,

o subvetor A[i + 1..n] estd ordenado e contém os maiores elementos de A.” ¢é
uma invariante do laco externo.

(c) Prove que o Bubble Sort faz o que promete.

(d) Qual é o tempo de execugao do Bubble Sort?

. Para cada um dos Algoritmos 1, 2 e 3, forneca duas expressoes, apenas em notacao

assintotica, de descricdo de tempo de execucdo, sendo uma para o melhor caso e
outra para o pior caso. Observe que nos dois primeiros algoritmos ambos os valores n
e m descrevem o tamanho da entrada, por isso suas expressoes devem ser uma funcao
sobre ambos. Use a notagao © sempre que possivel. Justifique sua resposta com
uma Unica frase.

Algorithm 1 Busca em dois vetores.

1: Funcao BUSCAVETORES(A, n, B, m, k)

Para i =1 até n faga
Se Ali] == k entao
Devolve verdadeiro
Para i = 1 até m faca
Se Bl[i| == k entao
Devolve verdadeiro
Devolve falso




Algorithm 2 Busca por elemento em comum.
1: Funcdo BUSCAINTERSECAO(A, n, B, m)
2 Para i =1 até n faga
3: Para j =1 até m faga

4: Se A[i] == B|j]| entao

5.

6

Devolve verdadeiro
Devolve falso

Algorithm 3 Busca por elementos duplicados no mesmo vetor.
1: Funcao BuscADUPLICADOS(A, n)
2 Para i = 1 até n faca
3: Para j =7+ 1 até n faga
4: Se Ali] == A[j] entao
5
6

Devolve verdadeiro
Devolve falso

4. Em cada situacdo a seguir, prove se f(n) = O(g(n)) ou f(n) # O(g(n)), e se
f(n) = Q(g(n)) ou f(n) # Qg(n)). Comente quando f(n) = O(g(n)). Considere

que a e b sao constantes positivas:

(a) f(n) =n%+10n+20 e g(n) = n?

(b) f(n)=5n*—45n3 +3n% — 21ln e g(n) = n*

(c) f(n) =n'/?eg(n) =n*?

() f(n)= M e g(n) =n’logn

(©) f(n) = 25 e g(n) = 50

(f) f(n) =log,n e g(n) =log,n (o que esse resultado significa?)
(g) f(n) =100""" ¢ g(n) = 100"

(h) f(n) = 100°" e g(n) = 100"

() f(n) = 99" e g(n) = 100"

(J) f(n) =log/n e g(n) = log(100n)

(k) f(n) =2""eg(n)=2"

() fn) = 22" ¢ g(n) = 2"
(m) f(n)=(n+a)’eg(n)=0(n comb >0 e inteiro

(n) f(n) =10logn e g(n) = log(n?)

(0) f(n) =n!e g(n) =nlogn (dica: n™ e (n/2)™? podem ser tteis)
(p) f(n) =nlogn e g(n) =10nlog10n

(@) f(n) =n""e g(n) =nlog*n

5. Prove que

a) Z@k é O(nFth)



10.

11.

12.

13.

14.

Sejam f(n) e g(n) fungoes crescentes e maiores do que 1 tais que f(n) é O(g(n)).
Isto é, existem constantes d e ng tais que f(n) < dg(n) sempre que n > ngy. Note
que se tomarmos ¢ = max{1,d}, também vale que f(n) < cg(n). Para cada item a
seguir, decida se o0 mesmo ¢ verdadeiro ou falso e dé uma prova ou contraexemplo:

(a) se f(n) é O(g(n)), entao log f(n) é O(log g(n))

(b) 2f(n) & O(Qg(n))

(c) f(n)* & O(g(n)?)

(d) se f(n) =O(g(n)) e g(n) = O(h(n)), entao f(n) = O(h(n))
(e) se f(n) =O(g(n)) e g(n) = ©(h(n)), entdo f(n) = O(h(n))

Considere um polinémio P(n) de grau k, isto ¢, P(n) = S_F_ a;n’, onde cada a; é
uma constante e a, > 0. Seja t uma constante. Prove que
(a) se t >k, entdao P(n) é O(n')
(b) se t <k, entao P(n) é Q(n')
(c) set =k, entdao P(n) é ©(n').

Sejam f(n) e g(n) fungdes assintoticamente nao negativas. Usando a defini¢do da
notacao ©, prove que max{f(n),g(n)} = O(f(n) + g(n)). O que esse resultado
significa?

. Vocé provou que seu algoritmo tem tempo de execugio €2(n?) no pior caso. O que

isso diz sobre o tempo de execucdao do algoritmo sobre qualquer entrada? Vocé
acredita que o tempo de execucao no melhor caso é Q(n?). Isso é uma contradicao
com o resultado anterior?

E possivel que um algoritmo tenha, ao mesmo tempo, tempo de execucao Qn?) e
O(n*logn) no pior caso? Justifique.

Se um algoritmo tem tempo de execugao O(n?) sobre qualquer entrada de tamanho
n, ele pode ter tempo de execucao €2(nlogn) no pior caso?

Se um algoritmo tem tempo de execugao ©(n?) sobre qualquer entrada de tamanho
n, ele pode ter tempo de execugao €2(nlogn) no pior caso?

Explique por que a declaragao “O tempo de execucao do algoritmo A é no minimo
O(n?)” nao faz sentido.

Suponha que estamos estudando o desempenho de um algoritmo em func¢ao do
tamanho, n, das instancias de um problema. Considere as seguintes afirmagoes:

[43

%) no pior caso”,
2

o tempo do algoritmo é O

Y
)

(a)

(b) “o tempo do algoritmo é O
)
) 2

P

n
n*)’
n?) no melhor caso” e
n?)

para alguma instancia de tamanho n”.

Qual o significado de cada afirmagao? Qual a diferenca entre as afirmacoes 14a
e 14b? Qual a diferenca entre as afirmagoes 14c e 14d?
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15.

16.

17.

18.

19.

Reescreva o algoritmo da busca binaria, alterando-o para que, quando nao ha ele-
mento com chave k presente no vetor, ele devolva um indice i tal que A[i —1] < k, se
i>2,eAli+1] >k, se i <n—1. Em outras palavras, o algoritmo sempre devolve
algum indice valido ¢ do vetor: se o elemento existe, estd armazenado no indice i, e
se o elemento nao existe, ele estaria armazenado no indice i caso existisse no vetor.
Prove que o seu algoritmo esta correto por meio de uma invariante de lago.

Nesse exercicio, um namero inteiro x com n digitos seré representado em um vetor
com n posigoes, uma para cada digito, de forma invertida. Assim, por exemplo, o
nimero 38549 é representado pelo vetor A = (9,4,5,8,3).

Considere o problema de adicionar dois inteiros de n digitos cada. Perceba que o
numero resultante da soma pode ter n + 1 digitos.

Faca um algoritmo que recebe um inteiro n, dois vetores A e B que representam
dois inteiros com n digitos cada e que devolve um vetor C' que representa a soma
dos inteiros recebidos.

Seja A[l..n] um vetor ordenado com elementos distintos. Mostre um algoritmo que
decide se existe indice i, com 1 < i < n, tal que A[i] =7 em tempo O(logn).

Escreva um algoritmo que rearranje um vetor Afini..fim] de inteiros de modo que,
ao fim do processo, exista um indice j, com ni < j < fim + 1, tal que todos
os elementos de Alini..j — 1] sejam menores ou iguais a 0 e todos os elementos
de A[j..fim] sejam maiores do que 0. Faz sentido exigir que j esteja no conjunto
[ini..fim] ao invés de [ini..fim + 1]7 Procure fazer um algoritmo rapido que nao
use vetor auxiliar. Atengao: escreva seu proprio algoritmo para resolver diretamente
esse problema, isto é, nao use, por exemplo, algoritmos de ordenacao.

Dado um vetor A com n elementos ordenados de forma crescente e um valor k,
escreva um algoritmo que encontre a quantidade de ocorréncias de £ em A em
tempo O(logn). Por exemplo, se A = (50, 50,68, 68,68,68,76,79,90) e k = 68, o
algoritmo deve devolver 4. Vocé pode considerar que k ocorre em A ao menos uma
vez.

Para mostrar a corretude deste algoritmo, vocé pode usar algum argumento simples
(ndo ha necessidade de formalizar uma invariante de lago).



1 Questoes retiradas do Enade e Poscomp

QUESTAD 12

Analise o custo computacional dos algoritmos a sepuir, que calculam o valor de um polinémio de grau n, da
forma: Px)=a x"+a_ x"" +. .. +ax+a, onde os coeficientes so ndmeros de ponto flutuante armazenados
novetor af0..n], e ovalor de n é maior que zero. Todos os coeficientes podem assumir qualquer valor, exceto
o coeficiente a_que ¢ diferente de zero.

Algoritmo 1:
soma = a[0]

Repita para i = 1 até n
Se a[i] # 0.0 entdo
poténcia = x
Repita para j = 2 até i

poténcia = poténcia * x
Fim repita
soma = soma + a[i] * potencia
Fim se
Fim repita
Imprima(soma)

Algoritmo 2:

soma = a[n]

Repita para 1 = n-1 até @ passo -1
soma = soma * x + al[i]

Fim repita

Imprima(soma)

Com base nos algoritmos 1 e 2, avalie as assergBes a sepuir e a relac3o proposta entre elas.
I. Osalgoritmos possuem a mesma complexidade assintdtica.
PORQUE
Il. Para o melhor caso, ambos os algoritmos possuem complexidade Ofn).
A respeito dessas assercBes, assinale a opgdo correta.

O As assercdes | e |l s3o proposicbes verdadeiras, e a |1 é uma justificativa correta da |.

O As asserces le |l sdo proposicdes verdadeiras, mas a Il ndo é uma justificativa correta da |.
® Aassercio | é uma proposicio verdadeira, e a Il & uma proposic3o falsa.

(® Aassercio | é uma proposicio falsa, e a Il é uma proposic3o verdadeira.

O As assercdes | e |l s3o proposicies falsas.




QUESTAD 13

A figura a seguir apresenta uma arvore bindria de
pesquisa, que mantém a seguinte propriedade
fundamental: o valor associado a raiz é sempre
menor do que o valor de todos os nds da subdrvore
a direita e sempre maior do que o valor de todos os
nos da subdrvore a esquerda.

Em relagdo a arvore apresentada na figura, avalie as
afirmagdes a seguir.

”..

A drvore possul a vantagem de realizar a
busca de elementos de forma eficiente, como
a busca bindria em um vetor.

Adrvore esta desbalanceada, pois a subdrvore
da esquerda possui um numero de nds maior
do que a subdrvore da direita.

Quando a arvore & percorrida utilizando
o métode de caminhamento pds-ordem,
os valores s3o encontrados em ordem
decrescente.

O nimero de comparacbes realizadas em
funcdo do nimero n de elementos na drvore
em uma busca bindria realizada com sucesso
& Oflog n).

E correto apenas o que se afirma em

0D iell
O lelv
® llell.
@ Lile V.
QL llen



QUESTAD 16

Uma pilha & uma estrutura de dados que armazena
uma colecdo de itens de dados relacionados e que
garante oseguintefuncionamento: o Ultimo elemento
a ser inserido & o primeiro a ser removido. E comum
na literatura utilizar os nomes push e pop para as
operacdes de inserc3o e remoc3o de um elemento
em uma pilha, respectivamente. O seguinte trecho
de cédigo em linguagem C define uma estrutura de
dados pilha utilizando um vetor de inteiros, bem
como algumas fungdes parasua manipulago.

#include =stdlib. h=
#include =stdio.h=>
typedef struct {
int elementos[108];
int topo;
tpilha;

pilha * eria pilha() {
pilha * p =malloc(sizeof({pilha));
p-=topo = -1;

return pilha;

vold push(pilha *p, int elemento) {
if (p-=topo == 98)
return;
p-=elementos[++p->topo] = elemento;
}
int pop(pilha *p) {
int a = p->elementos[p->topo];
p-=topo--;
return a;

O programa a seguir utiliza uma pilha.

int main() {

pilha * p = ecria_pilha();
puship, 2);

push(p, 3);

push(p, 4);

pop(p);

push{p, 2);

int a = pop(p) + pop(p);
puship, a);

a += pop(p);

printf(“=d”, a);
return @;

}

A esse respeito, avalie as afirmacdes a seguir.

I. A complexidade computacional de ambas
fungdes push e pop é O(1).

Il. Owvalor exibido pelo programa seria o mesmo
caso a instrucSo a +=  pop(p); fosse

trocada pora += a;

. Em relagdo ao wvazamento de memdria
{memory leak), é opcional chamar a fungdo
free(p), pois o vetor usado pela pilha é

alocado estaticamente.
E correto o gue se afirmaem

0 |, apenas.
® 1ll, apenas.
® lell, apenas.
® llelll, apenas.

Qe

QUESTAO 25 - A analise de algoritmos que estabelece um limite superior para o tempo de execucdo

de gualquer entrada é denominada analise

A) do melhor caso.

B) do caso médio.

C) do pior caso.

D)da ordem de crescimento.
E) do tamanho da entrada.



QUESTAO 22 - Dado o trecho de cédigo

int i, j, c;
c=1;
for (i =1;1i < n;i=i*2){
for (j =1; j <=mn; j++){
c=c+1;
}
¥

Assumindo que a instrugdo c=c+1 €& 0(1), a expressao que melhor define a ordem de complexidade
desse trecho é:

A) O(nlogn)
B) O(logn)
C) 0(n)

D) 0(n?)

E) 0(vn)

QUESTAO 25 - Para medir o custo de execucdo de um algoritmo, é comum definir uma funcdo de
complexidade f, em que f(n) € a medida de tempo necessario para executar um algoritmo para um
problema de tamanho n. Considere as afirmacdes abaixo sobre funcdes de complexidade:

I. Se ftn) é uma medida de quantidade de tempo necessario para executar um algoritmo em um
problema de tamanho n, entdo f é chamada fungdo de complexidade de tempo.
II. Se f{n) € uma medida de quantidade de memdria necessaria para executar um algoritmo de
tamanho n, entdo f & chamada funcdo de complexidade de espaco.
III. A complexidade de tempo ndo representa o tempo diretamente, mas & estimada pelo nimero
de vezes que determinada operagdo relevante e executada.

Quais estdo corretas?

A) Apenas I.

B) Apenas II.

C) Apenas III.
D)Apenas I e IL
E)I, Il e III.

QU_ESTiﬁ 22 - Considere as seguintes funcoes:

fln) =2"
g(n) =n!
h(n) = nloon

Assinale a alternativa correta a respeito do comportamento assintdtico de f(n), g(n) e h(n).

A) f(n) = 0(g(n)); gn) = 0(h(n)).
B) f(n) = 2(g(n)); g(n) = 0(h(n)).
C) g() = 0(f(m)); h(n) = 0(f(n)).
D) h(n) = 0(f(n)); g(n) = 2(f(n)).
E) Nenhuma das anteriores.



QUESTAO 25 - Considere a seguinte funcdo em C:

void funcao(int n){
intij;
for (i=1; i<=n; i++)
for(j=1; j<log(i); j++)
printf("%d”,i+j)
b

A complexidade dessa funcdo é:

A)@(n)

B) @(n log n)
C) @(log n)
D) e (n?)

E) 8(n*log n)
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