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Lista 2: Recorréncias e corretude de algoritmos recursivos

INSTRUCOES IMPORTANTES

(1) Em qualquer exercicio que pega para vocé fornecer um algoritmo/solugao para um
problema, a menos que explicitamente dito o contrario, vocé deve:

o descrever em palavras qual é a ideia do seu algoritmo (obrigatdrio);

« escrever um pseudocodigo (opcional, se a descrigdo do item anterior ficou clara
o suficiente);

» provar ou fornecer um argumento intuitivo para sua corretude (obrigatério).
E claro que, se o exercicio explicitamente pede uma prova, entdao um argumento
intuitivo nao sera o suficiente;

« analisar o tempo do seu algoritmo (obrigatério).

O nao cumprimento dos itens acima implica que o exercicio esta incorreto e o mesmo
serd desconsiderado.

(2) Vocé pode utilizar qualquer algoritmo visto em aula sem reescrevé-lo ou provar sua
corretude novamente, mesmo que o algoritmo necessite de alguma pequena alteracao.

e Descrever clara e sucintamente o que o algoritmo recebe, o que ele devolve e
qual o seu consumo de tempo.

e Se houver alteracoes, descreva-as, indicando, por exemplo, quais linhas estao
sendo alteradas/acrescentadas.




1. Considere os seguintes algoritmos recursivos que resolvem um mesmo problema em
uma entrada de tamanho n:

Algoritmo A: Divide o problema em 2 partes de tamanho n/4 cada, resolve-as e
gasta tempo adicional n.

Algoritmo B: Divide o problema em 9 partes de tamanho n/3 cada, resolve-as e
gasta tempo adicional n.

Algoritmo C: Divide o problema em 6 partes de tamanho n/5 cada, resolve-as e
gasta tempo adicional \/n.

No que segue, assuma 7T'(1) = 1. Para cada um dos trés algoritmos, monte uma re-
cursao para seu tempo de execucao 7T'(n) e resolva-a com o melhor limitante possivel
(notacao O ou ©) usando:

(a) Algoritmo A: Método de substituigao.

(b) Algoritmo B: Método de iteragao.

(¢) Algoritmo C: Método mestre.

Qual algoritmo é mais eficiente?

2. Suponha que T'(1) =1 e T'(2) = 1. Resolva as seguintes recorréncias com notacao O
com o resultado mais justo possivel (quando nao especificado, use o método que
preferir):

(a) T(n) =T(%)+ n* (método de iteragio)

(b) T'(n) =2T'(n — 1) + n (método de iteracao)

(c) T(n) =4T(%) 4+ n (método de substituicdo, suponha T'(n) = ©(n?))

(d) T(n) =T(n—1)+T(n—2)+3 (método de substituigdo, suponha T'(n) = O(2")

e T(n) = Q(2%?))

(e) T'(n) = 4T(%) + /n (drvore de recursao e método mestre)

(f) T(n) = 7T(%) 4 n* (drvore de recursio e método de substituicao)

(g) T(n) =2T(%) + 1 (método mestre)

(h) T'(n) = 2T(%) + v/n (método mestre)

(i) T(n) = 2T(%) + n (método mestre)

(j) T(n) =2T(%) + n® (método mestre)

(&) T(n) = T(2) +T(2) +n

(1) T(n)=2T(2) +n
(m) T(n) =T(3)+2T(%) + 1 (método de substituicao)

(n) T(n) =64T(%) + n®

(0) T(n) = 4T(2) +

(p) T(n) =2T(2) +nlogn (chute: T'(n) = O(nlog”n))

(@) T(n) = T(2) + T(2) + T(3) +n

(r) T'(n) =T(y/n)+1 (faca uma mudanga de varidveis, usando m = log n, escreva

uma recorréncia equivalente e resolva-a)



3. E facil provar que T'(n) = 27(2) + O(n) é O(nlogn) sempre que n é poténcia de 2,

por exemplo usando arvore de recursao. Suponha agora que n > 3 nao é poténcia
de 2. Prove que, ainda assim, T'(n) = ©(nlogn). Dica: se n nao é poténcia
de 2, entdo existe um inteiro k& > 2 tal que 2! < n < 2*, ¢ podemos assumir
T(251) < T(n) < T(2F).

. Um algoritmo A tem o seu consumo de tempo descrito através da recorréncia

T(n) =7T(n/2) +n?.
Um outro algoritmo B tem o seu consumo de tempo descrito através da recorréncia
T'(n) = aT'(n/4) +n?,

onde a é uma constante. Qual é o maior valor inteiro possivel para a de tal forma
que o algoritmo B seja assintoticamente mais eficiente que o algoritmo A? Justifique
a sua resposta.

. O Quicksort é outro algoritmo de divisao e conquista para o problema da ordenacao.

E muito usado na prética, pois é facil de implementar, tem tempo esperado de exe-
cugao O(nlogn) e as constantes escondidas pela notagao assintética sdo pequenas.

Seja A[l..n] um vetor com n elementos. Dizemos que A estd particionado com
relacdo a um elemento, chamado pivd, se os elementos que sao menores do que
o pivd estdo a esquerda dele e os outros elementos (maiores ou iguais) estdo a
direita dele. Note que o pivo estd em sua posicao correta final com relagao ao vetor
ordenado. A ideia do Quicksort é particionar o vetor e recursivamente ordenar as
partes a direita e a esquerda do pivo, desconsiderando-o. Seu pseudocddigo é dado
no Algoritmo 1. Para entendé-lo por completo, considere o seguinte:

e a funcao ESCOLHEPIVO apenas devolve a posicao fim.

e a funcdo PARTICIONA recebe o vetor A e as posi¢oes ini e fim e devolve a
posicao final do pivo no subvetor Afini..fim] apds a partigao.

Algorithm 1 Algoritmo Quicksort para ordenacao.

1: Fungao QUICKSORT(A, ini, fim)

2
3
4:
5:
6
7

Se int < fim entao
p = ESCOLHEPIVO(A, ini, fim)
troque Alp] com A[fim]
x = PARTICIONA(A, ini, fim)
QUICKSORT(A, ini, x — 1)
QUICKSORT(A, x 4+ 1, fim)

Assim, para ordenar um vetor A[l..n|, basta executar QUICKSORT(A, 1, n).

Considere que a fungdo PARTICIONA executa em tempo O(n), sendo n = fim —
1t + 1. Responda:

(a) Escreva uma recorréncia para o tempo de execu¢ao do QUICKSORT.
(b) Mostre que o tempo de execucio de QUICKSORT no pior caso é O(n?).

(¢) Assumindo que PARTICIONA esté correto, prove que QUICKSORT esté correto.



6. No ensino fundamental, aprendemos um algoritmo para multiplicar dois nimeros

“grandes”. Esse algoritmo tem tempo de execugdo O(n?) quando os niimeros tém n
digitos!.
O algoritmo de Karatsuba é um algoritmo de divisdo e conquista que promete
multiplicar dois niimeros inteiros x e y que possuem n digitos de uma forma mais
eficiente. Sua ideia principal baseia-se em reescrever um nimero em partes menores
com aproximadamente metade do nimero de digitos cada. Por exemplo, 3147869
pode ser escrito como 10* - 314 + 78609.

O algoritmo é apresentado a seguir. Ele usa a fungao IGUALATAM(z, y), que deixa
os numeros e y com o mesmo numero de digitos (igual ao nimero de digitos do
maior deles) colocando zeros & esquerda se necessario. Ela devolve o nimero de
digitos (agora igual) desses ntiimeros.

: Funcao KARATSUBA(z, y)

n = IGUALATAM(z, y)

Se n < 2 entao

Devolve zy

seja & = 10/"?la + b e y = 10/"/?lc + d, onde a e ¢ tém |2] digitos cada e b e d
tém [ %] digitos cada

p1 = KARATSUBA(a, ¢)

po = KARATSUBA(b, d)

p3 = KARATSUBA(a + b, ¢ + d)

Devolve 102I"/21p; + 1021 (p3 — p1 — p2) + po

Prove a corretude e analise seu tempo de execucao do algoritmo de Karatsuba. Dica:
primeiro, imagine como os nimeros estao sendo representados (afinal, se fossem duas
variaveis inteiras bastaria fazer x X y para resolver o problema).

7. A ordenacao por inser¢ao pode ser expressa sob a forma de um procedimento recur-
sivo como a seguir. Para ordenar A[l..n|, ordenamos recursivamente A[l.n — 1] e
depois inserimos A[n] no subvetor ja ordenado A[l..n — 1]. Escreva o pseudocédigo
desse algoritmo, uma recorréncia para seu tempo de execucao e resolva a recorréncia
pelo método de substituicao. Prove que ele esta correto.

8. Suponha que um vetor (ndo necessariamente ordenado) A[l..n] contém todos os
nimeros em {1,2,..., n— 1}, ou seja, um dos nimeros esta aparecendo duas vezes.
Dé um algoritmo de divisao e conquista que determina qual é o nimero que ocorre
duas vezes em A.

'E um bom exercicio entender por que isso vale.



1 Questoes retiradas do Enade e Poscomp

QUESTAO DISCURSIVA 03

Listas lineares armazenam uma colecdo de elementos. A seguir, é apresentada a declaragdo de uma lista
simplesmente encadeada.

struct ListaFncadeada {

int dado;

struct ListaFEncadeada *proximo;
b

Para imprimir os seus elementos da cauda para a cabeca (do final para o inicio) de forma eficiente,
um algoritmo pode ser escrito da seguinte forma:

vold mostrar (struct ListaEncadeada *lista) {
if (lista != NULL) {
mostrar (lista->proximo) ;

printf ("%d ", lista->dado) ;

}
Com base no algoritmo apresentado, faca o que se pede nos itens a seguir.

a) Apresente a classe de complexidade do algoritmo, usando a notagdo ®. (valor: 3,0 pontos)

b) Considerando gue j& existe implementada uma estrutura de dados do tipo pilha de inteiros — com
as operagbes de empilhar, desempilhar e verificar pilha vazia — reescreva o algoritmo de forma ndo
recursiva, mantendo a mesma complexidade. Seu algoritmo pode ser escrito em portugués estruturado
ou em alguma linguagem de programacdo, como C, Java ou Pascal. (valor: 7,0 pontos)



QUESTAO 25

A sequéncia de Fibonacci € uma sequéncia de
numeros inteiros que comega em 1, a que se
segue 1, e na qual cada elemento subsequente é
a soma dos dois elementos anteriores. A fungao
fib a seguir calcula o n-ésimo elemento da
sequéncia de Fibonacci:

unsigned int fib (unsigned int n)

{
if (n < 2)
return 1;
return fib(n - 2) + fib (n - 1);
¥

Considerando a implementacdo acima, avalie as
afirmacdes a seguir.
. A complexidade de tempo da funcdo fib é
exponencial no valor de n.

Il. A complexidade de espaco da fungdo fib &
exponencial no valor de n.

ll. Epossivel implementar uma vers3o iterativa
da funcdo fib com complexidade de tempo
linear no valor de n e complexidade de
espacgo constante.

E correto o que se afirma em

€} |, apenas.
@ |l, apenas.
® |elll, apenas.
® llelll, apenas.

@ Lllell



QUESTAO 33

Considere a funcao recursiva F a seguir, que em sua execugio chama a fungio G:
1 void F(int n) {

2 ifin = 0) {

3 for{int i = 0; 1 < n; i++) {
4 G(i);

5 }

6 Fin/2);

7 }

8 }

Com base nos conceitos de teoria da complexidade, avalie as afirmacfes a seguir.

. A equacdo de recorréncia que define a complexidade dafuncio F é a mesma do algoritmo classico
de ordenagdo mergesort.
Il. O numero de chamadas recursivas da funcdo F é © (log n).

lll. O nimero de vezes que a funcdo G da linha 4 é chamada e O(n log n).

E correto o que se afirma em

@ |, apenas.
@ |, apenas.
@ |e lll, apenas.
@ llelll, apenas.

A Lell

QUESTKO 21 - Suponha que, ao invés de dividir em duas partes, foi criada uma versdo do merge-
sort que divida a entrada em quatro partes, ordene cada quarta-parte, e, finalmente, combine essas
quatro partes usando um procedimento O(n). A equacdo de recorréncia que descreve o tempo de
execucao desse algoritmo é:

A) T(n) = 4*T(n/4) + O(n)
B) T(n) = 4*T(n/2) + 2*0O(n)
C)T(n) = T(n/4) + 4*0(n)
D)T(n) = 4*T(n/4) + 4*0(n)
E) T(n) = T(n/4) + O(n)

QUESTEO 22 - A complexidade de tempo da questdo 21 é:

A) O(n?)

B) O(n*)

C) O(4*n)
D)O(n log n)
E) O(n)



QUESTAO 21 - Dadas as seguintes relacdes de recorréncia:

L T =2T(3)+0m
L T(n) =87 (%) +0(n?)
oL T(n) =T(3)+0(1)

As relacfes de recorréncia I, II, e III pertencem, nessa ordem, as classes de complexidade:

A)8(n?), 0(n*), e 6(n)

B) @(n), 6(n?), e 8(n*)

C) @(nlogn), 8(n*), e 8(logn)
D) @(logn), @(nlogn), e @(n*)
E) 8(n%), 6(n?), e O(n?)

QUESTAO 21 - Considere os seguintes algoritmos recursivos que resolvem o mesmo problema em
uma entrada de tamanho n:

Algoritmo 1: Divide o problema em 3 partes de tamanho n/4 cada e gasta um tempo adicional O(1)
por chamada.
Algoritmo 2: Divide o problema em 3 partes de tamanho n/2 cada e gasta um tempo adicional O(n?)

por chamada.
Algoritmo 3: Divide o problema em 3 partes de tamanho n/3 cada e gasta um tempo adicional de

0O(n) por chamada.

A complexidade dos algoritmos 1, 2 e 3 €, respectivamente:

A) 8(11{”-‘7"3), 8(n?),0(nlogn)

20(3).0().9()

C) 6(1),0(n*),0(n)

D) 8(n*), 8(n?*), 8(n*)

E) 8(?1{”943), 8(nI0923)' 8(?‘1{”933]



