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Reducao como ferramenta para
resolver problemas
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Reducao informalmente

= Problema P: Ip é instancia e Sp é solucdo.

= Reduzir um problema A para um problema B significa usar
um algoritmo de B para resolver A:

IB—>—>SB
IA—f>IB—>—>SB—g>SA

Iy — —f>IB—>—>SB—g> — Sy




ProBLEMA: SELECAO
Entrada: (V,n, k), onde V[1..n] é um vetor e k€ {1,...,n}.

Saida: k-ésimo menor elemento armazenado em V.




ProBLEMA: SELECAO
Entrada: (V,n, k), onde V[1..n] é um vetor e k€ {1,...,n}.
Saida: k-ésimo menor elemento armazenado em V.

ProBLEMA: ORDENACAO
Entrada: (A, m), onde A[l..m] é um vetor.

Saida: vetor B com o mesmo conteido de A porém tal que
B[1] < B[2] < --- < Bin].
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SELECAOQO reduz para ORDENACAQO

Precisamos mostrar:

(V,n, &) —L5 (A, m) — Quicksort — A %5 V[]

ALG_selecao(V, n, k) {
V = ALG_ordenacao(V, n);
return V[k];

e oW oo e
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ORDENACAQO reduz para SELECAO

Precisamos mostrar:

(A, m) —L5 (V,n, k) — SELECTION — V][] -2 A

1 ALG2_ordenacao(V, n) {

2 seja A[1..n] um vetor vazio;

3 for (i = 1; i <= n; i++) {

4 A[i] = ALG2_selecao(V, n, i);
5 }

6 return A;
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PrOBLEMA: QUADRADO
Entrada: (z), onde x é um inteiro.

Saida: 22.




PrOBLEMA: QUADRADO
Entrada: (z), onde x é um inteiro.

Saida: 22.

ProBLEMA: MULTIPLICACAO
Entrada: (a, b), onde a e b sdo inteiros.

Saida: a x b.
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QUADRADO reduz para MULTIPLICACAO

Precisamos mostrar:

(1) L5 (a,b) — KARATSUBA — ax b % 2

ALG_quadrado(x) {
z = ALG_multiplica(x, x);

return z;

e oW oo e
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MULTIPLICACAO reduz para QUADRADO

Precisamos mostrar:

(a,8) L5 (2) — SQUARE — 22 %5 ax b

ALG2_multiplica(a, b) {
ALG2_quadrado(a+b) ;
ALG2_quadrado(a) ;
ALG2_quadrado(b) ;
return (X - Y - Z)/2;

N < >
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ProBLEMA: CAMINHOTODOPAR
Entrada: (D, w), onde D é um digrafo e w: E(D) — R.

Saida: matriz d onde d[i|[j] é o peso do menor ij-caminho em D.




ProBLEMA: CAMINHOTODOPAR
Entrada: (D, w), onde D é um digrafo e w: E(D) — R.

Saida: matriz d onde d[i|[j] é o peso do menor ij-caminho em D.

ProBLEMA: CAMINHOUMAFONTE
Entrada: (H, p,s), onde H é um digrafo, p: E(H) - Re s €

V(H).

Saida: vetor t onde t[7] é o peso do menor si-caminho em H.




CAMINHOTODOPAR reduz para CAMINHOUMAFONTE

Precisamos mostrar:
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CAMINHOTODOPAR reduz para CAMINHOUMAFONTE

Precisamos mostrar:

(D, w) L5 (H,p, s) — BELLMAN-FORD — ¢ % d

ALG_caminhotodopar(D, w) {
cria matriz d[][];
for (i = 1; i <= D.n; i++)
d[i] = ALG_caminhoumafonte(D, w, i);

return d;

[ A




ProBLEMA: ARVOREGERADORAMINIMA
Entrada: (G, w), onde G é um grafo e w: E(G) — R.

Saida: conjunto 7' C E(G) tal que G[T] é arvore geradora de

peso minimo.
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ProBLEMA: ARVOREGERADORAMINIMA
Entrada: (G, w), onde G é um grafo e w: E(G) — R.

Saida: conjunto 7' C E(G) tal que G[T] é arvore geradora de

peso minimo.

ProBLEMA: ARVORESTEINER
Entrada: (H, p, R), onde H é um grafo, p: E(H) - R, e R C
V(H) sdo vértices requeridos.
Saida: conjunto A C E(H) tal que H[A] é arvore, R C V(H[A])
e A tem peso minimo.
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ARVOREGERADORAMINIMA reduz para ARVORESTEINER

Precisamos mostrar:

(G, w) L (H,p, R) — ALGgreivgr — A - T
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ARVOREGERADORAMINIMA reduz para ARVORESTEINER

Precisamos mostrar:

(G, w) L (H,p, R) — ALGgreivgr — A - T

1 ALG_arvoregeradoraminima(G, w) {

2 T = ALG_arvoresteiner(G, w, V(G));
3 return T;

4}
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ProBLEMA: TAREFAS
Entrada: (T,n,s,f), onde T'= {t,...,t,} é um conjunto de
n tarefas onde cada t; € T ocorre no intervalo [s;, f;).
Saida: conjunto S C T'tal que as tarefas de S sdo mutuamente

compativeis e |S] é maximo.
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ProBLEMA: TAREFAS
Entrada: (T,n,s,f), onde T'= {t,...,t,} é um conjunto de
n tarefas onde cada t; € T ocorre no intervalo [s;, f;).
Saida: conjunto S C T'tal que as tarefas de S sdo mutuamente

compativeis e |S] é maximo.

ProBLEMA: CONJINDEPENDENTE
Entrada: (G), onde G é um grafo.

Saida: I C V(G) tal que para todo par u,v € I, wv ¢ E(G) e

|1 é maximo.
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TAREFAS reduz para CONJINDEPENDENTE

Precisamos mostrar:

f
(T,n,s,f) > (G) — ALGconynperenpenTE — 1 S
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TAREFAS reduz para CONJINDEPENDENTE

Precisamos mostrar:

f
(T,n,s,f) > (G) — ALGconynperenpenTE — 1 S

ALG_tarefas(T, n, s, f) {
V(G = T;
EG) = { {ti,tj} : sl[il < £[j] e s[jl < £[il};
S = ALG_conjindependente(G) ;

return S;

[ A
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= Dado um problema A, podemos criar um algoritmo para A ao
fazer uma reducdo para B, pois basta usar qualquer algoritmo
para B.

= Observe que isso ndo impede que haja outros algoritmos
para A.

14



Problemas de decisao



Problemas de otimizacao

Dadas restricoes e uma funcdo objetivo que determina o valor de
cada solucdo, encontrar uma solucdo melhor valor de funcio
objetivo (maximiza¢do ou minimiza¢&o).
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Problemas de otimizacao

Dadas restricoes e uma funcdo objetivo que determina o valor de
cada soluc3do, encontrar uma solucdo melhor valor de funcdo

objetivo (maximiza¢do ou minimiza¢&o).

ProBLEMA: MOCHILAOPT
Entrada: (I, n,v,w, W), onde I={1,...,n}, v; é o valor e w;
é o peso do item ¢ € [ e W é a capacidade de peso da mochila.
Saida: subconjunto deitens S C Icom ) . qw; < Wed . qv;

maximo.
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Problemas de decisao

Dadas restricoes e uma pergunta, responder sim ou n&o.
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Problemas de decisao

Dadas restricoes e uma pergunta, responder sim ou n&o. I

ProBLEMA: MOCHILA
Entrada: (I, n,v,w, W, V), onde I = {1,...,n}, v; é o valor e
w; € o peso do item ¢ € I, W é a capacidade de peso da mochila

e V é um namero.
Decisdo: existe um subconjunto de itens S C Icom ), g w; <
We ZZES UZ’ Z V?




Equivaléncia

= Problemas de otimizac3do e decisdo correspondentes sao
equivalentes no sentido de que se resolvermos um deles, entdo
resolvemos o outro.
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Equivaléncia

= Problemas de otimizac3do e decisdo correspondentes sao
equivalentes no sentido de que se resolvermos um deles, entdo
resolvemos o outro.

= Podem ser reduzidos entre sil

= Por exemplo, dados n itens com pesos w; e valores v; e uma
mochila com capacidade W.

17



MOCHILA reduz para MOCHILAOPT

Suponha que sabemos resolver MOCHILAOPT em (I, n, v, w, W).
Conseguimos resolver MOCHILA?

18



MOCHILA reduz para MOCHILAOPT

Suponha que sabemos resolver MOCHILAOPT em (I, n, v, w, W).
Conseguimos resolver MOCHILA?

ALG_mochila(I, n, v, w, W, V) {
z = ALG_mochilaopt(I, n, v, w, W);
if (z >= V)
return "sim";
else

return "n&o";

e T < < L N I

18



MOCHILAOPT reduz para MOCHILA

Agora suponha que sabemos resolver MOCHILA em
(1, n,v,w, W, V). Conseguimos resolver MOCHILAOPT?

19



MOCHILAOPT reduz para MOCHILA

Agora suponha que sabemos resolver MOCHILA em
(1, n,v,w, W, V). Conseguimos resolver MOCHILAOPT?

1 ALG_mochilaopt(I, n, v, w, W) {

2 ini = 0;

3 fim = n * max{v[1], ..., v[nl};

4

5 while (ini < fim) {

6 meio = (ini + fim) / 2;

7 if (ALG_mochila(I, n, v, w, W, meio) == "sim"
8 ini = meio + 1;

9 else

10 fim = meio - 1;

11 }

12

13 if (ALG_mochila(I, n, v, w, W, ini) == "sim"
14 return ini;

15 else

16 return ini - 1;

19
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Outros problemas de decisdo

PROBLEMA: ALINHAMENTO
Entrada: (X, m, Y,n,«a,p), onde X[1.m] e Y = [l..n] sdo
sequéncias, « é funcdo de pontuacdo e p é um niimero.
Decisao: existe um alinhamento de X e Y com pontuacdo > p?
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Outros problemas de decisdo

ProBLEMA: ARVOREGERADORA
Entrada: (G, w, W), onde G é um grafo, w: E(G) - Re Wé

um ndmero.
Decisdo: existe conjunto T C E(G) tal que G[T] é arvore
geradorae ) _pw(e) < W?

21



Outros problemas de decisdo

ProBLEMA: BARRA
Entrada: (n,p, k), onde n é um inteiro tamanho da barra, ven-

der um pedaco de tamanho ¢ da lucro p; e k é um nimero.
Decisdo: existe forma de cortar a barra tal que a soma dos
lucros de vendas é > k7
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Outros problemas de decisdo

ProBLEMA: CAMINHOHAMILT
Entrada: (D), onde D é um digrafo.

Decisdo: existe caminho hamiltoniano em D?

23



Outros problemas de decisdo

ProBLEMA: CAMINHOHAMILT
Entrada: (D), onde D é um digrafo.

Decisdo: existe caminho hamiltoniano em D?

PrOBLEMA: CICLOHAMILT
Entrada: (D), onde D é um digrafo.

Decisao: existe ciclo hamiltoniano em D?

23



Outros problemas de decisdo

ProBLEMA: CAMINHOHAMILT
Entrada: (D), onde D é um digrafo.

Decisdo: existe caminho hamiltoniano em D?

PrOBLEMA: CICLOHAMILT
Entrada: (D), onde D é um digrafo.

Decisao: existe ciclo hamiltoniano em D?

PrROBLEMA: TSP
Entrada: (D, w, k), onde D é um digrafo, w: E(D) — R e
ke R.
Decisao: existe ciclo hamiltoniano em D com peso < k7

23



Reducao



Reducdo formalmente

Reducao polinomial
Sejam A e B dois problemas de deciszo.
O problema A é redutivel para B se existe um algoritmo eficiente f

tal que f(I4) =Ipe

14 é sim se e somente se Ig é sim.

24



CAMINHOHAMILT reduz polinomialmente para CICLOHA-

MILT

Seja (D) uma entrada de CAMINHOHAMILT.
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CAMINHOHAMILT reduz polinomialmente para CICLOHA-

MILT

Seja (D) uma entrada de CAMINHOHAMILT.

Construa (D) onde V(D) = V(D) U {z} e
E(D') = E(D) U{au,uz: v € V(D)} (isso leva tempo polinomial).
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CAMINHOHAMILT reduz polinomialmente para CICLOHA-

MILT

Seja (D) uma entrada de CAMINHOHAMILT.

Construa (D) onde V(D) = V(D) U {z} e
E(D') = E(D) U{au,uz: v € V(D)} (isso leva tempo polinomial).

Resta mostrar que (D) é sim para CAMINHOHAMILT se e somente se
(D') é sim para CICLOHAMILT.
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CAMINHOHAMILT reduz polinomialmente para CICLOHA-

MILT

Seja (D) uma entrada de CAMINHOHAMILT.

Construa (D) onde V(D) = V(D) U {z} e

E(D') = E(D) U{au,uz: v € V(D)} (isso leva tempo polinomial).
Resta mostrar que (D) é sim para CAMINHOHAMILT se e somente se
(D') é sim para CICLOHAMILT.

Suponha primeiro que (D) é sim para CAMINHOHAMILT.
Ent&o existe caminho C'= (a, b,. .., d) hamiltoniano em D.
Note que C' = (a,b,...,d, x, a) é ciclo hamiltoniano em D'.
Entdo (D) é sim para CICLOHAMILT.

25



CAMINHOHAMILT reduz polinomialmente para CICLOHA-

MILT

Seja (D) uma entrada de CAMINHOHAMILT.

Construa (D) onde V(D) = V(D) U {z} e

E(D') = E(D) U{au,uz: v € V(D)} (isso leva tempo polinomial).
Resta mostrar que (D) é sim para CAMINHOHAMILT se e somente se
(D') é sim para CICLOHAMILT.

Suponha primeiro que (D) é sim para CAMINHOHAMILT.

Ent&o existe caminho C'= (a, b,. .., d) hamiltoniano em D.
Note que C' = (a,b,...,d, x, a) é ciclo hamiltoniano em D'.
Entdo (D) é sim para CICLOHAMILT.

Suponha agora que (D') é sim para CICLOHAMILT.
Entdo existe ciclo D = (a,...,b,z,d,...,a) hamiltoniano em D'.

Note que C' = (d,...,a,...,b) é caminho hamiltoniano em D.

Entdo (D) é sim para CAMINHOHAMILT. o5



BARRA reduz polinomialmente para MOCHILA

Seja (n, p, k) uma entrada de BARRA.
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BARRA reduz polinomialmente para MOCHILA

Seja (n, p, k) uma entrada de BARRA.

Construa (I, m, v, w, W, V) da seguinte forma:

= crie |n/i] itens de peso w = i e valor v = p;, correspondentes

a um pedaco de tamanho ¢ da barra, 1 < ¢ < n;

»om=3" |n/i] e I={1,...,m};

Note que isso é feito em tempo polinomial.
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BARRA reduz polinomialmente para MOCHILA

Seja (n, p, k) uma entrada de BARRA.

Construa (I, m, v, w, W, V) da seguinte forma:

= crie |n/i] itens de peso w = i e valor v = p;, correspondentes

a um pedaco de tamanho ¢ da barra, 1 < ¢ < n;

»om=3" |n/i] e I={1,...,m};
= W=mn;

n
s V==F
Note que isso é feito em tempo polinomial.

Resta mostrar que (n, p, k) é sim para BARRA se e somente se
(I, m,v, w, W, V) é sim para MOCHILA.
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BARRA reduz polinomialmente para MOCHILA

Suponha que (n, p, k) é sim para BARRA.

Entdo existem pedacos (ci, ¢2,...,¢;) taisque > .7, c;=ne
Z?:l De; Z k.

Para cada pedaco ¢;, coloque o item j correspondente ao mesmo
em um conjunto S.

Note que Y jcqwj=> 7 ci=n= We

2les =2 P 2 k=V.

Entdo (I, m, v, w, W, V) é sim para MOCHILA.

27



BARRA reduz polinomialmente para MOCHILA

Suponha agora que (I, m, v, w, W, V) é sim para MOCHILA.
Entdo existe conjunto S C I de itens tais que ZjES w; < We
2jesvi= V.
Para cada item j € S, corte a barra em um tamanho i
correspondente ao mesmo.
Sejam (¢, ¢, .. ., c‘S‘) os pedacos cortados da barra.
S|

Note que ZL:ll =2 jeswi< W=mne

] _ _
Do Pe; = ZjGS vj = V==~
Entdo (n, p, k) é sim para BARRA.

28



Outro problema

PrROBLEMA: SUBSETSUM
Entrada: (A, n, B), onde A = {s1,...,58,} é um conjunto de n
inteiros e B é um inteiro.
Decisdo: existe A’ C A tal que > 4 s = B7

29



SUBSETSUM reduz polinomialmente para MOCHILA

Seja (A, n, B) uma entrada de MOCHILA.

30



SUBSETSUM reduz polinomialmente para MOCHILA

Seja (A, n, B) uma entrada de MOCHILA.

Construa (I, m, v, w, W, V) da seguinte forma:

= crie um item de peso w = s; e valor v = s; para cada s; € A,
» m=nel={l,...,n};

= W=D5

« V=208

Note que isso é feito em tempo polinomial.
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SUBSETSUM reduz polinomialmente para MOCHILA

Seja (A, n, B) uma entrada de MOCHILA.

Construa (I, m, v, w, W, V) da seguinte forma:

= crie um item de peso w = s; e valor v = s; para cada s; € A,
» m=nel={l,...,n};

= W=D5

« V=208

Note que isso é feito em tempo polinomial.

Resta mostrar que (A, n, B) é sim para SUBSETSUM se e
somente se (I, m, v, w, W, V) é sim para MOCHILA.

30



SUBSETSUM reduz polinomialmente para MOCHILA

Suponha que (4, n, B) é sim para SUBSETSUM.

Entdo existe A’ C A com - 4 s= B

Para cada s € A’, coloque o item j correspondente em um
conjunto S.

Note que > ;cqwj =3 cps=B=We

Z_jeS V=D ens=B=V.

Entdo (I, m, v, w, W, V) é sim para MOCHILA.

31



SUBSETSUM reduz polinomialmente para MOCHILA

Agora suponha que (I, m, v, w, W, V) é sim para MOCHILA.
Entdo existe S C Icom 3, quw; < We ) i cqv;> V.

Para cada j € S, coloque o valor s; correspondente em um
conjunto A’

Note que >y s=> ;cqwj < W=De

2isenr 5= 2 jesvi2 V=B

Mas entdo sé pode ser que > 4 5= B.

Entdo (4, n, B) é sim para SUBSETSUM.

32



Mas qual a importancia da reducao?

Além de ser uma técnica de projeto de algoritmos, ela é muito utilizada
para dar informacdes sobre a dificuldade de problemas.

Suponha que o problema A reduz em tempo polinomial para o problema

B:
Iy — —f>IB—>—>SB‘—q> — Sa
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Mas qual a importancia da reducao?

Além de ser uma técnica de projeto de algoritmos, ela é muito utilizada
para dar informacdes sobre a dificuldade de problemas.

Suponha que o problema A reduz em tempo polinomial para o problema

B:
Iy — —f>IB—>—>SB‘—q> — Sa

Que conclusdo podemos tirar se:

1. existir algoritmo eficiente para A?

2. existir algoritmo eficiente para B?

3. n3o existir algoritmo eficiente para A?
4

. ndo existir algoritmo eficiente para B?
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Mas qual a importancia da reducao?

Além de ser uma técnica de projeto de algoritmos, ela é muito utilizada
para dar informacdes sobre a dificuldade de problemas.

Suponha que o problema A reduz em tempo polinomial para o problema

B:
Iy — —f>IB—>—>SB‘—q> — Sa

Que conclusdo podemos tirar se:

1. existir algoritmo eficiente para A?
2. existir algoritmo eficiente para B?
3. n3o existir algoritmo eficiente para A?
4. ndo existir algoritmo eficiente para B?

Ou seja, B é t3o dificil quanto A.
Ou entdo, A n3o é mais dificil do que B. 33



Mas qual a importancia da reducao?

Com exemplos:

= BARRA reduz polinomialmente para MOCHILA.
= SUBSETSUM reduz polinomialmente para MOCHILA.

Sabemos que:

= existe algoritmo eficiente para BARRA;

= (ainda) ndo existe algoritmo eficiente para SUBSETSUM.

Qual a conclusdo sobre MOCHILA?

34



Classes de complexidade




Conjunto de problemas de decisdo que podem ser resolvidos por
um algoritmo eficiente.

BARRA, ALINHAMENTO, ARVOREGERADORA,
CAMINHOCURTO s&o problemas em P.

35



Todos os problemas do mundo estdao em P?

N3o se sabel

Até agora, ndo encontramos algoritmos de tempo polinomial que
resolvem MOCHILA, TSP, CICLOHAMILT, CAMINHOHAMILT,
SUBSETSUM, STEINER, ...

36



Mas eles sao facilmente verificaveis

Para convencer alguém que uma instancia é sim, basta apresentar

um certificado positivo.

» ({2,4,5,7,9,10},5,9) é sim para SUBSETSUM?

= ({2,4,5,7,9,10},5,25) é sim para SUBSETSUM?

« ({1,2,3,4,5},5,v=(3,4,6,21,1), w = (3,4,6,2,7),10,15) é
sim para MOCHILA?

« ({1,2,3,4,5},5,v=(3,4,6,21,1), w= (3,4,6,2,7),10,28) é
sim para MOCHILA?

37



Algoritmo verificador

Algoritmo verificador
Seja T um problema qualquer.
Um algoritmo A é verificador se:
= para toda I7 que é sim, existe um conjunto de dados D tal
que A(Ir, D) retorna sim em tempo polinomial;
= para toda I7 que é ndo, qualquer conjunto de dados D faz
A(Ir, D) retornar n&o em tempo polinomial.

O conjunto D acima é um certificado positivo.

38



Classe NP

Conjunto de problemas de decisdo para os quais existe um

algoritmo verificador que aceita um certificado positivo em tempo
polinomial.

E o caso de MOCHILA, TSP, CICLOHAMILT,
CAMINHOHAMILT, SUBSETSUM, STEINER, ...
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Note que P C NP.
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Note que P C NP.
Serd que NP C P?
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Note que P C NP.
Serd que NP C P?
P éigual a NP?
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Note que P C NP.
Serd que NP C P?
P éigual a NP?

Um dos problemas do milénio: prémio de 1 milhdo de ddlares para

quem resolver.

40



Problemas NP-completos




Discussao

= O que significa dizer que um problema A estd em NP?

41



Problemas NP-completos

Um problema @ é NP-completo se () € NP e todo outro problema

de NP se reduz polinomialmente a @.

O que isso significa?
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Problemas NP-completos

Um problema @ é NP-completo se () € NP e todo outro problema

de NP se reduz polinomialmente a @.

O que isso significa?

Se X é NP-completo, podemos dizer que P = NP se e somente se
X pertence a P.
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Resolva esse problema

Ele estd em NP!

7

“l can’t find an efficient algorithm, | guess I'm just too dumb.”
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Problemas NP-completos

Ele é NP-completo!

MOLLL L 1

“l can't find an efficient algorithm, but neither can all these
famous people.”
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Problemas NP-dificeis

Um problema @) é NP-dificil se todo outro problema de NP se

reduz polinomialmente a Q.
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Problemas NP-dificeis

Um problema @) é NP-dificil se todo outro problema de NP se

reduz polinomialmente a Q.

Um problema @ é NP-completo se ) € NP e @ é NP-dificil. l

45



Problemas NP-completos

E como mostrar que um problema é NP-completo?
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Problemas NP-completos

E como mostrar que um problema é NP-completo?

Primeiro mostramos que o problema estd em NP.
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Problemas NP-completos

E como mostrar que um problema é NP-completo?
Primeiro mostramos que o problema estd em NP.

Depois enumeramos todos os problemas de NP e fazemos uma
reducdo polinomial de cada um deles para o nosso problema
(mostramos que ele é NP-dificil).
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Problemas NP-completos

E como mostrar que um problema é NP-completo?
Primeiro mostramos que o problema estd em NP.

Depois enumeramos todos os problemas de NP e fazemos uma
reducdo polinomial de cada um deles para o nosso problema
(mostramos que ele é NP-dificil).

Mas a operacdo de reducdo pode ser compostal

46



Problemas NP-completos

E como mostrar que um problema é NP-completo?
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Problemas NP-completos

E como mostrar que um problema é NP-completo?

Primeiro mostramos que o problema estd em NP.
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Problemas NP-completos

E como mostrar que um problema é NP-completo?
Primeiro mostramos que o problema estd em NP.

Depois encontramos um problema que ja é NP-completo e o
reduzimos polinomialmente para o nosso.

47



Problemas NP-completos

= Vimos que MOCHILA esta em NP.

= Vimos que SUBSETSUM reduz polinomialmente para
MOCHILA.

= Sabemos que SUBSETSUM E NP-completo.
= Portanto, MOCHILA é NP-completo!
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Problemas NP-completos

= Vimos que MOCHILA esta em NP.

= Vimos que SUBSETSUM reduz polinomialmente para
MOCHILA.

= Sabemos (??7) que SUBSETSUM E NP-completo.
= Portanto, MOCHILA é NP-completo!

48



Problemas NP-completos

Mas e o primeiro problema NP-completo?
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Problemas NP-completos

Mas e o primeiro problema NP-completo?

PROBLEMA: 3-SAT
Entrada: (¢), onde ¢ é uma férmula 3-CNF contendo literais

de variaveis booleanas xi, ..., z,.
Decisdo: Existe uma atribuicdo de valores a i, ..., z, tal que
¢ é satisfativel?
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Problemas NP-completos

Mas e o primeiro problema NP-completo?

PROBLEMA: 3-SAT
Entrada: (¢), onde ¢ é uma férmula 3-CNF contendo literais

de variaveis booleanas xi, ..., z,.
Decisdo: Existe uma atribuicdo de valores a i, ..., z, tal que
¢ é satisfativel?

Teorema de Cook-Levin: 3-SAT é NP-completo.
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Problemas NP-completos

Circuit - SAT

3-CNF SAT
Clique Problem

[Vertex Cover Problem)

(Hamiltonian Cycle)

[ Travelling Salesman ]

Subset Problem
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Problemas NP-completos

51




Outro problema NP-completo

ProBLEMA: CLIQUE
Entrada: (G, k), onde G é um grafo e k é um inteiro positivo.

Decisdo: Existe conjunto S C V(G) tal que para todo par
u, v € S existe aresta uv € E(G) e |S| > k7
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Outro problema NP-completo

ProBLEMA: CLIQUE
Entrada: (G, k), onde G é um grafo e k é um inteiro positivo.

Decisdo: Existe conjunto S C V(G) tal que para todo par
u, v € S existe aresta uv € E(G) e |S| > k7

CLIQUE é NP-completo. I

Primeiro mostramos que CLIQUE estd em NP e depois faremos
uma reducdo polinomial de 3-SAT para CLIQUE.
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Outro problema NP-completo

Teorema
CLIQUE é NP-completo.

Demonstracao (continuacdo)

CLIQUE estd em NP pois, dados (G, k) e um conjunto S qualquer
de vértices, é facil escrever um algoritmo eficiente que verifica se S
é uma clique de tamanho pelo menos k: basta verificar se todos os

pares de vértices em S formam arestas e contar a quantidade de

vértices em S.
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Outro problema NP-completo

Teorema
CLIQUE é NP-completo.

Demonstracdo (continuacdo)

Agora considere uma férmula 3-CNF ¢ com m clausulas sobre
literais das variaveis vy, ..., Uy.




Outro problema NP-completo

Teorema
CLIQUE é NP-completo.

Demonstracdo (continuacdo)

Agora considere uma férmula 3-CNF ¢ com m clausulas sobre
literais das variaveis vy, . .., Uy.

Vamos construir um grafo G com 3m vértices: para cada clausula,
temos 3 vértices representando seus literais.
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Outro problema NP-completo

Teorema
CLIQUE é NP-completo.

Demonstracdo (continuacdo)

Agora considere uma férmula 3-CNF ¢ com m clausulas sobre
literais das variaveis vy, ..., v,.

Vamos construir um grafo G com 3m vértices: para cada clausula,
temos 3 vértices representando seus literais.

Havera aresta entre dois vértices v e w se e somente se os literais
representados por eles estiverem em clausulas diferentes, v
corresponde a um literal z e w n3o corresponde ao literal 7.
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Outro problema NP-completo

Teorema
CLIQUE é NP-completo.

Demonstracdo (continuacdo)

Agora considere uma férmula 3-CNF ¢ com m clausulas sobre
literais das variaveis vy, ..., v,.

Vamos construir um grafo G com 3m vértices: para cada clausula,
temos 3 vértices representando seus literais.

Havera aresta entre dois vértices v e w se e somente se os literais
representados por eles estiverem em clausulas diferentes, v
corresponde a um literal z e w n3o corresponde ao literal 7.

Por fim, tome k= m.
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Outro problema NP-completo

Teorema
CLIQUE é NP-completo.

Demonstracdo (continuacdo)

Agora considere uma férmula 3-CNF ¢ com m clausulas sobre
literais das variaveis vy, ..., v,.

Vamos construir um grafo G com 3m vértices: para cada clausula,
temos 3 vértices representando seus literais.

Havera aresta entre dois vértices v e w se e somente se os literais
representados por eles estiverem em clausulas diferentes, v
corresponde a um literal z e w n3o corresponde ao literal 7.

Por fim, tome k= m.

Temos entdo uma instancia (G, k) para CLIQUE gerada em tempo
polinomial. Resta verificar se ¢ é satisfativel se e somente se G

contém uma clique com > k = m vértices. 54




Outro problema NP-completo

Teorema
CLIQUE é NP-completo.

Demonstracdo (continuacgdo)

Suponha que ¢ é satisfativel.
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Outro problema NP-completo

Teorema
CLIQUE é NP-completo.

Demonstracdo (continuacgdo)
Suponha que ¢ é satisfativel.

Ent3o em cada clausula, pelo menos um literal tem valor 1.

55



Outro problema NP-completo

Teorema
CLIQUE é NP-completo.

Demonstracdo (continuacgdo)

Suponha que ¢ é satisfativel.

Ent3o em cada clausula, pelo menos um literal tem valor 1.
Como um literal e sua negacdo ndo podem ter valor 1, existe uma
aresta entre quaisquer dois vértices que representam esses literais
em G.
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Outro problema NP-completo

Teorema
CLIQUE é NP-completo.

Demonstracdo (continuacgdo)

Suponha que ¢ é satisfativel.

Ent3o em cada clausula, pelo menos um literal tem valor 1.
Como um literal e sua negacdo ndo podem ter valor 1, existe uma
aresta entre quaisquer dois vértices que representam esses literais
em G.

Ent3o eles formam uma clique em G com pelo menos m = k

vértices.
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Outro problema NP-completo

Teorema
CLIQUE é NP-completo.

Demonstracao (continuacdo)

Agora suponha que existe conjunto S C V(G) que é clique e
|S] > k.
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Outro problema NP-completo

Teorema
CLIQUE é NP-completo.

Demonstracao (continuacdo)

Agora suponha que existe conjunto S C V(G) que é clique e
|S] > k.
Ent3o existe uma aresta entre quaisquer dois vértices de S.
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Outro problema NP-completo

Teorema
CLIQUE é NP-completo.

Demonstracao (continuacdo)

Agora suponha que existe conjunto S C V(G) que é clique e

|S] > k.

Ent3o existe uma aresta entre quaisquer dois vértices de S.

Entdo esses dois ndo representam literais que s3o a negacao um do
outro e eles estdo em clausulas diferentes.
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Outro problema NP-completo

Teorema
CLIQUE é NP-completo.

Demonstracao (continuacdo)

Agora suponha que existe conjunto S C V(G) que é clique e

|S] > k.

Ent3o existe uma aresta entre quaisquer dois vértices de S.

Entdo esses dois ndo representam literais que s3o a negacao um do
outro e eles estdo em clausulas diferentes.

Entdo dar valor 1 aos literais representados pelos vértices de S
satisfaz ¢.
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Classe NP-completo

Circuit - SAT

3-CNF SAT
Clique Problem

[Vertex Cover Problem)

(Hamiltonian Cycle)

[ Travelling Salesman ]

Subset Problem

57




Outro problema NP-completo

ProBLEMA: VERTEXCOVER
Entrada: (G, k), onde G é um grafo e k é um inteiro.

Decisdo: Existe conjunto S C V(@) tal que toda aresta uv €
E(G)tem ue Souve Se S| <k?
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Outro problema NP-completo

ProBLEMA: VERTEXCOVER
Entrada: (G, k), onde G é um grafo e k é um inteiro.

Decisdo: Existe conjunto S C V(@) tal que toda aresta uv €
E(G) temue Souve Se |S] <k?

VERTEXCOVER é NP-completo.

Primeiro mostramos que VERTEXCOVER esta em NP e depois
faremos uma reducdo polinomial de CLIQUE para
VERTEXCOVER.
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Outro problema NP-completo

Teorema
VERTEXCOVER é NP-completo.

Demonstracado (continuacdo)

VERTEXCOVER estd em NP pois, dados (G, k) e um conjunto S
qualquer de vértices, é facil escrever um algoritmo eficiente que
verifica se S é uma cobertura por vértices das arestas de G que tem
tamanho no maximo k: basta verificar se todas as arestas de G

tem algum extremo em S e contar a quantidade de vértices em S.

v

59



Outro problema NP-completo

Teorema
VERTEXCOVER é NP-completo.

Demonstracado (continuacdo)

Agora considere um grafo G e um valor k inteiro, instancia para
CLIQUE.
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Outro problema NP-completo

Teorema
VERTEXCOVER é NP-completo.

Demonstracado (continuacdo)

Agora considere um grafo G e um valor k inteiro, instancia para
CLIQUE.

O grafo complemento de G é o grafo G, em que V(G) = V(G) e

E(G) = {uv: wv ¢ E(G)}.
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Outro problema NP-completo

Teorema
VERTEXCOVER é NP-completo.

Demonstracado (continuacdo)

Agora considere um grafo G e um valor k inteiro, instancia para
CLIQUE.

O grafo complemento de G é o grafo G, em que V(G) = V(G) e
E(G) = {uv: wv ¢ E(G)}.

Tomando ¢ = | V(G)| — k, temos entdo uma instancia (G, t) para
VERTEXCOVER construida em tempo polinomial. Resta verificar

se G contém uma clique de tamanho pelo menos k se e somente se

G contém uma cobertura por vértices de tamanho no
maximo ¢t = | V(G)| — k.
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Outro problema NP-completo

Teorema
VERTEXCOVER é NP-completo.

Demonstracado (continuacgdo)

Suponha que G contém uma clique S de tamanho pelo menos k.
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Outro problema NP-completo

Teorema
VERTEXCOVER é NP-completo.

Demonstracado (continuacgdo)

Suponha que G contém uma clique S de tamanho pelo menos k.
Isso significa que para todo par u, v € S temos uv € E(G), o que
implica em uv ¢ E(G).
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Outro problema NP-completo

Teorema
VERTEXCOVER é NP-completo.

Demonstracado (continuacgdo)

Suponha que G contém uma clique S de tamanho pelo menos k.
Isso significa que para todo par u, v € S temos uv € E(G), o que
implica em uv ¢ E(G).

Entdo para toda aresta zy € E(G), devemos ter que = ¢ S ou
yEs.

61



Outro problema NP-completo

Teorema
VERTEXCOVER é NP-completo.

Demonstracado (continuacgdo)

Suponha que G contém uma clique S de tamanho pelo menos k.
Isso significa que para todo par u, v € S temos uv € E(G), o que
implica em uv ¢ E(G).

Entdo para toda aresta zy € E(G), devemos ter que = ¢ S ou

yé s
Logo, V(@) \ S é uma cobertura por vértices de G.
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Outro problema NP-completo

Teorema
VERTEXCOVER é NP-completo.

Demonstracado (continuacgdo)

Suponha que G contém uma clique S de tamanho pelo menos k.
Isso significa que para todo par u, v € S temos uv € E(G), o que
implica em uv ¢ E(G).

Entdo para toda aresta zy € E(G), devemos ter que = ¢ S ou
yEs. B

Logo, V(G) \ S é uma cobertura por vértices de G.

Como |S| > k, temos |V(G) \ S| = |V(G)| — |5 < |V(G)| — k=t )
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Outro problema NP-completo

Teorema
VERTEXCOVER é NP-completo.

Demonstracdo (continuacdo)

Agora suponha que G contém uma cobertura por vértices S de
tamanho no maximo t.
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Outro problema NP-completo

Teorema
VERTEXCOVER é NP-completo.

Demonstracdo (continuacdo)

Agora suponha que G contém uma cobertura por vértices S de
tamanho no maximo t.

Isso significa que para toda aresta uv € E(G), temos u € S ou
vES.
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Outro problema NP-completo

Teorema
VERTEXCOVER é NP-completo.

Demonstracdo (continuacdo)

Agora suponha que G contém uma cobertura por vértices S de
tamanho no maximo t.

Isso significa que para toda aresta uv € E(G), temos u € S ou
vES.

De forma equivalente, para qualquer par de vértices z, y tais que
z¢ Seyd S, devemos ter zy ¢ E(G), o que implica em

zy € E(G).

62



Outro problema NP-completo

Teorema
VERTEXCOVER é NP-completo.

Demonstracdo (continuacdo)

Agora suponha que G contém uma cobertura por vértices S de
tamanho no maximo t.

Isso significa que para toda aresta uv € E(G), temos u € S ou
vES.

De forma equivalente, para qualquer par de vértices z, y tais que
z¢ Seyd S, devemos ter zy ¢ E(G), o que implica em

zy € E(G).

Logo, V(G) \ S é uma clique em G.
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Outro problema NP-completo

Teorema
VERTEXCOVER é NP-completo.

Demonstracdo (continuacdo)

Agora suponha que G contém uma cobertura por vértices S de
tamanho no maximo ¢.

Isso significa que para toda aresta uv € E(G), temos u € S ou
veES.

De forma equivalente, para qualquer par de vértices z, y tais que
r¢ Seyd¢ S devemos ter vy ¢ E(G), o que implica em

zy € E(G).

Logo, V(G) \ S é uma clique em G.

Como S < t=|V(G)| — k, temos

[V(G)\ S| = [V(G)| = 8] = [V(G)| = (IV(G)| — k) = k.
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Classe NP-completo

Circuit - SAT

3-CNF SAT
Clique Problem

[Vertex Cover Problem)

(Hamiltonian Cycle)

[ Travelling Salesman ]

Subset Problem
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Outro problema NP-completo

PrOBLEMA: CICLOHAMILT
Entrada: (D), onde D é um digrafo.

Decisao: existe ciclo hamiltoniano em D?
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Outro problema NP-completo

ProBLEMA: CICLOHAMILT
Entrada: (D), onde D é um digrafo.

Decisao: existe ciclo hamiltoniano em D?

CICLOHAMILT é NP-completo.

Primeiro mostramos que CICLOHAMILT estd em NP e depois
faremos uma reducdo polinomial de VERTEXCOVER para
CICLOHAMILT.
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Classe NP-completo

Circuit - SAT

3-CNF SAT
Clique Problem

[Vertex Cover Problem)

(Hamiltonian Cycle)

[ Travelling Salesman ]

Subset Problem
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Outro problema NP-completo

PrROBLEMA: TSP
Entrada: (D, w, k), onde D é um digrafo, w: E(D) — R e
ke R.

Decisao: existe ciclo hamiltoniano em D com peso < k7
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Outro problema NP-completo

PrROBLEMA: TSP
Entrada: (D, w, k), onde D é um digrafo, w: E(D) — R e
ke R.

Decisao: existe ciclo hamiltoniano em D com peso < k?

TSP é NP-completo.

Primeiro mostramos que TSP esta em NP e depois faremos uma
reducdo polinomial de CICLOHAMILT para TSP.
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Classe NP-completo

Circuit - SAT

3-CNF SAT
Clique Problem

[Vertex Cover Problem)

(Hamiltonian Cycle)

[ Travelling Salesman ]

Subset Problem
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Outro problema NP-completo

ProOBLEMA: CAMINHOHAMILT
Entrada: (D), onde D é um digrafo.

Decisao: existe caminho hamiltoniano em D?
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Outro problema NP-completo

ProOBLEMA: CAMINHOHAMILT
Entrada: (D), onde D é um digrafo.

Decisao: existe caminho hamiltoniano em D?

CAMINHOHAMILT é NP-completo.

Primeiro mostramos que CAMINHOHAMILT estd em NP e depois
faremos uma reducdo polinomial de CICLOHAMILT para
CAMINHOHAMILT.
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Classe NP-completo

Circuit - SAT

3-CNF SAT
Clique Problem

[Vertex Cover Problem)

(Hamiltonian Cycle)

[ Travelling Salesman ]

Subset Problem
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Outro problema NP-completo

ProBLEMA: CAMINHOLONGO
Entrada: (D, k), onde D é um digrafo e k é um inteiro positivo.

Decisao: existe caminho em D com nimero de arcos > k?

70



Outro problema NP-completo

ProBLEMA: CAMINHOLONGO
Entrada: (D, k), onde D é um digrafo e k é um inteiro positivo.

Decisao: existe caminho em D com nimero de arcos > k?

CAMINHOLONGO é NP-completo.

Primeiro mostramos que CAMINHOLONGO esta em NP e depois
faremos uma reducdo polinomial de CAMINHOHAMILT para
CAMINHOLONGO.
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Classe NP-completo

Circuit - SAT

3-CNF SAT
Clique Problem

[Vertex Cover Problem)

(Hamiltonian Cycle)

[ Travelling Salesman ]

Subset Problem
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Dizer que um problema estd em NP n3o é argumento para sua
intratabilidade.

Dizer que ele é NP-completo/NP-dificil, sim.
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Usando NP-completude para provar
outras coisas




Inexisténcia de algoritmos

Teorema

N3o existe algoritmo eficiente que resolva o problema
CAMINHOTODOPAR sobre (D, w) quando hé ciclo negativo em
D, a menos que P = NP.

Demonstracao

Primeiro note que ha uma reducdo polinomial de CAMINHOLONGOOPT
para CAMINHOTODOPAR.

Seja (D) uma instancia para CAMINHOLONGOOPT.

Faca w(e) = —1 para todo arco e € E(D).

Note que (D, w) é instancia para CAMINHOTODOPAR.

Se P é o caminho de maior comprimento em D, ent3o os vértices
extremos de P tém a menor distancia considerando a funcdo w.

Da mesma forma, se u, v sdo pares de vértices com a menor distancia
considerando a funcdo w, entdo um uw-caminho minimo é um caminho

de maior comprimento em D. 73




Inexisténcia de algoritmos

Teorema

N3o existe algoritmo eficiente que resolva o problema
CAMINHOTODOPAR sobre (D, w) quando hé ciclo negativo em
D, a menos que P = NP.

Demonstracado (continuacdo)

Se D n3o tem ciclos, entdo encontrar o caminho mais longo em D pode
ser feito em tempo polinomial. Logo, considere que D tem ciclos.
Suponha agora que existe um algoritmo eficiente ALG que é capaz de
resolver o problema CAMINHOTODOPAR sobre qualquer digrafo que
possua ciclos negativos.

Em particular, ALG(D, w) encontrard um par z, y de vértices cuja
distancia é a menor dentre as distancias de todos os pares de vértices
de D.

Com isso, podemos usar ALG para resolver o problema
CAMINHOLONGOOPT, que é NP-dificil.
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Abordagens para problemas
NP-dificeis




Se P # NP, n3o temos esperanca de ter algoritmos para problemas
NP-dificeis que, simultaneamente,

1. encontrem solucdes 6timas
2. em tempo polinomial

3. para qualquer entrada.

75



Se P # NP, n3o temos esperanca de ter algoritmos para problemas
NP-dificeis que, simultaneamente,

1. encontrem solucdes 6timas
2. em tempo polinomial

3. para qualquer entrada.

Ent3o basta ndo exigir essas trés coisas!
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Abordagem por algoritmos exatos




Algoritmos exatos

Procuram pela solucdo 6tima, abrindo m3o de fazer isso em tempo
polinomial para qualquer entrada.

Consideram técnicas como

= programacado dindmica,
= branch and bound,

= programacio linear / programacio linear inteira.
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Branch and Bound

Combina enumeracdo (branch) com poda de solu¢des n3o

promissoras (bound).

A estratégia é percorrer uma arvore de enumeracao e sempre que
chegarmos a um ramo que n3o é promissor ou é inviavel, poda-lo

sem percorré-lo.
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Branch and Bound para o TSP

Ideia: vamos enumerar todas as sequéncias de vértices possiveis
sendo que cada né da arvore de enumeracdo vai representar um
vértice do grafo e cada ramificacdo na arvore vai representar uma

aresta do grafo que foi percorrida.
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Branch and Bound para o TSP

Ideia: vamos enumerar todas as sequéncias de vértices possiveis
sendo que cada n6 da arvore de enumeracdo vai representar um
vértice do grafo e cada ramificacdo na arvore vai representar uma

aresta do grafo que foi percorrida.

Considere o seguinte grafo:

78






Branch and Bound para o TSP

Arvore podada por solucdes inviaveis:
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Branch and Bound para o TSP

Arvore podada por solucdes nao promissoras:
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Programacao Linear

Modelo matematico que descreve problemas de otimizacdo.
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Programacao Linear

Modelo matematico que descreve problemas de otimizacdo.

Um programa linear possui um conjunto de variaveis de decisdo,
um conjunto de restricGes e uma funcao objetivo.
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Programacao Linear

Modelo matematico que descreve problemas de otimizacdo.

Um programa linear possui um conjunto de variaveis de decisdo,
um conjunto de restricGes e uma funcao objetivo.

Cada restricao corresponde a uma equacao linear sobre as variaveis

de decis3o.

82



Programacao Linear

Modelo matematico que descreve problemas de otimizacdo.

Um programa linear possui um conjunto de variaveis de decisdo,

um conjunto de restricGes e uma funcao objetivo.

Cada restricao corresponde a uma equacao linear sobre as variaveis

de decis3o.

Dizemos que uma atribuicdo de valores para as variaveis de decisdo
é uma soluc3do viavel se todas as restricGes sdo satisfeitas.
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Programacao Linear

A forma padrdo de um programa linear para um problema de
minimizacdo que tem n variaveis e m restricoes é

n
minimizar chxj
Jj=1
n
sujeito a Z air; > by Vi€ {1, ceey m}
j=1
z; >0 Vie{l,...,n}

onde a;;, b; e cj sdo constantes, z; sdo as variaveis de decisdo,
n , .~ n , ~ ..
>_j—1 Gijj > b; € uma restricdo e } ., ¢;z; € a fungdo objetivo.
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Formulacao PLI da Mochila

Sejam z; variaveis binarias que indicam se o item ¢ foi escolhido ou
nao.

n
maximizar Z Vi T
i=1
n
sujeito a Z wix; < W
i=1
z; € {0,1} Vie {1,...,n}
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Programacao Linear

Programacdo linear da solucdo exata para muitos problemas, mas
também é muito utilizada para dar solucdes aproximadas.
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Programacao Linear

Programacdo linear da solucdo exata para muitos problemas, mas
também é muito utilizada para dar solucdes aproximadas.

Faz parte da abordagem por algoritmos exatos mas também da
abordagem por algoritmos de aproximacao.
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Programacao Linear

Programacdo linear da solucdo exata para muitos problemas, mas
também é muito utilizada para dar solucdes aproximadas.

Faz parte da abordagem por algoritmos exatos mas também da
abordagem por algoritmos de aproximacao.

Programas lineares podem ser resolvidos em tempo polinomial,
mas programas lineares inteiros sdo problemas NP-dificeis.
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Abordagem por heuristicas




Heuristicas

S3o algoritmos que geram uma solucdo viavel em tempo polinomial
mas n3o d3o garantias de qualidade no custo da solucdo gerada.
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Heuristicas

S3o algoritmos que geram uma solucdo viavel em tempo polinomial
mas n3o d3o garantias de qualidade no custo da solucdo gerada.

Podem ser
= construtivas, que normalmente adotam estratégias gulosas

para construir as solucdes, ou

= de busca local, que partem de uma soluc3o inicial e tentam
modifica-la, melhorando-a, até atingir algum critério de
parada.
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Heuristica construtiva para a Mochila

Algoritmo 1: CONSTROIMOCHILA(n, w, v, W)

. . U1 V2 Un
1 Ordene e renomeie os itens para que — > — > ... > —
wy w2 W,
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Heuristica construtiva para a Mochila

Algoritmo 2: CONSTROIMOCHILA(n, w, v, W)

. . n V2 V.
1 Ordene e renomeie os itens para que — > — > ... > =

w1 wo Wy,
q g+1
2 Seja ¢ um inteiro tal que Z w; < We Z w; > W
i=1 i=1

87



Heuristica construtiva para a Mochila

Algoritmo 3: CONSTROIMOCHILA(n, w, v, W)

. . n V2 V.
1 Ordene e renomeie os itens para que — > — > ... > =

w1 wo Wy,
q g+1
2 Seja ¢ um inteiro tal que Z w; < We Z w; > W
i=1 i=1

3 retorna vy + v2 + ... + U
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Heuristica construtiva para a Mochila

Algoritmo 4: CONSTROIMOCHILA(n, w, v, W)

. . n V2 V.
1 Ordene e renomeie os itens para que — > — > ... > =

w1 wo Wy,
q g+1
2 Seja ¢ um inteiro tal que Z w; < We Z w; > W
i=1 i=1

3 retorna vy + v2 + ... + U

O que acontece quando temos n =2, v =2, wy = 1, 1o = B,
W = Be W= B?
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Heuristica de busca local para o TSP

Exemplo de troca 2-OPT:
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Heuristica de busca local para o TSP

Exemplo de troca 2-OPT:

Exemplo de troca 3-OPT:

\ P
PP \
LT \
- \ \
- \ \
- N X
\ \
\ \
\
\
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Abordagem por algoritmos de
aproximacao




Algoritmos de aproximacao

Geram solucdes vidveis em tempo polinomial e ddo garantia no
custo da solucdo gerada com relacdo ao custo da solucdo tima.

89



Algoritmos de aproximacao

Geram solucdes vidveis em tempo polinomial e ddo garantia no
custo da solucdo gerada com relacdo ao custo da solucdo tima.

Seja A um algoritmo para um dado problema que executa em
tempo polinomial, A(I) o custo da solucdo gerada por A para uma
entrada [ e OPT(I) o custo da solugdo étima para uma entrada L.

Um algoritmo A é uma f~aproximacao se

= A(I) < f- OPT(I) para toda instancia [ e o problema é de
minimizac3o, ou
= A(I) > f- OPT(I) para toda instancia [ e o problema é de

maximizacao.
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Algoritmo de aproximacao para a Mochila

Algoritmo 5: APROXMOCHILA(n, w, v, W)

. . U1 U2 v
1 Ordene e renomeie os itens para que — > — > ... > —

wy w2 Wn,
2 Seja g um inteiro tal que 0 w; < We S8 w; > W
3 retorna max{v| + v2 + ... + Vg, Vgt1}

90



Algoritmo de aproximacao para a Mochila

Algoritmo 6: APROXMOCHILA(n, w, v, W)

. . U1 U2 v
1 Ordene e renomeie os itens para que — > — > ... > —

wy w2 Wn,
2 Seja g um inteiro tal que 0 w; < We S8 w; > W
3 retorna max{v| + v2 + ... + Vg, Vgt1}

Anélise:

APROXMOCHILA(]) = max{v; + v2 + ...+ vy, Vg+1}
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Algoritmo de aproximacao para a Mochila

Algoritmo 7: APROXMOCHILA(n, w, v, W)

. . U1 U2 v
1 Ordene e renomeie os itens para que — > — > ... > —

wy w2 Wn,
2 Seja g um inteiro tal que 0 w; < We S8 w; > W
3 retorna max{v| + v2 + ... + Vg, Vgt1}

Anélise:

APROXMOCHILA(]) = max{v; + v2 + ...+ vy, Vg+1}
> §(01+ -+ g+ Vg41)
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Algoritmo de aproximacao para a Mochila

Algoritmo 8: APROXMOCHILA(n, w, v, W)

. . U1 U2 v
1 Ordene e renomeie os itens para que — > — > ... > —

wy w2 Wn,
2 Seja g um inteiro tal que 0 w; < We S8 w; > W
3 retorna max{v| + v2 + ... + Vg, Vgt1}

Andlise:
APROXMOCHILA(]) = max{v; + v2 + ...+ vy, Vg+1}
> 5(01+ -+ g+ Vge1)
> $OPTjgc(1)
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Algoritmo de aproximacao para a Mochila

Algoritmo 9: APROXMOCHILA(n, w, v, W)

. . U1 U2 v
1 Ordene e renomeie os itens para que — > — > ... > —

wy w2 Wn,
2 Seja g um inteiro tal que 0 w; < We S8 w; > W
3 retorna max{v| + v2 + ... + Vg, Vgt1}

Analise:
APROXMOCHILA(]) = max{v; + v2 + ...+ vy, Vg+1}
> %(vl—}—...—i—vq—i—vqﬂ)
> LOPToc(D)
> LopPT()

De onde vemos que esse algoritmo é uma %—aproximag:éo.
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