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Resumo

Calcular a distancia evolucionéria entre espécies é um problema importante da area de Bi-
ologia Computacional. Em varias abordagens, o calculo dessa distancia considera apenas
rearranjos de genomas, os quais sao conjuntos de mutagoes que alteram grandes trechos
do genoma de um organismo. Assumindo que o genoma nao possui genes duplicados, po-
demos representa-lo como permutacoes de niimeros inteiros, em que cada elemento corres-
ponde a um bloco conservado (regido de alta similaridade entre os genomas comparados)
e o sinal de cada elemento corresponde & orientacao desse bloco. Ao usar permutacgoes, o
problema de transformar um genoma em outro é equivalente ao da Ordenagao de Permu-
tagoes por Operacoes de Rearranjo. A abordagem tradicional desse problema considera
que todas as operacoes tem o mesmo custo e, assim, o objetivo é encontrar uma sequéncia
minima de operagoes que ordene a permutacao. Entretanto, estudos indicam que algumas
operagoes de rearranjo tem maior probabilidade de acontecer do que outras, fazendo com
que abordagens em que operacoes possuem custos diferentes sejam mais realistas. Nas
abordagens ponderadas, o objetivo é encontrar a sequéncia que ordena a permutacao, de
modo que a soma dos custos dos rearranjos dessa sequéncia seja minimo.

Neste trabalho, apresentamos algoritmos de aproximagao para duas novas variagoes
dos problemas da Ordenacao de Permutacoes por Operagoes Ponderadas. A primeira
variagao utiliza uma funcao de custo correspondente a quantidade de fragmentagoes que
a operacao causa na permutacao. A segunda variacao utiliza uma func¢ao de custo pro-
porcional ao tamanho da operacao, além de adicionar a restricao de que as operacoes
sejam curtas. Para cada uma das variacoes, foram considerados cinco problemas com os
seguintes modelos de rearranjo: reversoes sem sinais, reversoes com sinais, transposicoes,
reversoes sem sinais e transposicoes, e reversoes com sinais e transposicoes.

Considerando os problemas da Ordenagao de Permutacoes por Operacgoes Ponderadas
pelo Numero de Fragmentacoes, apresentamos uma anélise da relagao entre os problemas
nao ponderados e essa variacao, dois algoritmos de 2-aproximacao para cada um dos cinco
modelos de rearranjo, resultados experimentais desses algoritmos e limitantes inferiores
e superiores para o didmetro desses problemas. Além disso, apresentamos propriedades
sobre permutacoes simples e um algoritmo de 1.5-aproximacao assintética para essa classe
de permutagdes considerando reversoes com sinais e/ou transposigoes.

Para os problemas da Ordenacao de Permutagoes por Operagoes Curtas Ponderadas
pelo Tamanho, apresentamos uma anélise da relagao entre os problemas nao ponderados
e essa variacao, algoritmos de aproximagao com fator constante para cada um dos cinco
modelos de rearranjo e resultados experimentais desses algoritmos. Além disso, fizemos
uma analise do fator de aproximacao dos algoritmos quando a funcao de custo é igual a
(2, onde ¢ é o tamanho da operacao e o > 1 é uma constante.



Abstract

One of the main problems in Computational Biology is to find the evolutionary distance
among species. In most approaches, such distance only involves rearrangements, which
are mutations that alter large pieces of the species’ genome. Considering that the genome
has no repeated genes, we can represent them as signed permutations, where each element
corresponds to a synteny block (region of high similarity between the genomes compared)
and the sign of each element corresponds to the orientation of such blocks. When using
permutations, the problem of transforming one genome into another is equivalent to the
problem of Sorting Permutations by Rearrangement Operations. The traditional approach
is to consider that any rearrangement has the same probability to happen, and so the
goal is to find a minimum sequence of operations which sorts the permutation. However,
studies have shown that some rearrangements are more likely to happen than others, and
so a weighted approach is more realistic. In a weighted approach, the goal is to find a
sequence which sorts the permutations, such that the sum of the rearrangements’ cost of
that sequence is minimum.

In this work, we presented approximation algorithms for two new variations of the
Sorting Permutations by Weighted Operations problem. The first variation uses a cost
function related to the amount of fragmentation caused by a rearrangement. The second
variation uses a cost function proportional to the rearrangement’s length, along with the
constraint that operations must be short. For each variation, we considered five problems
with the following rearrangement models: unsigned reversals, signed reversals, transposi-
tions, unsigned reversals and transpositions, and signed reversals and transpositions.

Considering the problems of Sorting Permutations by Fragmentation-Weighted Op-
erations, we presented an analysis of the relation between the traditional approach and
this variation, 2-approximation algorithms for each rearrangement model, experimental
results of these algorithms, and upper and lower bounds for the diameter of these prob-
lems. Besides that, we showed properties of simple permutations and a 1.5-asymptotic
approximation algorithm for this class of permutation considering signed reversals and /or
transpositions.

Considering the problems of Sorting Permutations by Length-Weighted Short Opera-
tions, we presented an analysis of the relation between the traditional approach and this
variation, approximation algorithms with constant factor for each rearrangement model,
and experimental results for these algorithms. Besides that, we analyzed the approxima-
tion factor for the algorithms we developed when the cost function is equal to ¢, where
¢ is the rearrangement’s length and o > 1 is a constant.
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Capitulo 1

Introducao

Um dos principais desafios da Biologia Computacional é o de estimar a distdncia evoluci-
ondria entre diferentes organismos, considerando que novos organismos surgem a partir
de mutacoes que ocorreram no material genético de outros organismos. Uma forma de
estimar a distancia evolucionaria entre dois organismos é considerar a distdncia de rear-
ranjo entre seus genomas, que consiste no tamanho da sequéncia de operagoes de rearranjo
que ocorreram na transformagao de um genoma em outro. Um rearranjo de genoma ou
operagao de rearranjo ¢ um tipo de mutacao em larga escala que altera segmentos de um
genoma.

Os tipos de rearranjos mais estudados na literatura sao as reversoes e as transposicoes.
Uma reversao inverte um segmento qualquer do genoma, enquanto uma transposi¢ao faz
a troca de dois segmentos adjacentes do genoma. Quando essas operagdes envolvem o
primeiro elemento da permutacao, elas sao chamadas de operacoes de prefizo. De forma
similar, ao envolver o ultimo elemento da permutacao, elas sao chamadas de operagoes de
sufizo. O tamanho de uma operagao ¢é igual & quantidade de elementos afetados por ela.

O genoma de um organismo é formado por cromossomos, representados como um
conjunto ordenado de genes. Um bloco conservado é uma regiao de alta similaridade
entre dois genomas distintos, podendo ser um gene ou uma sequéncia de genes. Ao
considerar a comparacao de genomas, representamos um genoma como uma sequéncia de
blocos conservados. Assumindo que nao existem genes duplicados, essa representacao é
modelada matematicamente como uma permutacao de nimeros inteiros. Genes e blocos
possuem uma orientagao e, quando essa orientacao ¢ conhecida, o genoma ¢é representado
como uma permutacao com sinais, onde o sinal indica a orientagao do gene ou bloco.
Quando a orientagao nao é conhecida, o genoma é representado como uma permuta¢ao
sem Sinais.

Ao usar permutagoes, os problemas de Rearranjo de Genomas consistem em encontrar
uma sequéncia de rearranjos de custo minimo que transformam uma permutagao em outra.
Devido as propriedades algébricas das permutacgoes, esses problemas sao equivalentes aos
de ordenar uma permutagao com uma sequéncia de rearranjos de custo minimo.

A Ordenacao de Permutacoes por Reversoes e a Ordenacao de Permutacgoes por Trans-
posigoes sao problemas NP-Dificeis [7, [§]. O melhor resultado para ambos os problemas
é uma 1.375-aproximagao [0, [I3]. No entanto, Hannenhalli e Pevzner [I8] provaram que
existe algoritmo polinomial para o problema da Ordenagao de Permutagoes por Reversoes
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com Sinais.

J& a Ordenacao de Permutagoes por Reversoes e Transposi¢oes ainda possui sua com-
plexidade em aberto. Walter et al. [35] apresentaram uma 2-aproximagao, para permuta-
¢Oes com sinais, e uma 3-aproximagcao, para permutacoes sem sinais. Ainda para a versao
sem sinais, Rahman et al. [32] apresentaram uma 2k-aproximacado, onde k é o fator de
aproximagcao do algoritmo utilizado para a decomposicao maxima de ciclos do grafo de
breakpoints. O melhor valor de k conhecido [9] é igual a 1.4167 + ¢, para € > 0.

Todos os problemas citados anteriormente consideram a abordagem tradicional. Nessa
abordagem, assumimos que qualquer operacao tem a mesma probabilidade de acontecer
e, portanto, a distancia ¢ igual ao tamanho da sequéncia minima de operagoes que ordena
uma permutagao. No entanto, estudos mostram que algumas operagoes de rearranjo sao
mais provaveis de acontecer do que outras [2, 6] e, assim, uma abordagem ponderada é
mais préoxima do processo evolutivo real. Ainda nao existem estudos conclusivos para a
analise da frequéncia das operacoes e, consequentemente, é desconhecido quais valores de
custo sdo os mais proximos a realidade [6].

Uma das fungoes de custo presentes na literatura é a ponderacao pelo tipo de operagao.
Normalmente, nessa variagao do problema, uma transposicao recebe um custo maior que
uma reversao, ja que existem evidéncias de que reversoes ocorrem em uma pProporc¢ao
maior que transposi¢oes em cendrios reais [2), 6]. Eriksen [I5] apresentou um estudo com
o objetivo de encontrar qual ponderacao para reversoes e transposicoes ¢ mais relacionada
ao processo evolutivo. Os melhores cenarios foram encontrados usando pesos 2 e 3 para
reversoes e transposicoes, respectivamente. Este estudo nao considerou operagoes de
prefixo e sufixo separadamente dos outros rearranjos.

Além disso, existem variacoes do problema de rearranjo motivadas pela observacao
de que, em alguns casos, as operacoes que ocorreram no processo evolutivo nao agem em
regioes muito grandes [6, 24]. Dessa observacao surgiram os problemas da Ordenagao
por Operagoes de Tamanho Limitado [16], 20, 21 22 B34] e Ordenagao por Operagoes
Ponderadas pelo Tamanho [26], 29, 31].

Neste trabalho, estudamos duas novas variacoes dos problemas da Ordenacgao de Per-
mutagoes por Operagoes de Rearranjos: Ordenagao de Permutagoes por Operagoes Ponde-
radas pelo Nimero de Fragmentacgoes e Ordenacao de Permutacoes por Operagoes Curtas
Ponderadas pelo Tamanho. A primeira variacao introduz o estudo de uma funcao de
custo associada a quantidade de fragmentacoes que uma operagao de rearranjo causa em
um genoma. A segunda variacao combina a func¢ao de custo proporcional ao tamanho da
operagao com a restri¢do de que apenas operagoes curtas (tamanho menor ou igual a 3)
sao permitidas. Para as duas variagoes, serao consideradas permutagoes com e sem sinais
para os modelos com reversoes, transposicoes e combinagao de reversoes e transposicoes.
A Tabela apresenta os acronimos (em inglés) para todos os problemas estudados neste
trabalho.

Essa dissertagao esta organizada da seguinte forma. O Capitulo [2 apresenta notagoes
e conceitos relacionados aos problemas estudados. O Capitulo |3| apresenta resultados
para o problema da Ordenacao de Permutacoes por Operacoes Ponderadas pelo Numero
de Fragmentagoes. O Capitulo [4] apresenta resultados para o problema da Ordenacao de
Permutacoes por Operacoes Curtas Ponderadas pelo Tamanho. E, por tltimo, o Capi-
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tulo [p] apresenta algumas consideragoes finais e um resumo dos resultados alcangados.

Tabela 1.1: Acronimos dos problemas estudados neste trabalho. Cada acréonimo é refe-

rente ao nome em inglés do respectivo problema.

Problema

Acrénimo

Sorting by Fragmentation- Weighted Unsigned Reversals
Ordenagao por Reversoes sem Sinais Ponderadas pelo Numero de Fragmentagoes

SbEWR

Sorting by Fragmentation- Weighted Signed Reversals
Ordenagéao por Reversoes com Sinais Ponderadas pelo Numero de Fragmentagoes

SbFWR

Sorting by Fragmentation- Weighted Transpositions
Ordenagao por Transposi¢oes Ponderadas pelo Nimero de Fragmentagoes

SbFWT

Sorting by Fragmentation- Weighted Unsigned Reversals and Transpositions
Ordenagao por Reversoes sem Sinais e Transposi¢oes Ponderadas pelo Nimero de Fragmentagoes

SbFWRT

Sorting by Fragmentation- Weighted Signed Reversals and Transpositions
Ordenagao por Reversdes com Sinais e Transposi¢oes Ponderadas pelo Numero de Fragmentagoes

SbFWRT

Sorting by Length- Weighted Short Unsigned Reversals
Ordenacéao por Reversoes sem Sinais Curtas Ponderadas pelo Tamanho

SbLWsR

Sorting by Length- Weighted Short Signed Reversals
Ordenagao por Reversées com Sinais Curtas Ponderadas pelo Tamanho

SbLWsR

Sorting by Length- Weighted Short Transpositions
Ordenagao por Transposigoes Curtas Ponderadas pelo Tamanho

SbLWsT

Sorting by Length- Weighted Short Unsigned Reversals and Short Transpositions
Ordenagao por Reversdes sem Sinais Curtas e Transposi¢gdes Curtas Ponderadas pelo Tamanho

SbLWsRsT

Sorting by Length- Weighted Short Signed Reversals and Short Transpositions
Ordenacao por Reversoes com Sinais Curtas e Transposi¢oes Curtas Ponderadas pelo Tamanho

SbLWsRsT
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Capitulo 2

Fundamentacao Teoérica

Este capitulo apresenta notacoes e conceitos que serao utilizados no restante deste tra-
balho. Essas definigbes formam a base para o estudo dos problemas da Ordenacao de
Permutagoes por Operagoes de Rearranjo. No entanto, algumas defini¢coes especificas
para variacoes do problema serao apresentadas no seu capitulo correspondente.

2.1 Representacao de Genomas

Um genoma é modelado matematicamente como uma permutacao com sinais. Cada ele-
mento da permutacao representa um gene ou uma sequéncia de genes (bloco conservado),
e o sinal positivo ou negativo representa a orientacao do bloco. Quando a orientagao dos
blocos conservados nao ¢ conhecida, o genoma ¢ modelado como uma permutacao sem

SInais.

Defini¢ao 1. Uma permutagao sem sinais w de tamanho n € definida como m = (m 3 . ..
Tn), tal que m; € {1,2,...,n} em # m; se, e somente se, 1 £ j,coml1<i<nel<j<
n.

Definig¢ao 2. Uma permutagao com sinais  de tamanho n € definida como m = (7 w3 ...
), tal que m; € {—n,—(n—1),...,—1,1,2,... . n} e|m| # |7;| se, e somente se, i # j,
coml<i<nel<j<n.

As adjacéncias de uma permutacao 7 sao todos os pares de elementos consecutivos
(mi,mir1) de m, com 1 < i < n. A permutacao identidade ¢ é a permutagao ordenada

(12 ... n). Ao considerar permutagdes com sinais, todos os elementos de ¢ possuem sinal
positivo. A permutagao reversa é definida como n = (n (n—1) ... 1), ja a permuta¢do
reversa com sinais é definida como 7 = (—n —(n—1) ... —1). Essas permutagoes sao

importantes na demonstragao de propriedades dos problemas de ordenacao.

Definicao 3. A composicao de duas permutacoes m e o € a operacdo definida por o o
= (o ay ... ap), tal que a; = =T, se 0; <0, e ; = 7y, S€ 0; > 0.

Exemplo 1. A composicao das permutagoes 1 = (+5 +3 =2 —1 +4) e o0 = (=2 —1
+5 44 —3) éigual amoo = (=3 =5 +4 —1 42).
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A inversa de uma permutacao 7 é a permutacao 7! que satisfaz a igualdade 7o 7!

=71 1lom =1 A inversa é ttil para indicar a posicao e o sinal de cada elemento de 7.
Exemplo 2. A inversa da permutagion = (+5+3 —2 —1 +4) éigual an™' = (=4 —3 +2
+5 +1).

2.2 Rearranjos de Genomas

Para a representacao de rearranjos também sao utilizadas permutagoes. Assim, a apli-
cagao de um rearranjo 8 em uma permutagao m resulta na permutacao w o 3, ou seja,
utilizamos a composicao de permutagoes para indicar a ocorréncia de um rearranjo 3 em
uma permutacao 7. Os dois tipos de rearranjo estudados neste trabalho sao Reversoes e
Transposicoes.

Definigao 4. Uma reversao sem sinais p(i,7), para 1 < i < j < n, € o rearranjo
(12 ...4=1j45-1 ... ¢+14 j+1 ... n) que, quando aplicado a uma permuta¢io
7, inverte o segmento (m;, Tit1,...,T;), transformando m na permutagdo m o p(i,j) =
(M1 .. Wioq T Wj—1 ... Wip1 T TWjg1 ... Tp). Uma reversao sem sinais de prefixo € uma

operacao da forma p(1,7), para 1 < j < n. Jd uma reversao sem sinais de sufixo € uma
operagao da forma p(i,n), para 1 <i < n.

Exemplo 3. A aplicagcdo da reversio sem sinais p(3,6) na permutaciom = (32654 1)
resulta na permuta¢ao mo p(3,6) = (32145 6).

Definigao 5. Uma reversao com sinais p(i,7), para 1 < i < j < n, € o rearranjo

(12 ...i—=1—j —(j—1) ... —=(i+1) —i j+1 ... n) que, quando aplicado a uma permuta-
¢ao m, inverte o segmento (T;, Tiy1, ..., 7;) € troca os sinais dos elementos desse segmento,
transformando m na permutagdo wop(i,j) = (M ... Timg =T —Wj_1 ... —Tig1 —T; Tj41

. 7). Uma reversao com sinais de prefixo é uma opera¢iao da forma p(1,j), para
1 < j <mn. Jd uma reversao com sinais de sufixo € uma operagao da forma p(i,n), para
1< <n.

Exemplo 4. A aplicagio da reversio com sinais p(1,3) na permuta¢io m = (=3 —2 —1
+4 +5 +6) resulta na permutag¢io wo p(1,3) = (+1 +2 +3 +4 +5 +6).

Ao longo do texto, o termo reversoes e a notagao p sao utilizados para denotar reversoes
de uma forma genérica sem considerar o efeito no sinal dos elementos. Essa terminologia é
usada para simplificar conceitos analogos para ambas as operacoes e em alguns algoritmos
apresentados.

Defini¢gao 6. Uma transposi¢ao 7(i,j, k), para 1 < i < j < k < n+1, é o rear-
ranjo (1 2 ... i—17 j+1 ... k=14 i+1 ... j—1 k ... n) que, quando aplicado a
uma permutagio m, troca de posi¢do o segmento (T, Tit1, ..., Tj_1) com o segmento adja-
cente (T, Tjt1, ..., Tp_1), transformando m na permutagao mo7(i,j k) = (m 7o ... ™y
Tj T4l -v. Th—1 T Tig1 -.. Tj—1 Tk ... Tp). Uma transposicao de prefixo € uma ope-

ragdo da forma 7(1,7, k), para 1 < j <k <n+ 1. Jd uma transposi¢ao de sufixo € uma
operagao da forma 7(i,j,n+1), para 1 <i<j<mn+ 1.



Exemplo 5. A aplicagao da transposicao 7(1,3,7) na permuta¢io m = (56 432 1)
resulta na permuta¢io mo7(1,3,7) =(432156).

Além das operacoes de prefixo e sufixo, que envolvem o primeiro e dltimo elemento,
respectivamente, existem as operagoes completas. Uma operacao é completa se envolve
todos os elementos da permutagao.

Definigao 7. O tamanho || de uma operagao B € igual a quantidade de elementos
afetados pela aplicagao de B em uma permutacao qualquer. O tamanho de uma reversao
p(i,7) €igual a j —i+ 1. Jd o tamanho de uma transposicao 7(i,7,k) € igual a k — 1.

Defini¢ao 8. Uma operagao  é super curta se || < 2 e curta se || < 3.

Definigao 9. Uma reversio p é uma k-reversao se k = |p|.

2.3 Distancia e Diametro

Um modelo de rearranjo M é o conjunto de operacoes de rearranjo consideradas em um
problema de ordenacao. Um modelo de rearranjo pode ser formado por mais de um tipo
de rearranjo.

Considerando as operagoes de reversao e transposi¢ao, denotamos por r, 7, t, rt e 7t
os modelos de rearranjo que permitem reversoes sem sinais, reversoes com sinais, trans-
posicoes, reversoes sem sinais e transposicoes, e reversoes com sinais e transposicoes,
respectivamente. Uma transposicao nao afeta os sinais dos segmentos afetados e, as-
sim, problemas que permitem apenas transposi¢oes sempre consideram permutacoes sem
sinais.

Ao considerar modelos de rearranjo permitindo apenas operagoes super curtas ou
curtas, adicionamos & notagao do modelo o prefixo ss (super curtas, do inglés super
short) ou s (curtas, do inglés short). Como exemplo, ssr é o modelo de rearranjo que
permite apenas reversoes sem sinais super curtas.

Dada uma sequéncia de operagoes S = (31, fa, . . ., B¢), denotamos por wo S a aplicagao
das operacoes de S em 7, tal que ro S =mo [ opy0...008,. O tamanho da sequéncia
S ¢ denotado por |S].

Para toda operacao 3, existe um custo associado a aplicacao de 5 em 7, e esse custo é
denotado pela fungao f : M — R, onde M é o modelo de rearranjo considerado. O custo
de uma sequéncia de operagoes S = (1, Ba, ..., ) € igual a f(S) = Zle f(5).

O principal objetivo dos problemas de rearranjo de genomas é encontrar a distancia
entre duas espécies. A seguir apresentamos a definicao de disténcia entre duas permuta-
coes.

Definicao 10. Dados um modelo de rearranjo M, uma func¢ao de custo f e as permutagoes
m e o, a distancia d&(ﬂ', o) € o custo de uma sequéncia de operagoes S = (S, Ba, ..., )
pertencentes a M, tal que oS =0 e Zle f(B:) € minimo.

Quando f(B) = 1 para todo 5 € M, a distancia dy;(7,0) entre 7 e o é equivalente a
encontrar o nimero minimo de operagoes que transformam 7 em o.
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Seja v uma permutacao qualquer. A distdncia de ordenag¢do de y é denotada por
d?,(7), de modo que d%,(v) = dl,(7,¢). O problema de transformar = em o é equivalente

ao de ordenar vy = o' o, ja que d,(m,0) = dl (67 om0 0 o) = di,(7,0) = dL, (7).
Como um objetivo secundario dos problemas de ordenacao, também podemos estudar

o diametro dos problemas de ordenacao por operacoes de rearranjo.

Definicao 11. Dados um modelo de rearranjo M e uma funcao de custo f, o didmetro
de tamanho n é denotado por DY, (n) = max{d}, (x) : = tem tamanho n}, com n € Z*.
Ou seja, DI (n) é a maior distincia dl,(m) entre todas as permutacées de tamanho n.

Para a abordagem tradicional (ndo ponderada) dos problemas de ordenagdo por re-
arranjos, utilizamos dy/(7) e Dys(n) para indicar a distancia de ordenagao e o didmetro,
respectivamente.

2.4 Algoritmos de Aproximacao

Muitos dos problemas de ordenacao por rearranjo de genomas sao NP-Dificeis. Portanto,
a nao ser que P = NP, nao existem algoritmos polinomiais para encontrar solu¢oes 6timas
de tais problemas. Uma das abordagens utilizadas para a resolucao de problemas NP-
Dificeis é o desenvolvimento de algoritmos polinomiais que encontram solugoes viaveis
proximas da solugao 6tima, garantindo também o quao préximo a solugao encontrada
esta da solugao 6tima. Esses algoritmos sao chamados de algoritmos de aproximacao.

Definicao 12. Seja ALG um algoritmo polinomial para um problema de minimizagao.
Seja ALG(I) o custo da solugao encontrada por ALG e OPT(I) o custo de uma solugao
dtima para a instancia I. O algoritmo ALG é uma a-aprozimagao se ALG(I) < a x
OPT(I), para toda instincia I.

Definicao 13. Seja ALG um algoritmo polinomial para um problema de minimizacao.
Seja ALG(I) o custo da solugdo encontrada por ALG e OPT(I) o custo de uma solu-
cao otima para a instincia I. O algoritmo ALG € uma a-aproximacao assintdtica se
ALG(I) < a x OPT(I) + ¢, onde ¢ € uma constante, para toda instancia I.

Definicao 14. Seja ALG um algoritmo de aproximacao para um problema de minimiza-
¢ao. Dados uma instancia I e um limitante inferior LB(I) para o valor da solu¢ao étima
para a instancia I, a qualidade de ALG em relagdo a instincia I é igual a ALG(I)/LB(I),
onde ALG(I) é o custo da solugao encontrada por ALG para a instincia I. Ou seja, a
qualidade indica o qudo proximo o custo da solu¢ao encontrada por ALG estd do valor

LB(I).

Ao longo deste trabalho, apresentaremos algoritmos de aproximagcao e algoritmos de
aproximacao assintotica para os problemas estudados.
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Capitulo 3

Operacoes Ponderadas pelo Ntumero de
Fragmentacoes

Uma das fungoes de custo mais estudadas na literatura é a ponderacao pelo tipo de
rearranjo. Normalmente, nessa variagao do problema, uma transposicao recebe um custo
maior que uma reversao, ja que existem evidéncias de que reversoes ocorrem em uma
propor¢ao maior que transposi¢oes em cenéarios reais [2 [0].

Gu et al. [17] introduziram o estudo de uma nova operacao chamada de transposi¢ao
reversa. Uma transposicao reversa troca dois segmentos adjacentes de lugar e inverte os
elementos de um desses segmentos. Para uma proporc¢ao de custos de 2:1 (custo trans-
posicao : custo reversao) e considerando que o custo de uma transposi¢ao reversa é igual
ao de uma transposigao, Eriksen [15] apresentou uma 7/6-aproximacdo e um esquema
de aproximagao de tempo polinomial (PTAS, do inglés Polynomial-Time Approzimation
Scheme). Apos esse estudo, Bader e Ohlebusch [2] apresentaram uma 1.5-aproximagao
para qualquer propor¢ao de custos entre 1:1 e 2:1 (custo transposigao : custo reversao),
também considerando que o custo de uma transposicao é igual ao de uma transposi¢ao
reversa.

Eriksen |[14] apresentou um estudo com o objetivo de encontrar quais custos para rever-
soes e transposi¢coes mais aproximam a distancia de rearranjo do processo evolucionério.
Como métrica de proximidade para o processo evolucionario, Eriksen [14] considerou a
ponderagao que produz as distancias de menor custo. Os melhores cenarios foram encon-
trados quando os custos de reversoes e transposi¢coes sao 2 e 3, respectivamente. Esse
estudo nao considerou operacoes de prefixo e sufixo separadamente das outras operacoes.

Neste capitulo, consideramos uma nova ponderagao que ¢ proporcional a quantidade
de fragmentagoes que uma operacao causa na permutacao. Esses custos sao similares aos
apresentados por Eriksen [14], diferindo apenas nas operagoes de prefixo e sufixo, que
causam menos fragmentacoes na permutacao. A seguir, definimos como uma operacao
causa fragmentagoes e detalhamos a ponderacao pelo numero de fragmentacoes.

Definigao 15. Para qualquer par de posicgoes (i,i+1) de uma permutagdo m, uma opera¢io
B causa fragmentagao entre (i,i+ 1) se m; e w1 ndo sio adjacentes em o 5.

Definigao 16. A funcao f: M — R, onde M é o modelo de rearranjo considerado, para
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reversoes ponderadas € definida como

) set=1ej5=mn

F(oi,5)) = er=leg<n (3.1)

set>1lej=mn

N = = O

, caso contrdrio.

Podemos observar a seguir como cada tipo de reversao altera uma permutacao 7.

= (M1 ... Wis1 W Wig1 .. Tjo1 Tj Tjp1 .. Tp) (3.2)
o p(z,j) (m1 oo Mymy T i1 .. Tig1 T Tj41 - .- Tp) (3.3)
mop(l,j) = (mj Mj—1 ... Mig1 T Mizq «.. T Tj41 -.. Tp) (3.4)
mop(i,n) = (m ... M1 T «.. Tjp1 Tj Tjo1 - . Tig1 ) (3.5)
mop(l,n) = (m, ... Tjp1 Tj Tj—1 ... i1 T Wizl ... 1) (3.6)

Definicao 17. A funcao f: M — R, onde M € o modelo de rearranjo considerado, para
transposicoes ponderadas € definida como

f(r(i g, k) =

W NN

bl

sei=1lek=n+1
sei=1lek<n+1
sei>1lek=n+1

caso contrdario.

(3.7)

Podemos observar a seguir como cada tipo de transposicao altera uma permutacao 7.

T= (M ... Mim1 T Mit1 «.. TWj—1 Tj Tjp1 .. Th1 Th ... Tp) (3.8)
moT1(i,7,k) = (T ... Mis1 T Wjs1 - The1 T Tig1 «-- Tjo1 T ... T)  (3.9)
mor(l,j,k) = (m; Tj41 . Mhe1 M1 «o. Wioy T Tig1 -.. Tj—1 T ... ) (3.10)

mor(i,j,n+1)=(m ... M1 T Tj41 .. Moot T «.. Tp T Tig1 -.. Tj—1) (3.11)
nor(l,jyn+1)=(m; Tjp1 ... Moot T oo Tp T ooo Wi T Tig1 ... T—1)  (3.12)

Exemplo 6. Sejam = (1385476 2). Para o problema da Ordenacao de Permutagoes
por Reversoes sem Sinais ndao Ponderadas, uma sequéncia dtima S para ordenar m €
igual a (p(3,5),p(5,7),p(2,7),p(2,8))-

S, temos que os custos das operagoes p(3,5),

Ao aplicar a ponderagcao por fragmentacoes em
p(5,7), p(2,7) e p(2,8) sao 2, 2, 2 e 1,
Assim, o custo total da sequéncia € igual a 7. Para o problema da
Ordenacao de Permutacoes por Reversoes sem Sinais Ponderadas por Fragmentacoes, a

(p(3,5), p(1,7), p(1,3), p(7,8),

Para essa abordagem ponderada por fragmentacgoes sao considerados os problemas com
as operacoes de reversoes sem sinais (SbFWR), reversoes com sinais (SbFWR), transpo-

respectivamente.

sequéncia otima S' = p(1,8)) ordena m com custo 5.
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si¢oes (SbFWT), reversoes sem sinais e transposigoes (SbFWRT), reversoes com sinais e
transposicoes (SPFWRT). Neste capitulo, consideramos que o custo f(3) de uma opera-
¢ao (3 segue a ponderacao pelo nimero de fragmentacoes, exceto quando especificado o
contrario.

O restante deste capitulo é dividido da seguinte forma. A Secao[3.1]relaciona a aborda-
gem tradicional com a abordagem ponderada. A Segado [3.2] apresenta limitantes inferiores
e algoritmos de 2-aproximacao para os problemas estudados neste capitulo. A Secao [3.3
introduz um limitante inferior no ntimero de permutagoes simples, além de apresentar um
algoritmo de 1.5-aproximagao assintotica para os problemas SbFWT e SbFWRT conside-
rando permutagoes simples. Por ultimo, a Secao [3.4] apresenta limitantes para o didametro
dos problemas estudados neste capitulo.

3.1 Relacao com a Abordagem Nao Ponderada

Esta secao apresenta resultados sobre a relagao dos problemas nao ponderados com os
problemas ponderados por fragmentagoes. Os lemas [I [2] e [3] demonstram propriedades
sobre sequéncias de ordenagao para problemas envolvendo reversoes ponderadas.

Lema 1. Para toda permutagao w, qualquer sequéncia de operagoes S = {(p(1,n), ),
onde B € uma reversao ou transposi¢cdo, pode ser substituida por uma sequéncia S’ =

(B',p(1,n)), tal que f(S") = f(S) emoS' =moS.
Demonstrag¢ao. Podemos dividir a prova nos seguintes casos:

1. Se B = p(i,j), entdao " = (p(7',j'),p(1,n)), comi =n+1—-jej =n+1—i

2 ¢ o resultado da

[lustramos abaixo como ambas sequéncias afetam 7, sendo que 7
licagao d oes de S 2 ¢ Itado d licagao d oes d
aplicagao das operagoes de S em 7 e 0° é o resultado da aplicacao das operacoes de

S’ em .

2. Se f = 7(i,j,k), entao S" = (r(¢,j', k'), p(1,n)), com i =n+1—(k—-1), j/ =
n+1—(—1) ek =n+1—(i—1). Ilustramos abaixo como ambas sequéncias
2 ¢ o resultado da aplicacdao das operacoes de S em 7 e o2

afetam 7, sendo que 7 é



21

o resultado da aplicagao das operagoes de S’ em 7.

= =(m Mo .. Ty Ty oo Ty Wy oo Thy—1 Th oo Tp—1 Tp)
71'1 = 7T0 o p(l,n) = (ﬂ'n Tp—1 v Tt Tpr—1 oo« Tjr Tjr—q oo Ty Tir—1 - .. T2 7T1)
7T2 = 7T1 OT(i,j,k’) == (7Tn Tp—1 v Tt Tjr—1 «on T Tpr—1 «on Ty Tir—1 .. T2 7T1)
ot =mlor(i,j K)=(m T ... My Wy Mg T e Ty T .. Tl )
ol =c'op(l,n) = (Tp Tt ..o Th Tjr1 «vv Tt Ty «oo Tjr M1 +.. T 1)

Note que f(S) = f(5'), j4 que essas operagoes causam o mesmo nimero de fragmentagoes
em ambos 0s casos. O

Lema 2. Para toda permutagao 7, qualquer sequéncia de operagoes S = {p(1,n), b1, ..., Be,
p(1,n)), onde B; é uma reversao ou transposicao, pode ser substituida por uma sequéncia

S ={(B,...,0;), tal que f(S") = f(S) emoS =moS.

Demonstra¢ao. Provaremos por inducao em ¢ que a sequéncia S’ existe.

Para ¢ = 0, temos que w0 S = 7w e S’ é uma sequéncia vazia. Note que a aplicagao de
duas reversoes completas nao altera .

Suponha que ¢ > 0 e que qualquer sequéncia de operagoes S = (p(1,n),f1,. .., Be-1,
p(1,n)), tal que §; € uma reversao ou transposicao, pode ser substituida por uma sequéncia
S'=(B1,...,B,_1), tal que f(S') = f(S)emoS =moS.

Seja S = (p(1,n), b1, ..., B, p(1,n)), tal que B; é uma reversao ou transposigao. Pelo
Lemall] existe subsequéncia (8], p(1,n)) com mesmo efeito de (p(1,n), 51), tal que f(8]) =

f(B1). Seja O = (81, p(1,n),Pa, ..., Be,p(1,n)) e O = (p(1,n),Ba, ..., B, p(1,n)). Note
que f(O) = f(S) emoO = moS. Pela hipotese de indugao, existe subsequéncia O =

(BY, B4, ..., 0] 1), tal que f(O") = f(O') e mo O" = mo O'. Assim, construimos S’ =
(B1, BY, By, ..., B ) para garantir que |S"| = ¢, f(S) = f(S)emoS =m0 S O

Lema 3. Considerando os problemas SbFWR, SbFWR, SbFWRT e SbFWRT, para toda
permutacao T existe uma sequéncia de ordenacdao dtima contendo no mdzximo uma reversao
completa p(1,n) de custo 0.

Demonstracao. Considere o problema SbEFWR. Seja S uma sequéncia de ordenacao 6tima
que possui k reversoes completas. Se k < 1, entao o resultado segue. Se k > 1, entao existe
uma sequéncia de ordenacdo S’ de tamanho |S| — k + (kK mod 2), tal que f(S) = f(5)
e S’ possui no maximo uma reversao completa. A sequéncia S’ pode ser construida pela

substituigao de toda subsequéncia (p(1,n), 41, ..., Be, p(1,n)) em S por uma subsequéncia
de mesmo custo (81, ..., 5;) (Lemalf2).
A prova é analoga para os outros problemas. O

Os lemas , e @ definem limitantes para a distancia de ordenacgao df\} (7) a partir de
dM(ﬂ')

Lema 4. Para qualquer permutacio m, d(m) < df(n) + 1, dy(n) < d,(7) + 1, dy(m)
<di(m)+1 e dy(n) < dl,(n) + 1.
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Demonstracao. Considere o problema SbFWR e uma permutagao 7 qualquer. Observe
que uma sequéncia de ordenagao o6tima para um problema ponderado também é uma
sequéncia de ordenagao valida para o problema nao ponderado correspondente. Pelo
Lema [3] existe uma sequéncia de ordenagao 6tima S que contém no maximo uma reversao
completa. Portanto, todos os rearranjos dessa sequéncia tem custo maior ou igual a 1,
exceto por no maximo uma reversdo, e |S| < df(m) + 1. Pela defini¢do do problema nao
ponderado, sabemos que o tamanho de qualquer sequéncia de ordenagao de 7 é maior ou
igual a d,.(r) e, assim, d.(7) < |S| < df(7) + 1.

A prova é similar para os outros problemas. O

Lema 5. Para qualquer permutagio w, dy(m) < df (x).

Demonstracao. Este resultado segue do fato de que qualquer transposicao tem custo maior
ou igual a 1. O

Lema 6. Para qualquer permutacio w, df (1) < 2d,.(r), di(7) < 2dx(w), d! (x) < 3dy(x),
dly(7) < 3dni(m) € dly(m) < 3dy(m).

Demonstra¢ao. Considere o problema SbFWR e uma permutagao m qualquer. Observe
que uma sequéncia de ordenacao 6tima para um problema nao ponderado também é uma
sequéncia de ordenagao valida para o problema ponderado correspondente. Seja S uma
sequéncia de ordenagao 6tima para o problema nao ponderado. Como o custo maximo
de uma reversao é igual a 2, temos que f(S) < 2|S| = 2d,(7). Assim, concluimos que
d!(7) < 2d,(r) para qualquer 7.

A prova é similar para os outros problemas. Note que o custo maximo de uma trans-
posicao é igual a 3. O

Os préximos lemas apresentam fatores de aproximacgao para os problemas estudados
utilizando os limitantes apresentados.

Lema 7. Considerando os problemas SVFWR e SbFWR, temos que uma o-aprozimacao,
com « > 1 constante, para a versao nao ponderada do problema € uma 2a-aprorimagao
assintotica para a versao ponderada por fragmentacoes.

Demonstra¢ao. Considere o problema SbFWR e uma permutagao m qualquer. Um algo-
ritmo de a-aproximacao para a versao nao ponderada retorna uma sequéncia de ordenacao
S com tamanho |S| < ad, () e custo f(S) < 2ad, (). Pelo Lema [4] temos

f(S) < 2ad,(r) < 2a(df(7) + 1) < 2ad! (1) + 2.

Portanto, este algoritmo é uma 2a-aproximacao assintotica para SbEFWR. A prova é
similar para o problema SbEWR. O]

Lema 8. Considerando o problema SOFW'T, temos que uma a-aprorimacao, com o > 1
constante, para a versao nao ponderada do problema é uma 3a-aprorimacao para a versao
ponderada por fragmentagoes.

Demonstragao. Similar a prova do Lema ]
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Tabela 3.1: Fatores de aproximacao dos problemas ponderados pelo nimero de fragmen-
tagoes usando os melhores algoritmos conhecidos para a versao nao ponderada.

Melhor Algoritmo
Problema Nao Ponderado Problema Ponderado

SbEFWR  1.375-aproximagao [5] 2.75-aproximagao assintotica (Lema }
SbFWR  Algoritmo exato [18] 2-aproximagao assintotica (Lema )
SbEWT  1.375-aproximagao [13] 4.125-aproximacgao (Lema
SHLEWRT éifj?é4>+oe)[g—f%r20]xima§éo, S;f;)(?z—l—oe)(fer);l(;x@agéo assintotica,
SbFWRT 2-aproximagao [35] 6-aproximagao assintotica (Lema E[)

Lema 9. Considerando os problemas SOFWRT e SOFWRT, temos que uma a-aprozimagao,
com « > 1 constante, para a versao nao ponderada do problema € uma 3a-aproximagao
assintotica para a versao ponderada por fragmentagoes.

Demonstragao. Similar a prova do Lema [7] O

A partir dos resultados dos lemas[7] [§le[0] a Tabela[3.Tapresenta os melhores fatores de
aproximacao obtidos ao adaptar algoritmos dos problemas nao ponderados para a versao
ponderada por fragmentacoes.

3.2 Algoritmos de Aproximacgao

Nesta se¢ao, apresentamos limitantes e algoritmos de aproximacao para os cinco problemas
estudados neste capitulo. Esses algoritmos sao separados em bdsicos e gulosos. Ambos os
grupos de algoritmos utilizam o conceito de breakpoints, o qual é introduzido a seguir, e
todos possuem fator de aproximacao de 2.

3.2.1 Breakpoints

O conceito de breakpoint ¢ muito comum em problemas de rearranjo de genomas, sendo
utilizado para definicao de limitantes e criacao de algoritmos. De forma geral, existe
um breakpoint entre um par de elementos consecutivos se esses elementos nao devem ser
consecutivos no final da ordenacgao. Essa defini¢ao sofre variagoes de acordo com o modelo
de rearranjo considerado, como apresentado a seguir.

Definicao 18. Um breakpoint de reversao sem sinais existe entre um par de elementos
consecutivos m; € miq se |mip1 — m| # 1, para 1 < i < n. O nidmero de breakpoints de
reversao sem sinais em uma permutagao m € denotado por b.().

Exemplo 7. A permutacio m = (3 2 1 6 4 5) possui breakpoints de reversiao sem sinais
entre os pares (w3 = 1,m4 = 6) e (w4 = 6,75 = 4). Neste exemplo, temos b,(w) = 2.
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Definicao 19. Dada uma permutacao 7, a variacao no nimero de breakpoints de reversao
sem sinais causada por uma opera¢ao 3 € denotada por Ab.(w, ) = b.(7) — b.(w o ).

Para permutagoes sem sinais, apenas a permutacao identidade ¢ e a permutagao reversa
7 nao possuem breakpoints de reversao sem sinais. Esse tipo de breakpoint é utilizado em
modelos de rearranjo com reversoes sem sinais, tais como SbhFWR e SbFWRT.

Definicao 20. Um breakpoint de transposicao ou breakpoint de reversao com sinais
existe entre um par de elementos consecutivos m; e w1 se i1 — T # 1, para 1 < i < n.
Denotamos o nimero de breakpoints de transposicao e breakpoints de reversao com sinais
em uma permutacdo ™ como by(m) e br(m), respectivamente.

Exemplo 8. A permuta¢io m = (+1 +2 +6 +5 —4 —3) possui breakpoints de reversao
com sinais entre os pares (my = +2,m3 = +6), (713 = +6, 714 = +5) e (74 = 45,715 = —4).
Neste exemplo, temos br(m) = 3.

Definicao 21. Dada uma permutac¢do m, a varia¢ao no nimero de breakpoints de trans-
posi¢ao causada por uma operacao 3 € denotada por Aby(m, ) = by(w) — by(m o ). De
forma similar, a nota¢ao Abz(m, () € utilizada para denotar a varia¢ao no nimero de
breakpoints de reversao com sinais causada por (3.

Para breakpoints de transposicao ou reversao com sinais, apenas a permutacao iden-
tidade ¢ e a permutacao reversa com sinais 7 nao possuem breakpoints. Esse tipo de
breakpoint é utilizado em modelos de rearranjo com reversoes com sinais ou com apenas

transposicoes, tais como SbFWT, SbFWR e SbFWRT.

Definigao 22. Considerando algum tipo de breakpoint, uma strip (m;, Tiy1,...,7;), com
1 <1 <7 < n, € uma subsequéncia mazimal de 7w tal que nao existe breakpoint entre
quaisquer dois elementos consecutivos dessa subsequéncia.

As strips de uma permutacao m dependem do tipo de breakpoint utilizado, como apre-
sentado nos exemplos a seguir.

Exemplo 9. Considerando breakpoints de reversao sem sinais, a permuta¢ao ™ = (12 3 6
5 4) possui as strips (1,2,3) e (6,5,4).

Exemplo 10. Considerando breakpoints de transposi¢ao, a permutag¢io ™ = (12365 4)
possui as strips (1,2,3), (6), (5) e (4).

Um singleton é uma strip com apenas um elemento. Para permutagoes sem sinais,
uma strip (m;, Tit1,-..,7;), com 1 < i < j <n, édita crescente se Ty > 7, para todo
1 < k < 7, e é dita decrescente caso contrario. Por definicao, um singleton é uma strip
crescente. Ao considerar breakpoints de transposigao, s6 existem strips crescentes em uma
permutacao sem sinais. Para permutagoes com sinais, uma strip é positiva se todos os
seus elementos sao positivos ou negativa se todos os seus elementos sao negativos.



25

3.2.2 Limitantes Inferiores

Usando o conceito de breakpoints, apresentamos novos limitantes inferiores para os pro-
blemas estudados. Para isso, os proximos lemas dao limitantes na variagao do nimero de
breakpoints causada pela aplicagao de uma operagao em uma permutacao 7.

Lema 10. Para qualquer permuta¢ao m e reversao sem sinais p, —f(p) < Ab.(m,p) <

f(p).

Demonstracao. Seja p = p(i,j) e ©’ = wo p(i,j). Para todo i < k < j, |mpp1 — m| =
|7r;.7((k+1)7i) — ng(kﬂ.ﬂ pois W}i(kii) =T e W}f((kﬂ)fi) = m41. Portanto, uma reversao
sem sinais p(i, j) nao altera o nimero de breakpoints no segmento de i até j.

Como os segmentos de 1 até i—1 e de j+1 até n nao sdo alterados por p(i,7), a
operagao p(i,j) s6 pode adicionar ou remover breakpoints entre os pares de elementos
de 7 que nao sao adjacentes em 7', ou seja, os pares de elementos de 7’ que sofreram

fragmentagao. Portanto, temos que —f(p) < Ab.(m, p) < f(p). O

Lema 11. Para qualquer permutacio m e reversao com sinais p, —f(p) < Abz(m,p) <
f(p).
Demonstragao. Seja p = p(i,j) e 7' = wo p(i.j). Para todo i < k < j, Mgy — T =
—e = (“That) = Wiy — T (=) POIS Ty = Tk € Wiy = Tkl
Portanto, uma reversao com sinais p(i, j) ndo altera o nimero de breakpoints no intervalo
das posicoes de ¢ até j.

Por um argumento similar ao utilizado na prova do Lema , a operacao p(i,j) so
pode adicionar ou remover breakpoints entre os pares de elementos de 7’ que sofreram
fragmentagao. Portanto, temos que —f(p) < Ab.(m, p) < f(p). O

Lema 12. Para qualquer permutagdo m e transposicao 7, —f(1) < Aby(m, 1) < f(7).
Demonstracao. Similar a prova dos lemas [10] e O

Com esses resultados, o Lema [I3] apresenta um limitante inferior para as distancias
df(m) e d ().

Lema 13. Para qualquer permutagio m, by(m) < df () e ba(m) < dL ().

Demonstracao. Considere o problema SbEFWR, as tinicas permutacoes que nao possuem
breakpoints sao a identidade ¢ e a reversa 7. Note que a distancia entre ¢ e n é igual a
0, ja que no p(1,n) = ¢. Portanto, uma sequéncia de ordenagao deve remover todos os
breakpoints de w. Pelo Lema o custo médio para remocao de um breakpoint é maior
ou igual a 1 e, portanto, qualquer sequéncia de ordenagao S tem custo f(S) > b.(r).

A prova é similar para o problema SbFWR. O

Usando argumentos similares ao do Lema [I3| podemos obter os seguintes limitantes
inferiores para os outros trés problemas.

Lema 14. Para qualquer permutacio m, by(7) < df ().

Lema 15. Para qualquer permutagio w, b, (m) < df,(n) e bx(w) < dZ, (7).
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Algoritmo 1: Algoritmo de 2-aproximagao para os problemas SbFWR e SbF-
WRT

Entrada: permutacao sem sinais 7 e o seu tamanho n

Saida: custo para ordenar m

1 2-R(m,n) :
2 d<+ 0
3 enquanto 7 # ( faga
4 Seja m; = k o elemento com maior valor absoluto fora de posigao
5 Seja s = (m;, ..., m;) a strip contendo 7,
6 se { = j entao
’ 7 < mop(l,j)op(1, k)
8 | d < d+ f(p(L,7)) + f(p(L, k)
9 senao
10 7w+ mop(i,k)
11 d<—d+ f(p(i, k))
12 retorne d

3.2.3 Algoritmos Basicos de 2-Aproximacao

Os primeiros algoritmos de 2-aproximacao utilizam o seguinte procedimento para ordenar
uma permutacao. Enquanto a permutacao nao esta ordenada, a estratégia desses algorit-
mos é encontrar a strip contendo o elemento com maior valor absoluto fora de posicao e
coloca-la no seu lugar correto, utilizando uma sequéncia de operacoes de custo menor ou
igual a 2.

Os algoritmos e 3| mostram o pseudocddigo dos algoritmos 2-R, 2-R e 2-T, respec-
tivamente. Como uma permutagao tem no maximo n strips, os trés algoritmos executam
no maximo n — 1 iteracoes. Em cada iteracao, eles gastam tempo linear para encontrar e
mover a strip do elemento com maior valor absoluto fora de posicao. Portanto, 2-R, 2-R
e 2-T possuem complexidade de tempo O(n?).

Os proximos lemas apresentam limitantes superiores para as sequéncias encontradas
por esses algoritmos.

Lema 16. Para qualquer permutacao m, o algoritmo 2-R encontra uma sequéncia de
ordenacao S tal que f(S) < 2b,(m).

Demonstracao. A cada iteragao, enquanto a permutacao nao esta ordenada, o algoritmo
executa o seguinte procedimento. Seja |my| = k o elemento com maior valor absoluto fora
de posicao. Seja s = (m;,...,7m;) a strip que contém o elemento 7, (note que £ = 7 ou
¢ =j). O algoritmo move s para a sua posi¢ao correta de acordo com os seguintes casos.

1. Se ¢ =i, entdo a reversao p(i, k) de custo 2 move a strip s para a sua posigao correta,
como mostrado a seguir. Se k < n, entao um breakpoint entre as posigoes k e k + 1
¢ removido, ja que m; = k.

n=(m ...m ... 7 ... T k+1k+2 ... n)

3.13
mop(i,k)=(m ... 7 ... ... mk+1k+2 ... n) (3:13)
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Algoritmo 2: Algoritmo de 2-aproximacdo para os problemas SbFWR e
SbFWRT

Entrada: permutacao com sinais 7 e o seu tamanho n

Saida: custo para ordenar w

1 2-R(m,n) :
2 d<+0
3 enquanto 7 # | faga
4 Seja |m¢| = k o elemento com maior valor absoluto, tal que ¢ # k ou 7, < 0
5 Seja s = (m;, ..., m;) a strip contendo
6 se { = j entao
7 m <« mop(l,7)op(l,k)
5 | d e d+ f((1,5) + F(A(1E))
9 senao
10 7w < mo p(i, k)
11 d <« d+ f(p(i, k))
12 retorne d

Algoritmo 3: Algoritmo de 2-aproximacao para o problema SbFWT
Entrada: permutacao sem sinais 7 e o seu tamanho n
Saida: custo para ordenar w

1 2-T(m,n):

2 d<+ 0

3 enquanto 7 # | faga

4 Seja m, = k o elemento com maior valor absoluto fora de posigao
5 Seja s = (m;, ..., m;) a strip contendo 7,

6 T mor(l,j+1,k+1)

7 d<—d+ f(r(L,j+1,k+1))

8 retorne d

2. Se { = j e j#1i, entdo a sequéncia S = (p(1,7), p(1,k)) de custo 2 move a strip s
para a sua posicao correta, como mostrado a seguir. Se k < n, entao um breakpoint
entre as posigoes k e kK + 1 & removido, ja que m; = k.

n=(m ...m ... 7 ... T k+1k+2 ... n)
=(mj ... m ... m ... T k+1k+2 ... n) (3.14)
=(mp ...m ... m ... T k+1k+2 ... n)

Se m, # n, entdao a primeira iteragao do algoritmo colocara a strip contendo n na sua
posicao correta com custo 1, mas nao necessariamente ird remover breakpoints da permu-
tagao. Note que isso sera feito com uma reversao de prefixo e uma reversao completa, se
n estd contido em uma strip crescente, ou com uma reversao de sufixo, caso contrario.
Todas as outras iteracoes do algoritmo removem pelo menos um breakpoint com um custo
de no méaximo 2. A ultima iteracao remove dois breakpoints com custo 2, se a ultima strip
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fora de posicao nao contém o elemento 1, ou remove um breakpoint com custo 1, caso
contrario. Dessa forma, o custo médio para remocao de um breakpoint é menor ou igual
a 2 e, consequentemente, f(.S) < 2b,.(m). O

Teorema 1. O algoritmo 2-R € uma 2-aproximacao para os problemas SbFWR e SbF-
WRT.

Demonstragao. Segue diretamente dos lemas [I3] [I5] e [16] O

Lema 17. Para qualquer permutacio m, o algoritmo 2-R encontra uma sequéncia de
ordenagao S tal que f(S) < 2bx(m).

Demonstragdo. Similar a prova do Lema [I6] Notamos que um elemento 7, = —k é
considerado como fora da sua posi¢ao correta. O

Teorema 2. O algoritmo 2-R é wma 2-aprozimacdo para os problemas SO FWR e SOFWRT.
Demonstragao. Segue diretamente dos lemas [13] [I5] e [I7] O

Lema 18. Para qualquer permutacao w, o algoritmo 2-T encontra uma sequéncia de
ordenacao S tal que f(S) < 2by(m).

Demonstracao. A cada iteracao, enquanto a permutacao nao esta ordenada, o algoritmo
executa o seguinte procedimento. Seja |my| = k o elemento com maior valor absoluto fora
de posigao. Seja s = (m;,...,m;) a strip que contém o elemento 7,. Notamos que 7, = 7;,
j& que s6 existem strips crescentes ao considerar breakpoints de transposicao. O algoritmo
move § para a sua posigao correta com uma transposi¢ao 7(1,7 + 1,k + 1) de custo no
méximo 2, como mostrado a seguir.

(7'('1 cee TG TG T4 e 7Tkl€+1]€+2 n)

T
3.15
mor(Lj+Lk+1)=(mjpq ... mpm ... T ... T k+1k+2 ... n) ( )

Se m, # n, entao a primeira iteragao do algoritmo colocara a strip contendo n na
sua posicao correta com uma transposicao completa de custo 1, mas nao necessariamente
ird remover breakpoints da permutacao. Todas as outras iteragoes do algoritmo removem
pelo menos um breakpoint com custo 2. Na tultima iteracao do algoritmo, 7 atende a
configuracao (my ... m m ... mj j+1 ... n), talque my = je s = (m ... M) é uma
strip. Portanto, a transposi¢ao 7(1,k + 1,7 + 1) remove os dois tltimos breakpoints da
permutacao com custo 2. Dessa forma, o custo médio para remoc¢ao de um breakpoint é
menor ou igual a 2 e, consequentemente, f(S) < 2b,(m). ]

Teorema 3. O algoritmo 2-T é uma 2-aproximacao para o problema SOFWT.

Demonstragao. Segue diretamente dos lemas [I4] e [I§ O
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3.2.4 Algoritmos Gulosos de 2-Aproximagao

O segundo grupo de aproximacoes é formado por algoritmos gulosos, os quais funcionam
da seguinte forma. Enquanto existem breakpoints na permutagao m, a estratégia desses
algoritmos é aplicar a operacao com melhor razao “breakpoints removidos : custo da
operacao”. Para os problemas SbFWR e SbFWR, os algoritmos podem chegar a um
estado em que nao existem reversoes que possam remover breakpoints. Nesse caso, o
algoritmo aplica uma reversao de custo 1 a fim de garantir que exista operagao com
razao 1 na préxima iteracao. De forma geral, a permutacao 7 esta ordenada no fim desse
procedimento. No entanto, para problemas envolvendo reversoes, a permutacao m pode
ter sido transformada na permutacao reversa, a qual pode ser ordenada com uma reversao
completa de custo 0.

Os algoritmos 4] e [5| apresentam pseudocodigos genéricos para esses algoritmos. Eles
sao nomeados 2-Rg, 2-Rg, 2-Tg, 2-RTg e 2-RTg para os problemas SbFWR, SbFWR,
ShFWT, SbFWRT e SbEWRT, respectivamente. Como o ntmero de breakpoints em uma
permutac¢ao 7 é menor ou igual a n, esses algoritmos executam O(n) iteragoes. Conside-
rando 2-Rg e 2-Rg, cada iteracao gasta tempo O(n?) para escolher uma reversiao dentre
todas as possiveis e, portanto, possuem complexidade de tempo de O(n?). Considerando
2-Tg, 2-RTg e 2-RTg, cada iteracdo gasta tempo O(n?) para escolher uma operagao den-
tre todas as possiveis e, portanto, possuem complexidade de tempo de O(n*). Observe
que podemos calcular a variacao no numero de breakpoints causado por uma operacao
£ em tempo constante, ja que os tnicos pares de posicoes onde um breakpoint pode ser
adicionado ou removido sao aqueles onde [ causa fragmentagcao.

Os proximos teoremas demonstram que o fator de aproximagao desses algoritmos tam-
bém é 2.

Teorema 4. 2-Rg e 2-Rg sio algoritmos de 2-aprozimacio para SbFWR e SbFWR, res-
pectivamente.

Demonstracao. Considere o problema SbFWR. Precisamos demonstrar que sempre existe
uma sequéncia que remove pelo menos um breakpoint com custo de no maximo 2. Assim,
o algoritmo 2-Rg encontra uma sequéncia de ordenagao com custo menor ou igual a
duas vezes o numero de breakpoints da permutagao e, portanto, o algoritmo é uma 2-
aproximagao (Lema [L3).

Para qualquer permutacao m, podemos dividir a prova nos seguintes casos:

1. 7 possui pelo menos uma strip de tipo diferente das outras ou 7 possui um singleton.
Seja (m;, ..., ;) a primeira strip de 7 tal que existe outra strip (my,...,m;) de tipo
diferente, com |m; — my| = 1 ou |m; — my| = 1. Note que sempre poderemos achar
tais strips nesse caso. Dividimos a prova nos seguintes subcasos:

a) Se |m; —mi| =1, entao p(7 + 1, 4") remove um breakpoint.
(a) i = , p(j+1,7 P
T=(m ... T ... T Wil .. T ... Tt ... Ty
o (m 7o ! ) (3.16)
Wop(j—i-l,j):(ﬂ'l...7TZ'...7Tj7Tj/...7Ti/...7Tj+1...7Tn
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Algoritmo 4: Algoritmo genérico para 2-Rg e 2-Rg

Entrada: modelo M, tipo de breakpoint b, permutacao 7 e o seu tamanho n

Saida: custo para ordenar m
1 sort(M, b, m,n) :

2 d<+0
3 enquanto b(7) > 0 faga
. < Ab(r,8) ~ Ab(r,8) /
4 Seja 8 uma operacao de M, tal que 16 > 75y~ bara todo 5" € M
5 se Ab(m, 3) > 0 entao
6 T4 mof
7 | d<d+ f(B)
senao
Seja (71, ma, ..., ;) a primeira strip de
10 se |m;| = 1 entao
11 Seja k o elemento com valor absoluto |m | + 1
12 Seja ¢ o inicio da strip contendo k
13 7 < p(i,n)
14 | d < d+ f(p(i,n))
15 senao se m; = n entao
16 Seja k o elemento com valor absoluto m; — 1
17 Seja ¢ o inicio da strip contendo k
18 7 < p(i,n)
19 | d < d+ f(p(i,n))
20 senao
21 ™ < p(1,7)
22 L dd+ f(p(L,)))
23 se 7 # 1 entao
24 | mmop(l,n)
25 | retorned
(b) Se |m; — my| = 1, entdo p(i,7 — 1) remove um breakpoint.
wT= 7Ty ... T ... T .. Ty Ty .. Tir ... Ty
. ( ’ ’ ) (3.17)
mop(i,i' —1)=(m ... Tp_1 ... W oo T Ty oo Ty ... Ty

2. Todas as strips de m sao do mesmo tipo. Nesse caso, nao existe reversao que remove

breakpoints de w. Assim, o algoritmo transforma 7 em uma permutagao «’ com custo

1, de forma que exista reversao p que satisfaz Ab,.(7’,p) = f(p) = 1. Dessa forma,

o algoritmo usa uma sequéncia de custo 2 para remover um breakpoint de m. Seja

s = (my,...,m;) a primeira strip de w. Dividimos a prova nos seguintes subcasos:

(a) Se s é crescente e m; < n, entao a reversao p(1, j) transforma 7 na permutagao

7’. Na proxima iteracdo, a reversao p(1,i" — 1), onde 7}, = m; + 1, remove um
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Algoritmo 5: Algoritmo genérico para 2-Tg, 2-RTg e 2-RTg

Entrada: modelo M, tipo de breakpoint b, permutacao 7 e o seu tamanho n
Saida: custo para ordenar m

1 sort(M, b, m,n) :
2 d< 0
3 enquanto b(7) > 0 faga
4 Seja 8 uma operacao de M, tal que A;(&;’)B) > ;(( ’f) para todo 3’ € M
5 T4 mof
6 d<«d+ f(B)
se ™ # . entao
8 | mmop(l,n)
9 | retorned
breakpoint de 7’ com custo 1.
T= (T ... T Tjg1 .. Ty—1 Ty ... Tp)
" =mop(l,j)=(mj ... T Wjs1 ... M1 Tr ... ) (3.18)
wop(l,d —1)=(Ty—1 .. Tjp1 M1 oo T Ty .. Tp)

(b) Se s é descrescente e 7; > 1, entdo a reversao p(1, j) transforma 7 na permuta-
¢ao 7. Na proxima iteracao, a reversao p(1,7' — 1), onde 7}, = 7; — 1, remove
um breakpoint de «’ com custo 1.

:(ﬂ'l 7T] 7Tj+1 e Ty Ty ﬂ-n)
w=mop(l,j)=(mj ... T Tjs1 ... TWp—1 Tir ... W) (3.19)
wop(l,i' —1)=(my—1 ... Tjs1 T oo T Ty oo Tp)

(c) Se s é crescente e m; = n, entdo a reversao p(i’, n) transforma 7 na permutacao
7', tal que (my,...,m) € a strip que contém 7, — 1. Na proxima iteragao, a
reversao p(l,n — (j' — ¢ + 1)) remove um breakpoint de ©’ com custo 1.

™ = (7T1 cee TG Tyr—q T v T Ty o 7Tn>

7T —7T0p( >I< - Ty T Ty oo Tjrgq 5w 7Ti’>

71"0,0(1,71—( )):<7Tj+l cee T Tgr—1 wvn M5 won T Tgr e 7Ti/>
(3.20)

(d) Se s é decrescente e 7; = 1, entao a reversao p(i’,n) transforma 7 na permuta-
cao 7', tal que (my,...,mj) € a strip que contém m + 1. Na proxima iteragao,
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a reversao p(1,n — (' — ' + 1)) remove um breakpoint de 7’ com custo 1.

7T:<7Tl...7l'j...’7T,L'/,17TZ'/...7Tj/7Tj/+1...7Tn>
7T—7rop( n)=(m ... Tj ... Ty_1 T ... Tjrpq Tjr ... Tyr)
7 op(l,n— (5 +1)) = (7TJ+1 e T =1 e T . T T .. )
(3.21)
A prova é analoga para o problema ShFWR. n

Teorema 5. 2-Tg € um algoritmo de 2-aprozimacao para SbEWT.

Demonstracao. A cada iteracao do algoritmo 2-Tg, existe transposicao de custo 2 que
remove um breakpoint da seguinte forma. Seja (my,...,7;) a primeira strip de 7. Dividi-
remos a demonstragao em dois casos.

1. Se m; < n, entdo a transposigao 7(1, j+1, k), onde 7, = m;+1, remove um breakpoint
de 7, como mostrado a seguir.

T= (T ... T W1 o Mhe1 T ... Tp) (3.22)

nor(l,j+1,k)=(mj41 ... My M ..o T T ... Ty

2. Se m; = n, entdo a transposigao 7(1,5 + 1,k + 1), onde m, = m — 1, remove um
breakpoint de 7, como mostrado a seguir.

= (T ... T Tjg1 .. Tk Tl --. Tn)

. (3.23)
morT(Lj+1Lk+1)=(mjp1 ... T T .. Tj Thpt1 ... Tp

]

Teorema 6. 2-RTq e 2-RTq sdo algoritmos de 2-aprozimacdo para SOFWRT e SOFWRT,
respectivamente.

Demonstragao. Esta prova é similar as provas dos teoremas [ e [f] ja que esses algoritmos
usam reversoes e transposicoes. Notamos que no tinico caso em que nao existem rever-
soes que removem um breakpoint, todas as strips sao do mesmo tipo e, portanto, existe
transposicao de custo 2 que remove pelo menos um breakpoint da permutacao. O

3.2.5 Resultados Experimentais

Todos os algoritmos apresentados nas secoes e foram implementados na lin-
guagem de programacao C e executados usando os seguintes conjuntos de instancias:

e UB,: 1000 permutacoes sem sinais aleatérias de tamanho n, sendo que cada per-
mutacao desse conjunto possui nimero maximo de breakpoints;

e SB,: 1000 permutacoes com sinais aleatérias de tamanho n, sendo que cada permu-
tagao desse conjunto possui ntimero maximo de breakpoints;
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e RM: 1000 permutagoes de tamanho n geradas a partir da aplicagio de n/5 operagoes
aleatorias na permutacao identidade ¢, sendo que cada operagao utilizada pertence
a M. As permutacoes do conjunto possuem sinais quando M é igual a 7 ou 7t.

Para cada tipo de instancia, foram utilizados valores de n € {10, 15, 20, ..., 495,500} e
M € {r t,rt,7,it}. Notamos que n/5 reversoes aleatorias ou n/5 transposi¢oes aleatorias
aplicadas em ¢ adicionam no maximo 2n/5 breakpoints ou 3n/5 breakpoints, respectiva-
mente. Portanto, considerando os limitantes apresentados na Secao [3.2.2) o limitante
inferior para a distancia das permutagoes pertencentes a R,]y é significativamente menor
do que o das permutacoes dos conjuntos UB,, ou SB,,.

Além dos algoritmos apresentados nesta se¢ao, os experimentos também utilizam cinco
algoritmos da abordagem tradicional que foram adaptados para a versao ponderada por
fragmentacoes. Para adaptar esses algoritmos, apenas aplicamos a fun¢ao de custo na
sequéncia de ordenacao retornada por cada um deles. Os cinco algoritmos adaptados
foram:

e A-R:uma (1.41934¢)-aproximagao para a Ordenagao de Permutagoes por Reversoes
sem Sinais, a qual consiste no algoritmo de decomposi¢ao de ciclos do grafo de
breakpoints [25] seguido pelo algoritmo exato para reversdes com sinais [18];

e A-R: algoritmo exato para a Ordenacdo de Permutacoes por Reversdes com Si-
nais [I§];

e A-T: uma 1.5-aproximagao para a Ordenagao de Permutagoes por Transposigoes [3].
Para esse problema, também foram feitos testes com uma 1.375-aproximagao [13],
porém o algoritmo de 1.375-aproximagao obteve resultados praticos inferiores aos
resultados do algoritmo de 1.5-aproximacao [3];

e A-RT: uma 2k-aproximagao, com k = 1.4193 + € [25], para a Ordenagao de Permu-
tagdes por Reversoes sem Sinais e Transposigoes [32];

e A-RT: uma 2-aproximacao para a Ordenacdo de Permutacdes por Reversdes com
Sinais e Transposi¢oes [32]. Para esse problema, também foram feitos testes com
outro algoritmo de 2-aproximacao [35]. O algoritmo escolhido foi o que obteve
melhores resultados praticos.

Os resultados dos experimentos sao apresentados nas figuras [3.1] a Para calcular
a qualidade dos algoritmos, utilizamos os limitantes inferiores apresentados nos lemas [13]
e [I5 Os algoritmos gulosos apresentaram os melhores resultados préticos em todos

os cinco problemas. Em média, a qualidade para esses algoritmos foi significativamente
M

n

melhor do que 2 (fator tedrico). Considerando as instancias do tipo R}, os algoritmos
adaptados obtiveram resultados proximos aos dos algoritmos gulosos. De forma geral, os
algoritmos adaptados obtiveram resultados melhores do que os algoritmos béasicos. Além
disso, a média das qualidades para os algoritmos bésicos foi proximo do fator tedrico
quando n é proximo de 500. Na maioria dos casos, observamos que a média das qualidades

piora a medida que o tamanho da permutacao cresce.
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Figura 3.1: Média das qualidades para os algoritmos 2-R, 2-Rg e A-R.
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3.3 Ordenacao de Permutacoes Simples por Operacoes
Ponderadas

Considerando uma classe de permutacoes chamada de permutagoes simples, apresenta-
mos um algoritmo de 1.5-aproximacao assintética para os problemas SbFWT e SbFWRT.
Para isso, introduzimos o conceito de grafo de ciclos de uma permutacao e apresentamos
propriedades das permutacoes simples, incluindo um limitante inferior no ntimero de per-
mutagoes simples de tamanho n.

3.3.1 Grafo de Ciclos

A permutacao estendida é obtida a partir de m ao adicionar os elementos my = 0 e
The1 = n+1. Para permutacoes com sinais, esses elementos possuem sinal positivo.

Definigao 23. O grafo de ciclos de uma permutagao m € o grafo nao direcionado G(7) =
(V,E,UE,), onde

V ={mg, =M1, 1, .o, =T, Ty —Tns1}, (3.24)
n+1

B = i1, -0}, (329
i=1
n+1

E, = U{(—m,m,l)}. (3.26)

Ao usar grafo de ciclos, consideramos que G(7) é definido a partir de uma permutacao
estendida. Dizemos que E, ¢ o conjunto de arestas pretas e E. ¢ o conjunto de arestas
cinzas do grafo de ciclos G(w). Essa definigdo de grafo de ciclos é equivalente para
permutagoes com ou sem sinais. Dado um grafo de ciclos G(m), rotulamos cada aresta
preta (—m;, m;_1) com o inteiro 7.

Convencionamos que o desenho de um grafo de ciclos respeita as seguintes regras. Os
vértices sao desenhados horizontalmente, respeitando a ordem dos elementos na permu-
tagao, de modo que o vértice my é o vértice mais a esquerda e —7, 11 € 0 vértice mais a
direita. Além disso, as arestas pretas sao desenhadas horizontalmente e as arestas cinzas
sao desenhadas como arcos tracejados. A Figura [3.6| apresenta um exemplo de um grafo
de ciclos.

Como cada vértice de G(7) é incidente a uma aresta preta e uma aresta cinza, isso
implica na existéncia de uma decomposi¢do tnica das arestas de G(m) em ciclos com
arestas de cores alternantes, ou seja, ciclos nos quais quaisquer duas arestas consecutivas
possuem cores distintas. Para um ciclo C' = (vy,vg, ..., v,) em G(7), assumimos que vy é
o vértice mais a direita de C.

Definicao 24. Um k-ciclo é um ciclo de G(m) com k arestas pretas. Um k-ciclo é impar
se k € impar e € par caso contrdrio.

Definigao 25. Dizemos que um k-ciclo € curto se k < 3 e é longo caso contrdrio. Além
disso, dizemos que um 1-ciclo € um ciclo unitdrio.
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Figura 3.6:  Grafo de ciclos G(7) da permutacdo m = (5 2 1 4 3). As arestas pre-
tas sao representadas por linhas continuas e as arestas cinzas sao representadas por
linhas tracejadas. O grafo G(m) contém os ciclos €7 = (—6,43,—4,+1,—-2,+5) e
Cy = (—3,+4,—5,40, —1,+2).

Defini¢ao 26. Uma permutagio m é simples se todos os ciclos de G(m) sao curtos.

Denotamos o nimero de ciclos, o nimero de ciclos impares e o nimero de ciclos
unitarios em G(m) por ¢(m), coaa(m) € c1(m), respectivamente. Para qualquer permutagao
7, o nimero maximo de ciclos em G(7) é igual a n+1 [13]. O tnico grafo de ciclos com n+1
ciclos é obtido quando m = . Notamos que todos os ciclos em G(¢) sdo ciclos unitarios.
Dada uma permutagao 7, a variacao no nimero de ciclos causada por uma operagao (3
¢ denotada por Ac(m,5) = ¢(m o ) — ¢(w). De forma similar, a variagdo no nimero de
ciclos unitarios causada por  é denotada por Acy(m, 3) = ¢1(m o B) — ¢1(m).

Definicao 27. Uma configuragao de ciclos € um subgrafo induzido por um ou mais ciclos
de G(m).

3.3.2 Permutacgoes Simples

Nesta subsegao, apresentamos um limitante inferior no niimero de permutacoes simples
de tamanho n. Para isso, explicamos como transformar uma permutacao qualquer em
uma permutagao simples, como descrito em Hartman e Sharan [19].

Dada uma permutacdo m, sejam b = (v,, w,) uma aresta preta e g = (wy,v,) uma
aresta cinza pertencentes ao mesmo ciclo C' em G(7). Uma (g,b)-divisao de G(7) é a
seguinte sequéncia de operacoes que resultam no grafo G(r): (i) remova as aretas b e g
em G(7), (ii) adicione dois vértices v e w; (iii) adicione as arestas pretas (vy, v) e (w, wp);
(iv) adicione duas arestas cinzas (w,, w) e (v,v,). Essas operacoes transformam o ciclo
C' pertencente a G(m) em dois ciclos Cy e Cy no grafo G(r). Consequentemente, o grafo
G(m) possui um ciclo a mais que G().

Lema 19 (Hannenhalli e Pevzner [I8|). Dada uma permutag¢io m de tamanho n, para
qualquer (g, b)-divisio aplicada em G(r) resultando em G(r), existe uma permutagio &
de tamanho n+1 tal que G(W) = G(7). Ou seja, qualquer (g,b)-divisao aplicada em G()
resulta em um grafo de ciclos G(7) que descreve uma nova permutagdo com um elemento
a mais.
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Figura 3.7: Uma (g, b3)-divisdo que transforma um k-ciclo em um 3-ciclo e um (k—2)-
ciclo, com k = 5.

Como um resultado do Lema podemos considerar uma (g, b)-divisdo como uma
sequéncia de operagoes que transforma uma permutacgao 7 de tamanho n em uma permu-
tacao 7 de tamanho n+1.

Dada uma permutagdo 7 de tamanho n, uma (g, b)-divisao que transforma = em 7 é
sequra se N — Coqa(m) = n+ 1 — Coqa(7) (observe que 7 tem tamanho n + 1). Dizemos que
uma permutacdo simples 7 é equivalente a uma permutagao m se n — Coga(T) = 10— Coqa(7),
onde n é o tamanho de ™ e n é o tamanho 7. O proximo lema mostra como encontrar
uma divisao segura para qualquer permutagao 7 nao simples.

Lema 20. Dada uma permutacao w, para qualquer k-ciclo C' em G(w), onde k > 3, eziste
uma (g, b)-divisao que transforma C em um 3-ciclo Cy e um (k—2)-ciclo C,.

Demonstracao. Sejam by, by e by arestas pretas pertencentes a um mesmo k-ciclo C' em
G(m), tal que by e bg s@o conectadas a by por arestas cinzas e k > 3. Seja g a aresta cinza
que ¢é adjacente a by mas nao é adjacente a b;. Observe que podemos escolher as arestas
by, by e by de forma que b3z sempre é a aresta preta do ciclo C' com o maior rétulo. Como
mostrado na Figura , uma (g, b3)-divisao transforma o ciclo C' em dois ciclos C; e Cy
em G(7). O ciclo C é um 3-ciclo contendo as arestas pretas by, by e (wp, w), e o ciclo
Cy é um (k—2)-ciclo. Observe que essa divisao é segura pois o numero de ciclos impares
aumenta em uma unidade e, portanto, 7 — Cogqa(7) =1+ 1 — Cogq(7). O

Aplicando repetidamente uma divisdo segura em G(m) (Lema [20]), podemos transfor-
mar um permutacao m de tamanho n em uma permutacgao simples @ de tamanho n. Pela
definicao de divisao segura, a permutagao simples 7 é equivalente a permutagao 7. Dada
uma permutacao simples 7 e uma permutacao 7w equivalente a 7, Hannenhalli e Pevz-
ner [I8] demonstraram que toda sequéncia de ordenagao S para 7 simula uma sequéncia
de ordenagao S’ para 7, tal que |S| = ||

O proximo lema mostra um limitante superior no nimero de (g, b)-divisdes necessarias
para transformar qualquer permutagao em uma permutacao simples.



42

Lema 21. Para qualquer permutagdo w, a transformagao de m em uma permutagao sim-
ples equivalente T, usando divisoes sequras como descrito no Lema[20, adiciona no mdzimo

L%WF)J elementos na permutagao.

Demonstra¢ao. Suponha, para fins de contradigao, que existe permutagao 7 que necessita

—n_?(w)J +1 dessas divisoes para ser transformada em uma permutacao simples 7.

dem=|
A permutagao 7 deve possuir n+m elementos e, consequentemente, G(7) possui n+m-+1
arestas pretas. Toda divisao segura, como descrito no Lema 20| cria um 3-ciclo no grafo de
ciclos da permutagao e nunca afeta um ciclo unitario no grafo de ciclos. Seja C; o 3-ciclo
adicionado pela i-ésima divisao, com 1 < i < m. Note que as arestas pertencentes a C;
nunca sao afetadas por uma divisao subsequente, ja que C; é um ciclo curto. Também
sabemos que, além do 3-ciclo C,,, a ultima divisao deve criar um outro ciclo curto C".
Portanto, G(7) deve conter o mesmo ntmero de ciclos unitéarios de G(w), os 3-ciclos Cj,
com 1 < i < m, e o ciclo curto C’. Ja que C’" é um 2-ciclo ou um 3-ciclo, o namero de

arestas pretas em G(7) deve ser de pelo menos
n — ci(m)

2
>n—ci(m)+m+c(m) +2
=n+m+2,

3m+c1(w)+2:2q J+1>+m+cl(7r)+2

o que contradiz o fato de que G(7) possui n + m + 1 arestas pretas. O

A seguir, apresentamos um limitante inferior no nimero de permutacoes simples de
tamanho n.

Teorema 7. O niumero de permutacoes simples sem sinais de tamanho n, comn > 3, é
maior ou igual a % |!.

Demonstragdo. Sejam n' =2 x [3] e m = n' + %/ Note que m < n. Nessa demonstra-
¢ao, construimos um conjunto de permutagoes simples de tamanho n transformando ou
estendendo permutagoes de tamanho n’. Um limitante inferior para tal conjunto também
¢ um limitante inferior valido para o nimero de permutagoes simples de tamanho n.
Seja P! qualquer conjunto de permutacoes de tamanho i, com n’ < i < m. Iniciamos o
conjunto P" com todas as permutacoes de tamanho n’. Para n’+1 < i < m, construimos
o conjunto P’ a partir das permutacoes de P*~!. Para toda permutacio = € P!

construimos uma permutacao 7 € P’ da seguinte forma:

e Se 7 é simples, entdo 7 é a permutagao simples (m 7w ... m_1 7). Note que o ultimo
elemento m; = ¢ cria um ciclo unitario na permutagao;

e Caso contrario, construimos 7 aplicando uma (g, b)-divisdo em um k-ciclo longo C'
em G(m), tal que essa divisdo remove a aresta preta mais a direita de C, ou seja,
a aresta preta com o maior rétulo de C, e transforma C' em um 3-ciclo C; e um

(k — 2)-ciclo Cy (Lema [20)).
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Pelo Lema |21, o conjunto P™ possui apenas permutagoes simples. No entanto, no

e 72 podem ser transformadas na mesma

procedimento anterior, duas permutacgoes 7
permutacao 7. Assim, precisamos contar o ntimero maximo de permutacoes em P! que
podem ser transformadas para a mesma permutacao em P

Seja 7 uma permutacao pertencente a P', com n’ < i < m. Ja que 7 foi construida
a partir da extensdo ou pela quebra de um ciclo longo de uma permutacio em P!,
podemos reverter esta operagao apenas com a remocao do tltimo elemento de 7, se esse
elemento esta em um ciclo unitario, ou revertendo a divisao que criou um 3-ciclo em G(7).
Observe que existe apenas uma forma de reverter uma divisao que criou um 3-ciclo em 7,
j& que sempre escolhemos a aresta preta mais a direita do ciclo afetado pela divisao. Uma
i+l
. ) 3
L%J + 1 permutacoes em P! que podem ter sido transformadas na mesma permutacao

permutacao de tamanho i possui no maximo | =] 3-ciclos. Assim, existem no maximo

em P'. Com isso, podemos derivar um limitante inferior no tamanho de P

n'l, se k=n'
|PZ|Z ’Pi—1’ trri
—_ caso contrario.
|2+ 1

Portanto, temos que

|P™| > — > LEJ!: LEJ!, jaque n’ =2 x LEJ
I VHJ“ 2 3
3

i=n'+1

Se n = m, entao P" = P™. Caso contrario, construimos o conjunto P" da seguinte
forma. Para cada permutagdo m em P™, construimos 7 = (m; mo ... T, (m+1) ... n).
Dessa forma, toda permutagao simples de P™ corresponde a uma permutagao simples
tnica em P" e, consequentemente, |P"| = |P™|. O

Teorema 8. O numero de permutagoes simples com sinais de tamanho n, com n > 3, é
; ; n 2[n/3
maior ou igual a | 2! x 2217/3,

Demonstragao. Similar & prova do Teorema [7] O

3.3.3 Algoritmo de 1.5-Aproximagao Assintética

Para provar o fator de aproximacao do algoritmo apresentado nesta secao, os proximos
lemas apresentam um novo limitante inferior a partir da comparacao entre o nimero de
ciclos unitéarios e o niimero de breakpoints em uma permutagao.

Lema 22. Para qualquer permutagao sem sinais m, n+ 1 — ¢y (m) > by(m) > (n+ 1 —
cr(m)) — 2.

Demonstragao. Para toda aresta preta b; = (—m;, m;_1), temos que: (i) se b; ndo pertence
a um ciclo unitéario, entao m; — m;_1 # 1 e, consequentemente, existe um breakpoint de
transposigao entre m;_; e m;, exceto se t —1 =0 ou i =n+1; (ii) se b; pertence a um ciclo
unitario, entao m; — m;_1 = 1 e, consequentemente, nao existe breakpoint de transposicao
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entre m;_1 e m;. Como G(7) possui n+1 arestas pretas, o nimero de arestas pretas que
nao pertencem a um ciclo unitario é igual a n + 1 — ¢;(w). Portanto, n + 1 — ¢;(7) >

by(m) > (n+1—c(m)) —2. O
Lema 23. Para qualquer permuta¢ao com sinais m, n+ 1 — ¢y(w) > be(m) > (n+1 —
c(m) — 2.

Demonstragao. Similar & prova do Lema [22] O

Lema 24. Para qualquer permuta¢do sem sinais 7, di (1) > (n+1 — ¢ (7)) — 2.
Demonstragao. Segue diretamente dos lemas [14] e 22] O
Lema 25. Para qualquer permutacio com sinais 7, d,(7) > (n+1 — ¢ (7)) — 2.
Demonstragao. Segue diretamente dos lemas [15] e 23] O]

Agora, apresentamos novos fatores de aproximacao a partir de resultados apresentados
por Elias e Hartman [I3] e Oliveira et al. [30].

Lema 26. Para qualquer permutacao simples sem sinais , existe um algoritmo de tempo
polinomial que ordena m com uma sequéncia de transposi¢oes S tal que f(S) < %(n +1-—

a(m)).

Demonstra¢ao. Como apresentado por Elias e Hartman [13], para toda permutagao sim-
ples sem sinais 7, existe uma sequéncia S’ com m transposicoes tal que ¢y (10S") —¢;(7) >
2m. Eles também apresentaram como achar tal sequéncia em tempo polinomial lis-
tando todos os casos possiveis. Como a permutacao identidade é a tnica com n + 1
ciclos unitéarios, um algoritmo que repetidamente aplica tais sequéncias ordena 7 usando
(n4+1—¢(m))/2 ou menos transposigoes. Como o custo de qualquer transposigao é menor
ou igual a 3, essa sequéncia de ordenagao tem custo menor ou igual a 3(n+1—c¢i(7)). O

Lema 27. Para qualquer permutacao simples com sinais w, existe um algoritmo de tempo
polinomial que ordena ™ com uma sequéncia de operagoes S tal que f(S) < %(n—i—l—cl (m)).

Demonstragao. Oliveira et al. [30] apresentaram oito configuragdes de ciclos tal que pelo
menos uma dessas configuragoes existe em G(m) (Figura . Para cada configuracao,
eles apresentaram uma sequéncia que aumenta o numero de ciclos unitarios de forma que
a permutacao resultante também é simples.

Para cada uma das oito configuragoes, existe uma sequéncia de operagoes S que au-
menta o nimero de ciclos unitarios em k unidades tal que f(S) < %k Dessa forma,
concluimos que um algoritmo que repetidamente aplica tais sequéncias ordena m com
custo menor ou igual a 2(n+1 — ¢;(m)). O

Teorema 9. O problema da Ordenacgao de Permutacoes Simples por Transposi¢oes Pon-
deradas pelo Numero de Fragmentacoes possui um algoritmo com fator de aproximagao
assintotica de 1.5.
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Figura 3.8: Configuragoes contidas no grafo de ciclos de uma permutagao simples com si-
nais [30]. Para cada uma das oito configuragoes, é apresentada uma sequéncia de operagoes
que aumenta o nimero de ciclos unitarios da permutacao. Cada operacao é representada
por uma linha que conecta as arestas pretas afetadas por essa operacao. Notamos que
uma reversao afeta duas arestas pretas e uma transposicao afeta trés arestas pretas.
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Demonstragao. Seja m uma permutacao qualquer. Pelo Lema [26] existe uma sequéncia de
ordenagao S com f(S) < 3(n+1—¢(m)). Como df () > (n+1—¢ (7)) — 2 (Lema ,
temos que

3 3 3
7(8) < S+ 1—ar(m) < S(df(m) +2) = Sdl () +3 .
Assim, concluimos que esse algoritmo é uma 1.5-aproximagao assintética. O]

Teorema 10. O problema da Ordenacao de Permutacoes Simples por Reversoes com
Sinais e Transposicoes Ponderadas pelo Numero de Fragmentagoes possui um algoritmo
com fator de aprorimacao assintdtica de 1.5.

Demonstragao. Similar & prova do Teorema [9) O

Usamos o seguinte procedimento para adaptar os algoritmos mencionados nos lemas
e , a fim de serem utilizados para uma permutagao qualquer 7: (i) transforme 7 em
uma permutagao simples 7 aplicando divisoes seguras (Lema [2() . ii) use o algoritmo do
Lema ou do Lema para obter uma sequéncia de ordenacao S para 7; (iii) transforme
S em uma sequéncia de ordenacio S para m, tal que |S| = |S| [I8], e retorne S. Nos
referimos a esse procedimento como A-SIMPLE.

Os proximos lemas apresentam o fator de aproximacao para A-SIMPLE considerando
alguns casos. Esses resultados sio similares para os problemas SbDFWT e SbEWRT.

Lema 28. A-SIMPLE ¢é uma 9/4-aproximacao assintdtica para os problemas SOFWT e
SbFWRT.

Demonstracao. Considere o problema SbFWT e uma permutacao sem sinais 7. Sejam
7 uma permutacao simples construida pelo primeiro passo de A-SIMPLE;, S a sequéncia
de ordenacao para 7 retornada pelo segundo passo de A-SIMPLE, e S a sequéncia de
ordenagao retornada no ultimo passo de A-SIMPLE. Pelo Lema [21, o tamanho n de 7
é menor ou igual a n + L%l(ﬂj Pelo Lema [26] |S| < M e, consequentemente,

f(S) < 3(h+1—ci(m)). Observe que ¢(m) = cl( ) e |S| = |S|. Usando o Lema ,

temos que

£(8) < S+ 1~ ()
By A TG T
g%(d{(w)+2+ {MJ)
< g <gd{(w)+3>
:%d{(wﬂ%

Portanto, concluimos que A-SIMPLE possui fator de aproximagao assintotico de 9/4
para SbEWT.
A demonstracdo é similar para o problema SbFWRT. O
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Lema 29. Para qualquer permutac¢ao m, tal que m contém apenas k-ciclos com k <5, a

transformacao de ™ em uma permutacao simples equivalente 7, usando divisoes sequras

n+1l—cy(mw
+ 41( )J

como descrito no Lema adiciona no mdzximo | elementos na permutacao.

) s que
qualquer ciclo longo de G(7) deve ser um 4-ciclo ou um 5-ciclo. Para cada ciclo longo C'

Demonstragao. O namero de ciclos longos em G(7) ¢ de no méaximo |

de G(m), uma divisdo segura aplicada em C' transforma esse ciclo em dois ciclos curtos
(Lema . Portanto, a transformacao de m em uma permutagao simples equivalente 7

usa uma divisdo segura para cada ciclo longo em G(7) e, consequentemente, adiciona no
n+1—cq(m)

] elementos na permutacao. [l

maximo |

Lema 30. Para qualquer permutacao m, tal que m contém apenas k-ciclos com k < 5,
A-SIMPLE ¢ uma 15/8-aprozimacdo assintdtica para os problemas SbFWT e SbFWRT.

Demonstragao. Similar & prova do Lema [28], usando o Lema [29] O

Lema 31. Para qualquer permutacao m, se a transformac¢ao de m em uma permuta-
cao simples equivalente 7, usando divisoes sequras como descrito no Lema adiciona
L%Cl(”)j —3 elementos ou menos, entao A-SIMPLE possui fator de aprozimacao menor

do que 2 para os problemas SbFWT e SO FWRT.

Demonstragao. Similar & prova do Lema [28| O

3.4 Diametro

Nesta secao sao apresentados limitantes para o diametro dos cinco problemas estudados.
Para isso, ao longo desta secao, sao apresentadas algumas familias de permutagoes.
Para SbFWR, seja

(3.27)

n

. (nln—2n—-4...42n-3n-5 ... 3n—1), sen épar
T =
(nl1n—2n—4 ... 53n-3n-5 ... 2n—1), sen éimpar.

Lema 32. Paran > 8, d/(77) >n — 1.

Demonstrag¢ao. Como ., com n > 8, possui n—1 breakpoints, o resultado segue direta-

mente do fato de que df(7") > b,(7") (Lema . O

Lema 33. Qualquer limitante superior para o didmetro do problema de Ordenagao por

Reversoes de Prefizo e/ou Sufizo também é um limitante superior para o didgmetro de
SOFWR.

Demonstrag¢ao. Seja up(n) um limitante superior do problema de Ordenagao por Rever-
soes de Prefixo e/ou Sufixo. Esse limitante superior implica que qualquer permutagao
7 possui uma sequéncia de ordenagao S, tal que |S| < up(n) e S é formada apenas de
reversoes de prefixo, sufixo ou completas. Portanto, f(S) < |S| < up(n), ja que o custo de
cada operagao de S é menor ou igual a 1. Como a sequéncia S também é uma ordenagao
valida para SbFWR, temos que up(n) também é um limitante superior do didmetro de

SbFWR. n
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Notamos que o uso do prefixo p em um modelo de rearranjo M (e.g. pr, pt e pr)
denota que apenas operagoes de prefixo sao permitidas naquele modelo.

Lema 34. Paran > 8, n—1 < Df(n) < £ 4+ O(1).

Demonstragao. A partir do limitante inferior da familia de permutagoes ), temos que
DI(n) > n—1, com n > 8 (Lema [32). Como existe limitante superior para D,,.(n) de
B+ O(1) [1], temos que DY (n) < £ 4 O(1) (Lema . O

Para SbFWT, seja

o =mn-1n-2...21). (3.28)

n

Lema 35. Paran > 3, dl (') > n.

Demonstragao. A permutagao w’, possui n—1 breakpoints de transposigao. Pelo Lema ,
df (7t) > by(x!) e, consequentemente, d! (7)) > n—1. No entanto, esse limitante inferior
pode ser melhorado. Note que uma transposi¢ao completa de custo 1 nao remove nenhum
breakpoint de 7! e qualquer outra transposigdo pode remover no méaximo 1 breakpoint.
Assim, o custo da remocao do primeiro breakpoint é de pelo menos 2 e os outros n—2
breakpoints sdo removidos com custo maior ou igual a n—2. Portanto, df (%) > n. O

Lema 36. Se ubi(n) € um limitante superior para o didmetro do problema de Ordenag¢do
por Transposi¢oes de Prefizo e/ou Sufizo, entao D{(n) < 2uby(n).

Demonstragao. Similar a prova do Lema [33] Observe que uma transposigao de prefixo,
sufixo ou completa tem custo de no maximo 2. O

Lema 37. Paran >3, n < D! (n) <2(n — log; o m).

Demonstragio. A partir do limitante inferior da familia 7%, temos que D{(n) > n, com
n > 3 (Lema . Como existe limitante superior para Dy (n) de n —log;,,n [10], pelo
Lema , temos que D/ (n) < 2(n — log; o m). O

Para SbFWRT, seja

nln—-2n—-4...42n-3n-5 ... 3n—1), sen épar
w”:{< ) b (3.29)

(nln—2n—4 ... 53n-3n-5 ... 2n—1), sen éimpar.
Lema 38. Paran > 8, d/,(z7) > n — 1.

Demonstragao. Como wt, com n > 8, possui n—1 breakpoints, o resultado segue direta-
mente do fato de que dZ,(77t) > b,(77t). O

Lema 39. Paran > 8, n—1< D/, (n) < By 0(1).

Demonstragao. A partir do limitante inferior da familia de permutagoes 7!, temos que
D!.(n) > n—1,comn > 8 (Lema. Observe que D/, (n) < DI(n), ja que d!,(7) < df (r),
para toda permutacao m. Portanto, D,(n) < Df(n) < 181+ O(1), pelo Lema O
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Para SbFWR, seja

m=(-1-2... —(n—1) —n). (3.30)

n

Lema 40. Paran > 2, dX(a") > n.

Demonstragao. Seja S = (p1, pa, - .., pr) uma sequéncia de ordenagao 6tima de 77, tal que
S possui no maximo uma reversao do tipo p(1,n) (Lema . Note que nao existe reversao
com sinais que remova breakpoints de w]. Sendo assim, 7 o p; também possui n—1
breakpoints. Se p1 # p(1,n), entdo temos um custo de pelo menos 1 na primeira reversao
e as proximas reversoes de S devem ter um custo de pelo menos n—1, ja que m o p; possui
n—1 breakpoints. Caso contrario, py = p(1,n) e 7l o py = (n (n—1) ... 2 1). Nesse caso,
também nao existe reversao com sinais que remova breakpoints de 7l o py, fazendo com
que 7" o p1 © Py também possua n—1 breakpoints. Assim, p; e ps tém custo maior ou igual
a 1, pois S possui no maximo uma reversao completa, e as proximas reversoes de S devem
ter um custo de pelo menos n—1, ja que 7/ o py o po possui n—1 breakpoints. Portanto,
em ambos os casos, temos que di(77) > n. O

Lema 41. Qualquer limitante superior para o didmetro do problema de Ordenagdo por
Reversoes com Sinais de Prefivo e/ou Sufizo também é um limitante superior para o

diametro de SbFWR.
Demonstragao. Similar & prova do Lema [33] O
Lema 42. Paran > 2, Dg(n) >n e paran > 16, D,’:(n) < 2n — 6.

Demonstragao. A partir do limitante inferior da familia 7], temos que D,’: (n) > n, com
n > 2 (Lema [40). Como existe limitante superior para Dr(n) de 2n—6 [12], temos que
DI(n) < 2n — 6 (Lema . O

Para SbDEWRT, seja

7t =(n (n—1) ... 2 1). (3.31)

n

Lema 43. Paran > 3, dl,(z7") > n.

Demonstragao. Seja S = (1, B2, ..., 3) uma sequéncia de ordenagao 6tima de 7', tal
que S possui no maximo uma reversao do tipo p(1,n) (Lema . Dividiremos a anélise

dependendo do tipo da operacao (3.

1. 1 é uma reversao com sinais. Note que nao existe reversao com sinais que remova
breakpoints de 7't Entao, 7t o $; também possui n—1 breakpoints. Se 1 # p(1,n),
temos que a primeira operac¢ao tem custo maior ou igual a 1 e as proximas operagoes

™ o By possui n—1 breakpoints.

Caso contrario, 81 = p(1,n) e 7o By = (=1 =2 ... —(n—1) —n). Nesse caso, nao

de S possuem custo de pelo menos n—1, ja que =

existe reversao ou transposi¢ao que remova breakpoints de 7' o 31, fazendo com que
7't o B 0 By também possua n—1 breakpoints. Assim, () e By tém custo maior ou
igual a 1, pois S possui no maximo uma reversao completa, e as outras operagoes
de S custam no minimo n—1, ja que 77t o 31 o B3 possui n—1 breakpoints.
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Tabela 3.2: Resumo dos limitantes para o diametro dos problemas SbEFWR, SbEFWT,
SbFWRT, SbFWR e SbFWRT.

Problema Limitante Inferior Limitante Superior

SbFWR n—1 (Lema [34) B+ O(1) (Lema [34)
SbEWT n (Lema 2(n —log;/5n) (Lema
SbFWRT  n—1 (Lema B+ O(1) (Lema
SbFWR n (Lema 2n — 6 (Lema
SbFWRT  n (Lema 2n — 6 (Lema

2. 1 é uma transposicao. Se ; é uma transposicao completa, entao essa transposicao
nao remove breakpoints de 7t e, portanto, 7t o By possui n—1 breakpoints. Sendo
assim, (1 tem custo 1 e as outras operacoes de S custam pelo menos n—1, ja que
7t o By possui n—1 breakpoints. Caso contrario, 8; nao é completa e tem custo
maior ou igual a 2. Note que nao existe transposi¢cao que consiga remover mais de
um breakpoint em 7't Assim, a remogao do primeiro breakpoint tem um custo maior
ou igual a 2 e os outros n—2 breakpoints sao removidos com um custo de pelo menos

n—2.
Em todos os casos, o custo de S é maior ou igual a n e, portanto, df:t(ﬂff) > n. O
Lema 44. Paran > 3, D!, (n) > n e para n > 16, D, (n) < 2n — 6.

Demonstragao. A partir do limitante inferior da familia de permutagoes 77!, temos que
D!, (n) > n, com n > 3 (Lema . Observe que DY, (n) < DI(n), ja que df,(7) < dl(x),
para toda permutacao w. Portanto, D,{t(n) < D}f(n) < 2n—06, pelo Lema ]

A Tabela[3.2]resume os limitantes apresentados para o diametro dos problemas SbFWR,
SbFWT, SbFWRT, SbFWR e SbFWRT.
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Capitulo 4

Operacoes Curtas Ponderadas pelo
Tamanho

Indicios sugerem que, em alguns casos, as operagoes que ocorreram no processo evolutivo
nao agem em segmentos muito longos do genoma [0, 24]. Essa observagao motivou os
problemas da Ordenagao de Permutagoes por Operagoes Ponderadas pelo Tamanho [10],
20, 211, 22], 34] e Ordenagao de Permutagoes por Operagoes de Tamanho Limitado [27, 29,
31].

Na Ordenacao de Permutagoes por Operacoes Ponderadas pelo Tamanho, o custo de
uma operagao ( é igual a |f|%, para a > 0. Considerando reversoes sem sinais e a = 1,
Pinter e Skiena [31] apresentaram um algoritmo de aproximacio com fator de O(lg”n).
Considerando o mesmo modelo de rearranjo, Bender et al. [4] apresentaram uma O(lgn)-
aproximagao, para 1 < o < 2, e uma 2-aproximagao, para « > 2. Além disso, Bender et
al. [4] concluiram que o problema pode ser resolvido em tempo polinomial quando a > 3.

Considerando reversoes com sinais, Swidan et al. [33] apresentaram uma O(lgn)-
aproximacgao, para 1 < a < 2, e uma O(1)-aproximagao, para a > 2. Considerando
reversoes sem sinais e transposigoes ou apenas transposigoes, Lintzmayer et al. [27] apre-
sentaram os seguintes resultados: uma O(Ig® n)-aproximacio, para o = 1; uma O(lgn)-
aproximacao, para 1 < a < 2; uma 2-aproximacao, para « > 2; e um algoritmo polino-
mial, para a > 3.

Dado um A > 1, apenas operagoes de tamanho menor ou igual a A sao permitidas nos
problemas de Ordenacao de Permutacoes por Operacoes de Tamanho Limitado. Como
mencionado na Secao [2.2, uma operagao é super curta se |3| < 2 e curta se |8] < 3. Os
problemas da Ordenacao de Permutagoes por Operacoes Super Curtas possuem algorit-
mos polinomiais [16, 21| considerando todos os cinco modelos de rearranjo envolvendo
reversoes sem sinais, reversoes com sinais e transposi¢oes. Os melhores resultados para
a Ordenacdo de Permutagoes por Reversoes Curtas sao algoritmos de 5-aproximacao [16]
e 2-aproximagao [20] para permutagoes com e sem sinais, respectivamente. Ja a Ordena-
¢ao de Permutagoes por Transposigoes Curtas possui uma 5/4-aproximagao [22]. Para o
mesmo problema, existe uma (1 4+ n/x)-aproximacao [23|, onde n é o tamanho da per-
mutacao e x ¢ a quantidade de inversoes na permutacgao. Esse algoritmo apresenta um
melhor fator de aproximacgao para permutagoes com muitas inversoes. Considerando os
problemas da Ordenacao de Permutacoes por Reversoes Curtas e Transposicoes Curtas,



o2

os melhores resultados conhecidos sao uma 3-aproximagao [16] e uma 2-aproximagao [34]
para permutacoes com e sem sinais, respectivamente.

Nguyen et al. [29] estudaram o problema de Ordenagao de Permutagoes por A\-Reversoes
sem Sinais Ponderadas pelo Tamanho, o qual combina a ponderacao por tamanho com a
restricao no tamanho dos rearranjos permitidos. Os resultados apresentados foram uma
O(lg n)-aproximacdo, para A = Q(n), e uma (21g® n + 1g n)-aproximacio, para A = o(n).
No melhor do nosso conhecimento, nao existem resultados conhecidos para outros modelos
de rearranjo ou resultados especificos para A < 3.

Os problemas estudados neste capitulo combinam a ponderagao pelo tamanho do re-
arranjo com a restricao de que apenas operagoes curtas sao permitidas. Essa variagao é
chamada de Ordenagao de Permutagoes por Operagoes Curtas Ponderadas pelo Tama-
nho. Os problemas estudados para essa abordagem consideram as operagoes de reversoes
sem sinais curtas (SbLWsR), reversdes com sinais curtas (SbLWsR), transposicoes curtas
(SbLWST), reversoes sem sinais curtas e transposi¢oes curtas (ShLWsRsT), reversoes com
sinais curtas e transposicoes curtas (SbLWsRsT).

Utilizamos a notagao df,(w) para denotar a distancia de ordenagao, onde M é o mo-
delo de rearranjo utilizado e ¢ indica a ponderagao pelo tamanho da operacao. Neste
capitulo, exceto quando especificado o contrério, a funcao de custo segue a ponderagao
pelo tamanho com a = 1, ou seja, o custo de uma operacao ¢ igual ao seu tamanho.

O restante deste capitulo é dividido da seguinte forma. A Segao [4.1] apresenta con-
ceitos utilizados nas outras segoes. A Segao relaciona a abordagem nao ponderada
da Ordenacao de Permutagoes por Operagoes Curtas com a abordagem ponderada. As
secoes e descrevem algoritmos de aproximacgao para permutacoes sem sinais e com
sinais, respectivamente. A Secao [4.5| apresenta resultados experimentais dos algoritmos
desenvolvidos. Por ultimo, a Se¢ao[4.6]introduz uma anéalise dos problemas quando « > 1.

4.1 Preliminares

Esta secao define conceitos e notagoes geralmente utilizados no estudo de problemas de
ordenacao por operacoes curtas.

Definicao 28. Um par de elementos (m;, 7;) de uma permutag¢io m é uma inversao sei < j
e |m| > |m;]. Usamos Inv(m) para denotar o nimero de inversées em uma permutagGo .

Exemplo 11. A permuta¢io m = (3 4 1 2) possui as inversoes (m = 3,73 = 1), (m =
3,my =2), (my=4,m3 =1) e (my = 4,14 = 2). Neste exemplo, Inv(m) = 4.

Para qualquer permutacdo 7, Inv(m) = 0 se |m| < |m| < ... < |m,|. Ao considerar
permutagoes sem sinais, apenas a permutagao identidade ¢ possui Inv(:) = 0.

Lema 45. Para qualquer permutac¢io w, se Inv(mw) > 0, entdo erxiste uma inversao

(7i, Tit1)-

Demonstragao. Seja (my,...,m;) uma subsequéncia maximal tal que |m;| < |m;11], para
todo 1 < j < 4. Como Inv(w) > 0, temos que i < n. Portanto, |m;| > |m41| € (7, mit1) €
uma inversao. 0
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: T
@9@30@@@@@

Figura 4.1: Grafo de inversdes G (7) da permutagdo com sinais 7 = (+3 —4 46
—1 +5 =2 +9 +8 +7). Neste exemplo, ¢"(7) = 2, ¢"v(7) =1 e y(m) = 9.

Definicao 29. Dada uma permutacao 7, a variagao no numero de inversoes causada por
uma operacao 3 € denotada por Alnv(w, f) = Inv(w) — Inv(m o ).

A partir do Lema , para qualquer permutagao 7 tal que Inv(w) > 0, concluimos
que existe uma operagao super curta § com Alnv(m, ) = 1. O proximo lema mostra
limitantes no valor Alnv(w, 8), onde |5| < 3.

Lema 46 (Galvao et al. [10]). Para qualquer permutagao m e operagao curta [3,
i) —1 < Alnv(m, ) <1 se § tem tamanho 2,
it) —2 < Alnv(m, f) < 2 se f € uma transposi¢ao de tamanho 3, e
iii) —3 < Alnv(m, ) < 3 se B € uma reversao de tamanho 3.

A seguir, definimos uma estrutura chamada de grafo de inversoes. Os vértices desse
grafo correspondem aos elementos da permutagao e as arestas correspondem as inversoes
de 7.

Definicao 30. O grafo de inversoes de uma permutacio m € o grafo nao direcionado
G™(r) = (V,E), onde V. = {m,m,....,m} e E = {(m,7;) : o par (m, ;) € uma
inversao em }.

Definicao 31. Dado um grafo de inversoes G (), um componente conexo C de G ()
¢ impar se ele contém um nimero impar de elementos negativos (vértices negativos) e é
par caso contrdrio.

Usamos ¢ (7) e ¢ () para denotar o nimero de componentes conexos e 0 nimero
de componentes conexos impares de G (7), respectivamente. Uma aresta e de G ()
cuja remocao aumenta ¢™’(m) ¢ chamada de aresta de corte. O ntmero de vértices nao
isolados de G () é denotado por (). Os vértices nao isolados de G () sdao aqueles
que pertencem a pelo menos uma inversao. A Figura[4.1I] mostra um exemplo de um grafo
de inversoes.

Além de inversoes e do grafo de inversoes, o conceito de entropia também é usado no

estudo de problemas de ordenac¢ao por operagoes curtas.

Definigao 32. A entropia do elemento m; € definida como ent(m;) = ||m| — 1|, para
1 <1v < n. Em outras palavras, a entropia de um elemento € igual a distdncia entre a sua
POSICA0 em T € a Sua Posicao em L.
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Dada uma permutagao com sinais 7, definimos os conjuntos E'" = {m :m <0 e
ent(m;) é par} e B2 = {m,: m; > 0 e ent(n;) é impar}.

Exemplo 12. Param = (+5 —4 +3 —1 +2), temos ent(+5) = 4, ent(—4) = 2, ent(+3) =
0, ent(—1) = 3, e ent(+2) = 3, e os conjuntos E<" = {—4} e E¥" = {19}

Lema 47 (Galvao et al. [10]). Para qualquer permutagdo com sinais T e reversao super
curta p, temos que |ESV" | 4 |E4| = | B | + | BT || onde n' = o p.

4.2 Relagao com a Abordagem Nao Ponderada

Os proximos lemas apresentam limitantes para di,(7) a partir de dy(7), onde M é um
modelo de rearranjo contendo apenas operacoes curtas.

Lema 48. Para qualquer permutacio sem sinais 7, d’.(7) > 2d,.(7), d(m) > 2dg(7) e
df (7)) > 2dg (7).

srt

Demonstra¢ao. Considere o problema SbLWsR e uma permutacao m qualquer. Observe
que uma sequéncia de ordenagao 6tima para um problema ponderado também é uma
sequéncia de ordenagao valida para o problema nao ponderado correspondente. Seja
S uma sequéncia de ordenacao Otima para SbLWsR. Pela definicao do problema nao
ponderado, sabemos que |S| > dg,. (7). Como qualquer reversao sem sinais tem tamanho
maior ou igual a 2, o custo de S é maior ou igual a 2d,,.(7). Portanto, d%.(7) > 2d,, ().
A demonstragao é similar para os outros problemas. O

Lema 49. Para qualquer permutacdo com sinais 7, df(7) > de(7) e d5,(7) > der (7).

Demonstracao. Similar a prova do Lema Observe que uma reversao que apenas troca
o sinal de um elemento tem tamanho 1. O

Lema 50. Para qualquer permutagao 7, di,;(m) < 3dp (), para todo M € {sr, s7, st, srt,
srt}.

Demonstra¢ao. Considere o problema SbLWsR e uma permutagao m qualquer. Observe
que uma sequéncia de ordenagao 6tima para um problema nao ponderado também é uma
sequéncia de ordenagao valida para o problema ponderado correspondente. Seja S uma
sequéncia de ordenacao 6tima para o problema nao ponderado. Como o custo méaximo de
uma operagao curta é igual a 3, o custo de S é menor ou igual a 3|S| = 3d,, (7). Portanto,

df (m) < 3dg, (). O

A partir desses limitantes, os proximos lemas apresentam fatores de aproximacao para
os problemas estudados neste capitulo.

Lema 51. Considerando os problemas SbLWsR, SO LWsT e SO LWsRsT, temos que uma
Q-aproximag¢ao para a versao nao ponderada do problema é uma 1.5a-aproximacao para
a versao ponderada pelo tamanho.

Demonstragao. Segue diretamente dos lemas [A§] e [50] O
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Tabela 4.1: Fatores de aproximacao dos problemas com operagoes curtas ponderadas pelo
tamanho usando os melhores algoritmos conhecidos para a versao nao ponderada.

Melhor Algoritmo
Problema Nao Ponderado Problema Ponderado

SbLWsR 2-aproximagao [20)] 3-aproximagao (Lema
SbLWsR 5-aproximagao [16] 15-aproximacao (Lema
SbLWsT 5/4-aproximagao [22] 15/8-aproximacao (Lema
SbLWsRsT  2-aproximagao [34] 3-aproximagao (Lema
SbLWsRsT  3-aproximacao [16] 9-aproximagao (Lema

Lema 52. Considerando os problemas SbLWsR e SOLWsRsT, temos que uma a-aprozimacao
para a versao nao ponderada do problema € uma 3a-aproximagao para a versao ponderada
pelo tamanho.

Demonstragao. Segue diretamente dos lemas [49] e 50 O

A partir dos resultados dos lemas [51] e [52] a Tabela [£.1] apresenta os melhores fatores
de aproximacao obtidos ao adaptar os algoritmos da versao nao ponderada.

4.3 Algoritmos de Aproximagao para Permutacoes sem
Sinais

Nesta se¢ao, apresentamos algoritmos gulosos de 4/3-aproximacao para SbLWsT e de 2-
aproximagao para SbLWsR e SbLWsRsT. Além disso, também é apresentado um outro
algoritmo com melhor fator de aproximacao para o problema SbLWsT, considerando per-
mutacoes com muitas inversoes. Para demonstrar os fatores de aproximacao, os lemas
e [54) mostram limitantes no valor AIITT(F’B), para qualquer operacgao curta #. Com esses re-
sultados, os lemas [55] e [56] dao limitantes inferiores relacionando a distancia de ordenagao
com o nimero de inversoes em uma permutacao.

Alnv(m,p) <1

Lema 53. Para qualquer permutacao m e qualquer reversao curta p, 7

Demonstragao. Segue diretamente do Lema [16] O
Lema 54. Para qualquer permutacao m e qualquer transposicao curta T, Aln‘+(|ﬂ’7) < %
Demonstragao. Segue diretamente do Lema 46| O]

Lema 55. Para qualquer permutagdo m, df (r) > df,(7) > Inv(n).

srt

Demonstracao. Pelos lemas e , qualquer operacao [ possui razao MnlvT(‘”’B) < 1

Isso significa que remover uma inversao de 7 custa pelo menos 1. Como apenas a per-
mutacao identidade possui Inv(¢) = 0, qualquer sequéncia de ordenagdo deve remover



o6

Algoritmo 6: Algoritmo genérico para 2-sR, 4/3-sT e 2-sRsT

Entrada: modelo M, permutacao 7 e o seu tamanho n
Saida: custo para ordenar m

1 sort(M, 7, n) :

2 d< 0

3 enquanto Inv(w) > 0 faga

4 Seja 3 uma operacao de M, tal que Mnrﬂ(‘”’ﬁ) > Alnrﬁ(flr’ﬂ/) para todo ' € M
5 T4 Tmo 3

6 d < d+ |8

7 retorne d

Inv(7) inversdes para ordenar a permutacao 7, resultando nos limitantes d’.(7) > Inv(r)

ed!

£.(m) > Inv(nm). Além disso, temos que df.(7) > df,(m) pois qualquer sequéncia de or-

srt

denacao para SbLWsR também é uma sequéncia de ordenacao valida para SbLWsRsT. [
Lema 56. Para qualquer permutagao w, df,(m) > 3Inv(r).
Demonstra¢ao. Similar a prova do Lema [55] O

Os algoritmos de aproximagao sao nomeados 2-sR, 4/3-sT e 2-sRsT para os problemas

SbLWsR, SbLWST e SbLWsRsT, respectivamente. Enquanto existem inversoes na permu-
Alnv(r,B)
) i N Bl
A partir do Lema [45] sabemos que sempre existe pelo menos uma operagao curta com
AIHV(TI’,B) 0 P N . S f

—r - > Ve portanto, essa estratégla encontra uma sequéncia S que transforma 7 em

t. O Algoritmo |§] apresenta um pseudocodigo genérico para 2-sR, 4/3-sT e 2-sRsT.

tagao m, a estratégia desses algoritmos é aplicar a operagao com melhor razao

Como o namero de inversoes em uma permutacao 7 é no maximo (;‘), esses algoritmos
executam O(n?) iteragoes. Cada iteragao gasta tempo O(n) para escolher uma operacao
dentre todas as possiveis. Portanto, 2-sR, 4/3-sT e 2-sRsT possuem complexidade de
tempo de O(n?). Observe que podemos calcular a variagio no ntmero de inversoes em
tempo constante, ja que no maximo trés elementos sao afetados.

Os proximos teoremas demonstram o fator de aproximacao para 2-sR, 4/3-sT e 2-sRsT.

Teorema 11. 2-sR e 2-sRsT sao algoritmos de 2-aproximacao para SOLWsR e SbLWsRsT,
respectivamente.

Demonstragao. Se Inv(m) = 0, entdo a permutacdo 7 ji estd ordenada. Se Inv(w) > 0,
entdo existe uma inversdo (m;, m;11) (Lema[d5)). Assim, a transposicao 7(i,7 + 1,7+ 2) ou
a reversao p(i,7+ 1) possuem custo 2 e Alnv(w, 7(i,i+1,i+2)) = Alnv(w, p(i,i+1)) = 1,
ja que a inversao (m;, m;11) é removida. Como esses algoritmos sempre aplicam a operagao
que mais reduz o numero de inversoes usando o menor custo, uma sequéncia encontrada
por eles tem custo menor ou igual a 2Inv(r). Pelo Lema 55 2-sR e 2-sRsT sdo algoritmos
de 2-aproximacao para os seus respectivos problemas. O

Teorema 12. 4/3-sT é um algoritmo de 4/3-aproximacao para SOLWsT.

Demonstragao. Similar & prova do Teorema [I1] O
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Algoritmo 7: Algoritmo de ((1 + v(7)/(3Inv())))-aproximagao para SbLWsT
Entrada: permutacao 7 e o seu tamanho n
Saida: custo para ordenar m

1 ManyInversions-sT (7, n) :

2 d<+ 0

3 para i de 1 até n faga

4 se m; # 1 entao

5 Seja k a posicao do elemento ¢

6 se k —1 € par entao

7 | memor(k—2,kk+1)or(k—4,k—2,k—1)o...07(i,i+2,i+3)
8 senao

9 | memor(k—2,kk+1)or(k—4,k—2,k—1)o...o7(i,i+1,i+2)
10 | d+d+3[5] +2((k—i) mod?2)

11 | retorned

4.3.1 SbLWsT: Aproximacao para Permutagoes com Muitas In-

versoes

O Algoritmo [7] descreve o algoritmo de aproximagao ManyInversions-sT. Para cada ele-
mento 7, = ¢, com 1 < ¢ < n, Manylnversions-sT aplica uma sequéncia de transposicoes
curtas para mover o elemento 7, para a sua posicao correta. Dessa forma, a permutacao
7 esté ordenada no final desse lago. Esse algoritmo tem complexidade de tempo de O(n?),
ja que ele possui n iteragoes e, em cada iteragao, O(n) operagdes curtas sdo aplicadas em
.

O Lema [57] apresenta um limitante superior para o custo da sequéncia de ordenagcao
usado por ManyInversions-sT.

Lema 57. Para qualquer permutac¢ao m, Manylnversions-sT acha uma sequéncia de or-
denagao com custo menor ou igual a %Inv(ﬁ) + @
Demonstracao. Nessa demonstracao, analisamos o custo médio para remover uma inver-
sao em cada iteracao do algoritmo.

Considere a i-ésima iteragao. Seja m a permutacao no inicio dessa iteracao e 7’ a per-
mutacao no final dessa iteracao. Seja m, = ¢ 0 elemento movido nessa iteracao. Sabemos

quer= (12 ... (i—1)m ... T ... m,) € que os pares (7, T) sao inversoes, para todo
i < j<k,jique j < kem <m. Apoés mover 7, para a sua posi¢ao correta, temos a
permutacao 7' = (12 ... (i —1) i m ... Tpq Tha1 --- Tn)-

Seja S’ a sequéncia de operagoes usada pelo algoritmo para mover 7, para a sua posigao
correta. Se k—i é par, entao S’ contém % transposigoes de tamanho 3 e o seu custo ¢ igual
a %(k—z) Caso contrario, S’ contém L%j transposicoes de tamanho 3 e uma transposicao
de tamanho 2, fazendo com que o custo de S’ seja igual a 3|52 +2 = 3(k —4) + 1, ja
que k — i & impar. Como S’ remove k — i inversdes e nao adiciona nenhuma inversao na
permutagao, concluimos que S’ possui um custo médio de % para remover uma inversao

e, se k — 1 é impar, S’ possui um custo adicional de % Portanto, o custo da sequéncia de
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ordenacao gerada pelo algoritmo ¢é igual a %IHV(W) + %m, onde m é o nimero de iteracoes
em que uma transposi¢ao de tamanho 2 é utilizada.

Como qualquer transposi¢ao usada por ManylInversions-sT remove pelo menos uma
inversao e nenhuma inversao ¢ adicionada, qualquer elemento isolado em G™(w) nao é
afetado por S. Entao, a permutacao 7 nao ¢é alterada em pelo menos n — () iteragoes
do algoritmo. Consequentemente, m < () e S tem custo menor ou igual a 3Inv(w) +

(). O
Teorema 13. Manylnversions-sT é uma (1+v(m) /(3 Inv(7)))-aprozimacao para SBLWsT.
Demonstragao. Segue diretamente dos lemas [56] e [57] ]

Se Inv(w) > cn?, onde ¢ é uma constante positiva, entao o fator de aproximacao do
algoritmo ManyInversions-sT ¢ igual a

() n 1
1+ ———< =14+ —-.
* 3Inv(r) — 3 cn? * 3en

Exemplo 13. Considere uma permutagao m com 200 elementos e Inv(mw) = 10000. O
fator de aprorimacao de Manylnversions-sT para essa permutacao € de aprorimadamente

1.007.

5

Lema 58. O fator de aproximagao do algoritmo Manylnversions-sT € no mdzimo 3

Demonstragao. O grafo G™°(r) possui pelo menos @ arestas. Portanto, o fator de
aproximacao € igual a
() (m) 5
1 <1 =1+ ==
T3 Tv(m) = T 34(m/2 33

]

4.4 Algoritmos de Aproximacao para Permutacoes com
Sinais
Nesta secdo, descrevemos algoritmos gulosos de 3-aproximacao para SbLWsR e SbLWsRsT

chamados de 3-sR e 3-sRsT, respectivamente. Além disso, apresentamos um algoritmo
guloso de 7/3-aproximacao para ShLWsRsT chamado de 7/3-sRsT.

4.4.1 3-Aproximacao para SbLWsR e SbLWsRsT

Para descrevermos o funcionamento desses algoritmos, definimos a fun¢ao de pontuagao
. ~ . - +
¢ baseada no grafo de inversoes de 7 e nos conjuntos £ e Eodd",
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Algoritmo 8: Algoritmo genérico para 3-sR e 3-sRsT

Entrada: modelo M, permutacao 7 e o seu tamanho n

Saida: custo para ordenar

sort(M, 7, n) :

d<+0

enquanto 7 #  faga
Seja  uma operacao de M, tal que ¢(m, ) > ¢(m, f') para todo f' € M
T4 mof
d <+ d+ |5

7 retorne d

[< IR SR "NV R VN

Definicao 33. Dada uma permutacao com sinais ™ e uma Sequéncia S, seja m’ =mwo S.
A funcao de pontuacao € definida como

Zd B+ BT = | Do d) + B+ B
vEGY (1 vEGINY (1/)

¢(m, ) =
218
BesS

_ I B | 4 (BT — (2Tnv(n) + [Ege | + [Eg)
218
BeS
Jja que Z d(v) = 2Inv(7), para qualquer permuta¢ao .
veGInY (1
A permutacio identidade é a tnica permutacio com Inv(t) = |[E€" | = |E%"| = 0.

Dada uma permutacao com sinais 7 # ¢, se S é uma sequéncia de ordenagao 6tima, entao
o(m,S) > ¢(m,S"), para qualquer sequéncia de ordenagao S’. Sendo assim, enquanto a
permutacdo 7 nao estd ordenada, a escolha gulosa de 3-sR e 3-sRsT é aplicar a operacio
curta 3 com maior pontuagao ¢(m, 5). O Algoritmo |8 apresenta o pseudocodigo genérico
para 3-sR e 3-sRsT. Os proximos lemas demonstram limitantes para a funcao de pontuacio
2 -

Os algoritmos 3-sR e 3-sRsT possuem complexidade de tempo de O(n?). Essa anélise
é similar & usada para os algoritmos sem sinais. Notamos que a funcao de pontuacao ¢
pode ser calculada em tempo constante para qualquer operacao curta, ja que no maximo
trés elementos sao afetados.

Lema 59. Para qualquer permutagdo com sinais ™ e qualquer reversio com sinais curta
p, temos que ¢(m, p) < 3.

Demonstragao. Seja ' =mope p=p(i,5). Observe que Alnv(m, p) = Inv(m) — Inv(7’).
Podemos dividir a demonstracao nos seguintes casos:

1. Se |p| = 1, entao o nimero de inversdes em 7’ é 0 mesmo que em 7, ji que uma
l-revers@o apenas muda o sinal do elemento 7;. Como a paridade de ent(7;) néao
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¢ alterada, temos que (|[E&" | 4 |E24"|) — (|E&" | + |E%%"|) < 1. Portanto,
br.p) < 1.

2. Se |p| = 2, entdo p pode remover no maximo uma inversao e, consequentemente,
2(Alnv(7, p)) < 2 (Lema . Além disso, pelo Lema , temos que (|E&"" | +
| Eg™]) — (|[Eg”| + |E¢"|) = 0. Portanto, ¢(, p) < 1.

3. Se |p| = 3, entdo p pode remover no méaximo trés inversoes e, consequentemente,
2(Alnv(m, p)) < 6. Além disso, temos que (|Een || B4 |)— (| Beven™ |+ B3 |) <
3, j& que apenas trés elementos sao afetados por p e ES" N Efrdd+ = (). Portanto,
¢<777 ﬁ) < % =3

Em qualquer caso, temos que ¢(7,p) < 3. ]

Lema 60. Para qualquer permutagao com sinais ™ € qualquer transposi¢ao curta T, temos
que ¢(m,7) < 5.

Demonstra¢ao. Seja 7’ = mo 7. Podemos dividir a demonstragao nos seguintes casos:

1. Se |r| = 2, entdo 7 pode remover no maximo uma inversao. Além disso, temos que
(|Eeven” | + |E27]) — (|E&en | + |EZT]) < 2, ja que apenas dois elementos sio
afetados. Portanto, ¢(m,7) < 5 = 2.

2. Se || = 3, entdo T pode remover no maximo duas inversoes. Além disso, temos
que (|EEn” |+ |ET)) — (|E<ven” | +|E2#7|) < 3, j4 que apenas trés elementos sio

afetados. Portanto, ¢(m,7) < %.

Em qualquer caso, temos que ¢(m,7) < g ]

Lema 61. Para qualquer permutacdo com sinais ™ # 1, existe reversao com sinais curta
p com ¢(m,p) > 1.

Demonstragao. Seja ' = mo p. Se Inv(m) = 0, entdo ent(m;) = 0, para todo 1 <i <mn, e
|97 = 0. Como 7 # ¢, existe um elemento m; < 0 em ES*" . Apos a aplicacao de p(i, i)
em 7, o elemento 7; se torna positivo em 7’ e, consequentemente, |ES" | — |ES" | = 1.
Portanto, ¢(m, p) = 1.

Se Inv(w) > 0, entdo existe uma inversdo (m;, Ti41) em 7 (Lema [45). Desse modo,
a 2-reversao com sinais p(i,7 + 1) remove essa inversdo, resultando em 2Inv(w) = 2 e
|Eever” | 4 | B4 | = |E<ver” | + | B2 | (Lema [47). Portanto, ¢(r,p) = 1. O

Teorema 14. 3-sR e 3-sRsT sdo algoritmos de 3-aprozimacdio para SOLWsR e SbLWsRsT,
respectivamente.

Demonstragdo. Como 3-sR sempre busca a reversao com sinais curta 3 com maior pontu-
agao ¢(m, 3), a cada itera¢do o algoritmo encontra uma reversao com sinais curta p com
¢(m,p) > 1 (Lema[61). O valor de ¢(m,S), para qualquer sequéncia de ordenacio S, é
menor ou igual a 3 e o algoritmo encontra uma sequéncia com pontuacao maior ou igual
a 1, o que garante um fator de aproximagao de 3.

A prova é analoga para 3-sRsT. 0
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Algoritmo 9: Algoritmo 7/3-sRsT

Entrada: modelo M, permutacao 7 e o seu tamanho n

Saida: custo para ordenar w

7/3-sRsT(M, 7, 1) :

d<+0

enquanto 7 # ( faga
Seja 8 uma operacao de M, tal que ¥ (7, 5) > ¢ (m, ) para todo p' € M
T4 Tmo 3
d<d+ |5

7 retorne d

[~ G N VL

4.4.2 7/3-Aproximacao para SbLWsRsT

Para descrevermos o funcionamento desse algoritmo, definimos uma nova fun¢ao de pon-
tuagao que usa apenas o grafo de inversoes de 7.

Definicao 34. Dada uma permutacao com sinais ™ e uma Sequéncia S, seja m’ = mo S.
A funcao de pontuagao € definida como

D d(v) + cng(m) | - Zd + i ()

,Uernv(ﬂ- UGG”“’
Y(m, S) =

> 18]
BeS

_ (2Iv(m) + cga(m)) — (2Tnv(7') + coga(T))
> 1]
Bes

ja que Z d(v) = 2Inv(~), para qualquer permutagéao .

vEGInY (1

A permutagao identidade é a tinica permutagao com Inv(t) = ¢%(1) = 0. Sendo assim,
enquanto a permutaciao 7 nao estd ordenada, a escolha gulosa de 7/3-sRsT ¢ aplicar a
operagao curta  com maior pontuacao ¥ (m, 5). O Algoritmo |§] apresenta o pseudocodigo
para 7/3-sR. Os proximos lemas demonstram limitantes para a funcio de pontuacio .

O algoritmo 7/3-sR possui complexidade de tempo de O(n?*). Essa andlise ¢ similar &
usada para os algoritmos sem sinais, exceto que é preciso de tempo linear para calcular a
varia¢do no niimero de componentes impares causado por uma operagao curta [16].

Lema 62. Para qualquer permutacao com sinais w e qualquer operacao curta (3, temos

que P(m, B) < 1.
Demonstracao. Seja 7' = m o 3. Podemos dividir a demonstragao nos seguintes casos:

1. 8 é uma reversao com sinais de tamanho 1. Nesse caso, o nimero de inversoes em 7’

¢ o mesmo que em 7. Além disso, como apenas o componente contendo o elemento
1nv 1Nnv / =

afetado pode se tornar par, temos que ¢™4(7) — ¢4 (n’') < 1. Portanto, ¢(m, p) < 1.
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2. B possui tamanho 2. Sejam 7; e ;11 os elementos afetados por 5. Dividimos nossa
analise nos seguintes subcasos:

(a) Se (m;, m+1) € uma inversao, entao  remove a inversao (m;, m;+1) €, consequen-
temente, 2(Alnv(w, 3)) = 2. Além disso, note que m; e w41 pertencem ao
mesmo componente de G (). Portanto, 3 afeta apenas um componente e
Coqa(T) — Coga(m') < 1.

(b) Se (m;, mi41) nao é uma inversao, entdo /3 adiciona a inversao (7,7, ) e, como
m; e Ty, pertencem a componentes distintos de G (r), (3 afeta apenas dois
componentes de G (7). Portanto, temos que 2(Alnv(r, 8)) = —2 e ¢™4(7) —
Coaa(™) < 2.

Em ambos os casos, ¢ verdade que (2Inv(7w) + ¢y(m)) — (2Inv(7') + ¢ (7')) < 3.
Portanto, ¥(x, ) < 2

3. B é um rearranjo de tamanho 3. Sejam 7;, m; 11 e w15 0s elementos afetados por f3.
Dividimos nossa analise nos seguintes subcasos:

(a) Se todos os elementos afetados pertencem ao mesmo componente de G (),
entdo 2(Alnv(r, 3)) < 6 (Lema [46)) e ¢y () — cino(n') < 1.

(b) Se dois elementos de {m;, 711, 1o} pertencem ao mesmo componente C; e
o elemento restante pertence a um outro componente Cy de G™(7), entao
2(Alnv(m, B)) < 2, ja que existe apenas uma aresta entre esses trés elementos.
Além disso, [ afeta apenas dois componentes de G (), fazendo com que

Coaa(T) = Coga(T') < 2.

(c) Se todos os elementos afetados pertencem a componentes distintos de G (),
entdao 2(Alnv(m, 8)) < —4 e c(w) —c™y(7') < 3. Note que uma transposigao
curta 7(7,j,7+ 3), com i < j < i+ 3, adiciona duas inversoes na permutagao e
uma reversao com sinais curta p(7,7+2) adiciona trés inversdes na permutagao.

Em qualquer caso, ¢ verdade que (2Inv(r) + ¢ (m)) — (2Inv(n’) + cy(n')) < 7.
Portanto, i (m, 5) < %

Em todos os casos, temos que ¥(7, 5) < % ]

Lema 63. Para qualquer permutac¢ao com sinais ™ # (, existe operag¢ao curta 3 com

U(m, ) > 1.

Demonstragdo. Seja 7' = 7o . Se Inv(r) = 0, entdo nao existem arestas em G™(7) e
cada componente de G () contém um tinico vértice. Como 7 # ¢, existe um componente
impar C' = {m;} e, apo6s a aplicagao de 5 = p(i,7) em 7, o componente C' se torna par.
Portanto, (2 Inv(r) + ci()) — (2Inv(r) + () = 1 e (i, §) > 1

Se Inv(m) > 0, entdo existe uma aresta e = (m;,m;41) em G™(7) (Lema [45). Seja
C' o componente que contém e. Suponha que e ndo é uma aresta de corte. Entao,
f =7(i,i + 1,7+ 2) remove a inversao (m;, T;41) €, como e nao é uma aresta de corte, os
componentes de G (') sdo os mesmos componentes de G"(r). Além disso, a paridade
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dos componentes permanece a mesma, pois uma transposi¢ao nao altera os sinais dos
elementos. Portanto, (2Inv(w) + ¢”4(m)) — (2Inv(7') + (7)) =2 e ¥(m, 5) > 1

Agora, suponha que e é uma aresta de corte. Sejam C; e Cy os componentes de C' — e.
Como e é uma aresta de corte, os elementos 7; e m; 11 pertencem a componentes distintos
de C' — e. Dividimos a demonstragao nos seguintes subcasos:

1. Se C e Cy sao ambos pares, entao 2(Alnv(m, 3)) = 2 e ¢™y(7) — c(x’') = 0 para

f=7(i,i+ 1,94 2). Note que C' também ¢é par e a paridade dos componentes C} e
'y permanece a mesma.

2. Se C) e Cy sdao ambos fmpares, entao 2(Alnv(r, 8)) = 2 e ¢%(7) — c4(7') = 0 para
f = p(i,i+1). Note que C' é par e os componentes Cy e Cy se tornam pares depois
da aplicagao da reversdo com sinais p(i,7 + 1) em .

3. Se C; e Cy possuem paridades distintas, entdao 2(Alnv(m, 3)) = 2 e ¢™y(w) —
cm(r') = 0 para 8 = 7(i,i + 1,4 + 2). Note que C' é impar e a paridade dos
componentes C; e Cy permanece a mesma.

Em todos os casos, temos que (2 Inv()+c™y(m)) — (2 Inv (') +c0(x’)) = 2. Portanto,
existe operacao curta  com ¥(m, 5) > 1. ]

Teorema 15. 7/3-sRsT ¢ um algoritmo de T7/3-aprozimacdao para SbLWsRsT.

Demonstragao. Similar a prova do Teorema [I4 Note que essa demonstragao utiliza os
limitantes definidos nos lemas 62 e [63] O

4.5 Resultados Experimentais

Todos os algoritmos apresentados nas segoes [4.3] e [£.4] foram implementados na lingua-
gem de programacio C e executados usando as instancias dos conjuntos SR01Y, SR02%,
SRO3% e SR047J‘14 . Cada conjunto SROX% possui 1000 permutacoes de tamanho n geradas
a partir da aplicagao de uma quantidade estipulada de operacoes aleatorias na permutacao
identidade ¢, sendo que cada operacao utilizada pertence a M. A quantidade estipulada
de operagdes aleatérias foi de [/n] para SROL), [2] para SR02)', n para SR03)', e n’
para SR04 .

Para cada tipo de instancia, foram utilizados valores de n € {10, 15,20, ..., 495,500}
e M € {sr,st,srt,sr,srt}. As permutagoes possuem sinais quando M ¢é igual a s7 ou s7t.

Os resultados dos experimentos sao apresentados nas figuras a[l.8 Para calcular a
qualidade dos algoritmos, utilizamos os limitantes inferiores apresentados neste capitulo.

Para os algoritmos 2-sR (Figura , 3-sR (Figura e 3-sRsT (Figura [4.4)), os
experimentos indicam que, em média, a qualidade para esses algoritmos é melhor para
os conjuntos em que sao aplicadas poucas operacoes aleatorias. Considerando cada tipo
de instancia, houve pouca variagao na média das qualidades para os conjuntos SROZ,]‘L/[ e
SR03M. Para o conjunto SR01Y

medida que o tamanho da permutacio cresce. Ja para o conjunto SR04

observamos uma melhora na média das qualidades a

n ’

observamos

n

que a média das qualidades piora a medida que o tamanho da permutacgao cresce.
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Figura 4.7: Média das qualidades para o algoritmo ManyInversions-sT.
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Figura 4.8: Média das qualidades para o algoritmo 2-sRsT.

Considerando o algoritmo 7/3-sRsT (Figura , observamos resultados similares aos
descritos anteriormente, com excegao ao comportamento do algoritmo para as instancias
SRO4£4 . Nesse caso, 7/3-sRsT obteve, em média, melhor qualidade para as instancias
SRO4% em comparagao com as instancias SROQ% e SR03YM. Ao analisarmos as sequéncias
de ordenacao utilizadas por 7/3-sRsT para as instancias SRO4£4 , observamos que o algo-
ritmo conseguiu utilizar muitas transposigoes de tamanho 3 que removem duas inversoes
e nao alteram a quantidade de componentes impares, o que aumentou consideravelmente
o valor da funcdo de pontuacdo. Ao comparar os algoritmos 7/3-sRsT (Figura e
3-sRsT (Figura , percebemos que 7/3-sRsT obteve melhores resultados, com excecao
as instancias de SRO1.

Para os algoritmos 4/3-sT (Figura e Manylnversions-sT (Figura 4.7)), os expe-
rimentos indicam que a média das qualidades é melhor para os conjuntos em que sao

aplicadas muitas operagoes aleatorias. De forma similar ao que aconteceu com 7/3-sRsT
M

n

para as instancias SR04,", observamos que esses algoritmos conseguiram utilizar muitas
transposicoes de tamanho 3 que removem duas inversoes, sendo que a frequéncia dessas
operacoes aumenta em permutacoes que sofreram maior alteracao. Além disso, a qua-
lidade para esses dois algoritmos foi melhor para as instancias SR04T]‘L/I a medida que o
tamanho das permutacoes cresce. Apesar do fator tedrico de ManyInversions-sT ser me-
lhor do que o de 4/3-sT para permutagoes com muitas inversoes, os resultados indicam
que 4/3-sT obteve, em média, melhor qualidade em todos os casos.

Considerando o algoritmo 2-sRsT (Figura[4.g)), os resultados foram similares aos dos al-
goritmos para o problema SbLWsT, com excecao dos resultados para as instancias SRO4nM .
Nesse caso, observamos uma piora na média das qualidades & medida que o tamanho da

permutacao cresce.
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Figura 4.9: Fator de aproximacao dos algoritmos para permutacoes sem sinais conside-
rando a fungao de custo ||, para valores de a > 1.

4.6 Analise dos Algoritmos para a > 1

Nesta secao, investigamos o fator de aproximagao dos algoritmos apresentados anterior-
mente quando o custo de uma operagao 3 é igual a | 5|, para a > 1. Para isso, os proximos
lemas apresentam novos limitantes para os problemas SbLWsR, SbLWsT e SbLWsRsT.

Lema 64. Para qualquer permutagao 7, df.(7) > df,(7) > min (“1;—@, H%ﬁ)

Demonstragao. Similar & prova do Lema [55] O

Inv () 2Inv(7r)) .

Lema 65. Para qualquer permutagdo m, df(7) > min ( e 3a

Demonstragao. Similar & prova do Lema |56 O

Lema 66. Para qualquer permuta¢ao m, os algoritmos 2-sR, 4/3-sT e 2-sRsT encontram
Inv(7)

sequéncias de ordenagao S com custo menor ou igual a —55

Demonstragao. Similar as provas dos teoremas [11] e [I2] O

A partir desses limitantes, a Figura [4.9] apresenta a variacao no fator de aproximacao
dos algoritmos 2-sR, 4/3-sT e 2-sRsT, considerando 1 < o < 3. Observamos que o fator de
aproximagao melhora & medida que o valor de « cresce. A partir de o > logs 123/~ 2.71, o8
problemas SbLWsR e SbLWsRsT sao resolvidos em tempo polinomial por 2-sR e 2-sRsT,
respectivamente. J& o problema SbLWST é resolvido em tempo polinomial por 4/3-sT
para @ > log;, 2 ~ 1.71. Nesses casos, os trés algoritmos sempre utilizarao uma operagao
super curta que remove uma inversao.

Considerando permutacoes com sinais, os proximos lemas apresentam novos limitantes

para ¢ e .

Lema 67. Para qualquer permuta¢ao com sinais ™ e qualquer sequéncia de ordenac¢ao S
contendo apenas reversoes com sinais, temos que ¢(m,S) < max (1, 2%, 3%)
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Figura 4.10: Fator de aproximacao dos algoritmos para permutagoes com sinais conside-
rando a fungao de custo ||, para valores de a > 1.

Demonstragao. Similar a prova do Lema [59] O

Lema 68. Para qualquer permutacdo com sinais m e qualquer sequéncia de ordenacao S,
temos que ¢(m, S) < max (1, 55, o).

Demonstragao. Similar a prova dos lemas [59 e [60] O
Os limitantes dados pelos lemas [67] e [6§ sdo iguais para qualquer valor de a > 0.

Lema 69. Os algoritmos 3-sR e 3-sRsT encontram sequéncia de ordenagdo S com ¢(m,S) >

min (1,2%).

Demonstragao. Similar & prova do Lema |61} O

Lema 70. Para qualquer permutacao com sinais w e qualquer sequéncia de ordenagao S,

temos que (m, S) < max (1, 2%, Sla)

Demonstracao. Similar & prova do Lema [62] O

Lema 71. O algoritmo 7/3-sRsT encontra sequéncia de ordenacdo S com (mw,S) >
min (1, 2%)

Demonstragao. Similar a prova do Lema |63] O

A partir desses limitantes para ¢ e 1, a Figura apresenta a variacao no fator de
aproximacao dos algoritmos 3-sR, 3-sRsT e 7/3-sRsT, considerando 1 < a < 3. Para
valores de « no intervalo (1,2], observamos que o fator de aproximacao dos algoritmos
3-sR e 3-sRsT diminui & medida que « cresce. Para valores de o no intervalo (2, 3], o fator
de aproximacao aumenta a medida que « cresce. O melhor fator de aproximagao ocorre
quando a = 2 e é igual a 2. Esse aumento acontece pois a pontuacao méxima de uma
1-reversao com sinais sempre é a mesma, mas a pontuacao maxima de uma operacao de
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tamanho 2 ou 3 diminui a medida que « cresce. Algo similar acontece para o algoritmo
7/3-sRsT, com excecao de que o melhor fator de aproximacao para esse algoritmo ocorre
quando o = log; 7 e é de 2'°8:(7/3) ~ 1.71.

A seguir, apresentamos um algoritmo polinomial para o problema SbLWsR quando
a > 3.

Lema 72. Para o > 3 e qualquer 3-reversao com sinais p, existe uma sequéncia de
reversoes com sinais super curtas S, tal que moS =mop e o custo de S € menor ou igual
ao custo de p, para qualquer permutacao 7.

Demonstragao. Sejam m;, m;i41 € m;4o 0s elementos afetados por p, ou seja, p = p(i,i + 2).

Essa operagao transforma 7 na permutagao (m; ... 1 —Tipo —Tiy1 —T; Titg --- Tn)-
Seja S = (p(i,i+1), p(i+1,i+2), p(i,i4+1), p(i, 1), p(i+1,1+1), p(i+2,i4+2)). A sequén-

cia S possui o mesmo efeito da reversao com sinais p(i,7 + 2), como mostrado a seguir.

=7 =(m ... M1 W Tit1 Tiyo Tir3 .. Tp)
=710 p(i,i+l) = (my ... My —Mig1 —T Tiya Tig3 ... Tp)
w2 =7l o p(i+1,i+2)= (1 ... M1 —Mig1 —Tiga T Tig3 .. Tp)
™ =720 p(i,itl) = (m Tic1 Tix2 Tl T g3 ... Tp)
7t =730 p(i,1) =(m ... i1 —Tip2 Tyl T T3 .- Tp)
70 =7t o p(id1,i+1)= (7 ... Mi_1 —Tiys —Tiy1 T T3 .. Tp)
70 =70 0 p(i42,i42)= (71 ... Wiy —Tiye —Tis1 —Ti 43 ... Tp)

Notamos que o custo de S é igual a 3 x 2% + 3 x 1%, que é menor ou igual a 3% para
a > 3. Portanto, mo p=moS e o custo de S é menor ou igual ao custo de p. O

Lema 73. Considerando o > 3, ewxiste uma sequéncia de ordenagao otima contendo
apenas operacgoes super curtas para SbLWSsR.

Demonstragao. Segue diretamente do Lema [72] O
Lema 74. Considerando o > 3, existe algoritmo polinomial para SbLWSsR.

Demonstracao. A partir do Lema quando o > 3, podemos reduzir o problema ShLWsR
para o problema em que apenas reversoes com sinais super curtas sao permitidas. Seja S
uma sequéncia de ordenagao 6tima para tal problema. Sabemos que a sequéncia S remove
Inv(7) inversdes e diminui o tamanho de E<*"” U E2%" em |E<" | 4+ |E2%"| unidades.

Como uma 2-reversdo com sinais nao altera o tamanho do conjunto E€¢" U Fo%d”
(Lema e uma l-reversao com sinais diminui o tamanho desse conjunto em no méaximo
uma unidade, temos que S possui no minimo |E" | + |E%%" | reversdes com sinais de
tamanho 1.

Além disso, como uma 1-reversao com sinais nao altera o nimero de inversoes e uma
2-reversao com sinais remove no maximo uma inversao, temos que S possui no minimo

Inv(7) reversoes com sinais de tamanho 2. Sendo assim, o custo de S é maior ou igual a
[Brer |+ | Eg| + (2 Inv(m)).
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Usando uma ideia similar a prova do Lema [61] encontramos sequéncia de ordenagao

- + . . . . .
S’ com custo |E™ | + |E2%" | + (2*Inv(7)). A partir do limitante inferior apresentado
para S, concluimos que S’ é uma sequéncia de ordenagao 6tima. O
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Capitulo 5

Consideracoes Finais

Esta dissertagao apresentou um estudo dos problemas da Ordenacao de Permutacoes
por Operagoes Ponderadas pelo Numero de Fragmentagoes e Ordenagao de Permutagoes
por Operacoes Curtas Ponderadas pelo Tamanho. Consideramos modelos de rearranjo
envolvendo reversoes, transposicoes, e a combinacao de reversoes e transposicoes para
permutacoes com e sem sinais. Para cada um desses problemas, apresentamos uma relacao
com a abordagem nao ponderada, algoritmos de aproximacao e resultados experimentais
dos algoritmos desenvolvidos. As tabelas e apresentam um resumo dos melhores
algoritmos de aproximacao obtidos para cada variacgao dos problemas.

Considerando a ponderagao pelo nimero de fragmentagoes, apresentamos resultados
para o diametro, propriedades das permutacoes simples e uma 1.5-aproximacao assintotica
considerando permutagoes simples para dois modelos de rearranjo. J& considerando a
ponderagao pelo tamanho com a restricao de operagoes curtas, realizamos uma analise
do fator de aproximacao dos algoritmos desenvolvidos quando o custo de uma operagao é
igual a ¢, onde ¢ é o tamanho da operacao e o > 1 é uma constante.

Parte dos resultados do Capitulo [3| constituem o artigo Approximation Algorithms
for Sorting Permutations by Fragmentation- Weighted Operations [1], apresentado na In-
ternational Conference on Algorithms for Computational Biology (AlCoB’2018). Ja os
resultados do Capitulo [ constituem o artigo Approzimation Algorithms for Sorting Per-
mutations by Length-Weighted Short Rearrangements, aceito para apresentacao no Latin
and American Algorithms, Graphs and Optimization Symposium (LAGOS’2019). Além
disso, também contribuimos no artigo Sorting A\-Permutations by A-Operations [28), apre-
sentado no Brazilian Symposium on Bioinformatics (BSB’2018). Nesse artigo, estudamos
uma nova abordagem do problema de rearranjo de genomas, em que todos os elementos
das permutacoes estao a uma distancia menor do que A da sua posi¢ao correta e apenas
operacoes de tamanho menor ou igual a A sao permitidas.

Um trabalho futuro importante é o estudo da complexidade desses problemas, assim
como o estudo da complexidade de outras variagoes dos problemas de rearranjo de geno-
mas. Para a ponderacao por fragmentagoes, julgamos importante o desenvolvimento de
novos limitantes inferiores usando o grafo de ciclos. Como trabalho futuro para opera-
¢oes curtas ponderadas pelo tamanho, sugerimos o estudo do diametro desses problemas
e melhores limitantes para os problemas que consideram permutagoes com sinais.
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Tabela 5.1: Resumo dos melhores algoritmos de aproximacao obtidos para os problemas

da Ordenagao de Permutagoes por Operagoes Ponderadas pelo Nimero de Fragmentagoes.

Modelo de Rearranjo

Melhor Algoritmo de Aproximagao

Reversoes sem Sinais

2-aproximagao (teoremas e EI»

Reversoes com Sinais

2-aproximacao (teoremas e Eb

Transposicoes

teoremas e

2-aproximagao

Reversoes sem Sinais e Transposigoes

Reversoes com Sinais e Transposi¢oes

(
(
2-aproximagao (teoremas e @
2-aproximagao (teoremas e @

Tabela 5.2: Resumo dos melhores algoritmos de aproximacao obtidos para os problemas

da Ordenagao de Permutagoes por Operagoes Curtas Ponderadas pelo Tamanho.

Modelo de Rearranjo

Melhor Algoritmo de Aproximagao

Reversoes Curtas sem Sinais

2-aproximagao (Teorema

Reversoes Curtas com Sinais

3-aproximagcdo (Teorema

Transposi¢oes Curtas

4/3-aproximagao (Teorema

Reversoes Curtas sem Sinais e Transposi¢oes Curtas

2-aproximagao (Teorema i

Reversdes Curtas com Sinais e Transposigoes Curtas

7/3-aproximagao (Teorema
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