
❯♥✐✈❡rs✐❞❛❞❡ ❊st❛❞✉❛❧ ❞❡ ❈❛♠♣✐♥❛s
■♥st✐t✉t♦ ❞❡ ❈♦♠♣✉t❛çã♦

■◆❙❚■❚❯❚❖ ❉❊
❈❖▼P❯❚❆➬➹❖

❑❡♥t ❊♠❡rs❤♦♥ ❨✉❝r❛ ◗✉✐s♣❡

❆♥ ❊①❛❝t ❆❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r t❤❡ ❇❧♦❝❦s ❘❡❧♦❝❛t✐♦♥ Pr♦❜❧❡♠

✇✐t❤ ◆❡✇ ▲♦✇❡r ❇♦✉♥❞s

❯♠ ❛❧❣♦r✐t♠♦ ❡①❛t♦ ♣❛r❛ ♦ Pr♦❜❧❡♠❛ ❞❡ ❘❡❛❧♦❝❛çã♦ ❞❡

❇❧♦❝♦s ✉s❛♥❞♦ ♥♦✈♦s ❧✐♠✐t❛♥t❡s ✐♥❢❡r✐♦r❡s

❈❆▼P■◆❆❙

✷✵✶✽



❑❡♥t ❊♠❡rs❤♦♥ ❨✉❝r❛ ◗✉✐s♣❡

❆♥ ❊①❛❝t ❆❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r t❤❡ ❇❧♦❝❦s ❘❡❧♦❝❛t✐♦♥ Pr♦❜❧❡♠ ✇✐t❤

◆❡✇ ▲♦✇❡r ❇♦✉♥❞s

❯♠ ❛❧❣♦r✐t♠♦ ❡①❛t♦ ♣❛r❛ ♦ Pr♦❜❧❡♠❛ ❞❡ ❘❡❛❧♦❝❛çã♦ ❞❡ ❇❧♦❝♦s

✉s❛♥❞♦ ♥♦✈♦s ❧✐♠✐t❛♥t❡s ✐♥❢❡r✐♦r❡s

❉✐ss❡rt❛çã♦ ❛♣r❡s❡♥t❛❞❛ ❛♦ ■♥st✐t✉t♦ ❞❡
❈♦♠♣✉t❛çã♦ ❞❛ ❯♥✐✈❡rs✐❞❛❞❡ ❊st❛❞✉❛❧ ❞❡
❈❛♠♣✐♥❛s ❝♦♠♦ ♣❛rt❡ ❞♦s r❡q✉✐s✐t♦s ♣❛r❛ ❛
♦❜t❡♥çã♦ ❞♦ tít✉❧♦ ❞❡ ▼❡str❡ ❡♠ ❈✐ê♥❝✐❛ ❞❛
❈♦♠♣✉t❛çã♦✳

❚❤❡s✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ t♦ t❤❡ ■♥st✐t✉t❡ ♦❢ ❈♦♠♣✉t✐♥❣
♦❢ t❤❡ ❯♥✐✈❡rs✐t② ♦❢ ❈❛♠♣✐♥❛s ✐♥ ♣❛rt✐❛❧
❢✉❧✜❧❧♠❡♥t ♦❢ t❤❡ r❡q✉✐r❡♠❡♥ts ❢♦r t❤❡ ❞❡❣r❡❡ ♦❢
▼❛st❡r ✐♥ ❈♦♠♣✉t❡r ❙❝✐❡♥❝❡✳

❙✉♣❡r✈✐s♦r✴❖r✐❡♥t❛❞♦r✿ Pr♦❢✳ ❉r✳ ❊❞✉❛r❞♦ ❈❛♥❞✐❞♦ ❳❛✈✐❡r
❈♦✲s✉♣❡r✈✐s♦r✴❈♦♦r✐❡♥t❛❞♦r✿ Pr♦❢❛✳ ❉r❛✳ ❈❛r❧❛ ◆❡❣r✐ ▲✐♥t③♠❛②❡r

❊st❡ ❡①❡♠♣❧❛r ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡ à ✈❡rsã♦ ✜♥❛❧ ❞❛
❉✐ss❡rt❛çã♦ ❞❡❢❡♥❞✐❞❛ ♣♦r ❑❡♥t ❊♠❡rs❤♦♥
❨✉❝r❛ ◗✉✐s♣❡ ❡ ♦r✐❡♥t❛❞❛ ♣❡❧♦ Pr♦❢✳ ❉r✳
❊❞✉❛r❞♦ ❈❛♥❞✐❞♦ ❳❛✈✐❡r✳

❈❆▼P■◆❆❙
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❯♥✐✈❡rs✐❞❛❞❡ ❊st❛❞✉❛❧ ❞❡ ❈❛♠♣✐♥❛s
■♥st✐t✉t♦ ❞❡ ❈♦♠♣✉t❛çã♦

■◆❙❚■❚❯❚❖ ❉❊
❈❖▼P❯❚❆➬➹❖

❑❡♥t ❊♠❡rs❤♦♥ ❨✉❝r❛ ◗✉✐s♣❡

❆♥ ❊①❛❝t ❆❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r t❤❡ ❇❧♦❝❦s ❘❡❧♦❝❛t✐♦♥ Pr♦❜❧❡♠ ✇✐t❤

◆❡✇ ▲♦✇❡r ❇♦✉♥❞s

❯♠ ❛❧❣♦r✐t♠♦ ❡①❛t♦ ♣❛r❛ ♦ Pr♦❜❧❡♠❛ ❞❡ ❘❡❛❧♦❝❛çã♦ ❞❡ ❇❧♦❝♦s

✉s❛♥❞♦ ♥♦✈♦s ❧✐♠✐t❛♥t❡s ✐♥❢❡r✐♦r❡s

❇❛♥❝❛ ❊①❛♠✐♥❛❞♦r❛✿

• Pr♦❢✳ ❉r✳ ❊❞✉❛r❞♦ ❈❛♥❞✐❞♦ ❳❛✈✐❡r
■♥st✐t✉t♦ ❞❡ ❈♦♠♣✉t❛çã♦ ✕ ❯◆■❈❆▼P

• Pr♦❢✳ ❉r✳ ❈✐❞ ❈❛r✈❛❧❤♦ ❞❡ ❙♦✉③❛
■♥st✐t✉t♦ ❞❡ ❈♦♠♣✉t❛çã♦ ✕ ❯◆■❈❆▼P

• Pr♦❢✳ ❉r✳ ▲✉✐❞✐ ●❡❧❛❜❡rt ❙✐♠♦♥❡tt✐
❉❡♣❛rt❛♠❡♥t♦ ❞❡ ❊♥❣❡♥❤❛r✐❛ ❞❡ ❙✐st❡♠❛s ❡ ❈♦♠♣✉t❛çã♦ ✕ ❯❋❘❏

❆ ❛t❛ ❞❛ ❞❡❢❡s❛ ❝♦♠ ❛s r❡s♣❡❝t✐✈❛s ❛ss✐♥❛t✉r❛s ❞♦s ♠❡♠❜r♦s ❞❛ ❜❛♥❝❛ ❡♥❝♦♥tr❛✲s❡ ♥♦
♣r♦❝❡ss♦ ❞❡ ✈✐❞❛ ❛❝❛❞ê♠✐❝❛ ❞♦ ❛❧✉♥♦✳

❈❛♠♣✐♥❛s✱ ✷✵ ❞❡ ❛❜r✐❧ ❞❡ ✷✵✶✽



❘❡s✉♠♦

❖ Pr♦❜❧❡♠❛ ❞❡ ❘❡❛❧♦❝❛çã♦ ❞❡ ❇❧♦❝♦s é ✉♠ ♣r♦❜❧❡♠❛ ✐♠♣♦rt❛♥t❡ ❡♠ s✐st❡♠❛s ❞❡ ❛r♠❛③❡✲
♥❛♠❡♥t♦✳ ❯♠ ❡①❡♠♣❧♦ ❞❡ ❡♥tr❛❞❛ ♣❛r❛ ❡st❡ ♣r♦❜❧❡♠❛ ❝♦♥s✐st❡ ❡♠ ✉♠ ❝♦♥❥✉♥t♦ ❞❡ ❜❧♦❝♦s
❞✐str✐❜✉í❞♦s ❡♠ ♣✐❧❤❛s✱ ♦♥❞❡ ❝❛❞❛ ❜❧♦❝♦ é ✐❞❡♥t✐✜❝❛❞♦ ♣♦r ✉♠ ♥ú♠❡r♦ q✉❡ r❡♣r❡s❡♥t❛ s✉❛
♣r✐♦r✐❞❛❞❡ ❞❡ r❡❝✉♣❡r❛çã♦ ❡ t♦❞❛s ❛s ♣✐❧❤❛s tê♠ ✉♠ ♠❡s♠♦ ❧✐♠✐t❡ ❞❡ ❛❧t✉r❛✳ ❆♣❡♥❛s
❜❧♦❝♦s ♥♦ t♦♣♦ ❞❡ ✉♠❛ ♣✐❧❤❛ ♣♦❞❡♠ s❡r ♠♦✈✐❞♦s✱ ❝♦♠ ❞♦✐s t✐♣♦s ❞❡ ♠♦✈✐♠❡♥t♦s✿ ♦✉ ✉♠
❜❧♦❝♦ é r❡❝✉♣❡r❛❞♦✱ ♦ q✉❡ ♦❝♦rr❡ q✉❛♥❞♦ ❡❧❡ t❡♠ ❛ ♠❛✐s ❛❧t❛ ♣r✐♦r✐❞❛❞❡ ❞❡ r❡❝✉♣❡r❛çã♦
❡♥tr❡ ♦s ❜❧♦❝♦s ❡♠♣✐❧❤❛❞♦s✱ ♦✉ ✉♠ ❜❧♦❝♦ é r❡❛❧♦❝❛❞♦ ❞♦ t♦♣♦ ❞❡ ✉♠❛ ♣✐❧❤❛ ♣❛r❛ ♦ t♦♣♦ ❞❡
♦✉tr❛ ♣✐❧❤❛✳ ❖ ♦❜❥❡t✐✈♦ é r❡❝✉♣❡r❛r t♦❞♦s ♦s ❜❧♦❝♦s✱ r❡s♣❡✐t❛♥❞♦ s✉❛ ♣r✐♦r✐❞❛❞❡ ❞❡ r❡❝✉♣❡✲
r❛çã♦ ❡ ❡①❡❝✉t❛♥❞♦ ♦ ♠❡♥♦r ♥ú♠❡r♦ ❞❡ r❡❛❧♦❝❛çõ❡s✳ ❘❡s♦❧✈❡r ❡st❡ ♣r♦❜❧❡♠❛ é ❝rít✐❝♦ ❡♠
s✐st❡♠❛s ❞❡ ❛r♠❛③❡♥❛♠❡♥t♦✱ ♣♦✐s ❡❝♦♥♦♠✐③❛ t❡♠♣♦ ❡ r❡❝✉rs♦s ♦♣❡r❛❝✐♦♥❛✐s✳ ❆♣r❡s❡♥t❛✲
♠♦s ❞♦✐s ♥♦✈♦s ❧✐♠✐t❛♥t❡s ✐♥❢❡r✐♦r❡s ♣❛r❛ ♦ ♥ú♠❡r♦ ❞❡ r❡❛❧♦❝❛çõ❡s ❡♠ ✉♠❛ s♦❧✉çã♦ ót✐♠❛✳
■♠♣❧❡♠❡♥t❛♠♦s ✉♠ ❛❧❣♦r✐t♠♦ ❞❡ ❞❡❡♣❡♥✐♥❣ ❆✯ ✉s❛♥❞♦ ❡ss❡s ❧✐♠✐t❡s ✐♥❢❡r✐♦r❡s ♣r♦♣♦st♦s ❡
♦✉tr♦s ❧✐♠✐t❡s ✐♥❢❡r✐♦r❡s ❜❡♠ ❝♦♥❤❡❝✐❞♦s ❞❛ ❧✐t❡r❛t✉r❛✳ ❋♦✐ r❡❛❧✐③❛❞♦ ✉♠ ❡①t❡♥s♦ ❝♦♥❥✉♥t♦
❞❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t♦s ❝♦♠♣✉t❛❝✐♦♥❛✐s ♠♦str❛♥❞♦ q✉❡ ♦s ♥♦✈♦s ❧✐♠✐t❡s ✐♥❢❡r✐♦r❡s ♠❡❧❤♦r❛♠ ♦
❞❡s❡♠♣❡♥❤♦ ❞♦ ❛❧❣♦r✐t♠♦ ❡①❛t♦✱ r❡s♦❧✈❡♥❞♦ ♠❛✐s ✐♥stâ♥❝✐❛s ♦t✐♠❛♠❡♥t❡ ❞♦ q✉❡ q✉❛♥❞♦
✉s❛♥❞♦ ♦✉tr♦s ❧✐♠✐t❡s ✐♥❢❡r✐♦r❡s ♥❛ ♠❡s♠❛ q✉❛♥t✐❞❛❞❡ ❞❡ t❡♠♣♦✳



❆❜str❛❝t

❚❤❡ ❇❧♦❝❦s ❘❡❧♦❝❛t✐♦♥ Pr♦❜❧❡♠ ✐s ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥ st♦r❛❣❡ s②st❡♠s✳ ❆♥ ✐♥♣✉t
✐♥st❛♥❝❡ ❢♦r t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠ ❝♦♥s✐sts ♦❢ ❛ s❡t ♦❢ ❜❧♦❝❦s ❞✐str✐❜✉t❡❞ ✐♥ st❛❝❦s ✇❤❡r❡ ❡❛❝❤ ❜❧♦❝❦
✐s ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ❜② ❛ r❡tr✐❡✈❛❧ ♣r✐♦r✐t② ♥✉♠❜❡r ❛♥❞ ❡❛❝❤ st❛❝❦ ❤❛s t❤❡ s❛♠❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❤❡✐❣❤t
❧✐♠✐t✳ ❖♥❧② ❜❧♦❝❦s ❛t t❤❡ t♦♣ ♦❢ ❛ st❛❝❦ ❝❛♥ ❜❡ ♠♦✈❡❞✿ ❡✐t❤❡r ❛ ❜❧♦❝❦ ✐s r❡tr✐❡✈❡❞✱ ✐❢ ✐t
❤❛s t❤❡ ❤✐❣❤❡st r❡tr✐❡✈❛❧ ♣r✐♦r✐t② ❛♠♦♥❣ t❤❡ st❛❝❦❡❞ ❜❧♦❝❦s✱ ♦r ✐t ✐s r❡❧♦❝❛t❡❞ t♦ t❤❡ t♦♣ ♦❢
❛♥♦t❤❡r st❛❝❦✳ ❚❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ✐s t♦ r❡tr✐❡✈❡ ❛❧❧ t❤❡ ❜❧♦❝❦s✱ r❡s♣❡❝t✐♥❣ t❤❡✐r r❡tr✐❡✈❛❧ ♣r✐♦r✐t②
✇❤✐❧❡ ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ♥✉♠❜❡r ♦❢ r❡❧♦❝❛t✐♦♥s✳ ❙♦❧✈✐♥❣ t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ❝r✐t✐❝❛❧ ✐♥
st♦r❛❣❡ s②st❡♠s ❜❡❝❛✉s❡ ✐t s❛✈❡s ♦♣❡r❛t✐♦♥❛❧ t✐♠❡ ❛♥❞ r❡s♦✉r❝❡s✳ ❲❡ ♣r❡s❡♥t t✇♦ ♥❡✇
❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞s ❢♦r t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ r❡❧♦❝❛t✐♦♥s ♦❢ ❛♥ ♦♣t✐♠❛❧ s♦❧✉t✐♦♥✳ ❲❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❛♥
✐t❡r❛t✐✈❡ ❞❡❡♣❡♥✐♥❣ ❆✯ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✉s✐♥❣ t❤❡s❡ ♥❡✇ ♣r♦♣♦s❡❞ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞s ❛♥❞ ♦t❤❡r ✇❡❧❧✲
❦♥♦✇♥ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞s ❢r♦♠ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡✳ ❲❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❛♥ ❡①t❡♥s✐✈❡ s❡t ♦❢ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧
❡①♣❡r✐♠❡♥ts s❤♦✇✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ♥❡✇ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞s ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❡①❛❝t
❛❧❣♦r✐t❤♠✱ s♦❧✈✐♥❣ t♦ ♦♣t✐♠❛❧✐t② ♠♦r❡ ✐♥st❛♥❝❡s t❤❛♥ ✇❤❡♥ ✉s✐♥❣ ♦t❤❡r ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞s ✐♥
t❤❡ s❛♠❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ t✐♠❡✳



▲✐st ♦❢ ❋✐❣✉r❡s

✶✳✶ ❆♥ ✐♥st❛♥❝❡ ❢♦r t❤❡ ❇❘P ✇✐t❤ S = 6 ✭st❛❝❦s✮✱ H = 3 ✭❤❡✐❣❤t✮✱ ❛♥❞ N = 15
✭❜❧♦❝❦s✮✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶

✷✳✶ ❖r✐❣✐♥❛❧ ❛♥❞ ❛❜str❛❝t s❡❛r❝❤ s♣❛❝❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✾

✹✳✶ ❊①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❛✉①✐❧✐❛r② ♠❛tr✐① ❝r❡❛t❡❞ t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ ▲❇✲▲■❙✳ ■♥ t❤✐s ❡①❛♠♣❧❡✱
❛ss✉♠❡ t = 1 ❛♥❞ ✐t ✐s ❜❧♦❝❦ B4,1 ❛♥❞ t❤❛t B4,2 = 12✱ B4,3 = 11✱ B4,4 = 10✱
B4,5 = 3✱ B4,6 = 7✱ B4,7 = 2 ✭②❡❧❧♦✇ ❝♦❧✉♠♥✮✳ ❆❧s♦ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t1 = 13✱
t2 = 9✱ t3 = 8✱ t5 = 6✱ ❛♥❞ t6 = 5 ✭r❡❞ r♦✇✮✳ ❚❤❡ ♥✉♠❜❡rs ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ❝✐r❝❧❡s
❛r❡ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ❧♦♥❣❡st ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ s✉❜s❡q✉❡♥❝❡ ❢♦r ❡❛❝❤ B4,y′ ✱ ❢♦r y

′ ≥ 2✳ ✷✻
✹✳✷ ❊①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❤♦✇ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ ▲❇✲▲■❙✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✽

✺✳✶ ▲❡t I ✭❧❡❢t✮ ❜❡ ❛♥ ✐♥st❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❇❘P✱ ❛♥❞ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ s❡tB = {11, 12, 13, 14, 15, 16, 17}✳
❚❤❡ ✐♥st❛♥❝❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② abState(I, B) ✐s s❤♦✇♥ t♦ t❤❡ r✐❣❤t ✇❤❡r❡ ❜❧♦❝❦s
11, 12, . . . , 17 ❛r❡ r❡✲❧❛❜❡❧❡❞ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② t♦ 1, 2, . . . , 7✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✵

✻✳✶ ❘❡s✉❧ts ✉s✐♥❣ ▲❇✸✱ ▲❇✹✱ ▲❇✲▲■❙✱ ❛♥❞ ▲❇✲P❉❇✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✶
✻✳✷ ❘❡s✉❧ts ✉s✐♥❣ ▲❇✲▲■❙✱ ▲■❙✲P❉❇✱ ❛♥❞ ▲■❙✲P❉❇✲▲✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✸



▲✐st ♦❢ ❚❛❜❧❡s

✺✳✶ ❊♥❤❛♥❝❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ P❉❇ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡s ✇✐t❤ ✶✵ ❜❧♦❝❦s✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✹

✻✳✶ ❚✐♠❡ t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ t❤❡ P❉❇ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ✈❛❧✉❡s ♦❢ N ′✳ ❲❡ ❛❧s♦ ♣r❡s❡♥t t❤❡
♥✉♠❜❡r ♦❢ ✉♥✐q✉❡ ✐♥st❛♥❝❡s ✐♥ t❤❡ P❉❇✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✵

✻✳✷ ❘❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ ❡①❛❝t ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✉s✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞s✿ ▲❇✸✱ ▲❇✹✱
▲❇✲▲■❙✱ ❛♥❞ ▲❇✲P❉❇✳ ✏❆❱● ❆▲▲✑ ✐s t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ r❡❧♦❝❛t✐♦♥s
♦❢ t❤❡ ❜❡st s♦❧✉t✐♦♥s ❢♦✉♥❞ ❜② ❡❛❝❤ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❛❧❧ ✐♥st❛♥❝❡s✳
✏◆✉♠❜❡r ❖P❚✑ ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♦♣t✐♠❛❧ s♦❧✉t✐♦♥s ❢♦✉♥❞✳ ✏✪❖P❚ ❊❆❙❨✑
✭r❡s♣✳ ✏✪❖P❚ ❍❆❘❉✑✮ ✐s t❤❡ ♣❡r❝❡♥t❛❣❡ ♦❢ ♦♣t✐♠❛❧ s♦❧✉t✐♦♥s ❢♦✉♥❞ ❢♦r ❡❛s②
✭r❡s♣✳ ❤❛r❞✮ ✐♥st❛♥❝❡s✳ ✏❆❱● ❍❆❘❉✑ ✐s t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ r❡❧♦❝❛t✐♦♥s
❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❤❛r❞ ✐♥st❛♥❝❡s✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✶

✻✳✸ ❚✐♠❡s ❛♥❞ ✈❛❧✉❡s ♣r♦❞✉❝❡❞ ❜② ❡❛❝❤ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞ ❢♦r ❡❛❝❤ ✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♥✜❣✉r❛✲
t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✶✷✺✵✵ ✐♥st❛♥❝❡s ✐♥ ♦✉r ✐♥st❛♥❝❡ s❡t✳ ❲❡ ♣r❡s❡♥t t❤❡ s✉♠ ♦❢ t❤❡
✈❛❧✉❡s ✭❙❯▼✮ ❛♥❞ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ✭❆❱●✮ ❛♠♦♥❣ t❤❡ ✶✷✺✵✵ ✐♥st❛♥❝❡s✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✷

✻✳✹ ❈♦♠♣❛r✐♥❣ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ♦❢ ▲❇✲▲■❙✲P❉❇ ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t N ′✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✷
✻✳✺ ❈♦♠♣❛r✐♥❣ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ♦❢ ▲❇✲▲■❙✲P❉❇✲▲ ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t k′✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✸
✻✳✻ ❈♦♠♣❛r✐♥❣ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ♦❢ ▲❇✲▲■❙✱ ▲■❙✲P❉❇✱ ❛♥❞ ▲■❙✲P❉❇✲▲✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✸



❈♦♥t❡♥ts

✶ ❇❛s✐❝s ❝♦♥❝❡♣ts ❛♥❞ ❧✐t❡r❛t✉r❡ r❡✈✐❡✇ ❛❜♦✉t t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✶✵
✶✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵
✶✳✷ Pr♦❜❧❡♠ ❉❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❛♥❞ ❇❛s✐❝ ❉❡✜♥✐t✐♦♥s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶
✶✳✸ ▲✐t❡r❛t✉r❡ ❘❡✈✐❡✇ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷
✶✳✹ ❈♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ❛♥❞ t❡①t ♦r❣❛♥✐③❛t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹

✷ ❊①❛❝t ❊①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ❚✐♠❡ ❆❧❣♦r✐t❤♠s t♦ ❙♦❧✈❡ ❈♦♠❜✐♥❛t♦r✐❛❧ ❖♣t✐♠✐③❛✲
t✐♦♥ Pr♦❜❧❡♠s ✶✺
✷✳✶ ❙t❛t❡ ❙♣❛❝❡ ❙❡❛r❝❤ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺
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✷✳✸ ■t❡r❛t✐✈❡ ❉❡❡♣❡♥✐♥❣ ❉❡♣t❤✲❋✐rst ❙❡❛r❝❤ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✼
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✸ ■♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❆❧❣♦r✐t❤♠s ✷✵
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✸✳✶✳✶ ❇r❛♥❝❤✐♥❣ ❙tr❛t❡❣② ❛t t❤❡ ❇✫❇ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✶
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✹ ▲♦✇❡r ❇♦✉♥❞s ✷✹
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✺ P❛tt❡r♥ ❉❛t❛❜❛s❡s ✷✾
✺✳✶ ❆❜str❛❝t st❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❇❘P ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✾
✺✳✷ ❇✉✐❧❞✐♥❣ t❤❡ P❛tt❡r♥ ❉❛t❛❜❛s❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✵
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✺✳✹ ■♠♣r♦✈✐♥❣ t❤❡ ❊①❛❝t ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✻

✻ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❘❡s✉❧ts ✸✽
✻✳✶ ■♥st❛♥❝❡ ❙❡t ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✽
✻✳✷ ●❡♥❡r❛t✐♥❣ t❤❡ P❉❇ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✾
✻✳✸ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ❊✈❛❧✉❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❉✐✛❡r❡♥t ▲♦✇❡r ❇♦✉♥❞s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✾
✻✳✹ ■♠♣r♦✈✐♥❣ t❤❡ ❊①❛❝t ❆❧❣♦r✐t❤♠ ❯s✐♥❣ t❤❡ P❉❇ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✷

✼ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s ❛♥❞ ❋✉t✉r❡ ❲♦r❦s ✹✹



❇✐❜❧✐♦❣r❛♣❤② ✹✺



✶✶

❈❤❛♣t❡r ✶

❇❛s✐❝s ❝♦♥❝❡♣ts ❛♥❞ ❧✐t❡r❛t✉r❡ r❡✈✐❡✇

❛❜♦✉t t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠

❚❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✐s str✉❝t✉r❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✳✶ ✇❡ ❡①♣❧❛✐♥ t❤❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡

❇❧♦❝❦s ❘❡❧♦❝❛t✐♦♥ Pr♦❜❧❡♠ ✭❇❘P✮ ✐♥ st♦r❛❣❡ s②st❡♠s✱ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✳✷ ✇❡ s❤♦✇ ❛ ❢♦r♠❛❧

❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠✱ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✳✸ ✇❡ r❡✈✐❡✇ t❤❡ ♠♦st ✐♠♣♦rt❛♥t ✇♦r❦s ✐♥ t❤❡

❧✐t❡r❛t✉r❡ ❢♦r t❤❡ ❇❘P✱ ❛♥❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✳✹ ✇❡ ❧✐st t❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ t❤❡s✐s ❛♥❞ t❤❡

♦r❣❛♥✐③❛t✐♦♥ ♦❢ r❡st ♦❢ t❤❡ t❡①t✳

✶✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❚❤✐s ✇♦r❦ ✐s ❢♦❝✉s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❇❧♦❝❦s ❘❡❧♦❝❛t✐♦♥ Pr♦❜❧❡♠ ✭❇❘P✮✱ ❛❧s♦ ❦♥♦✇♥ ❛s ❈♦♥t❛✐♥❡r

❘❡❧♦❝❛t✐♦♥ Pr♦❜❧❡♠ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡✱ ✇❤✐❝❤ ❣❡♥❡r❛❧❧② ❡♠❡r❣❡s ❢r♦♠ st♦r❛❣❡ s②st❡♠s✳ ■♥

st♦r❛❣❡ s②st❡♠s✱ t❤❡r❡ ❛r❡ s❡✈❡r❛❧ t②♣❡s ♦❢ ✐t❡♠s t♦ ❜❡ st♦r❡❞✱ s✉❝❤ ❛s ❝♦♥t❛✐♥❡rs ❛♥❞

♣❛❧❧❡ts✳ ❲❡ ✇✐❧❧ r❡❢❡r t♦ t❤❡s❡ ✐t❡♠s ❛s ❜❧♦❝❦s t❤r♦✉❣❤♦✉t t❤❡ t❡①t✳ ❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❛t t❤❡

❜❧♦❝❦s ❛r❡ st♦r❡❞ ✐♥ ❛ s❡r✐❡s ♦❢ st❛❝❦s✱ ✇❤❡r❡✱ ❛t ❡❛❝❤ st❛❝❦✱ ♦♥❡ ❜❧♦❝❦ ✐s ❛❜♦✈❡ ❛♥♦t❤❡r ♦r

❛t t❤❡ ❜♦tt♦♠ ♦❢ t❤❡ st❛❝❦✳ ❚❤✐s ✐s ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ st❛❝❦✐♥❣ ❛r❡❛✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ♠♦st ❝♦♠♠♦♥

t②♣❡ ♦❢ st♦r❛❣❡ s②st❡♠ ❢♦r ❝♦♥t❛✐♥❡rs✳ ❚❤✐s t②♣❡ ♦❢ st♦r❛❣❡ ♦♥❧② ❛❧❧♦✇s ♦♥❡ t♦ ❛❝❝❡ss t❤❡

t♦♣ ❜❧♦❝❦ ♦❢ ❛ st❛❝❦✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ r❡❧♦❝❛t❡❞ t♦ t❤❡ t♦♣ ♦❢ ❛♥♦t❤❡r st❛❝❦ ♦r ❝❛♥ ❜❡ r❡♠♦✈❡❞

❛♥❞ ♣❧❛❝❡❞ ♦✉ts✐❞❡ t❤❡ st❛❝❦✐♥❣ ❛r❡❛✱ ✐♥ ❛ ♠♦✈❡ ❝❛❧❧❡❞ r❡tr✐❡✈❛❧✳

❈♦♥s✐❞❡r ❛ ❝♦♥t❛✐♥❡r t❡r♠✐♥❛❧ ✇❤❡r❡ ❜❧♦❝❦s ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ r❡tr✐❡✈❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ st❛❝❦✐♥❣ ❛r❡❛

❛♥❞ ❧♦❛❞❡❞ ♦♥t♦ tr✉❝❦s✱ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛ ❣✐✈❡♥ ♣r❡❝❡❞❡♥❝❡ ♦r❞❡r ❝❛❧❧❡❞ r❡tr✐❡✈❛❧ ♣r✐♦r✐t②✳ ❚❤❡

♣r❡❝❡❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡s❡ ✐t❡♠s ♠❛② ❜❡ ♠♦t✐✈❛t❡❞ ❜② s❡✈❡r❛❧ ❢❛❝t♦rs✱ s✉❝❤ ❛s t❤❡ ❛rr✐✈✐♥❣ ♦r❞❡r

♦❢ ❝♦♥t❛✐♥❡r tr❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥ tr✉❝❦s ♦r t❤❡ ❞❡❧✐✈❡r② ♦r❞❡r ♦❢ ❝♦♥t❛✐♥❡rs ✐♥ ❛ s❤✐♣✳ ●✐✈❡♥ ❛

st❛❝❦✐♥❣ ❛r❡❛ ❛♥❞ t❤❡ ♣r❡❝❡❞❡♥❝❡ ♦r❞❡r ♦❢ t❤❡ ❜❧♦❝❦s✱ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ♦❢ ❇❘P ✐s t♦ ♠✐♥✐♠✐③❡

t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ r❡❧♦❝❛t✐♦♥s ✐♥ ♦r❞❡r t♦ r❡tr✐❡✈❡ ❛❧❧ ❜❧♦❝❦s✳

❚❤❡ ❇❘P ✐s ❦♥♦✇♥ t♦ ❜❡ ◆P✲❍❛r❞ ❬✷❪✳ ❚❤❡r❡ ❡①✐st ♠❛♥② ✇♦r❦s t❤❛t tr✐❡❞ t♦ s♦❧✈❡ t❤❡

❇❘P ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t ❛♣♣r♦❛❝❤❡s✳ ❙♦♠❡ ♦❢ t❤❡♠ ♣r❡s❡♥t❡❞ ♥❡✇ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞s✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ✉s❡❞

❜② ❡①❛❝t ❛❧❣♦r✐t❤♠s t♦ s♦❧✈❡ t❤❡ ❇❘P ❬✶✶✱ ✶✾❪✱ ♦t❤❡rs ♣r❡s❡♥t❡❞ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥s ✐♥ ✐♥t❡❣❡r

❧✐♥❡❛r ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ❬✷✱ ✶✽❪✱ ❛♥❞ s♦♠❡ ♦❢ t❤❡♠ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❤❡✉r✐st✐❝ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❬✶✶✱ ✶✱ ✶✵❪✳





✶✸

♦♥❧② r❡❧♦❝❛t❡ ❜❧♦❝❦s 7 ❛♥❞ 10✱ ✐♥ t❤✐s ♦r❞❡r✱ ❜❡❢♦r❡ r❡tr✐❡✈✐♥❣ ❜❧♦❝❦ 1✳ ❆❢t❡r r❡❧♦❝❛t✐♥❣

❜❧♦❝❦s 7 ❛♥❞ 10✱ ✇❡ r❡tr✐❡✈❡ ❜❧♦❝❦ 1✱ ❛♥❞ t❤❡♥ t❤❡ ♥❡✇ t❛r❣❡t ❜❧♦❝❦ ❜❡❝♦♠❡s t = 2✳ ❆

♣♦ss✐❜❧❡ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ r❡❧♦❝❛t✐♦♥s t♦ r❡tr✐❡✈❡ ❜❧♦❝❦s 1✱ 2✱ 3✱ ❛♥❞ 4 ✐s S = {(s3 ⇒ s1), (s3 ⇒

s1), (s3 ⇒ s0), (s6 ⇒ s3), (s6 ⇒ s0), (s4 ⇒ s0), (s5 ⇒ s3), (s5 ⇒ s3), (s5 ⇒ s0)}✳

▲❡t bi ❜❡ ❛ ❜❧♦❝❦ ✐♥ s♦♠❡ st❛❝❦ sx ❛♥❞ ❧❡t bj ❜❡ s♦♠❡ ❜❧♦❝❦ t❤❛t ✐s ♣❧❛❝❡❞ ❜❡❧♦✇ b ✐♥

t❤❡ s❛♠❡ st❛❝❦✱ ✐✳❡✳✱ t❤❡ ❤❡✐❣❤t ♦❢ bi ✐♥ sx ✐s ❣r❡❛t❡r t❤❛♥ t❤❡ ❤❡✐❣❤t ♦❢ bj✳ ■❢ i > j✱ t❤❡♥

bi ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❛ ❜❧♦❝❦✐♥❣ ❜❧♦❝❦✳ ■♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✱ ❜❧♦❝❦s 7, 8, 9, 10✱ 11✱ 13✱ ❛♥❞ 14 ❛r❡ ❜❧♦❝❦✐♥❣

❜❧♦❝❦s✳

✶✳✸ ▲✐t❡r❛t✉r❡ ❘❡✈✐❡✇

❑✐♠ ❛♥❞ ❍♦♥❣ ❬✶✶❪ ♣r♦♣♦s❡❞ t✇♦ ✈❛r✐❛t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ❇❘P✳ ■♥ t❤❡ ✜rst ♦♥❡✱ ❡❛❝❤ ❜❧♦❝❦ ❤❛s

❛ ✉♥✐q✉❡ r❡tr✐❡✈❛❧ ♣r✐♦r✐t② ❛♥❞ ✐♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦♥❡✱ t✇♦ ♦r ♠♦r❡ ❜❧♦❝❦s ❝❛♥ ❤❛✈❡ t❤❡ s❛♠❡

r❡tr✐❡✈❛❧ ♣r✐♦r✐t②✳ ❚❤❡② ♣r♦♣♦s❡❞ ❛ ❜r❛♥❝❤ ❛♥❞ ❜♦✉♥❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r ❜♦t❤ ✈❛r✐❛♥ts ♦❢ t❤❡

❇❘P✳ ■♥ t❤❡ ❇r❛♥❝❤ ❛♥❞ ❇♦✉♥❞ ❆❧❣♦r✐t❤♠✱ t❤❡ ♦r❞❡r ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ st❛t❡s ✭✇❤✐❝❤ ❛r❡ t❤❡

✐♥st❛♥❝❡s ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠✮ ♦❢ t❤❡ st❛t❡ s♣❛❝❡ ✭❛❧❧ t❤❡ st❛t❡s t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ r❡❛❝❤❡❞ ❛♣♣❧②✐♥❣

♦♥❡ ♦r ♠♦r❡ ❛❝t✐♦♥s ♦✈❡r t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ✐♥st❛♥❝❡✮ ❛r❡ ❡①♣❧♦r❡❞ ✐s ✐♥s♣✐r❡❞ ❜② t❤❡ ❞❡♣t❤✲✜rst

s❡❛r❝❤ ❛♥❞ ❜❛❝❦tr❛❝❦✐♥❣ str❛t❡❣✐❡s ✉s❡❞ ✐♥ ♠❛♥② st❛t❡ s♣❛❝❡ s❡❛r❝❤ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✳ ❚❤❛t ✐s✱

❣✐✈❡♥ ❛❧❧ t❤❡ ✉♥❡①♣❧♦r❡❞ st❛t❡s✱ ✇❡ ♣✐❝❦ t❤❡ ♦♥❡ r❡❛❝❤❛❜❧❡ ❢r♦♠ t❤❡ ♠♦st r❡❝❡♥t ❡①♣❧♦r❡❞

st❛t❡ t♦ ❜❡ t❤❡ ♥❡①t ♦♥❡ ❡①♣❧♦r❡❞✳ ■❢ t❤❡r❡ ❡①✐st t✇♦ ♦r ♠♦r❡ st❛t❡s t❤❛t ✜t t❤✐s ❞❡✜♥✐t✐♦♥✱

t❤❡ ♥❡①t st❛t❡ t♦ ❜❡ ❡①♣❧♦r❡❞ ✐s t❤❡ ♦♥❡ ✇✐t❤ ♠✐♥✐♠✉♠ s✉♠ ♦❢ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❡r❢♦r♠❡❞

r❡❧♦❝❛t✐♦♥s s♦ ❢❛r ♣❧✉s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❜❧♦❝❦✐♥❣ ❜❧♦❝❦s ✐♥ ♦♥ ✐t✳

■♥ t❤❡ s❛♠❡ ♣❛♣❡r t❤❡ ❛✉t❤♦rs ♣r♦♣♦s❡ ❛ ❢❛st ❤❡✉r✐st✐❝ r✉❧❡ ❛s ❛ s✉❜r♦✉t✐♥❡ t♦ ❝r❡❛t❡

❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❇❘P✳ ❚❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ r❡❧♦❝❛t✐♦♥s ✭❊◆❆❘✮ ❝❛❧❝✉❧❛t❡s

❛ ✈❛❧✐❞ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞ ✐♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ r❡❧♦❝❛t✐♦♥s ❢r♦♠ t❤❡ ❝✉rr❡♥t st❛t❡ t♦ t❤❡ ❣♦❛❧ st❛t❡✳

■♥ ♦r❞❡r t♦ ❝r❡❛t❡ ❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❇❘P t❤❡ ❛✉t❤♦rs ✉s❡ ❊◆❆❘ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿ s✉♣♣♦s❡ t❤❛t

✇❡ ✇❛♥t t♦ r❡❧♦❝❛t❡ t❤❡ t♦♣ ❜❧♦❝❦ tb ♦❢ t❤❡ t❛r❣❡t st❛❝❦❀ ❢♦r t❤❛t✱ ✇❡ ❝❛♥ r❡❧♦❝❛t❡ s✉❝❤

❜❧♦❝❦ t♦ ❛t ♠♦st S−1 ♦t❤❡r st❛❝❦s✱ s♦ ✇❡ s✐♠✉❧❛t❡ s✉❝❤ r❡❧♦❝❛t✐♦♥ ❝r❡❛t✐♥❣ ❛t ♠♦st S−1

♥❡✇ st❛t❡s❀ ♥♦✇✱ ✇❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ ❊◆❆❘ ♦❢ ❡❛❝❤ ♥❡✇ st❛t❡❀ ❢r♦♠ ❛❧❧ t❤❡ st❛❝❦s ✇❤❡r❡ ✇❡

❝❛♥ r❡❧♦❝❛t❡ t❤❡ ❜❧♦❝❦ tb✱ ✇❡ ♣✐❝❦ ❛ st❛❝❦ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❊◆❆❘ ✈❛❧✉❡ ❛t t❤❡ st❛t❡ ✇❤❡r❡

t❤❡ ❜❧♦❝❦ tb ✇❛s r❡❧♦❝❛t❡❞ t♦ s✉❝❤ st❛❝❦ ✐s ♠✐♥✐♠✉♠✳ ❚❤❡ ❛✉t❤♦rs ❝♦♠♣❛r❡❞ r❡s✉❧ts ♦❢

t❤♦s❡ t✇♦ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠❡t❤♦❞s✳

❈❛s❡rt❛✱ ❙❝❤✇❛r③❡✱ ❛♥❞ ❱♦❇ ❬✶❪ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛ ❜✐♥❛r② r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ st❛❝❦✐♥❣ ❛r❡❛✱

✇❤✐❝❤ s✐♠♣❧✐✜❡s t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ ❝✉rr❡♥t st❛t❡ ♦❢ t❤❡ st❛❝❦✐♥❣ ❛r❡❛ t♦ ❛ st❛t❡

❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② ❛ r❡❧♦❝❛t✐♦♥ ♦r r❡tr✐❡✈❛❧✳ ■♥ t❤❡ ❜✐♥❛r② (N +S)①(N +S) ♠❛tr✐① M ✱ t❤❡ ✜rst

N r♦✇s ❛♥❞ ❝♦❧✉♠♥s r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ❜❧♦❝❦s b1, b2, · · · , bN ✐♥ t❤❡ st❛❝❦✐♥❣ ❛r❡❛✳ ❚❤❡ ❧❛st S

r♦✇s ❛♥❞ ❝♦❧✉♠♥s r❡♣r❡s❡♥t ❛rt✐✜❝✐❛❧ ❜❧♦❝❦s ❛t ❛♥ ❛rt✐✜❝✐❛❧ ❤❡✐❣❤t 0 ♦❢ t❤❡ st❛❝❦✐♥❣ ❛r❡❛✳

▼♦r❡ ❢♦r♠❛❧❧②✱ t❤❡ r♦✇ ❛♥❞ ❝♦❧✉♠♥ N + i r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ❛rt✐✜❝✐❛❧ ❜❧♦❝❦ bN+i ✇✐t❤ ❤❡✐❣❤t

0 ✐♥ t❤❡ st❛❝❦ si✳ ❙✉❝❤ ❜✐♥❛r② ♠❛tr✐① M ✐s ✜❧❧❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿ Mi,j = 1 ✐❢ t❤❡ ❜❧♦❝❦ bi ✐s

❜❡❧♦✇ t❤❡ ❜❧♦❝❦ bj ❛t t❤❡ s❛♠❡ st❛❝❦❀ ♦t❤❡r✇✐s❡✱ Mi,j = 0✳ ❚❤❡② ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❛ ❧♦♦❦❛❤❡❛❞

♠❡❝❤❛♥✐s♠ ✭❤❡✉r✐st✐❝✮ t❤❛t ✐s ❛❞❛♣t❡❞ t♦ t❤✐s ❜✐♥❛r② r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❤❡✉r✐st✐❝ r✉❧❡

✜rst ❝❛❧❝✉❧❛t❡s t❤❡ t❛r❣❡t ❜❧♦❝❦ ♦❢ ❛ st❛❝❦ ✭r❡♠❡♠❜❡r t❤❛t t❤❡ t❛r❣❡t ❜❧♦❝❦ ♦❢ ❡❛❝❤ st❛❝❦

✐s t❤❡ ❜❧♦❝❦ t❤❛t ❤❛s t❤❡ ❤✐❣❤❡st ♣r✐♦r✐t②✮❀ ✐❢ ❛ st❛❝❦ ✐s ❡♠♣t②✱ t❤❡♥ ✐ts t❛r❣❡t ❜❧♦❝❦ ✐s



✶✹

N + 1✳ ❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r✉❧❡s ❛r❡ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ r❡❧♦❝❛t❡ t❤❡ ❜❧♦❝❦ bi t❤❛t ✐s ❛t t❤❡ t♦♣ ♦❢ t❤❡

t❛r❣❡t st❛❝❦✿

✶✳ ❘❡❧♦❝❛t❡ bi t♦ t❤❡ st❛❝❦ ✇✐t❤ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ t❛r❣❡t ❜❧♦❝❦ s✉❝❤ t❤❛t bi ❞♦❡s ♥♦t ❜❡❝♦♠❡

❛ ❜❧♦❝❦✐♥❣ ❜❧♦❝❦ ✇❤❡r❡ ✐t ✐s r❡❧♦❝❛t❡❞✳

✷✳ ■❢ t❤❡r❡ ❛r❡ ♥♦ st❛❝❦s ✇✐t❤ t❤✐s ♣r♦♣❡rt②✱ t❤❡♥ r❡❧♦❝❛t❡ bi t♦ ❛ st❛❝❦ ✇✐t❤ ♠❛①✐♠✉♠

t❛r❣❡t ❜❧♦❝❦✳

❚❤❡ ❛✉t❤♦rs ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡✐r r❡s✉❧ts ✇✐t❤ ❛♥♦t❤❡r ♠❡t❤♦❞ ❝r❡❛t❡❞ ❜② t❤❡♠s❡❧✈❡s✱ ❝❛❧❧❡❞

t❤❡ ❝♦rr✐❞♦r ♠❡t❤♦❞ ❬✸❪✳ ❚❤❡② s❤♦✇❡❞ t❤❛t t❤❡ r✉♥♥✐♥❣ t✐♠❡ ❛♥❞ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♦❢ t❤❡

♥✉♠❜❡r ♦❢ r❡❧♦❝❛t✐♦♥s ✐s ❜❡tt❡r t❤❛♥ t❤❡ ❝♦rr✐❞♦r ♠❡t❤♦❞✳

▲❡❡ ❛♥❞ ▲❡❡ ❬✶✺❪ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❛ ♥❡✇ ✈❛r✐❛♥t ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✇❤❡r❡ ❡❛❝❤ r❡❧♦❝❛t✐♦♥ ❤❛✈❡ ❛

❝♦st✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ st❛❝❦s ♦✈❡r ✇❤✐❝❤ t❤❡ r❡❧♦❝❛t✐♦♥ ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞✳

❚❤❡ ❛✉t❤♦rs ✜rst ♣r❡s❡♥t ❛ ❣r❡❡❞② ❤❡✉r✐st✐❝✱ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❞❡s❝r✐❜❡ ♥❡①t✳ ■❢ t❤❡ t❛r❣❡t ❜❧♦❝❦

✐s ❛t t❤❡ t♦♣ ♦❢ ❛ st❛❝❦✱ t❤❡♥ ✇❡ r❡tr✐❡✈❡ ✐t❀ ♦t❤❡r✇✐s❡✱ ✇❡ r❡❧♦❝❛t❡ t❤❡ t♦♣ ❜❧♦❝❦ tb ♦❢ t❤❡

t❛r❣❡t st❛❝❦ sx t♦ t❤❡ ♥❡❛r❡st ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ st❛❝❦ sx′ s✉❝❤ t❤❛t sx′ < H✳ ■❢ ✇❡ ❤❛✈❡ t✇♦ st❛❝❦s

❛✈❛✐❧❛❜❧❡✱ ♦♥❡ st❛❝❦ sx′

1
t♦ t❤❡ ❧❡❢t ♦❢ sx ❛♥❞ ❛♥♦t❤❡r st❛❝❦ sx′

2
t♦ t❤❡ r✐❣❤t ✇❤❡r❡ |sx′

1
− sx|

✐s ❡q✉❛❧ t♦ |sx′

2
− sx|✱ t❤❡♥ ♣✐❝❦ t❤❡ st❛❝❦ ✇✐t❤ ❧❡ss ❤❡✐❣❤t t♦ r❡❧♦❝❛t❡ tb✳ ❚❤❡ ❛✉t❤♦rs

t❤❡♥ ♣r❡s❡♥t ❛ ♠❡t❤♦❞ t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ r❡❧♦❝❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❤❡✉r✐st✐❝✳ ▲❡❡ ❛♥❞ ▲❡❡

❛❧s♦ ❝r❡❛t❡❞ ❛ ♠✐①❡❞ ✐♥t❡❣❡r ♣r♦❣r❛♠ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ✇♦r❦✐♥❣ t✐♠❡ ❢♦r t❤❡ ❝r❛♥❡✳

❚❤❡ ❝r❛♥❡ ✐s ❛ ♠❛❝❤✐♥❡ t❤❛t ♣❡r❢♦r♠s t❤❡ r❡❧♦❝❛t✐♦♥s✱ t❤❡ ✇♦r❦✐♥❣ t✐♠❡ ✐s ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧

t♦ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ♦❢ t✇♦ st❛❝❦ ❢♦r ✇❤✐❝❤ ♣❡r❢♦r♠ t❤❡ r❡❧♦❝❛t✐♦♥✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ✐❢ ✇❡ r❡❧♦❝❛t❡❞

❛ ❜❧♦❝❦ ♦❢ t❤❡ st❛❝❦ si t♦ t❤❡ st❛❝❦ sj t❤❡ ✇♦r❦✐♥❣ t✐♠❡ ✐s |i− j| ∗ k✳ ❚❤❡② ✉s❡❞ ❈P▲❊❳

t♦ s♦❧✈❡ ✐♥t❡❣❡r ♣r♦❣r❛♠✱ ✇❤✐❝❤ ❞❡❝r❡❛s❡❞ ✐♥ 5% t❤❡ ✇♦r❦✐♥❣ t✐♠❡ ♦❢ t❤❡ ❝r❛♥❡ ❝♦♠♣❛r❡❞

✇✐t❤ t❤❡ ❤❡✉r✐st✐❝✳

❈❛s❡rt❛ ❛♥❞ ❱♦ÿ ❬✸❪ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❛ ♥❡✇ ❤❡✉r✐st✐❝ ♥❛♠❡❞ ❝♦rr✐❞♦r ♠❡t❤♦❞ ✉s✐♥❣ ✐❞❡❛s ❢r♦♠

❣❡♥❡t✐❝ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✳ ❆❢t❡r t❤❛t✱ t❤❡ s❛♠❡ ❛✉t❤♦rs ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❛ t✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❝♦rr✐❞♦r

✉s✐♥❣ t❤❡ ❝♦rr✐❞♦r ♠❡t❤♦❞ ✇✐t❤♦✉t ❧✐♠✐t✐♥❣ t❤❡ ❤❡✐❣❤t ♦❢ t❤❡ st❛❝❦s ❬✹❪✳ ❚❤❡② ❛❧s♦ ♣r♦✈❡❞

t❤❛t t❤❡ ❇❘P ✐s ◆P✲❍❛r❞ ❬✷❪ ❛♥❞ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❛ ❜✐♥❛r② ❧✐♥❡❛r ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ♠♦❞❡❧ t❤❛t

❣❡♥❡r❛t❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❢♦r s♠❛❧❧ ✐♥st❛♥❝❡s✳ ❚♦ ❜r❡❛❦ t❤✐s ❧✐♠✐t❛t✐♦♥✱ r❡❛❧✐st✐❝ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ❛r❡

✐♥tr♦❞✉❝❡❞✱ ✇❤✐❝❤ ❛❧❧♦✇s t❤❡♠ t♦ ❝r❡❛t❡ ❛ ♥❡✇ ❜✐♥❛r② ❧✐♥❡❛r ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ ❛

♥❡✇ ❤❡✉r✐st✐❝ t♦ ❣❡t ❣♦♦❞ s♦❧✉t✐♦♥s ❢♦r ♠❡❞✐✉♠ s✐③❡ ✐♥st❛♥❝❡s✳

❏❛✈❛♥♦✈✐❝ ❛♥❞ ❱♦❇ ❬✶✵❪ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛ ♥❡✇ ❤❡✉r✐st✐❝ ❛♣♣r♦❛❝❤✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥s✐❞❡rs ♥♦t ♦♥❧②

t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❜❧♦❝❦ t♦ ❜❡ r❡❧♦❝❛t❡❞ ❜✉t ❛❧s♦ t❤❡ ♥❡①t ❜❧♦❝❦ t♦ ❜❡ r❡❧♦❝❛t❡❞✳ ❚❤❡② ♥❛♠❡❞

t❤✐s ✐❞❡❛ ▼✐♥✲▼❛① ❤❡✉r✐st✐❝✳ ❚❤✐s ❤❡✉r✐st✐❝ r❡❞✉❝❡s ♦♥ ❛✈❡r❛❣❡ 5% ♦♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢

r❡❧♦❝❛t✐♦♥s ❝♦♠♣❛r✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ❤❡✉r✐st✐❝ ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② ❈❛s❡rt❛ ❡t ❛❧✳ ❬✷❪✳

❊①♣♦s✐t♦ ❛♥❞ ❇❛t✐st❛ ❬✼❪ ♣r❡s❡♥t❡❞ t✇♦ ❡①❛❝t ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❆✯ s❡❛r❝❤ ❢r❛♠❡✲

✇♦r❦✱ ♦♥❡ ❢♦r t❤❡ r❡str✐❝t❡❞ ❇❘P ✭✇❤❡r❡ ✇❡ ❝❛♥ ♦♥❧② r❡❧♦❝❛t❡ t❤❡ t♦♣ ❜❧♦❝❦ ♦❢ t❤❡ t❛r❣❡t

st❛❝❦✮ ❛♥❞ ♦♥❡ ❢♦r t❤❡ ✉♥r❡str✐❝t❡❞ ♦♥❡ ✭✇❤❡r❡ ✇❡ ❝❛♥ r❡❧♦❝❛t❡ t❤❡ t♦♣ ❜❧♦❝❦ ♦❢ ❛♥② st❛❝❦✮✳

❚❤❡ ❆✯ s❡❛r❝❤ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r t❤❡ r❡str✐❝t❡❞ ❇❘P ✉s❡ ❛s ❛ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞ t❤❡ ♦♥❡ ♣r♦♣♦s❡❞

❜② ❩❤✉ ❡t ❛❧✳ ❬✶✾❪✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✹ ✭✇❡ ❝❛❧❧ ✐t ▲♦✇❡r ❇♦✉♥❞ ✸✮✳ ❚❤❡ ❆✯

❢♦r t❤❡ ✉♥r❡str✐❝t❡❞ ❇❘P ✉s❡ ❛s ❛ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❜❧♦❝❦✐♥❣ ❜❧♦❝❦s ♦♥❧②✳ ❆s ❛♥

✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞ ❢♦r t❤❡ t✇♦ ❛❧❣♦r✐t❤♠s t❤❡② ✉s❡ ❛ s✐♠♣❧❡ ❤❡✉r✐st✐❝✱ ✇❤✐❝❤ ❝r❡❛t❡s ❛ s♦❧✉t✐♦♥

❛s ❢♦❧❧♦✇s✿ ✐❢ t❤❡ t❛r❣❡t ❜❧♦❝❦ ✐s ❛t t❤❡ t♦♣ ♦❢ ❛ st❛❝❦✱ t❤❡♥ ✇❡ r❡tr✐❡✈❡ ✐t❀ ♦t❤❡r✇✐s❡✱
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✇❡ r❡❧♦❝❛t❡ t❤❡ ❜❧♦❝❦ ❛t t❤❡ t♦♣ ♦❢ t❤❡ t❛r❣❡t st❛❝❦ t♦ ❛♥♦t❤❡r r❛♥❞♦♠ st❛❝❦ sr ✇❤❡r❡

height(sr) < T ✳ ❲✐t❤ t❤❡s❡✱ t❤❡② ✇❡r❡ ❛❜❧❡ t♦ ❣❡t 62% ♦❢ ♦♣t✐♠❛❧ s♦❧✉t✐♦♥s ✐♥ ❛ ❞❛t❛s❡t

❝r❡❛t❡❞ ❜② t❤❡♠s❡❧✈❡s✳

❚❛♥❛❦❛ ❡t ❛❧✳ ❬✶✼❪ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❛ ♥❡✇ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞ ❜❛s❡❞ ♦♥ ♣r❡✈✐♦✉s ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞s t❤❛t

✇❡r❡ ❝r❡❛t❡❞ ❜② ❑✐♠ ❛♥❞ ❍♦♥❣ ❬✶✶❪ ❛♥❞ ❩❤✉ ❡t ❛❧✳ ❬✶✾❪✳ ❚❤❡ ✉s❡ ♦❢ t❤✐s ♥❡✇ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞

♦♥ ❛♥ ❡①❛❝t ❛❧❣♦r✐t❤♠ r❡s✉❧ts ✐♥ ✜♥❞✐♥❣ 1.848% ♠♦r❡ ♦♣t✐♠❛❧ ✐♥st❛♥❝❡s t❤❛♥ ✉s✐♥❣ t❤❡

♣r❡✈✐♦✉s ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞s✳

❋♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ ❧✐♥❡ ♦❢ r❡s❡❛r❝❤✱ ❚❛♥❛❦❛ ❛♥❞ ▼✐③✉♥♦ ❬✶✻❪ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛♥ ❡①❛❝t ❛❧✲

❣♦r✐t❤♠ ❢♦r t❤❡ ✉♥r❡str✐❝t❡❞ ❇❘P ✇✐t❤ ❞✐st✐♥❝t ♣r✐♦r✐t✐❡s✳ ❚❤❡② ♣r♦♣♦s❡❞ t❤r❡❡ t②♣❡s ♦❢

❞♦♠✐♥❛♥❝❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ✭❢♦r tr❛♥s✐t✐✈❡ r❡❧♦❝❛t✐♦♥✱ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t r❡❧♦❝❛t✐♦♥s✱ ❛♥❞ r❡tr✐❡✈❛❧s✮

t♦ ❡❧✐♠✐♥❛t❡ ✉♥♥❡❝❡ss❛r② ♥♦❞❡s ✐♥ t❤❡ s❡❛r❝❤ tr❡❡✳ ❚❤❡② ❛❧s♦ ✐♠♣r♦✈❡❞ t❤❡ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞

♣r♦♣♦s❡❞ ❜② ❋♦rst❡r ❛♥❞ ❇♦rt❢❡❧❞t ❬✾❪✳ ❲✐t❤ t❤♦s❡ t✇♦ ❡♥❤❛♥❝❡♠❡♥ts t❤❡② s♦❧✈❡ ❛ ❧❛r❣❡

♥✉♠❜❡r ♦❢ ❜❡♥❝❤♠❛r❦ ✐♥st❛♥❝❡s✱ s♦❧✈✐♥❣ ♠♦r❡ ✐♥st❛♥❝❡s t♦ ♦♣t✐♠❛❧✐t② t❤❛♥ ♣r❡✈✐♦✉s ❛♣✲

♣r♦❛❝❤❡s ❢r♦♠ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡✳

✶✳✹ ❈♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ❛♥❞ t❡①t ♦r❣❛♥✐③❛t✐♦♥

■♥ t❤✐s ✇♦r❦✱ ✇❡ ❝r❡❛t❡ t✇♦ ♥❡✇ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞s ❢♦r t❤❡ ❇❘P✳ ❲❡ ❛❧s♦ ❡①♣❧♦r❡ ❛ ♥❡✇ ❛♣✲

♣r♦❛❝❤ t♦ t❛❝❦❧❡ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❜② ♠❡♠♦r✐③✐♥❣ ❛ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ s❡❛r❝❤ s♣❛❝❡✱ ♥❛♠❡❞ P❛tt❡r♥

❉❛t❛❜❛s❡ ❬✽❪✳ ❲❡ ✉s❡ t❤❡s❡ t✇♦ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞s ✐♥ ❛ ❣❡♥❡r❛❧ ❡①❤❛✉st✐✈❡ s❡❛r❝❤✱ ✐t❡r❛t✐✈❡

❞❡❡♣❡♥✐♥❣ ❆✯✱ ✇❤✐❝❤ ❛✈♦✐❞s ♣❛rts ♦❢ t❤❡ s❡❛r❝❤ s♣❛❝❡ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ✐s ♥♦t

♣r❡s❡♥t✳ ❚❤❡ ✉s❡ ♦❢ t❤❡ ♥❡✇ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞✱ t❤❡ ♣❛tt❡r♥ ❞❛t❛❜❛s❡✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❛ ♠❡t❤♦❞ t♦

st♦♣ t❤❡ s❡❛r❝❤ ❡❛r❧✐❡r✱ s❛✈❡❞ ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❛♠♦✉♥t ♦❢ t✐♠❡ ✐♥ t❤❡ ❡①❤❛✉st✐✈❡ s❡❛r❝❤✳

❚❤❡ r❡st ♦❢ t❤❡ t❡①t ✐s str✉❝t✉r❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ ■♥ ❈❤❛♣t❡r ✷ ✇❡ ♣r❡s❡♥t ❛❧❧ t❤❡ ❝♦♥❝❡♣ts

t❤❛t ❛r❡ ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ❜❡tt❡r ❡①♣❧❛✐♥ ♦✉r ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s✳ ■♥ ❈❤❛♣t❡r ✸ ✇❡ ❣✐✈❡ s♦♠❡ ❞❡t❛✐❧s

❛❜♦✉t t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✇❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞✳ ■♥ ❈❤❛♣t❡r ✹ ✇❡ ♣r❡s❡♥t t❤❡ t❤r❡❡ ♠♦st ✐♠♣♦rt❛♥t

❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞s ❢♦✉♥❞ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ❛♥❞ ❡①♣♦s❡ ♦♥❡ ♦❢ ♦✉r ♥❡✇ ♣r♦♣♦s❡❞ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞✳ ■♥

❈❤❛♣t❡r ✺ ✇❡ ❡①♣❧❛✐♥ t❤❡ ❝♦♥❝❡♣t ♦❢ ♣❛tt❡r♥ ❞❛t❛❜❛s❡s ❛♥❞ ❡①♣♦s❡ t❤❡ ♦t❤❡r ♥❡✇ ♣r♦♣♦s❡❞

❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞✳ ■♥ ❈❤❛♣t❡r ✻ ✇❡ s❤♦✇ ❛❧❧ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ r❡s✉❧ts ♦❢ ♦✉r ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✉s✐♥❣

t❤❡ t✇♦ ♥❡✇ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞s ♣r♦♣♦s❡❞ ❝♦♠♣❛r✐♥❣ s✉❝❤ r❡s✉❧ts ✇✐t❤ ❡①✐st✐♥❣ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞s

❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ❈❤❛♣t❡r ✹✳ ❆t ❧❛st✱ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✼ ✇❡ ❞r❛✇ ♦✉r ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s✳
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❈❤❛♣t❡r ✷

❊①❛❝t ❊①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ❚✐♠❡ ❆❧❣♦r✐t❤♠s t♦

❙♦❧✈❡ ❈♦♠❜✐♥❛t♦r✐❛❧ ❖♣t✐♠✐③❛t✐♦♥

Pr♦❜❧❡♠s

■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t s♦♠❡ ❡①❛❝t ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✉s❡❞ t♦ s♦❧✈❡ ◆P✲❍❛r❞ ❝♦♠❜✐♥❛t♦r✐❛❧

♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠s✱ s✉❝❤ ❛s t❤❡ ❇❘P✳ ❆ss✉♠✐♥❣ P 6= ◆P✱ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ t✐♠❡

❛❧❣♦r✐t❤♠ t♦ s♦❧✈❡ t❤❡s❡ ♣r♦❜❧❡♠s✱ ②❡t s♦♠❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ t✐♠❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❛r❡ ✉s❡❢✉❧ ✐♥

♣r❛❝t✐❝❡ t♦ s♦❧✈❡ t❤❡♠✳ ❲❡ ✜rst s❤♦✇ ❤♦✇ ❛ ❝♦♠❜✐♥❛t♦r✐❛❧ ♣r♦❜❧❡♠ ❝❛♥ ❜❡ ♠♦❞❡❧❡❞ ✐♥

t❡r♠s ♦❢ ❙t❛t❡ ❙♣❛❝❡ ❙❡❛r❝❤✳ ❚❤❡♥✱ ✇❡ ✇✐❧❧ s❤♦✇ s♦♠❡ ❜❛s✐❝ ❡①❛❝t ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ t✐♠❡

❛❧❣♦r✐t❤♠s✱ s♦♠❡ ♦❢ t❤❡♠ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❙t❛t❡ ❙♣❛❝❡ ❙❡❛r❝❤ ❝♦♥❝❡♣t ❛♥❞ s♦♠❡ ♦❢ t❤❡♠ ♥♦t✳

▼❛♥② r❡s❡❛r❝❤❡s ♣r❡s❡♥t ❡①❛❝t ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❛s ❛ ♠❛✐♥ str✉❝t✉r❡ t♦ s♦❧✈❡ t❤❡

❇❧♦❝❦s ❘❡❧♦❝❛t✐♦♥ Pr♦❜❧❡♠✱ ❛s ✇❡ s❤♦✇❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✳✸✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ t❤❛t ✇❡

✉s❡ ✐♥ t❤✐s ❞✐ss❡rt❛t✐♦♥ ✐s ❛♥ ❡①❛❝t ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ t✐♠❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇❤❡r❡ ✇❡ ✉s❡ ♦✉r t✇♦ ♥❡✇

❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞s✳

✷✳✶ ❙t❛t❡ ❙♣❛❝❡ ❙❡❛r❝❤

❆ st❛t❡ s♣❛❝❡ ✐s t❤❡ s❡t ♦❢ ❛❧❧ ♣♦ss✐❜❧❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s✴st❛t❡s t❤❛t ❛♥ ✐♥st❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠

❝❛♥ r❡❛❝❤ ✇❤❡♥ t❤❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❛❝t✐♦♥s ❛r❡ ❛♣♣❧✐❡❞✳ ❙✉❝❤ ✐♥st❛♥❝❡ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧

st❛t❡ ♦❢ t❤❡ st❛t❡ s♣❛❝❡✳ ❆s ✇❡ ♠❡♥t✐♦♥❡❞✱ ✇❡ ❝❛♥ ❡①♣❧♦r❡ t❤❡ st❛t❡ s♣❛❝❡ ❜② ❛♣♣❧②✐♥❣

❛❝t✐♦♥s ♦♥ ❛ st❛t❡ s ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ t♦ ❣❡t t♦ ❛ ♥❡✇ st❛t❡ s′✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ st❛t❡ s♣❛❝❡ ❝❛♥

❜❡ s❡❡♥ ❛s ❛ ❣r❛♣❤ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t✇♦ st❛t❡s ❛r❡ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ✐❢ t❤❡r❡ ✐s ❛♥ ❛❝t✐♦♥ t❤❛t tr❛♥s❢♦r♠s

♦♥❡ st❛t❡ ✐♥t♦ t❤❡ ♦t❤❡r✳

❆ st❛t❡ s♣❛❝❡ ❝♦♠♣r✐s❡s s✐① ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✿ S✱ I✱ G✱ actions(s)✱ successor(s, a)✱ ❛♥❞

cost(s, a)✳ ❙❡t S ❝♦♥t❛✐♥s ❛❧❧ ♣♦ss✐❜❧❡ st❛t❡s ✭✐♥❝❧✉❞✐♥❣ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ♦♥❡✮ t❤❛t ✇❡ ❝❛♥ r❡❛❝❤

❢r♦♠ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ st❛t❡ ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ ♦♥❡ ♦r ♠♦r❡ ❛❝t✐♦♥s✳ ❙❡t I ❝♦♥t❛✐s t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ st❛t❡s ♦❢

t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✭I ⊆ S✮❀ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ♦♥❡ ✐♥✐t✐❛❧ st❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❇❘P ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✳ ❙❡t

G ❝♦♥t❛✐♥s t❤❡ ❣♦❛❧ st❛t❡s ♦❢ t❤❡ ✐♥st❛♥❝❡ t♦ ❜❡ s♦❧✈❡❞ ✭G ⊆ S✮✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❇❘P✱ t❤❡r❡

✐s ♦♥❧② ♦♥❡ ❣♦❛❧ st❛t❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ❡♠♣t② st❛❝❦✐♥❣ ❛r❡❛✳ ❚❤❡ ❛❝t✐♦♥s ❢✉♥❝t✐♦♥✱ actions(s)✱

❣✐✈❡s t❤❡ ❛❝t✐♦♥s t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ♦✈❡r ❛ st❛t❡ s✳ ■♥ t❤❡ ❇❘P✱ ❣✐✈❡♥ t❤❡ t❛r❣❡t

st❛❝❦ sx ✐❢ t ✐s t❤❡ t♦♣ ❜❧♦❝❦ t❤❡♥ ♦♥❧② ♦♥❡ ❛❝t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ r❡tr✐❡✈❛❧



✶✼

♦❢ t✳ ■❢ t ✐s ♥♦t t❤❡ t♦♣ ❜❧♦❝❦✱ t❤❡♥ ❢♦r ❡❛❝❤ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♦t❤❡r st❛❝❦s ✇❡ ❤❛✈❡ ❛♥ ❛❝t✐♦♥

❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ r❡❧♦❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t♦♣ ❜❧♦❝❦ ♦❢ t❤❡ t❛r❣❡t st❛❝❦ t♦ t❤❛t st❛❝❦✳ ❚❤❡

s✉❝❝❡ss♦r ❢✉♥❝t✐♦♥✱ successor(s, a)✱ ❣✐✈❡s t❤❡ st❛t❡s r❡❛❝❤❛❜❧❡ ✇❤❡♥ ❛❝t✐♦♥ a ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ ♦✈❡r

st❛t❡ s✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❇❘P✱ ❡❛❝❤ ❛❝t✐♦♥ ✭r❡❧♦❝❛t✐♦♥ ♦r r❡tr✐❡✈❛❧✮ r❡❛❝❤❡s ♦♥❧② ♦♥❡ st❛t❡

✇❤❡♥ ✐t ✐s ❛♣♣❧✐❡❞✳ ❚❤❡ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥✱ cost(s, a)✱ ❣✐✈❡s t❤❡ ❝♦st ♦❢ tr❛♥s❢♦r♠✐♥❣ ❛ st❛t❡ s

✐♥t♦ ❛♥♦t❤❡r st❛t❡ s′ ∈ successor(s, a)✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❇❘P✱ ❛ r❡tr✐❡✈❛❧ ❛♥❞ ❛ r❡❧♦❝❛t✐♦♥

❤❛✈❡ ❝♦st ✵ ❛♥❞ ✶✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳

❙✉♠♠❛r✐③✐♥❣✱ ❢♦r ❇❘P✱ ❛ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✴st❛t❡ ✐s ❛♥② st❛❝❦✐♥❣ ❛r❡❛✱ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ st❛t❡ ✐s

t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ st❛❝❦✐♥❣ ❛r❡❛✱ t❤❡ ❣♦❛❧ st❛t❡ ✐s t❤❡ ❡♠♣t② st❛❝❦✐♥❣ ❛r❡❛✱ ❛♥❞ t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❛❝t✐♦♥s

❛r❡ r❡tr✐❡✈❛❧s ❛♥❞ r❡❧♦❝❛t✐♦♥s✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦st 0 ❛♥❞ 1✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳

❙t❛t❡ s♣❛❝❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❡①♣❧♦r❡ ❛❧❧ t❤❡ st❛t❡ s♣❛❝❡ s❡❛r❝❤✐♥❣ ❢♦r ❛ ♣❛t❤ ❜❡t✇❡❡♥ ❛♥

✐♥✐t✐❛❧ st❛t❡ ❛♥❞ ❛ ❣♦❛❧ st❛t❡✳ ❚❤❡ ❜❡st✲s♦❧✉t✐♦♥ ♣❛t❤ ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ s✐③❡ ♦❢

t❤❡ ♣❛t❤✱ t✐♠❡✱ r❡s♦✉r❝❡ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥✱ ♦r ♦t❤❡r ❛s♣❡❝ts ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠✳ ❘❡❛❧✲

✇♦r❧❞ ♣❧❛♥♥✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠s ✭❡✳❣✳✱ ❱❡❤✐❝❧❡ r♦✉t✐♥❣✱ ❝r❡✇ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣✱ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ♣❧❛♥♥✐♥❣✮

❛r❡ ❝♦♠❜✐♥❛t♦r✐❛❧ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠s t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ✐♥st❛♥t✐❛t❡❞ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ st❛t❡ s♣❛❝❡

s❡❛r❝❤✳

❚❤❡r❡ ❡①✐st ♠❛♥② ❛❧❣♦r✐t❤♠s t❤❛t ❡①♣❧♦r❡ ❛ st❛t❡ s♣❛❝❡✱ ❜✉t t❤❡ ♠♦st ❝♦♠♠♦♥ ♠❡t❤♦❞s

❛r❡ ❉❡♣t❤ ❋✐rst ❙❡❛r❝❤ ✭❉❋❙✮ ❛♥❞ ❇r❡❛❞t❤ ❋✐rst ❙❡❛r❝❤ ✭❇❋❙✮✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ✉♥❢❡❛s✐❜❧❡

♠❡t❤♦❞s ❢♦r s❡❛r❝❤ s♣❛❝❡ ♣r♦❜❧❡♠s ✇✐t❤ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ st❛t❡s ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡

s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥♣✉t ✐♥st❛♥❝❡✳ ❋♦r t❤❡s❡✱ ✇❡ ♥❡❡❞ ♠♦r❡ s♦♣❤✐st✐❝❛t❡❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✱ s✉❝❤ ❛s ❆✯✱

❇r❛♥❝❤✲❛♥❞✲❇♦✉♥❞✱ ♦r ▼✐♥✐♠❛①✳

✷✳✷ ❇r❛♥❝❤✲❛♥❞✲❇♦✉♥❞

❆ ❇r❛♥❝❤✲❛♥❞✲❇♦✉♥❞ ✭❇✫❇✮ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❡①♣❧♦r❡s t❤❡ st❛t❡ s♣❛❝❡ ♦❢ ❛ ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥ ♦r❞❡r t♦

✜♥❞ t❤❡ ❜❡st s♦❧✉t✐♦♥✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ st❛t❡s ✐s ♥♦r♠❛❧❧② ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦

t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥♣✉t✱ ✐t ✉s❡s ❜♦✉♥❞s ❛♥❞ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❜❡st s♦❧✉t✐♦♥ t♦ ❛✈♦✐❞ ❡①♣❧♦r❛t✐♦♥ ♦❢

❛ ♣♦rt✐♦♥ ♦❢ t❤❡ st❛t❡ s♣❛❝❡✳

❆ ❇✫❇ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r ❛ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ s✉❝❤ ❛s ❇❘P ❝♦♥s✐sts ♦❢ ❢♦✉r ♠❛✐♥

♣❛rts ❬✺❪✳ ▲❡t s ❜❡ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ st❛t❡ ❛♥❞ g ❜❡ t❤❡ ❣♦❛❧ st❛t❡ ♦❢ ❇❘P✳ ❚❤❡ ✜rst ♣❛rt ❝♦♥s✐sts

♦❢ ❛ ❜♦✉♥❞✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❢♦r ❛♥② ❣✐✈❡♥ st❛t❡ s′✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♣r♦✈✐❞❡❞ ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ st❛t❡ s✉❜s♣❛❝❡

S ′ ✭❛ s❡t ♦❢ ❛❧❧ st❛t❡s t❤❛t ✇❡ ❝❛♥ r❡❛❝❤ ✇❤❡♥ ❛♣♣❧②✐♥❣ ♦♥❡ ♦r ♠♦r❡ ❛❝t✐♦♥s t♦ t❤❡ st❛t❡

s′✮✳ ▼♦r❡ ❢♦r♠❛❧❧②✱ ❧❡t s′ ❜❡ ❛ st❛t❡ r❡❛❝❤❡❞ ❛❢t❡r ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛❝t✐♦♥s ✐s ❛♣♣❧✐❡❞

t♦ s✳ ❚❤❡ ❜♦✉♥❞✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ♦✈❡r st❛t❡ s′ ❛♥❞ ✐t r❡t✉r♥s ❛ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞ ❢♦r

t❤❡ ❜❡st s♦❧✉t✐♦♥ ❢r♦♠ s′ t♦ g✱ ♦❜t❛✐♥❛❜❧❡ ✐♥ t❤❡ s✉❜s♣❛❝❡ S ′✳ ❚❤❡ ❜♦✉♥❞✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s

t❤❡ ♠♦st ✐♠♣♦rt❛♥t ♣❛rt ♦❢ ❛♥② ❇✫❇ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❜❡❝❛✉s❡ ❧♦✇✲q✉❛❧✐t② ❜♦✉♥❞✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥s

❝❛♥♥♦t ❝♦♥tr✐❜✉t❡ t♦ t❤❡ ♣r♦❝❡ss ♦❢ st♦♣♣✐♥❣ t❤❡ s❡❛r❝❤✳ ❚❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❛ ❜♦✉♥❞✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥

❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ st❛t❡ s′ ✐s ✐❞❡❛❧❧② ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ❜❡st s♦❧✉t✐♦♥✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s st❛t❡

s′ ✐s ❛♥ ✐♥st❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❇❘P ❛♥❞✱ ❛s ✇❡ ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✶✱ s♦❧✈✐♥❣ t❤✐s ✐♥st❛♥❝❡

♦♣t✐♠❛❧❧② ✐s ❛♥ ◆P✲❍❛r❞ ♣r♦❜❧❡♠✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ❣♦❛❧ ✐s t♦ ✜♥❞ ❛ ❣♦♦❞ ❜♦✉♥❞✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥

✉s✐♥❣ ❛ ❧✐♠✐t❡❞ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ✭✐✳❡✳✱ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ t✐♠❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✮✳

❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣❛rt ♦❢ ❛ ❇✫❇ ✐s ❛ str❛t❡❣② ❢♦r s❡❧❡❝t✐♥❣ t❤❡ ♥❡①t st❛t❡ t♦ ❜❡ ❡①♣❧♦r❡❞✳

❲❡ ✉s✉❛❧❧② ❞❡s✐r❡ t♦ ❦❡❡♣ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡①♣❧♦r❡❞ ♥♦❞❡s ✐♥ t❤❡ st❛t❡ s♣❛❝❡ s❡❛r❝❤ ❧♦✇ ❛♥❞



✶✽

s❛✈❡ ♠❡♠♦r② ❝❛♣❛❝✐t② ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❡r✳

❚❤❡ t❤✐r❞ ♣❛rt ✐s ❛ ❜r❛♥❝❤✐♥❣ r✉❧❡✱ t♦ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ✐❢ t❤❡ st❛t❡ ✉♥❞❡r ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥ ❝❛♥♥♦t

❜❡ ❞✐s❝❛r❞❡❞✳ ❆ ❜r❛♥❝❤✐♥❣ r✉❧❡ ✐s ❛ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❡❛r❝❤ s♣❛❝❡ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥

♦❢ ❝♦♥str❛✐♥ts t❤❛t ❞✐✈✐❞❡ ✐t ✐♥t♦ s♦♠❡ s❡❛r❝❤ s✉❜s♣❛❝❡s✳ ❲❤❡♥ ✇❡ ❛♣♣❧② ❛ ❜r❛♥❝❤✐♥❣

r✉❧❡✱ ✇❡ ❛r❡ s✉r❡ t❤❛t t❤❡ s❡❛r❝❤ s✉❜s♣❛❝❡ ✐s s♠❛❧❧❡r ❛♥❞ ✜♥✐t❡✳ ❚②♣✐❝❛❧❧②✱ t❤❡ s❡❛r❝❤

s✉❜s♣❛❝❡s ❛r❡ ❞✐s❥♦✐♥t ❛♥❞✱ ✐♥ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t s❡❛r❝❤ s✉❜s♣❛❝❡s✱ ✇❡ ❞♦ ♥♦t ✜♥❞ t❤❡ s❛♠❡

❢❡❛s✐❜❧❡ s♦❧✉t✐♦♥✳

❚❤❡ ❧❛st ♣❛rt ♦❢ ❛ ❇✫❇ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ✈❡r② ❝r✉❝✐❛❧✳ ■t ❝♦♥s✐sts ♦❢ ♣r♦❞✉❝✐♥❣ ❛ ♣r✐♠❛❧

s♦❧✉t✐♦♥✳ ■♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ ❛♥② ❤❡✉r✐st✐❝ ♠❛② ❜❡ ✉s❡❞✱ ❜✉t ✐❢ ✐t ✐s ♥♦t ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ✜♥❞ ♦♥❡✱ t❤❡♥

✇❡ ❝❛♥ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ❝♦st ♦❢ ❛ s♦❧✉t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛♥ ✐♥✜♥✐t❡ ✈❛❧✉❡ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠

t❤❛t ✇❡ ❛r❡ tr②✐♥❣ t♦ s♦❧✈❡✳ ❲❡ ✉s❡ s✉❝❤ ♣r✐♠❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ❛s ❛♥ ✐♥✐t✐❛❧ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞ ❢♦r t❤❡

❇❘P ❛♥❞ ✇❡ ❝❛♥ ✉♣❞❛t❡ t❤❡ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞ ❡❛❝❤ t✐♠❡ ✇❡ ✜♥❞ ❛ ❜❡tt❡r s♦❧✉t✐♦♥ ❞✉r✐♥❣ t❤❡

s❡❛r❝❤✳ ❚❤❡ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞ ❤❡❧♣s t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ t♦ ✏❝✉t✑ t❤❡ s❡❛r❝❤ ✇❤❡♥ ✇❡ ❛r❡ ✐♥ ❛ ❜r❛♥❝❤

✇❤❡r❡ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞ ✐s ❣r❡❛t❡r t❤❛♥ t❤❡ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞❀ t❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t ✇❡

❛r❡ s✉r❡ t❤❛t t❤r♦✉❣❤ t❤✐s ❜r❛♥❝❤ ✇❡ ❝❛♥♥♦t r❡❛❝❤ ❛ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❝♦st ❜❡tt❡r t❤❛♥ t❤❡ ❝♦st

♦❢ t❤❡ ❦♥♦✇♥ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞ ✭✇❤✐❝❤ ✐s ❛ s♦❧✉t✐♦♥✱ ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r② ♦♣t✐♠❛❧ ❢♦r t❤❡ ❇P❘✮✳

✷✳✸ ■t❡r❛t✐✈❡ ❉❡❡♣❡♥✐♥❣ ❉❡♣t❤✲❋✐rst ❙❡❛r❝❤

■t❡r❛t✐✈❡ ❉❡❡♣❡♥✐♥❣ ❉❡♣t❤✲❋✐rst ❙❡❛r❝❤ ✭■❉❉❋❙✮ ✐s ❛ st❛t❡ s♣❛❝❡ s❡❛r❝❤ str❛t❡❣② ✇❤❡r❡

t❤❡ ❞❡♣t❤ ♦❢ t❤❡ ❉❋❙ ✐s ❧✐♠✐t❡❞✳ ❙✉❝❤ ❞❡♣t❤✲❧✐♠✐t❡❞ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ ❉❋❙ r✉♥s ♠❛♥② t✐♠❡s✱ ❛♥❞

✐♥ ❡❛❝❤ t✐♠❡ ✇❡ ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡ ❞❡♣t❤ ✉♥t✐❧ t❤❡ ❣♦❛❧ ✐s ❢♦✉♥❞ ✭t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r ❇❘P✮✳

❚❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇✐❧❧ ❜❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ ❜r❛♥❝❤✐♥❣ ❢❛❝t♦r ❛♥❞ t❤❡

❞❡♣t❤ ♦❢ t❤❡ st❛t❡ s♣❛❝❡ s❡❛r❝❤✱ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ♥❡①t✳

❚❤❡ ♥♦❞❡ ❜r❛♥❝❤✐♥❣ ❢❛❝t♦r ✭bf✮ ♦❢ ❛ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♥❡✇ st❛t❡s

❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② ❛♣♣❧②✐♥❣ ♦♥❡ s✐♥❣❧❡ ❛❝t✐♦♥ t♦ ❛ ❣✐✈❡♥ st❛t❡✳ ❚❤❡ ❞❡♣t❤ ✭d✮ ✐s t❤❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢

t❤❡ s❤♦rt❡st s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ❛❝t✐♦♥s t❤❛t ♠❛♣ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ st❛t❡ ✐♥t♦ t❤❡ ❣♦❛❧ st❛t❡✳ ❚❤❡ t✐♠❡

❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ ❛ s❡❛r❝❤ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐♥ t❤✐s ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ✐s s✐♠♣❧② t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢

st❛t❡s t❤❛t ❛r❡ ❡①♣❛♥❞❡❞ ✐♥ t❤❡ s❡❛r❝❤✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ s♣❛❝❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t②

♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ st❛t❡s t❤❛t ♠✉st ❜❡ st♦r❡❞✳ ◆❡①t ✇❡ ♣r❡s❡♥t ❛♥❞ ❛♥❛❧②③❡

t✇♦ ❝❧❛ss✐❝ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✐♥ t❤❡ ✜❡❧❞ ♦❢ ❝♦♠♣✉t❡r s❝✐❡♥❝❡✱ ❇r❡❛❞t❤✲❋✐rst ❙❡❛r❝❤ ✭❇❋❙✮ ❛♥❞

❉❡♣t❤✲❋✐rst ❙❡❛r❝❤ ✭❉❋❙✮✱ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ bf ❛♥❞ d✳ ■❉❉❋❙ t❛❦❡s ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ ❇❋❙ ❛♥❞

❉❋❙✱ ❛♥❞ ✇❡ ✉s❡ t❤✐s ❛❧❣♦r✐t❤♠ t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ ❛ ❇r❛♥❝❤ ❛♥❞ ❇♦✉♥❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛s ♦✉r

♠❡t❤♦❞ t♦ t❡st ♦✉r t✇♦ ♥❡✇ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞s✳

❇r❡❛❞t❤✲❋✐rst ❙❡❛r❝❤ ✭❇❋❙✮ ❡①♣❛♥❞s ❛❧❧ t❤❡ st❛t❡s t❤❛t ❛r❡ ♦♥❡ ❛❝t✐♦♥ ❞✐st❛♥t ❢r♦♠ t❤❡

✐♥✐t✐❛❧ st❛t❡✱ t❤❡♥ ❡①♣❛♥❞s ❛❧❧ st❛t❡s t❤❛t ❛r❡ t✇♦ ❛❝t✐♦♥s ❞✐st❛♥t ❢r♦♠ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ st❛t❡✱ t❤❡♥

t❤r❡❡ ❛❝t✐♦♥s✱ ❛♥❞ s♦ ♦♥✱ ✉♥t✐❧ ✐t r❡❛❝❤❡s t❤❡ ❣♦❛❧ st❛t❡✳ ■♥ t❤❡ ✇♦rst ❝❛s❡✱ ❇❋❙ ❣❡♥❡r❛t❡s

bf ♥♦❞❡s ✐♥ t❤❡ ✜rst ❧❡✈❡❧✱ bf 2 ♥♦❞❡s ✐♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❧❡✈❡❧✱ ❛♥❞ s♦ ♦♥✱ ✉♥t✐❧ ✐t r❡❛❝❤❡s ❞❡♣t❤

d✱ ✇❤❡r❡ bfd ♥♦❞❡s ❛r❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❛♥❞ ❛ s♦❧✉t✐♦♥ ✐s ❢♦✉♥❞✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ✇♦rst✲❝❛s❡ t✐♠❡

❝♦♠♣❧❡①✐t② ✐s O(bfd+1)✳ ❖♥❡ ♠❛✐♥ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ♦❢ ❇❋❙ ✐s t❤❛t ✇❡ ❤❛✈❡ t♦ s❛✈❡ ❛❧❧ ♥♦❞❡s

❡①♣❛♥❞❡❞ ❜❡❢♦r❡ ✜♥❞✐♥❣ ❛ s♦❧✉t✐♦♥✱ s♦ ✇❡ ❤❛✈❡ t♦ ❡①♣❛♥❞ bf 1+bf 2+· · ·+bfd ♥♦❞❡s✱ ✇❤✐❝❤

♠❡❛♥s t❤❡ s♣❛❝❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ ❛❧❧ ♦❢ t❤❡♠ ✐s O(bfd+1)✳ ❇❋❙ ✐s ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ✐♥ t❤❡ s♣❛❝❡

❝♦♠♣❧❡①✐t②✱ t❤❡r❡❢♦r❡ ✐t ✐s ♥♦t ♣r❛❝t✐❝❛❧ ❢♦r s♦♠❡ ♣r♦❜❧❡♠s ❜❡❝❛✉s❡ t♦♦ ♠✉❝❤ ♠❡♠♦r② ✐s
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♥❡❝❡ss❛r② ❛♥❞ ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❡ s✉❝❤ ♠❡♠♦r② ✐s ♥♦t ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✳

❉❡♣t❤✲❋✐rst ❙❡❛r❝❤ ✭❉❋❙✮ ❛✈♦✐❞s t❤❡ ♠❡♠♦r② ❧✐♠✐t❛t✐♦♥ ♦❢ ❇❋❙ ❛♥❞ ✐t ✇♦r❦s ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳

❚❤❡ ♠♦st r❡❝❡♥t❧② ❡①♣❧♦r❡❞ ♥♦❞❡ ✐s ❡①♣❛♥❞❡❞ ❣❡♥❡r❛t✐♥❣ bf ♥❡✇ ♥♦❞❡s❀ ❛❢t❡r t❤❛t✱ ✇❡ ❤❛✈❡

t♦ ❡①♣❛♥❞ ♦♥❡ ♥♦❞❡ ❛♠♦♥❣ t❤❡s❡ bf ♥❡✇ ♥♦❞❡s ✐♥ ❛♥ ❛r❜✐tr❛r② ♦r❞❡r ✭❡✳❣✳✱ ❧❡①✐❝♦❣r❛♣❤②

♦r❞❡r✮✳ ❲❡ ❦❡❡♣ t❤✐s ♣r♦❝❡ss ✉♥t✐❧ ♥♦ ♠♦r❡ ♥♦❞❡s ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣❛♥❞❡❞✱ t❤❡♥ ✇❡ ❜❛❝❦tr❛❝❦ t♦

t❤❡ ♥❡①t ♠♦st r❡❝❡♥t❧② ❡①♣❛♥❞❡❞ ♥♦❞❡✱ ❛♥❞ ✇❡ r❡♣❡❛t t❤✐s ❛❝t✐♦♥ ✉♥t✐❧ t❤❡ ❣♦❛❧ ♥♦❞❡ t ✐s

❢♦✉♥❞ ♦r ❛❧❧ st❛t❡s ♦❢ t❤❡ st❛t❡ s♣❛❝❡ ❛r❡ ❡①♣❧♦r❡❞✳ ❚❤❡ ♣r♦♣❡rt② ♦❢ t❤❡ ❉❋❙ ✐s t❤❛t ✇❡

❦❡❡♣ ✐♥ ♠❡♠♦r② ♦♥❧② t❤❡ ♣❛t❤ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ st❛t❡ ❛♥❞ t❤❡ ❝✉rr❡♥t st❛t❡ ✇❤❡r❡ t❤❡

❉❋❙ ✐s✱ ✇❤✐❝❤ ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡ s♣❛❝❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ t❤❡ ❉❋❙ ✐s O(d × bf) ❜✉t ♥♦t❡ t❤❛t

t❤❡ ✇♦rst ❝❛s❡ t✐♠❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② t♦ ✜♥❞ ❛ s♦❧✉t✐♦♥ ✐s ❛❧s♦ O(bfd+1)✳

❑♦r❢ ❬✶✸❪ t♦♦❦ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ t❤♦s❡ t✇♦ s❡❛r❝❤❡s ❛♥❞ ❝r❡❛t❡❞ ❛ ♥❡✇ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♥❛♠❡❞

■t❡r❛t✐✈❡ ❉❡❡♣❡♥✐♥❣ ❉❡♣t❤✲❋✐rst ❙❡❛r❝❤✳ ❚❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿ ✜rst✱

♣❡r❢♦r♠ ❛ ❉❋❙ ✇✐t❤ ❛ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡♣t❤ d′ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✇✐t❤ s♦♠❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✭✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢

t❤❡ ❇❘P✱ ✇❡ ❝❛♥ ❛ss✐❣♥ t♦ d′ ❛ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞ ✈❛❧✉❡ ♦♥ t❤❡ ✐♥st❛♥❝❡✮ ❛t t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡

❛❧❣♦r✐t❤♠❀ ✐❢ ❛ ❣♦❛❧ st❛t❡ ✐s ❢♦✉♥❞ ❛t ❛ ❞❡♣t❤ d′✱ t❤❡♥ ✇❡ st♦♣ t❤❡ s❡❛r❝❤❀ ♦t❤❡r✇✐s❡✱ ♣❡r❢♦r♠

❛ s❡❝♦♥❞ ❉❋❙ ✇✐t❤ ❛ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡♣t❤ d′+1❀ ✐❢ ❛ ❣♦❛❧ st❛t❡ ✐s ❢♦✉♥❞ ❛t ❛ ❞❡♣t❤ ♦❢ d′+1✱ t❤❡♥

st♦♣ t❤❡ s❡❛r❝❤❀ ♦t❤❡r✇✐s❡✱ ♣❡r❢♦r♠ ❛ t❤✐r❞ ❉❋❙ ✇✐t❤ ❛ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡♣t❤ d′+2✱ ❛♥❞ s♦ ♦♥✳

■❉❉❋❙ s❡❡♠s t♦ ❤❛✈❡ ❛ ❣r❡❛t ❞✐s❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ ✇❛st✐♥❣ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ t♦ ✜♥❞ t❤❡ ❣♦❛❧ ❞❡♣t❤

❜❡❝❛✉s❡ ✐t r❡♣❡❛ts t❤❡ ❡①♣❧♦r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ ♥♦❞❡s ✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t ❉❡♣t❤✲❋✐rst ❙❡❛r❝❤❡s✳

❍♦✇❡✈❡r✱ ✐ts t✐♠❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ✐s t❤❡ s❛♠❡ ♦❢ ❇❋❙ ❛♥❞ ❉❋❙ ✭O((d− d′)× bfd+1)✮✳ ■❉❉❋❙

✉s❡s ❉❋❙ ❛s ✐ts ♠❛✐♥ str✉❝t✉r❡✱ s♦ ✐t ♥❡❡❞s ♦♥❧② t♦ st♦r❡ t❤❡ ♥♦❞❡s ✇❤✐❝❤ r❡♣r❡s❡♥t t❤❡

❝✉rr❡♥t ♣❛t❤ ❛♥❛❧②③❡❞✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡♣t❤ ♦❢ t❤❡ ♣❛t❤ ✐s d✱ t❤❡ s♣❛❝❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t②

✐s O(d× bf) ❛♥❞ t❤❡ t✐♠❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② r❡♠❛✐♥s ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧✳

✷✳✹ P❛tt❡r♥ ❉❛t❛❜❛s❡s

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ❡①♣❧❛✐♥ s♦♠❡ ❝♦♥❝❡♣ts ♥❡❡❞❡❞ t♦ ♣r❡s❡♥t ♦♥❡ ♦❢ ♦✉r ♥❡✇ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞s✱

s❤♦✇♥ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✺✳ ❆ P❛tt❡r♥ ❉❛t❛❜❛s❡ ✭P❉❇✮ st♦r❡s ❛ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ s♦❧✉t✐♦♥s ♦❢ ❛

s✉❜✲s♣❛❝❡ st❛t❡✳ ❚♦ ❡①♣❧❛✐♥ ❤♦✇ s✉❝❤ s✉❜✲s♣❛❝❡ st❛t❡ ✐s ❝r❡❛t❡❞ ✇❡ ✇✐❧❧ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ✜rst t❤❡

❝♦♥❝❡♣t ♦❢ ❛❜str❛❝t✐♦♥✳

❆♥ ❛❜str❛❝t✐♦♥ ✐s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ φ t❤❛t ♠❛♣s ❡❛❝❤ st❛t❡ s ❢r♦♠ t❤❡ st❛t❡ s♣❛❝❡ S t♦ s♦♠❡

♦t❤❡r st❛t❡ as ❢r♦♠ t❤❡ ❛❜str❛❝t st❛t❡ s♣❛❝❡ ✭s✉❜✲s♣❛❝❡ st❛t❡✮ AS ✇❤✐❝❤ ♣r❡s❡r✈❡s ♣❛t❤s

❛♥❞ ❣♦❛❧ st❛t❡s✳ ▲❡t a ❜❡ ❛♥ ❛❝t✐♦♥✱ ❛♥❞ ❧❡t s ❛♥❞ s′ ❜❡ st❛t❡s ❢r♦♠ S✳ ▲❡t ca(s, s
′) ❜❡ t❤❡

❝♦st ♦❢ ❛♣♣❧②✐♥❣ ❛♥ ❛❝t✐♦♥ a t♦ s ❛♥❞ ♦❜t❛✐♥✐♥❣ s′ ❛s ❛ r❡s✉❧t ❛t t❤❡ st❛t❡ s♣❛❝❡ S✱ ❛♥❞

❧❡t c′a(s, s
′) ❜❡ t❤❡ ❝♦st ♦❢ ❛♣♣❧②✐♥❣ ❛♥ ❛❝t✐♦♥ a t♦ s ❛♥❞ ♦❜t❛✐♥✐♥❣ s′ ❛s ❛ r❡s✉❧t ❛t t❤❡

❛❜str❛❝t st❛t❡ s♣❛❝❡ AS✳ ❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♠✉st ❤♦❧❞s✿

• ■❢ s ∈ S✱ t❤❡♥ φ(s) ∈ AS✳

• ❚❤❡ ❝♦st ca(s, s
′) ♦❢ ❛♣♣❧②✐♥❣ a ♦♥ s ✐♥ ♦r❞❡r t♦ r❡❛❝❤ s′ ✐s s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ c′a(φ(s), φ(s

′))

t❤❡ ❝♦st ♦❢ ❛♣♣❧②✐♥❣ a ♦♥ φ(s) ∈ AS ✐♥ ♦r❞❡r t♦ r❡❛❝❤ φ(s′) ∈ AS✳

❆❜str❛❝t✐♦♥ r❡♣❧❛❝❡s ♦♥❡ st❛t❡ s♣❛❝❡ ✇✐t❤ ❛♥♦t❤❡r st❛t❡ s♣❛❝❡✱ ❝❛❧❧❡❞ ❛❜str❛❝t st❛t❡

s♣❛❝❡✱ t❤❛t ✐s ❡❛s✐❡r t♦ ❜❡ s❡❛r❝❤❡❞✳ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✶ s❤♦✇s t❤❡ ✐❞❡❛ ❛♥❞ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡





✷✶

❈❤❛♣t❡r ✸

■♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❆❧❣♦r✐t❤♠s

■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✇❡ ♣r❡s❡♥t t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ✐❞❡❛ ♦❢ t❤❡ ❡①❛❝t ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇❡ ✉s❡❞ ✐♥ ♦✉r ❝♦♠♣✉✲

t❛t✐♦♥❛❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✳

✸✳✶ ■t❡r❛t✐✈❡ ❉❡❡♣❡♥✐♥❣ ❆✯ ❆❧❣♦r✐t❤♠

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✇❡ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ❡①❛❝t ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇❡ ✉s❡❞ ✐♥ ♦✉r ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✱

✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ■t❡r❛t✐✈❡ ❉❡❡♣❡♥✐♥❣ ❆✯ ✭■❉❆✯✮ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❚❤❡ ■❉❆✯ ✇❛s ✜rst ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜②

❑♦r❢ ❬✶✷❪ ✐♥ ✶✾✽✺ ❛s ❛ ❣❡♥❡r❛❧ s❡❛r❝❤ ♠❡t❤♦❞✱ ❛♥❞ ❤❛s ❜❡❡♥ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ s❡✈❡r❛❧ ♣r♦❜❧❡♠s✳

❋♦r t❤❡ ❇❘P ♣r♦❜❧❡♠✱ ✐t ✇❛s ✜rst ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❜② ❩❤✉ ❡t ❛❧✳ ❬✶✾❪✱ ❛♥❞ t❤❡♥ ❜② ♦t❤❡r ❛✉t❤♦rs

s✉❝❤ ❛s ❚❛♥❛❦❛ ❛♥❞ ❚❛❦✐✐ ❬✶✼❪✳

■♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ t❤❡s❡ s❡❛r❝❤ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✉s❡ ✉♣♣❡r ❛♥❞ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞s ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❛✈♦✐❞ t❤❡

❡①♣❧♦r❛t✐♦♥ ♦❢ s♦♠❡ ♣❛rts ♦❢ t❤❡ s❡❛r❝❤ s♣❛❝❡ ✇❤❡r❡ ♦♣t✐♠❛❧ s♦❧✉t✐♦♥s ❛r❡ ♥♦t ♣r❡s❡♥t✳ ❆♥

♦✉t❧✐♥❡ ♦❢ t❤❡ ❡①❛❝t ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜❡❧♦✇✿

✶✳ ●✐✈❡♥ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ st❛❝❦✐♥❣ ❛r❡❛✱ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ ❛ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞ costcur ❛♥❞ ❛♥ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞

UB✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ❝♦st ✭♥✉♠❜❡r ♦❢ r❡❧♦❝❛t✐♦♥s✮ ♦❢ ❛ ❤❡✉r✐st✐❝ s♦❧✉t✐♦♥✳

✷✳ ❯s❡ ❛ ❜r❛♥❝❤ ❛♥❞ ❜♦✉♥❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✭❇✫❇✮ t♦ s❡❛r❝❤ ❢♦r ❛ s♦❧✉t✐♦♥ ✇❤♦s❡ ♥✉♠❜❡r

♦❢ r❡❧♦❝❛t✐♦♥s ✐s ♥♦t ❣r❡❛t❡r t❤❛♥ costcur✳ ❉✉r✐♥❣ t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❇✫❇✱ ✐❢ ❛

❢❡❛s✐❜❧❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✇✐t❤ ✈❛❧✉❡ ❜❡tt❡r t❤❛♥ UB ✐s ❢♦✉♥❞✱ t❤❡♥ ✉♣❞❛t❡ UB✳ ■♥ t❤❡ ❇✫❇

❡①❡❝✉t✐♦♥✱ ♥♦❞❡s ❛r❡ ♣r✉♥❡❞ ✉s✐♥❣ costcur ❛s ❛ ♠❛①✐♠✉♠ ❝♦st✱ ✐✳❡✳✱ ✐❢ ❛ ♥♦❞❡ ✐s s✉❝❤

t❤❛t ✐ts ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞ ✐s ❣r❡❛t❡r t❤❛♥ costcur✱ t❤❡♥ t❤❡ ♥♦❞❡ ✐s ♣r✉♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ s❡❛r❝❤✳

✸✳ ■❢ ♥♦ s♦❧✉t✐♦♥ ✇✐t❤ ❝♦st ❡q✉❛❧ t♦ costcur ✇❛s ❢♦✉♥❞✱ t❤❡♥ ✉♣❞❛t❡ costcur ✇✐t❤max{costcur+

1, costnew}✱ ✇❤❡r❡ costnew ✐s t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❛♠♦♥❣ ❛❧❧ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞s ❢♦✉♥❞ ✐♥ t❤❡

♣r✉♥❡❞ ♥♦❞❡s ♦❢ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❇✫❇ ❡①♣❧♦r❛t✐♦♥✳

✹✳ ■❢ costcur ≥ UB✱ t❤❡♥ st♦♣ t❤❡ s❡❛r❝❤ s✐♥❝❡ ❛♥ ♦♣t✐♠❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ✇✐t❤ ✈❛❧✉❡ UB ✇❛s

❢♦✉♥❞❀ ♦t❤❡r✇✐s❡✱ ❣♦ t♦ ✷✳

❚❤❡ ✐t❡r❛t✐✈❡ ❞❡❡♣❡♥✐♥❣ ❆✯ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✶✳
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❆❧❣♦r✐t❤♠ ✶ Ps❡✉❞♦❝♦❞❡ ❢♦r t❤❡ ✐t❡r❛t✐✈❡ ❞❡❡♣❡♥✐♥❣ ❆✯ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ✇❤✐❝❤ r❡❝❡✐✈❡s ❛♥
✐♥✐t✐❛❧ st❛❝❦✐♥❣ ❛r❡❛ st❛t❡ S✳

✶✿ ❢✉♥❝t✐♦♥ ■❉❆✯✭S✮
✷✿ costcur ← ▲♦✇❡r ❇♦✉♥❞ ❢♦r S
✸✿ UB ← ❈♦st ♦❢ ❛♥ ✐♥✐t✐❛❧ ❤❡✉r✐st✐❝ s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r S
✹✿ ✇❤✐❧❡ costcur < UB ❞♦
✺✿ costnew,UBnew ← ❇✫❇(S, costcur, 0)
✻✿ costcur ← max{costcur + 1, costnew}
✼✿ UB← min{UB,UBnew}

✽✿ r❡t✉r♥ UB

❚❤❡ ❜r❛♥❝❤ ❛♥❞ ❜♦✉♥❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✉s❡s ❛ ❞❡♣t❤✲s❡❛r❝❤ str❛t❡❣②✳ ❚❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s s❤♦✇♥

✐♥ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✷ ❛♥❞ ✐♥ t❤❡ t❤r❡❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❡❝t✐♦♥s ✇❡ ❡①♣❧❛✐♥ ❜r❛♥❝❤✐♥❣✱ ♣r✉♥✐♥❣✱ ❛♥❞ ❤♦✇

t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ ❛♥ ✐♥✐t✐❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r ✐t✳ ❈❤❛♣t❡r ✹ s❤♦✇s t❤❡ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞s✳

❲❡ ✉s❡ t❤❡ ♥♦t❛t✐♦♥ Bx,y t♦ r❡♣r❡s❡♥t ❛ ❜❧♦❝❦ t❤❛t ✐s ✐♥ st❛❝❦ sx ❛t ❤❡✐❣❤t y✳ ❘❡❝❛❧❧

t❤❛t t ✐s t❤❡ t❛r❣❡t ❜❧♦❝❦ ♦❢ t❤❡ st❛❝❦✐♥❣ ❛r❡❛ ❛♥❞ tx ✐s t❤❡ t❛r❣❡t ❜❧♦❝❦ ♦❢ st❛❝❦ sx✳

✸✳✶✳✶ ❇r❛♥❝❤✐♥❣ ❙tr❛t❡❣② ❛t t❤❡ ❇✫❇ ❛❧❣♦r✐t❤♠

❈♦♥s✐❞❡r ❛ ♥♦❞❡ ♦❢ t❤❡ s❡❛r❝❤ t❤❛t r❡♣r❡s❡♥ts ❛ st❛t❡ S ❛❢t❡r k r❡❧♦❝❛t✐♦♥s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞♦♥❡

❛❧♦♥❣ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ♣❛t❤ ♦❢ t❤❡ ❇✫❇ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❚❤❡ ♥❡①t ♥♦❞❡s t❤❛t ❛r❡ ❝❤✐❧❞r❡♥ ♦❢ S ❛r❡

❣❡♥❡r❛t❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝r✐t❡r✐❛✿

✶✳ ■❢ t❤❡ ❜❧♦❝❦ ✇✐t❤ t❤❡ ❤✐❣❤❡st ♣r✐♦r✐t② t ✐s ❛t t❤❡ t♦♣ ♦❢ s♦♠❡ st❛❝❦✱ t❤❡♥ t❤❡ ♥❡①t

♥♦❞❡ ✐s ❣❡♥❡r❛t❡❞ ✇✐t❤ t ❜❡✐♥❣ r❡tr✐❡✈❡❞ ✭❧✐♥❡ ✼✮✳

✷✳ ❖t❤❡r✇✐s❡✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t♦ r❡❧♦❝❛t❡ t❤❡ ❜❧♦❝❦✐♥❣ ❜❧♦❝❦ Bx,h ❢r♦♠ t❤❡ t♦♣ ♦❢ t❤❡ t❛r❣❡t

st❛❝❦ sx✱ ✇❤✐❝❤ ❤❛s ❤❡✐❣❤t h✱ t♦ ❛♥♦t❤❡r st❛❝❦ sx′ ✳ ❋♦r ❡❛❝❤ ❡❛❝❤ st❛❝❦ sx′ s✉❝❤ t❤❛t

height(sx′) < H ❛♥❞ sx′ 6= sx✱ ✇❡ ❝r❡❛t❡ ❛ ♥❡✇ ♥♦❞❡ ✇❤❡r❡ Bx,h ✐s r❡❧♦❝❛t❡❞ t♦ sx′ ✳

❲❡ ❡①♣❧♦r❡ t❤❡ ♥❡✇ ♥♦❞❡s ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♦r❞❡r✳ ❋✐rst✱ ✇❡ ❡①♣❧♦r❡ ♥♦❞❡s r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣

st❛t❡s ✇❤❡r❡ Bx,h ✇❛s r❡❧♦❝❛t❡❞ t♦ ❛ st❛❝❦ sx′ s✉❝❤ t❤❛t ❜❧♦❝❦ Bx,h ❞✐❞ ♥♦t ❜❡❝♦♠❡ ❛

❜❧♦❝❦✐♥❣ ❜❧♦❝❦ ❛t sx′ ✭❧✐♥❡s ✶✼✲✷✷✮✳ ❚❤❡♥ ✇❡ ❡①♣❧♦r❡ ♥♦❞❡s r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ st❛t❡s s✉❝❤ t❤❛t

Bx,h ✇❛s r❡❧♦❝❛t❡❞ t♦ sx′ ✱ ❜✉t ✐t ❜❡❝❛♠❡ ❛ ❜❧♦❝❦✐♥❣ ❜❧♦❝❦ ❛t sx′ ✭❧✐♥❡s ✷✸✲✷✽✮✳

✸✳✶✳✷ Pr✉♥✐♥❣ ❛t t❤❡ ❇✫❇ ❛❧❣♦r✐t❤♠

▲❡t S ❜❡ ❛ st❛t❡ ❛❢t❡r k r❡❧♦❝❛t✐♦♥s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞♦♥❡ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❇✫❇ s❡❛r❝❤✳ ❲❡ st♦♣ t❤❡

s❡❛r❝❤ ✐♥ t❤❡ s✉❜s♣❛❝❡ ♦❢ S ✐❢ ❛ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞ ❢♦r t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ r❡❧♦❝❛t✐♦♥s ❛t st❛t❡ S ♣❧✉s

k ✐s ❣r❡❛t❡r t❤❛♥ costcur✳ ❚❤✐s ♥♦❞❡ ❝❛♥ ❜❡ s❛❢❡❧② ♣r✉♥❡❞ s✐♥❝❡ ♥♦ s♦❧✉t✐♦♥ ✇✐t❤ costcur
✇✐❧❧ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ❢r♦♠ st❛t❡ S ✭❧✐♥❡ ✶✹✮✳

✸✳✶✳✸ ■♥✐t✐❛❧ s♦❧✉t✐♦♥

❚❛♥❛❦❛ ❛♥❞ ❚❛❦✐✐ ❬✶✼❪ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛ ❤❡✉r✐st✐❝ t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ ❛ ✈❛❧✐❞ s♦❧✉t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❇❘P✱ ✇❤✐❝❤

✐s t❤❡ ♦♥❡ ✇❡ ✉s❡ t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ ❛♥ ✐♥✐t✐❛❧ s♦❧✉t✐♦♥✳
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❆❧❣♦r✐t❤♠ ✷ Ps❡✉❞♦❝♦❞❡ ❢♦r t❤❡ ❜r❛♥❝❤ ❛♥❞ ❜♦✉♥❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ■t r❡❝❡✐✈❡s ❛ st❛❝❦✐♥❣
❛r❡❛ st❛t❡ S✱ t❤❡ t❛r❣❡t ❝♦st costcur ♦❢ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ t♦ ❜❡ ❢♦✉♥❞✱ ❛♥❞ t❤❡ ♥✉♠❜❡r reloc ♦❢
r❡❧♦❝❛t✐♦♥s ❛❧r❡❛❞② ♣❡r❢♦r♠❡❞✳ ■t r❡t✉r♥s t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ♦❢ ❛❧❧ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞s ❢♦✉♥❞✱ ❛♥❞
t❤❡ ❜❡st ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞ ❢♦✉♥❞✳

✶✿ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❇✫❇✭S✱ costcur✱ reloc✮
✷✿ costnew ←∞
✸✿ UBnew ←∞
✹✿ ✐❢ S ✐s ❡♠♣t② t❤❡♥
✺✿ UBnew ← reloc
✻✿ r❡t✉r♥ costnew,UBnew

✼✿ ✐❢ t ✐s ❛t t❤❡ t♦♣ ♦❢ ❛ st❛❝❦ t❤❡♥
✽✿ ❘❡tr✐❡✈❡ t ❢r♦♠ S
✾✿ r❡t✉r♥ ❇✫❇(S, costcur, reloc)

✶✵✿ ▲❡t sx ❜❡ t❤❡ st❛❝❦ ♦❢ t❤❡ ❜❧♦❝❦ t
✶✶✿ ▲❡t y ❜❡ t❤❡ ❤❡✐❣❤t ♦❢ t❤❡ ❜❧♦❝❦ t
✶✷✿ h← height(sx)
✶✸✿ LB ← ▲♦✇❡r ❜♦✉♥❞ ❢♦r S + reloc
✶✹✿ ✐❢ LB > costcur t❤❡♥
✶✺✿ costnew ← LB
✶✻✿ r❡t✉r♥ costnew,UBnew

✶✼✿ ❢♦r x′ ∈ {1, . . . , S} ❛♥❞ sx′ 6= sx ❞♦
✶✽✿ ✐❢ height(sx′) < H ❛♥❞ Bx,h < tx′ t❤❡♥
✶✾✿ S ′ ← ◆❡✇ st❛t❡ ❜② r❡❧♦❝❛t✐♥❣ ❜❧♦❝❦ Bx,h t♦ st❛❝❦ sx′

✷✵✿ costx′ ,UBx′ ← ❇✫❇(S ′, costcur, reloc + 1)
✷✶✿ costnew ← min{costnew, costx′}
✷✷✿ UBnew ← min{UBnew,UBx′}

✷✸✿ ❢♦r x′ ∈ {1, . . . , S} ❛♥❞ sx′ 6= sx ❞♦
✷✹✿ ✐❢ height(sx′) < H ❛♥❞ Bx,h > tx′ t❤❡♥
✷✺✿ S ′ ← ◆❡✇ st❛t❡ ❜② r❡❧♦❝❛t✐♥❣ ❜❧♦❝❦ Bx,h t♦ st❛❝❦ sx′

✷✻✿ costx′ ,UBx′ ← ❇✫❇(S ′, costcur, reloc + 1)
✷✼✿ costnew ← min{costnew, costx′}
✷✽✿ UBnew ← min{UBnew,UBx′}

✷✾✿ r❡t✉r♥ costnew,UBnew
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▲❡t Bx,y = t ❛♥❞ Bx,h ❜❡ t❤❡ ❜❧♦❝❦ t♦ ❜❡ r❡❧♦❝❛t❡❞✱ ✇❤❡r❡ h = height(sx)✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡

t✇♦ ♣♦ss✐❜✐❧✐t✐❡s✳ ■❢ Bx,h ❝❛♥ ❜❡ r❡❧♦❝❛t❡❞ t♦ ❛ st❛❝❦ ✇✐t❤♦✉t ❣❡♥❡r❛t✐♥❣ ❛ ❜❧♦❝❦✐♥❣ ❜❧♦❝❦✱

t❤❡♥ ✇❡ r❡❧♦❝❛t❡ ✐t t♦ ♦♥❡ s✉❝❤ st❛❝❦ sx′ t❤❛t ❤❛s ❛ t❛r❣❡t ❜❧♦❝❦ tx′ ♦❢ ❤✐❣❤❡st ♣r✐♦r✐t②✳ ■❢

Bx,h ❛❧✇❛②s ❜❡❝♦♠❡s ❛ ❜❧♦❝❦✐♥❣ ❜❧♦❝❦ ❛❢t❡r r❡❧♦❝❛t✐♦♥✱ t❤❡♥ ❧❡t st❛❝❦s sx1
❛♥❞ sx2

❜❡ st❛❝❦s

s✉❝❤ t❤❛t sx1
6= sx✱ sx2

6= sx✱ height(sx1
) < H✱ height(sx2

) < H✱ ❛♥❞ ✇❤♦s❡ t❛r❣❡t ❜❧♦❝❦s

❤❛✈❡ t❤❡ ❧♦✇❡st ❛♥❞ s❡❝♦♥❞ ❧♦✇❡st r❡tr✐❡✈❛❧ ♣r✐♦r✐t✐❡s✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ■❢ height(sx1
) = H−1

❛♥❞ sx2
❡①✐sts✱ t❤❡♥ st❛❝❦ sx2

✐s s❡❧❡❝t❡❞ ❛s t❤❡ ❞❡st✐♥❛t✐♦♥ st❛❝❦❀ ♦t❤❡r✇✐s❡✱ st❛❝❦ sx1
✐s

s❡❧❡❝t❡❞✳

❲❡ ❝r❡❛t❡ ❛♥ ✐♥✐t✐❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ✇❤❡r❡ r❡❧♦❝❛t✐♦♥s ❛r❡ ❞♦♥❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡s❡ r✉❧❡s ✉♥t✐❧ t❤❡

t❛r❣❡t ❜❧♦❝❦ ❝❛♥ ❜❡ r❡tr✐❡✈❡❞✳ ❚❤❡ ♣r♦❝❡ss t❤❡♥ ❝♦♥t✐♥✉❡s t♦ t❤❡ ♥❡①t t❛r❣❡t ❜❧♦❝❦ ✉♥t✐❧

❛❧❧ ❜❧♦❝❦s ❛r❡ r❡tr✐❡✈❡❞✳
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❈❤❛♣t❡r ✹

▲♦✇❡r ❇♦✉♥❞s

■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞s t❤❛t ✇❡ ✉s❡ ✐♥ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✇✐t❤ t❤❡ ❜r❛♥❝❤

❛♥❞ ❜♦✉♥❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❋✐rst✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t s♦♠❡ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞s ❢r♦♠ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ❬✶✶✱ ✶✾✱ ✶✼❪

✐♥ ❙❡❝t✐♦♥s ✹✳✶ t♦ ✹✳✸✳ ■♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✹ ✇❡ s❤♦✇ ❛ ♥❡✇ ❝♦♠❜✐♥❛t♦r✐❛❧ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞ t❤❛t ✇❡

♣r♦♣♦s❡❞ ❛♥❞ t❤❡♥ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✸ ✇❡ ♣r❡s❡♥t ❛♥♦t❤❡r ♥❡✇ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ✉s❡

♦❢ ♣❛tt❡r♥ ❞❛t❛❜❛s❡s✳ ❲❡ ❡♠♣❤❛s✐③❡ t❤❛t t❤❡ ♥❡✇ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞s ✇❡ ♣r❡s❡♥t ✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s

✇♦r❦ ❢♦r t❤❡ r❡str✐❝t❡❞ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❇❘P ✇❤❡r❡ ❜❧♦❝❦s ❤❛✈❡ ✉♥✐q✉❡ ♣r✐♦r✐t✐❡s✳

✹✳✶ ▲❇✶

❚❤✐s ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞ ✇❛s ♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ❑✐♠ ❛♥❞ ❍♦♥❣ ❬✶✶❪ ❛♥❞ ✐t ✇❛s ♥❛♠❡❞ ▲♦✇❡r ❇♦✉♥❞ ✶

✭▲❇✶✮ t❤r♦✉❣❤♦✉t t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ✉s❡❞ ✐♥ t❤✐s ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞ ❝♦♠❡s

❢r♦♠ t❤❡ ❝♦♥❝❡♣t ♦❢ ❜❧♦❝❦✐♥❣ ❜❧♦❝❦s✳ ●✐✈❡♥ ❛ ❝✉rr❡♥t st❛t❡ ♦❢ t❤❡ st❛❝❦✐♥❣ ❛r❡❛✱ ▲❇✶ ✐s

❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❜❧♦❝❦✐♥❣ ❜❧♦❝❦s ✐♥ ❛❧❧ t❤❡ st❛❝❦s ♦❢ t❤❡ st❛❝❦✐♥❣ ❛r❡❛✳ ❘❡♠❡♠❜❡r

t❤❛t b ✐s ❛ ❜❧♦❝❦✐♥❣ ❜❧♦❝❦ ✐❢ t❤❡r❡ ✐s ❛♥♦t❤❡r ❜❧♦❝❦ a < b ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ st❛❝❦ ♦❢ b ❛♥❞

♣♦s✐t✐♦♥❡❞ ❜❡❧♦✇ ✐t✳ ❚❤✐s ✐s ❛ ✈❛❧✐❞ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞ ❜❡❝❛✉s❡ ❛t ❧❡❛st s✉❝❤ ❜❧♦❝❦s ♠✉st ❜❡

r❡❧♦❝❛t❡❞ t♦ ❝❧❡❛r t❤❡ st❛❝❦✐♥❣ ❛r❡❛✳

✹✳✷ ▲❇✷ ❛♥❞ ▲❇✸

▲♦✇❡r ❇♦✉♥❞ ✷ ✭▲❇✷✮ ✇❛s ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② ❩❤✉ ❡t ❛❧✳ ❬✶✾❪✳ ❋♦r ❛ ❣✐✈❡♥ st❛t❡ ♦❢ t❤❡ st❛❝❦✐♥❣

❛r❡❛✱ ▲❇✷ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❜❧♦❝❦✐♥❣ ❜❧♦❝❦s ✐♥ t❤❡ st❛❝❦✐♥❣ ❛r❡❛ ✭▲❇✶✮ ♣❧✉s

t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❜❧♦❝❦✐♥❣ ❜❧♦❝❦s ❛❜♦✈❡ t❤❡ t❛r❣❡t ❜❧♦❝❦ t t❤❛t ❡✈❡♥ ❛❢t❡r r❡❧♦❝❛t✐♦♥ ❛r❡ st✐❧❧

❜❧♦❝❦✐♥❣ ❜❧♦❝❦s✳

▼♦r❡ ❢♦r♠❛❧❧②✱ s✉♣♣♦s❡ t❤❛t t❤❡ t❛r❣❡t ❜❧♦❝❦ t ✐s Bx,y ✭✐t ✐s ✐♥ st❛❝❦ sx ❛t ❤❡✐❣❤t y✮✳ ❚❤✐s

♠❡❛♥s t❤❛t ✇❡ ❤❛✈❡ t♦ r❡❧♦❝❛t❡ t❤❡ ❜❧♦❝❦s Bx,y+1,Bx,y+2, . . . ,Bx,h✱ ✇❤❡r❡ h = height(sx)✳

❲❡ t❤✉s ❝❤❡❝❦ ✐❢ ❡❛❝❤ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡s❡ ❜❧♦❝❦s ❦❡❡♣s t❤❡ st❛t✉s ♦❢ ❜❡✐♥❣ ❛ ❜❧♦❝❦✐♥❣ ❜❧♦❝❦

❡✈❡♥ ❛❢t❡r ✇❡ r❡❧♦❝❛t❡ t❤❡♠✱ r❡❣❛r❞❧❡ss ♦❢ ✇❤✐❝❤ st❛❝❦ ✐t ✐s r❡❧♦❝❛t❡❞ t♦✳ ❆ ❜❧♦❝❦ Bx,y′ ✱ ❢♦r

y′ ∈ [y+1, h]✱ ✇✐❧❧ ❜❡ ❛ ❜❧♦❝❦✐♥❣ ❜❧♦❝❦ ❛❢t❡r r❡❧♦❝❛t✐♦♥ ✐❢ Bx,y′ > tx′ ❢♦r ❛❧❧ x′ ∈ {1, 2, . . . , S}

s✉❝❤ t❤❛t sx′ 6= sx✳

▲♦✇❡r ❇♦✉♥❞ ✸ ✭▲❇✸✮ ✇❛s ❛❧s♦ ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② ❩❤✉ ❡t ❛❧✳ ❬✶✾❪ ❛s ❛♥ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ♦✈❡r

▲❇✷✳ ■t ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ ✐♥ ❛♥ ✐t❡r❛t✐✈❡ ♣r♦❝❡ss ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ ❋✐rst✱ ✇❡ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r



✷✻

♦❢ ❜❧♦❝❦✐♥❣ ❜❧♦❝❦s ❛❜♦✈❡ t ✐♥ t❤❡ t❛r❣❡t st❛❝❦ ❛♥❞ ❛❞❞ t♦ t❤✐s ✈❛❧✉❡ t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ t❤❡s❡

❜❧♦❝❦✐♥❣ ❜❧♦❝❦s t❤❛t r❡♠❛✐♥ ❜❡✐♥❣ ❛ ❜❧♦❝❦✐♥❣ ❜❧♦❝❦ ❡✈❡♥ ❛❢t❡r r❡❧♦❝❛t✐♥❣ t❤❡♠✱ ✐♥ ❛ ♣r♦❝❡ss

s✐♠✐❧❛r t♦ ▲❇✷✳ ❚❤❡♥✱ ✇❡ r❡♠♦✈❡ t❤❡s❡ ❜❧♦❝❦s ❛♥❞ t❤❡ t❛r❣❡t ❜❧♦❝❦✱ s♦ t❤❛t ❛ ♥❡✇ t❛r❣❡t

❜❧♦❝❦ ✐s ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ✐♥ t❤✐s ♥❡✇ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✳ ❚❤❡♥ t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ✐s r❡♣❡❛t❡❞ ❢♦r t❤❡

❜❧♦❝❦s ❛❜♦✈❡ t❤❡ ♥❡✇ t❛r❣❡t ❜❧♦❝❦✳ ❚❤✐s ♣r♦❝❡ss ✐s r❡♣❡❛t❡❞ ✉♥t✐❧ ❛❧❧ ❜❧♦❝❦s ❛r❡ r❡♠♦✈❡❞✳

❚❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ▲❇✸ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❛❞❞✐♥❣ ❛❧❧ t❤❡s❡ ✈❛❧✉❡s✳

■♥ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✱ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ▲❇✸ ✐♥ t❤❡ ❡①❛❝t ❛❧❣♦r✐t❤♠ r❡s✉❧t❡❞ ✐♥

♠♦r❡ ♦♣t✐♠❛❧ s♦❧✉t✐♦♥s ❜❡✐♥❣ ❢♦✉♥❞ t❤❛♥ ✇❤❡♥ ✉s✐♥❣ ▲❇✶ ❛♥❞ ▲❇✷✳ ❚❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ t♦

❝♦♠♣✉t❡ ▲❇✸ ❤❛s t✐♠❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② O(SN)✱ ✇❤❡r❡ S ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ st❛❝❦s ❛♥❞ N ✐s t❤❡

♥✉♠❜❡r ♦❢ ❜❧♦❝❦s ✐♥ t❤❡ ✐♥st❛♥❝❡✳

✹✳✸ ▲❇✹

❯s✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ ♣r❡✈✐♦✉s ♥♦t❛t✐♦♥✱ s✉♣♣♦s❡ t❤❛t t❤❡ t❛r❣❡t ❜❧♦❝❦ t ✐s Bx,y✳ ❲❡ ❤❛✈❡ t♦

r❡❧♦❝❛t❡ ❜❧♦❝❦s Bx,y+1,Bx,y+2, . . . ,Bx,h✱ ✇❤❡r❡ h = height(sx)✳ ❆❢t❡r r❡❧♦❝❛t✐♥❣ ❛ ❜❧♦❝❦

Bx,y′ ✇❤❡r❡ y′ ∈ [y + 1, h] t♦ s♦♠❡ st❛❝❦ sx′ ✱ t❤❡r❡ ❛r❡ t✇♦ ♣♦ss✐❜✐❧✐t✐❡s✿ ✭✶✮ Bx,y′ ❜❡❝♦♠❡s

❛ ❜❧♦❝❦✐♥❣ ❜❧♦❝❦ ✐♥ sx′ ♦r ✭✷✮ ✐t ❞♦❡s ♥♦t ❜❡❝♦♠❡ ❛ ❜❧♦❝❦✐♥❣ ❜❧♦❝❦ ✐♥ sx′ ✱ ✇❤✐❝❤ ♠❡❛♥s t❤❛t

Bx,y′ ❜❡❝♦♠❡s t❤❡ ♥❡✇ t❛r❣❡t ❜❧♦❝❦ ♦❢ st❛❝❦ sx′ ✳ ■♥ t❤✐s ❧❛st ❝❛s❡✱ ✐t ♠❛② ❤❛♣♣❡♥ t❤❛t ♦♥❡

♦❢ t❤❡ ♦t❤❡r ❜❧♦❝❦s t♦ ❜❡ r❡❧♦❝❛t❡❞✱ Bx,y+1,Bx,y+2, . . . ,Bx,y′−1✱ ❜❡❝♦♠❡s ❛ ❜❧♦❝❦✐♥❣ ❜❧♦❝❦

✐❢ r❡❧♦❝❛t❡❞ t♦ sx′ ✱ ❜❧♦❝❦✐♥❣ t❤❡ ♥❡✇ t❛r❣❡t ❜❧♦❝❦ ♦❢ t❤✐s st❛❝❦✱ ✇❤✐❝❤ ✐s Bx,y′ ✳ ❚❛♥❛❦❛ ❛♥❞

❚❛❦❦✐ ❬✶✼❪ ✉s❡❞ t❤✐s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ t♦ ❝r❡❛t❡ ❛ ♥❡✇ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞✱ ✇❤✐❝❤ t❤❡② ❞❡♥♦t❡ ❜② ▲❇✹✳

❲❡ ❣✐✈❡ ❛ ❜r✐❡❢ ♦✈❡r✈✐❡✇ ♦❢ ❤♦✇ ▲❇✹ ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞✳ ❋✐rst✱ t❤❡ ❤❡✐❣❤t ❧✐♠✐t H ✐s r❡❧❛①❡❞

❢♦r t❤❡ st❛❝❦s sx′ ✇❤❡r❡ height(sx′) < H✳ ❚❤❡s❡ st❛❝❦s ❛r❡ t❤❡ ♦♥❡s ❢♦r ✇❤✐❝❤ ❜❧♦❝❦s ❛❜♦✈❡

t ❝❛♥ ❜❡ r❡❧♦❝❛t❡❞ t♦✳ ❲❡ ❞❡♥♦t❡ t❤❡s❡ st❛❝❦s ❜② su1
, su2

, . . . , suk
✇❤❡r❡ height(sui

) < H

❛♥❞ sx 6= sui
❢♦r 1 ≤ i ≤ k✳ ◆♦✇ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♣❡r❢♦r♠s ❛♥ ❡♥✉♠❡r❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss r❡❧♦❝❛t✐♥❣

❡❛❝❤ ❜❧♦❝❦✐♥❣ ❜❧♦❝❦ ❛❜♦✈❡ t ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♦r❞❡r✱ ✜rst Bx,h✱ t❤❡♥ Bx,h−1 ❛♥❞ s♦ ♦♥✳ ❲❡

✇❛♥t t♦ ✜♥❞ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t❤❡s❡ ❜❧♦❝❦s t❤❛t r❡♠❛✐♥ ❜❡✐♥❣ ❛ ❜❧♦❝❦✐♥❣ ❜❧♦❝❦ ❡✈❡♥ ❛❢t❡r

r❡❧♦❝❛t✐♥❣ t❤❡♠✳ ■♥ t❤❡ ❡♥✉♠❡r❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss✱ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❜❧♦❝❦ ✐s r❡❧♦❝❛t❡❞ ❡✐t❤❡r t♦ ❛

st❛❝❦ ✇❤❡r❡ ✐t ❜❡❝♦♠❡s ❛ ❜❧♦❝❦✐♥❣ ❜❧♦❝❦✱ ♦r t♦ ❛ st❛❝❦ ✇❤❡r❡ ✐t ❜❡❝♦♠❡s ❛ ♥❡✇ t❛r❣❡t ❜❧♦❝❦✱

❝r❡❛t✐♥❣ t✇♦ ♣♦ss✐❜❧❡ ❜r❛♥❝❤❡s ✐♥ t❤❡ ❡♥✉♠❡r❛t✐♦♥ tr❡❡✳ ■♥ t❤❡ ✜rst ❝❛s❡✱ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❜❧♦❝❦

❝❛♥ ❜❡ r❡❧♦❝❛t❡❞ t♦ ❛♥② st❛❝❦ ✇❤❡r❡ ✐t ❜❡❝♦♠❡s ❛ ❜❧♦❝❦✐♥❣ ❜❧♦❝❦✱ s✐♥❝❡ t❤❡ t❛r❣❡t ❜❧♦❝❦ ♦❢

t❤❛t st❛❝❦ ❞♦❡s ♥♦t ❝❤❛♥❣❡✳ ■♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❝❛s❡ ❚❛♥❛❦❛ ❛♥❞ ❚❛❦❦✐ ❬✶✼❪ s❤♦✇ t❤❛t ✇❡ ❝❛♥

♦♥❧② ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❜❧♦❝❦ ✐s r❡❧♦❝❛t❡❞ t♦ t❤❡ st❛❝❦ ✇✐t❤ ♠✐♥✐♠✉♠

t❛r❣❡t ❜❧♦❝❦ ✈❛❧✉❡✳

▲❡t b ❜❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❜❧♦❝❦✐♥❣ ❜❧♦❝❦s ❛❜♦✈❡ t❤❡ t❛r❣❡t st❛❝❦ t = Bx,y✱ ✐✳❡✳✱ b = h− y✳

❆❢t❡r ❡♥✉♠❡r❛t✐♥❣ ❛❧❧ O(2b) ♣♦ss✐❜✐❧✐t✐❡s ♦❢ r❡❧♦❝❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❜❧♦❝❦✐♥❣ ❜❧♦❝❦s ❛❜♦✈❡ t✱ ✇❡

❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ r❡❧♦❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❜❧♦❝❦s Bx,y+1,Bx,y+2, . . . ,Bx,h t❤❛t r❡s✉❧t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧❡❛st ♥✉♠❜❡r

♦❢ ❜❧♦❝❦✐♥❣ ❜❧♦❝❦s✳ ❲❡ ❛❞❞ t♦ ▲❇✹ t❤✐s ✈❛❧✉❡ ❛♥❞ b✱ ❛♥❞ ❛s ✐♥ ▲❇✸✱ r❡♠♦✈❡ t❤❡ ❝✉rr❡♥t

t❛r❣❡t ❜❧♦❝❦ ❛♥❞ ❛❧❧ ❜❧♦❝❦s ❛❜♦✈❡ ✐t✱ ❛♥❞ r❡♣❡❛t t❤❡ ♣r♦❝❡ss t♦ t❤❡ ♥❡①t t❛r❣❡t ❜❧♦❝❦✳ ❲❡

r❡♣❡❛t t❤✐s ♣r♦❝❡ss ✉♥t✐❧ ❛❧❧ ❜❧♦❝❦s ❛r❡ r❡♠♦✈❡❞✳

❚❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ ▲❇✹ ❤❛s t✐♠❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② O(S log S + 2b log S)✱ ✇❤❡r❡ S ✐s

t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ st❛❝❦s ❛♥❞ b ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❜❧♦❝❦s ❛❜♦✈❡ t❤❡ ❝✉rr❡♥t t❛r❣❡t ❜❧♦❝❦✳





✷✽

✈❛❧✉❡ ❛♠♦♥❣ ❛❧❧ ✈❛❧✉❡s ♦❢ reloc(x, y′) ❢♦r y′ ∈ [y + 1, h]✳ ❆ ✈❛❧✐❞ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞ ✐s t❤✉s

❝r❡❛t❡❞ t❛❦✐♥❣ t❤✐s ♠❛①✐♠✉♠ ✈❛❧✉❡ ♣❧✉s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❜❧♦❝❦✐♥❣ ❜❧♦❝❦s ❛❜♦✈❡ t ✐♥ t❤❡

t❛r❣❡t st❛❝❦✳ ❲❡ t❤❡♥ r❡♠♦✈❡ t ❛♥❞ ❛❧❧ ❜❧♦❝❦✐♥❣ ❜❧♦❝❦s t❤❛t ❛r❡ ❛❜♦✈❡ t ❢r♦♠ t❤❡ st❛❝❦✐♥❣

❛r❡❛ ❛♥❞ r❡♣❡❛t t❤✐s ♣r♦❝❡ss ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ♥❡✇ t❛r❣❡t ❜❧♦❝❦ ✭s✐♠✐❧❛r❧② t♦ ✇❤❛t ✐s ❞♦♥❡

✐♥ ▲❇✸✮✳ ❚❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ▲❇✲▲■❙ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ s✉♠♠✐♥❣ ❛❧❧ t❤❡s❡ ♣❛rt✐❛❧ ✈❛❧✉❡s✳

❚❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ ▲❇✲▲■❙ ❤❛s t✐♠❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② O(Sb + S2)✱ ✇❤❡r❡ S ✐s t❤❡

♥✉♠❜❡r ♦❢ st❛❝❦s ❛♥❞ b ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❜❧♦❝❦s ❛❜♦✈❡ t❤❡ ❝✉rr❡♥t t❛r❣❡t ❜❧♦❝❦✳

❈♦♥s✐❞❡r ❛♥♦t❤❡r ❡①❛♠♣❧❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✷❛✳ ❚❤❡ t❛r❣❡t ❜❧♦❝❦ ✐s B4,2 ✭❜❧✉❡

❜❧♦❝❦✮✱ ❛♥❞ t❤❡ t✇♦ ❜❧♦❝❦s ❛❜♦✈❡ ✐t✱ B4,3 ❛♥❞ B4,4✱ ❛r❡ ❜❧♦❝❦✐♥❣ ❜❧♦❝❦s✳ ❙♦✱ ✇❡ ❝r❡❛t❡ ♠❛tr✐①

M ✭t♦ t❤❡ ❧❡❢t ♦❢ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✷❛✮✱ ✇✐t❤ B4,3 ❛♥❞ B4,4 ❛s r♦✇s ✭✐♥ ②❡❧❧♦✇✮✱ ❛♥❞ ✐♥ t❤❡ ❜♦tt♦♠

♦❢ t❤❡ ❝♦❧✉♠♥s ✭✐♥ r❡❞✮ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❡ t❛r❣❡t ❜❧♦❝❦s ♦❢ ❡❛❝❤ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♦t❤❡r st❛❝❦s✳ ❲❡ ✜❧❧

t❤❡ ♠❛tr✐① ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ r✉❧❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❜❡❢♦r❡✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ reloc(4, 3) = 1 − 1 = 0

❛♥❞ reloc(4, 4) = 2 − 1 = 1✳ ❙♦✱ ❢♦r ♥♦✇ ▲❇✲▲■❙ ❤❛s ✈❛❧✉❡ 1 + 2✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠

reloc ✈❛❧✉❡ ♣❧✉s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❜❧♦❝❦✐♥❣ ❜❧♦❝❦s ❛❜♦✈❡ t❤❡ t❛r❣❡t ❜❧♦❝❦✳

■♥ t❤❡ ♥❡①t ✐t❡r❛t✐♦♥✱ ❛❢t❡r r❡♠♦✈✐♥❣ t❤❡ t❛r❣❡t ❜❧♦❝❦ ❛♥❞ ❜❧♦❝❦✐♥❣ ❜❧♦❝❦s ❛❜♦✈❡ ✐t✱ ✇❡

❤❛✈❡ t❤❡ st❛t❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✷❜✳ ❆❧❧ ❜❧♦❝❦s B3,2, . . . ,B3,6 ❛r❡ ❜❧♦❝❦✐♥❣ ❜❧♦❝❦s✳ ❯s✐♥❣

t❤❡s❡ ❜❧♦❝❦s ❛s r♦✇s ❛♥❞ t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ t❛r❣❡t ❜❧♦❝❦s ❛s ❝♦❧✉♠♥s✱ ✇❡ ❝♦♥str✉❝t ♠❛tr✐① M

✭t♦ t❤❡ ❧❡❢t ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✷❜✮✳ ❲❡ ❤❛✈❡ reloc(3, 6) = 3 − 2 = 1✱ reloc(3, 5) = 2 − 1 = 1✱

reloc(3, 4) = 2 − 2 = 0✱ reloc(3, 3) = 1 − 0 = 1✱ ❛♥❞ reloc(3, 2) = 1 − 1 = 0✳ ❙♦✱ ▲❇✲▲■❙

✐s ✐♥❝r❡♠❡♥t❡❞ ❜② 1+ 5✱ ❜❡✐♥❣ ♥♦✇ ❡q✉❛❧ t♦ 9✳ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣ ✐♥ t❤✐s ♠❛♥♥❡r✱ t❤❡ ✜♥❛❧ ✈❛❧✉❡

♦❢ ▲❇✲▲■❙ ✐s ✷✷✱ ✇❤✐❧❡ ▲❇✶ ✭❣r❡② ❜❧♦❝❦s✮ ✐s ✶✼✱ ▲❇✸ ✐s ✶✽✱ ❛♥❞ ▲❇✹ ✐s ❛❧s♦ ✷✷✳

◆♦✇ ✇❡ ♣r♦✈❡ t❤❡ ❝♦rr❡❝t♥❡ss ♦❢ t❤✐s ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞✳

❚❤❡♦r❡♠ ✹✳✹✳✶ ▲❇✲▲■❙ ✐s ❛ ✈❛❧✐❞ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞ ❢♦r t❤❡ ❇❘P✳

Pr♦♦❢✳ ▲❡t I ❜❡ ❛♥ ✐♥st❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❇❘P ♣r♦❜❧❡♠✱ ❛♥❞ ❢♦r ❡❛❝❤ ❜❧♦❝❦ bi ♦❢ t❤✐s ✐♥st❛♥❝❡✱

❧❡t r(bi) ❜❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ r❡❧♦❝❛t✐♦♥s bi r❡q✉✐r❡s ✐♥ ❛♥ ♦♣t✐♠❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ❖P❚✳ ❚❤❡ ❝♦st

♦❢ ❖P❚ ✐s t❤✉s
∑N

i=1 r(bi)✳ ❚♦ s❤♦✇ t❤❛t ▲❇✲▲■❙ ✐s ❛ ✈❛❧✐❞ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞✱ ✇❡ ❛r❡ ❣♦✐♥❣ t♦

s❤♦✇ t❤❛t ✇❡ ❝❛♥ s♣❧✐t t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ▲❇✲▲■❙ ❛♠♦♥❣ ❛❧❧ ❜❧♦❝❦s✱ ♥❛♠❡❧② ✇❡ ✇✐❧❧ ✜♥❞ lis(bi)

❢♦r ❡❛❝❤ i = 1, . . . , N ✱ s✉❝❤ t❤❛t
∑N

i=1 lis(bi) ≤
∑N

i=1 r(bi)✳

❚❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ▲❇✲▲■❙ ✐s t❤❡ s✉♠ ♦❢ ♣❛rt✐❛❧ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞ ❝♦♠♣✉t❡❞ ✐♥

❛ s❡r✐❡s ♦❢ ✐t❡r❛t✐♦♥s✱ ✇❤❡r❡ ♦♥ ❡❛❝❤ ✐t❡r❛t✐♦♥ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛ st❛❝❦✐♥❣ ❛r❡❛ st❛t❡ S✱ ❛♥❞ ✐ts

❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t❛r❣❡t ❜❧♦❝❦ t = Bx,y✳ ▲❡t h ❜❡ t❤❡ ❤❡✐❣❤t ♦❢ t❤❡ st❛❝❦ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ t✳ ❲❡

❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ r❡❧♦❝❛t✐♦♥s ❢♦r ❜❧♦❝❦s ❛❜♦✈❡ t ❛s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ♣r❡✈✐♦✉s❧②✱ ✐✳❡✳✱ t❤❡

♠❛①✐♠✉♠ ✈❛❧✉❡ ♦❢ reloc(x, y′) ❢♦r y < y′ ≤ h ♣❧✉s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❜❧♦❝❦✐♥❣ ❜❧♦❝❦s ❛❜♦✈❡ t✳

❆❢t❡r t❤❛t✱ ✇❡ r❡♠♦✈❡ t ❛♥❞ ❛❧❧ ❜❧♦❝❦✐♥❣ ❜❧♦❝❦s ❛❜♦✈❡ ✐t ❛♥❞ ♣r♦❝❡❡❞ t♦ t❤❡ ♥❡①t ✐t❡r❛t✐♦♥

✇✐t❤ ❛ ♥❡✇ st❛t❡ ❛♥❞ t❛r❣❡t ❜❧♦❝❦✳ ▲❡t R ❜❡ t❤❡ ♣❛rt✐❛❧ ✈❛❧✉❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ✐♥ ♦♥❡ ✐t❡r❛t✐♦♥

♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ ▲❇✲▲■❙✱ ❛♥❞ ❧❡t Bx,y+1, . . . ,Bx,h✱ ❜❡ t❤❡ ❜❧♦❝❦✐♥❣ ❜❧♦❝❦s ♦❢ t❤✐s

✐t❡r❛t✐♦♥✳ ❋♦r ❡❛❝❤ ❜❧♦❝❦ Bx,y′ ✱ ❢♦r y < y′ ≤ h✱ ✇❡ ❛ss✐❣♥ lis(Bx,y′) = R/(h − y)✱ ✐✳❡✳✱

✇❡ s♣❧✐t t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ R ❡q✉❛❧❧② ❛♠♦♥❣ ❛❧❧ ❜❧♦❝❦s ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐♥ t❤✐s ✐t❡r❛t✐♦♥✳ ❋✐rst ♥♦t✐❝❡

t❤❛t ❡❛❝❤ ❜❧♦❝❦ bi ♦❢ t❤❡ ✐♥st❛♥❝❡ ✐s ❛ss✐❣♥❡❞ ❛ ✈❛❧✉❡ lis(bi) ♦♥❧② ♦♥❝❡✱ s✐♥❝❡ ❛❢t❡r ❜❡✐♥❣

❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ s♦♠❡ ✐t❡r❛t✐♦♥ ✐t ✐s r❡♠♦✈❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ✐♥st❛♥❝❡✳ ❙♦ ✇❡ ♦♥❧② ♥❡❡❞ t♦ s❤♦✇

t❤❛t R ≤
∑h

y′=y+1 r(Bx,y′)✳

■♥ ❛♥② ✐t❡r❛t✐♦♥✱ t❤❡ t❛r❣❡t ❜❧♦❝❦ ❛♥❞ ✐ts ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❜❧♦❝❦✐♥❣ ❜❧♦❝❦s ❛r❡ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡

r❡❧❛t✐✈❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❛s ✐♥ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ st❛t❡✳ ❚❤❡ ♦♥❧② ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐s t❤❛t s♦♠❡ ♦t❤❡r ❜❧♦❝❦s





✸✵

❈❤❛♣t❡r ✺

P❛tt❡r♥ ❉❛t❛❜❛s❡s

❆ P❛tt❡r♥ ❉❛t❛❇❛s❡ ✭P❉❇✮ ❬✻❪ ❜❛s✐❝❛❧❧② ❝♦♥s✐sts ♦❢ ♣r❡❝♦♠♣✉t❡❞ ♦♣t✐♠❛❧ s♦❧✉t✐♦♥s ❢♦r

s♠❛❧❧ ✐♥st❛♥❝❡s ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ t❤❛t ❛r❡ st♦r❡❞ ✐♥ ❛ ❤❛s❤ t❛❜❧❡✳ ❚❤✐s ✇❛②✱ ✇❤❡♥ ❡①♣❧♦r✐♥❣

s♦♠❡ ♥♦❞❡ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ s❡❛r❝❤ ❢♦r ❛♥ ♦♣t✐♠❛❧ s♦❧✉t✐♦♥✱ ✐❢ t❤✐s ♥♦❞❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛ s♦❧✉t✐♦♥

st♦r❡❞ ✐♥ t❤❡ P❉❇✱ ✇❡ ❝❛♥ st♦♣ t❤❡ ❡①♣❧♦r❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♦❜t❛✐♥ ✐ts ♦♣t✐♠❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡

P❉❇✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡ ✉s❡❢✉❧♥❡ss ♦❢ t❤❡ P❉❇✱ ❣❡♥❡r❛❧❧② ♦♥❡ r❡♣r❡s❡♥ts s♦❧✉t✐♦♥s

✐♥ ❛♥ ❛❜str❛❝t ♠❛♥♥❡r✱ s✉❝❤ t❤❛t s❡✈❡r❛❧ ♥♦❞❡s ❛r❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ❛ s❛♠❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✐♥

t❤❡ P❉❇✳ ❲❡ ♥♦t✐❝❡ t❤❛t t❤❡ ✉s❡ ♦❢ P❉❇ ❛♥❞ ❛❜str❛❝t st❛t❡s ❛s ❛ ❝❛❝❤✐♥❣ str❛t❡❣② ♦❢

♣r❡❝♦♠♣✉t❡❞ s♦❧✉t✐♦♥s ✇❛s ✉s❡❞ ❜❡❢♦r❡ ❢♦r t❤❡ ❇❘P ♣r♦❜❧❡♠ ❜② ❑✉ ❛♥❞ ❆rt❤❛♥❛r✐ ❬✶✹❪✳

❖✉r ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ✐♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ❛r❡ s❤♦✇✐♥❣ ❤♦✇ t♦ ✉s❡ P❉❇s t♦ ❝r❡❛t❡ ❛ ♥❡✇ ❧♦✇❡r

❜♦✉♥❞ ❢♦r t❤❡ ❇❘P✱ t❤❡ ♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ t❤❡ P❉❇ t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤

❛ ♣r♦✈❡ ♦❢ ✐ts ❝♦rr❡❝t♥❡ss✱ ❛♥❞ s♦♠❡ ✐❞❡❛s ♦♥ ❤♦✇ t♦ s❛✈❡ ♠❡♠♦r② s♣❛❝❡ ✉s✐♥❣ t❤❡ P❉❇✳

■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❡❝t✐♦♥s✱ ✇❡ ❞❡s❝r✐❜❡ s♦♠❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞ ❤♦✇ t♦

❣❡♥❡r❛t❡ ❛♥❞ ✉s❡ t❤❡ P❉❇ ❢♦r t❤❡ ❇❘P✳

✺✳✶ ❆❜str❛❝t st❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❇❘P

❲❡ st❛rt ❜② ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ ❤♦✇ t♦ r❡♣r❡s❡♥t ❛ st❛t❡ ♦❢ ❛ st❛❝❦✐♥❣ ❛r❡❛ ✐♥ ❛♥ ❛❜str❛❝t ♠❛♥♥❡r✱

s✉❝❤ t❤❛t s❡✈❡r❛❧ st❛❝❦✐♥❣ ❛r❡❛s ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ❛ s❛♠❡ ❛❜str❛❝t st❛t❡✳ ❚❤❡ ❛❜str❛❝t st❛t❡

✇❡ ✉s❡ ✐s ❡ss❡♥t✐❛❧❧② t❤❡ s❛♠❡ ♦♥❡ ✉s❡❞ ❜② ❑✉ ❛♥❞ ❆rt❤❛♥❛r✐ ❬✶✹❪✳

❲❡ ♣r❡s❡♥t ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ abState(I, B) t❤❛t t❛❦❡s ❛s ✐♥♣✉t ❛♥ ✐♥st❛♥❝❡ I ♦❢ t❤❡ ❇❘P ✇✐t❤

N ❜❧♦❝❦s ❛♥❞ ❛ s✉❜s❡t B ♦❢ t❤❡ ❜❧♦❝❦s ✭B ⊆ {b1, b2, . . . , bN}✮✳ ❚❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❣❡♥❡r❛t❡s ❛

♥❡✇ ✐♥st❛♥❝❡ I ′ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ♦♥❧② t❤❡ ❜❧♦❝❦s ✐♥ B ❛♥❞ ♣r❡s❡r✈✐♥❣ t❤❡✐r r❡❧❛t✐✈❡ ♣♦s✐t✐♦♥s✳

❚❤❡ ❜❧♦❝❦s ✐♥ N \B ❛r❡ r❡♠♦✈❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ❜❧♦❝❦s ✐♥ B ❛r❡ r❡❧❛❜❡❧❡❞ ❢r♦♠ 1 t♦ |B|✱ ❦❡❡♣✐♥❣

t❤❡ ♣r✐♦r✐t② ♦r❞❡r✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤✐s ❢✉♥❝t✐♦♥ ❝r❡❛t❡s ❛ ♥❡✇ s♠❛❧❧❡r ✐♥st❛♥❝❡ t❤❛t ✐s ❜❛s❡❞

♦♥ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ✐♥st❛♥❝❡ I✳ ❙❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✶ ❢♦r ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡✳

❆♥♦t❤❡r ✐♠♣♦rt❛♥t ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ✐s t❤❛t ✐♥ t❤❡ ❇❘P ❛❧❧ r❡❧♦❝❛t✐♦♥s ❝♦st ✶ ♥♦ ♠❛tt❡r

✇❤❛t ✐s t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ st❛❝❦s✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ t❤❡ st❛❝❦s ❛r❡ ♥♦t r❡❧❡✈❛♥t✱

❛♥❞ ♠❛♥② st❛t❡s ♦❢ t❤❡ st❛❝❦✐♥❣ ❛r❡❛ ❛r❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ✐❢ ✇❡ ❛❧✇❛②s s♦rt t❤❡ st❛❝❦s ❜② t❤❡

❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❣❡♥❡r❛❧ ❝r✐t❡r✐♦♥✿ ✜rst ♣❧❛❝❡ t❤❡ ❡♠♣t② st❛❝❦s t♦ t❤❡ r✐❣❤t ❛♥❞ t❤❡♥ r❡❛rr❛♥❣❡

t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ st❛❝❦s ✐♥ ❛s❝❡♥❞✐♥❣ ♦r❞❡r ❜② t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ t❛r❣❡t ❜❧♦❝❦ ✐♥ ❡❛❝❤ st❛❝❦✳

❆♥ ❛❜str❛❝t st❛t❡ ❢♦r ❛♥ ✐♥st❛♥❝❡ I ♦❢ t❤❡ ❇❘P✱ ❞❡♥♦t❡❞ ❜② abs(I)✱ ❝♦♥s✐sts ♦❢ t❤❡ s❛♠❡





✸✷

✺✳ ■❢ t❤❡ q✉❡✉❡ ✐s ❡♠♣t②✱ t❤❡♥ ✜♥✐s❤ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠❀ ♦t❤❡r✇✐s❡✱ ❣♦ t♦ st❡♣ ✷✳

❆ ❞❡t❛✐❧❡❞ ♣s❡✉❞♦❝♦❞❡ ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✉s❡❞ t♦ ❝r❡❛t❡ t❤❡ P❉❇ ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❆❧❣♦✲

r✐t❤♠ ✸✳

❆❧❣♦r✐t❤♠ ✸ Ps❡✉❞♦❝♦❞❡ ♦❢ ❛ ❇r❡❛t❤ ❋✐rst ❙❡❛r❝❤ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✉s❡❞ t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ t❤❡ P❉❇
❝♦♥s✐st✐♥❣ ♦❢ ❛❧❧ ❛❜str❛❝t ✐♥st❛♥❝❡s ✇✐t❤ N ❜❧♦❝❦s ❛♥❞ S st❛❝❦s ✇✐t❤ ♠❛①✐♠✉♠ ❤❡✐❣❤t H✳

✶✿ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❇❋❙✲P❉❇✭N ′✱ S✱ H✮
✷✿ PDB← ∅
✸✿ ▲❡t Q ❜❡ ❛♥ ❡♠♣t② q✉❡✉❡
✹✿ ▲❡t I ❜❡ t❤❡ st❛t❡ r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ ❛♥ ✐♥st❛♥❝❡ ✇✐t❤ ❡♠♣t② st❛❝❦s sI0, . . . , s

I
S

✺✿ ❢♦r i← 1 t♦ N ′ ❞♦
✻✿ P✉s❤ ❜❧♦❝❦ bi ✐♥t♦ sI0
✼✿ ■♥s❡rt (I, 0) ✐♥t♦ Q
✽✿ ✇❤✐❧❡ Q ✐s ♥♦t ❡♠♣t② ❞♦
✾✿ (I ′, k)← ❞❡q✉❡✉❡✭Q✮

✶✵✿ ✐❢ I ′ ✐s ♥♦t ✐♥ PDB t❤❡♥
✶✶✿ ✐❢ sI

′

0 ✐s ♥♦t ❡♠♣t② ❛t I ′ t❤❡♥
✶✷✿ ❢♦r x ∈ {1, . . . , S} s✉❝❤ t❤❛t height(sI

′

x ) < H ❞♦
✶✸✿ ❘❡❧♦❝❛t❡ t❤❡ t♦♣ ❜❧♦❝❦ ❢r♦♠ sI

′

0 t♦ sI
′

x

✶✹✿ ■♥s❡rt ❛ ❝♦♣② ♦❢ (I ′, k) ✐♥t♦ Q
✶✺✿ ❘❡❧♦❝❛t❡ t❤❡ t♦♣ ❜❧♦❝❦ ❢r♦♠ sI

′

x t♦ sI
′

0

✶✻✿ ▲❡t sI
′

x∗ ❜❡ t❤❡ t❛r❣❡t st❛❝❦ ♦❢ t❤❡ st❛❝❦✐♥❣ ❛r❡❛ I ′

✶✼✿ ❢♦r x ∈ {1, . . . , S} s✉❝❤ t❤❛t sI
′

x 6= sI
′

x∗ ❞♦
✶✽✿ ✐❢ height(sI

′

x ) > 0 ❛♥❞ height(sI
′

x∗) < H t❤❡♥
✶✾✿ ❘❡❧♦❝❛t❡ t❤❡ t♦♣ ❜❧♦❝❦ ❢r♦♠ sI

′

x t♦ sI
′

x∗

✷✵✿ ■♥s❡rt ❝♦♣② ♦❢ (I ′, k + 1) ✐♥t♦ Q
✷✶✿ ❘❡❧♦❝❛t❡ t❤❡ t♦♣ ❜❧♦❝❦ ❢r♦♠ sI

′

x∗ t♦ sI
′

x

✷✷✿ ■♥s❡rt I ′ ✐♥t♦ t❤❡ PDB ✇✐t❤ ✈❛❧✉❡ k
✷✸✿ r❡t✉r♥ PDB

◆♦✇ ✇❡ ♣r♦✈❡ t❤❡ ❝♦rr❡❝t♥❡ss ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❋✐rst ♥♦t✐❝❡ t❤❛t t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❣❡♥❡r✲

❛t❡s ❛❧❧ ♣♦ss✐❜❧❡ st❛t❡s ♦❢ N ′ ❜❧♦❝❦s ✐♥ ❛ st❛❝❦✐♥❣ ❛r❡❛ ♦❢ s✐③❡s S ❛♥❞ H✳

❚❤❡♦r❡♠ ✺✳✷✳✶ ❋♦r ❛♥② ❣✐✈❡♥ st❛❝❦✐♥❣ ❛r❡❛ st❛t❡ I ′ ✇✐t❤ N ′ ❜❧♦❝❦s ❛♥❞ st❛❝❦✐♥❣ ❛r❡❛

s✐③❡s S ❛♥❞ H✱ abs(I ′) ✐s ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳

Pr♦♦❢✳ ▲❡t (m1,m2, . . . ,mf ) ❜❡ ❛♥ ♦♣t✐♠❛❧ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ♠♦✈❡♠❡♥ts ✭r❡❧♦❝❛t✐♦♥s ♦r r❡✲

tr✐❡✈❛❧s✮ t❤❛t ❝❧❡❛rs t❤❡ st❛t❡ I ′✳ ❈♦♥s✐❞❡r ❛♥ ✐♥✐t✐❛❧ st❛t❡ ✇❤❡r❡ ❛❧❧ ❜❧♦❝❦s ❛r❡ st❛❝❦❡❞

✐♥ t❤❡ ❛rt✐✜❝✐❛❧ st❛❝❦ s0 ✐♥ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ♦r❞❡r ❢r♦♠ ❜♦tt♦♠ t♦ t♦♣✳ ❚❤❡ ✐♥✈❡rs❡ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢

t❤❡s❡ ♠♦✈❡♠❡♥ts (m−1
f ,m−1

f−1, . . . ,m
−1
1 ) ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ t❤✐s ✐♥✐t✐❛❧ st❛t❡ ❝♦♥s✐sts ♦♥❧② ♦❢ ✐♥s❡r✲

t✐♦♥s ❢r♦♠ s0 t♦ ❛ st❛❝❦ sx ♦r r❡❧♦❝❛t✐♦♥s ♦❢ ❛ ❜❧♦❝❦ ❢r♦♠ ♦♥❡ st❛❝❦ t♦ t❤❡ ❝✉rr❡♥t t❛r❣❡t

st❛❝❦✳ ❋♦r s✐♠♣❧✐❝✐t②✱ r❡♥❛♠❡ t❤❡ ♠♦✈❡♠❡♥ts (m−1
f ,m−1

f−1, . . . ,m
−1
1 ) t♦ (m′

1,m
′
2, . . . ,m

′
f )✱

✐✳❡✳✱ m−1
i = m′

f−i+1 ❢♦r i = f, . . . , 1✳ ❲❡ ❝❛♥ ♣r♦✈❡ ❜② ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ♦♥ f t❤❛t t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠

✇✐❧❧ ❣❡♥❡r❛t❡ t❤❡ st❛t❡ abs(I ′f ) r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ♠♦✈❡♠❡♥ts (m′
1,m

′
2, . . . ,m

′
f )

❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ❛♥ ✐♥✐t✐❛❧ st❛t❡ ✇✐t❤ ❜❧♦❝❦s st❛❝❦❡❞ ✐♥ ❛s❝❡♥❞✐♥❣ ♦r❞❡r ❛t t❤❡ ❛rt✐✜❝✐❛❧ st❛❝❦
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s0✳ ❋♦r f = 1✱ s✐♥❝❡ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❣❡♥❡r❛t❡s ❛❧❧ st❛t❡s ✇✐t❤ t❤❡ t♦♣ ❡❧❡♠❡♥t ✐♥ s0✱

❜❧♦❝❦ bN ′ ✱ r❡❧♦❝❛t❡❞ t♦ ❡❛❝❤ st❛❝❦ sx✱ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡s❡ st❛t❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ abs(I ′1)✳ ◆♦✇

❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❛ st❛t❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ abs(I ′f−1)✱ ✇❤❡r❡ ♠♦✈❡✲

♠❡♥ts (m′
1,m

′
2, . . . ,m

′
f−1) ✇❡r❡ ❛♣♣❧✐❡❞✳ ❚❤✐s st❛t❡ ✐s s❛✈❡❞ ✐♥ t❤❡ q✉❡✉❡ ❛♥❞ ✇❤❡♥ ✐t ✐s

❡✈❛❧✉❛t❡❞✱ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇✐❧❧ ♣❡r❢♦r♠ ❛❧❧ t②♣❡s ♦❢ ♠♦✈❡♠❡♥ts ♣♦ss✐❜❧❡✱ ❡✐t❤❡r r❡❧♦❝❛t✐♥❣ ❛

st❛❝❦❡❞ ❜❧♦❝❦ t♦ t❤❡ t♦♣ ♦❢ t❤❡ t❛r❣❡t st❛❝❦✱ ♦r r❡❧♦❝❛t✐♥❣ ❛ ❜❧♦❝❦ ❢r♦♠ s0 t♦ ❡❛❝❤ ♣♦ss✐❜❧❡

st❛❝❦ sx✳ ❖♥❡ ♦❢ t❤❡s❡ ♠♦✈❡♠❡♥ts ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ m′
f ✱ s♦ abs(I ′) ✐s ❣❡♥❡r❛t❡❞✳ ⊓⊔

❙✐♥❝❡ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❣❡♥❡r❛t❡s ❛❧❧ ♣♦ss✐❜❧❡ st❛❝❦✐♥❣ ❛r❡❛ st❛t❡s✱ ✇❡ ❥✉st ♥❡❡❞ t♦ ♣r♦✈❡

t❤❛t ✇❤❡♥ ✐t ♠❛r❦s ❛ st❛t❡ I ′ ❛s ✈✐s✐t❡❞✱ t❤❡♥ t❤❡ ❝♦st k ✐s t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❛♥ ♦♣t✐♠❛❧ s♦❧✉t✐♦♥

❢♦r t❤✐s ✐♥st❛♥❝❡✳

❚❤❡♦r❡♠ ✺✳✷✳✷ ▲❡t I ′ ❜❡ ❛ st❛t❡ ✇✐t❤ N ′ ❜❧♦❝❦s ❛♥❞ st❛❝❦✐♥❣ ❛r❡❛ s✐③❡s S ❛♥❞ H✳ ■❢ t❤❡

❛❧❣♦r✐t❤♠ ♠❛r❦s abs(I ′) ❛s ✈✐s✐t❡❞ ✇✐t❤ ❝♦st k✱ t❤❡♥ k ✐s t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ r❡❧♦❝❛t✐♦♥s

t♦ ❝❧❡❛r st❛t❡ I ′✳

Pr♦♦❢✳ ◆♦t✐❝❡ t❤❛t t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐♥s❡rts t❤❡ ❜❧♦❝❦s ✐♥ t❤❡ st❛❝❦✐♥❣ ❛r❡❛ ✐♥ ✐♥✈❡rs❡ ♦r❞❡r✱

❢r♦♠ ❜❧♦❝❦ bN ′ t♦ b1✳ ▲❡t ℓ ❜❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❜❧♦❝❦s ✐♥s❡rt❡❞ s♦ ❢❛r ✐♥ t❤❡ st❛❝❦✐♥❣ ❛r❡❛ ✐♥

❛ ❣✐✈❡♥ ✐t❡r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❲❡ ♣r♦✈❡ ❜② ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ♦♥ ℓ t❤❛t ❛❧❧ st❛t❡s ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣

t❤❡ ✜rst ℓ ❜❧♦❝❦s ✐♥ t❤❡ st❛❝❦✐♥❣ ❛r❡❛✱ ✐✳❡✳✱ ❜❧♦❝❦s bN ′ ✱ bN ′−1✱ . . .✱ bN ′−ℓ+1✱ ❛r❡ ✈✐s✐t❡❞ ✐♥

❛s❝❡♥❞✐♥❣ ♦r❞❡r ❜② t❤❡✐r ❝♦st✱ s♦ t❤❛t t❤❡ ✜rst t✐♠❡ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✈✐s✐ts ❛ st❛t❡ I ′ ✐t ❤❛s

t❤❡ s♠❛❧❧❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❝♦st✳

❋♦r t❤❡ ❜❛s❡ ❝❛s❡ ❝♦♥s✐❞❡r ℓ = 1✳ ❚❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❣❡♥❡r❛t❡s st❛t❡s ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ❥✉st bN ′

✇✐t❤ ❝♦st ✵✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ♣♦ss✐❜❧❡✳

◆♦✇ ❝♦♥s✐❞❡r ❛ st❛t❡ I∗ ✇✐t❤ ℓ = N ′ ❜❧♦❝❦s ✐♥ t❤❡ st❛❝❦✐♥❣ ❛r❡❛✳ ❋♦r t❤✐s st❛t❡

I∗✱ ❝♦♥s✐❞❡r ❛♥ ♦♣t✐♠❛❧ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ♠♦✈❡♠❡♥ts (m1,m2, . . . ,mf ) t❤❛t ❝❧❡❛rs I∗✱ ❛♥❞ ❧❡t

(m′
1,m

′
2, . . . ,m

′
f ) ❜❡ t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ♦❢ t❤✐s ♦♣t✐♠❛❧ s❡q✉❡♥❝❡✳ ▲❡t (m′

1,m
′
2, . . . ,m

′
j) ❜❡ t❤❡

♠♦✈❡♠❡♥ts ♦❢ t❤✐s ✐♥✈❡rs❡ s❡q✉❡♥❝❡ ✇✐t❤ ♠♦✈❡♠❡♥ts ❥✉st ❜❡❢♦r❡ ❜❧♦❝❦ b1 ✐s ✐♥s❡rt❡❞ ✐♥

t❤❡ st❛❝❦✐♥❣ ❛r❡❛✱ ✐✳❡✳✱ m′
j+1 ✐s ❛ r❡❧♦❝❛t✐♦♥ ♦❢ b1 ❢r♦♠ st❛❝❦ s0 t♦ s♦♠❡ st❛❝❦ sx✱ ❛♥❞

♠♦✈❡♠❡♥ts m′
j+2, . . . ,m

′
f ❛r❡ r❡❧♦❝❛t✐♦♥s ♦❢ ❜❧♦❝❦s ❢r♦♠ t❤❡ st❛❝❦✐♥❣ ❛r❡❛ t♦ t❤❡ t❛r❣❡t

st❛❝❦ sx✳

❆ss✉♠❡ ❢♦r t❤❡ ♣✉r♣♦s❡ ♦❢ ✐♥❞✉❝t✐♦♥ t❤❛t t❤❡ st❛t❡ I1✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥

♦❢ (m′
1,m

′
2, . . . ,m

′
j)✱ ❤❛s ♦♣t✐♠❛❧ ❝♦st ❛♥❞ ✐s ✐♥s❡rt❡❞ ✐♥ t❤❡ q✉❡✉❡ ❜❡❢♦r❡ ♦t❤❡r st❛t❡s ❝♦♥✲

t❛✐♥✐♥❣ ❜❧♦❝❦s bN ′ , . . . , b2 ❛♥❞ ❤✐❣❤❡r ❝♦st✳ ❚❤❡ st❛t❡ I2 ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥

♦❢ (m′
1,m

′
2, . . . ,m

′
j,m

′
j+1) ❤❛s t❤❡ s❛♠❡ ❝♦st ♦❢ I1✱ s✐♥❝❡ ✐t ❞❡r✐✈❡s ❢r♦♠ I1 ❛♥❞ ❛ r❡❧♦❝❛t✐♦♥

❢r♦♠ s0 t♦ sx ❞♦❡s ♥♦t ❝❤❛♥❣❡ t❤❡ ❝♦st ♦❢ t❤✐s ♥❡✇ st❛t❡✳ ❲❤❡♥ st❛t❡ I2 ✐s ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ❜②

t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐t ❣❡♥❡r❛t❡s ❛❧❧ ♥❡✇ st❛t❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ r❡❧♦❝❛t✐♦♥s ♦❢ ❜❧♦❝❦s ❢r♦♠ ♦t❤❡r

st❛❝❦s t♦ t❤❡ t❛r❣❡t st❛❝❦ sx✱ ❛♥❞ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡s❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ (m′
1,m

′
2, . . . ,m

′
j+2) ✇❤✐❝❤

✐s ✐♥s❡rt❡❞ ✐♥ t❤❡ q✉❡✉❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦st ✐♥❝r❡❛s❡❞ ❜② ♦♥❡✳ ■t ✐s ♥♦t ❤❛r❞ t♦ s❡❡ t❤❛t t❤❡

❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇✐❧❧ ❣❡♥❡r❛t❡ st❛t❡ I∗ ❛❢t❡r I2 ❛♣♣❧②✐♥❣ r❡❧♦❝❛t✐♦♥s m′
j+2, . . . ,m

′
f ❛♥❞ t❤✐s st❛t❡

✇✐❧❧ ❤❛✈❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❝♦st✱ s✐♥❝❡ I2 ❤❛s ♦♣t✐♠❛❧ ❝♦st ❛♥❞ t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ♦❢ m′
j+2, . . . ,m

′
f ❝♦rr❡✲

s♣♦♥❞s t♦ r❡❧♦❝❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ t♦ ❝❧❡❛r I∗✳ ❙♦ ❡✈❡r② st❛t❡ I∗ ✇✐t❤ N ′ ❜❧♦❝❦s

✐s ✈✐s✐t❡❞ ✐♥ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ♦r❞❡r ♦❢ ❝♦st✱ s♦ t❤❛t t❤❡ ✜rst t✐♠❡ I∗ ✐s ✈✐s✐t❡❞ ✐t ❤❛s ♦♣t✐♠❛❧ ❝♦st✳

⊓⊔
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❉❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ N ′✱ S✱ ❛♥❞ H✱ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❣❡♥❡r❛t❡s ❛ ❞❛t❛❜❛s❡

✇✐t❤ ✈❡r② ❧❛r❣❡ s✐③❡✳ ❚♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ❞❛t❛❜❛s❡ s✐③❡ ✇❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ s♦♠❡ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥ts ♦✈❡r ✐t✳

❖✉r ✜rst ❡♥❤❛♥❝❡♠❡♥t ✇❛s t♦ t❛❦❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ❛❜str❛❝t st❛t❡s ♦❢ t❤❡ ❇❘P ❞♦♠❛✐♥✱

t❤❛t ✐s✱ ✇❡ s♦rt❡❞ t❤❡ st❛❝❦s ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❦❡❡♣ ♦♥❧② ♦♥❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ ❢♦r ❡❛❝❤ s❡t ♦❢ s✐♠✐❧❛r

st❛❝❦✐♥❣ ❛r❡❛s✳ ❖✉r s❡❝♦♥❞ ❡♥❤❛♥❝❡♠❡♥t ✇❛s t♦ ❝♦♠♣❛❝t❧② r❡♣r❡s❡♥t ❛ st❛t❡ ✇✐t❤ ♦♥❧② t✇♦

♥✉♠❜❡rs ♦❢ ✻✹ ❜✐ts✳ ❚❤❡ ✜rst ♥✉♠❜❡r r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❤❡✐❣❤ts ♦❢ t❤❡ N ′ ❜❧♦❝❦s b1, b2, . . . , b
′
N

✐♥ t❤❡ st❛❝❦✐♥❣ ❛r❡❛✿ t❤❡ it❤ ❞✐❣✐t ✭❢r♦♠ ❧❡❢t t♦ r✐❣❤t✮ ♦❢ t❤✐s ♥✉♠❜❡r r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❤❡✐❣❤t

♦❢ t❤❡ ❜❧♦❝❦ bi ♠✐♥✉s ✶✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✐❢ t❤❡ ❜❧♦❝❦s ❛r❡ b1, b2, . . . , b10 ❛♥❞ t❤❡✐r ❤❡✐❣❤ts

❛r❡ 1, 2, 3, 1, 1, 1, 2, 3, 4, 2 r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ t❤❡♥ t❤❡ ✜rst ♥✉♠❜❡r ✐s 0120001231 ✭✇❡ ❞✐s❝❛r❞

❧❡❛❞✐♥❣ ③❡r♦s✱ t❤❡r❡❢♦r❡ t❤✐s ♥✉♠❜❡r ✐s ♦♥❧② 120001231✮✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ♥✉♠❜❡r r❡♣r❡s❡♥ts

t❤❡ st❛❝❦ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❡❛❝❤ ❜❧♦❝❦ ✐s st❛❝❦❡❞ ❛♥❞ ✐t ✐s ❦❡♣t ✐♥ ❛ s✐♠✐❧❛r ♠❛♥♥❡r ❛s t❤❡ ♥✉♠❜❡r

r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ ❤❡✐❣❤ts✳ ❖✉r t❤✐r❞ ❡♥❤❛♥❝❡♠❡♥t ✇❛s t♦ ❞❡❧❡t❡ ❢r♦♠ t❤❡ ❞❛t❛❜❛s❡ ❛❧❧ st❛t❡s

❢♦r ✇❤✐❝❤ t❤❡ t♦t❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ r❡❧♦❝❛t✐♦♥s ✐s ✵✳ ❖✉r ❢♦✉rt❤ ❛♥❞ ❧❛st ❡♥❤❛♥❝❡♠❡♥t ✇❛s t♦

❞❡❧❡t❡ ✐♥st❛♥❝❡s ♦❢ t❤❡ P❉❇ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✇❛②✳ ❋♦r t✇♦ ✐♥st❛♥❝❡s✱ A ❛♥❞ B✱ ✐❢ ❛❢t❡r

❝♦♥s❡❝✉t✐✈❡ r❡tr✐❡✈❛❧s ♦♥ A ✇❡ ❛rr✐✈❡ ❛t B✱ t❤❡♥ ✇❡ ❞❡❧❡t❡ A ❢r♦♠ t❤❡ P❉❇ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡

t✇♦ ✐♥st❛♥❝❡s ❛r❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ✐♥ ❝♦st✳ ❙♦ ❜❡❢♦r❡ ❝♦♥s✉❧t✐♥❣ ❛♥ ✐♥st❛♥❝❡ ✐♥ t❤❡ P❉❇✱ ✇❡ ✜rst

r❡tr✐❡✈❡ ❛❧❧ ♣♦ss✐❜❧❡ ❜❧♦❝❦s ❢r♦♠ ✐t t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ r❡tr✐❡✈❡❞ ✇✐t❤♦✉t r❡❧♦❝❛t✐♦♥s✳ ■♥ ❚❛❜❧❡ ✺✳✶

✇❡ ♣r❡s❡♥t t❤❡ s✐③❡s ♦❢ t❤❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ P❉❇ ✇✐t❤ N ′ = 10 ❜❧♦❝❦s✱ ❢♦r ❣✐✈❡♥ ✈❛❧✉❡s ♦❢ S ❛♥❞

H✱ ❛❢t❡r ❡❛❝❤ ❡♥❤❛♥❝❡♠❡♥t✳

✺✳✸ ❯s✐♥❣ t❤❡ P❉❇ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ ❛ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✇❡ s❤♦✇ ❤♦✇ t♦ ✉s❡ t❤❡ P❉❇ t♦ ✜♥❞ ❛ ♥❡✇ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞ t♦ t❤❡ ❇❘P✳ ❲❡

❞❡♥♦t❡ t❤✐s ♥❡✇ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞ ❜② LB✲PDB✳ ▲❡t I ❜❡ ❛♥ ✐♥st❛♥❝❡ ✇✐t❤ N ❜❧♦❝❦s ❛♥❞ S

st❛❝❦s ✇✐t❤ ❤❡✐❣❤t ❧✐♠✐t H✳ ▲❡t g1, g2, . . . , g⌈N/N ′⌉ ❜❡ ❛ ♣❛rt✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ N ❜❧♦❝❦s ✐♥ ❣r♦✉♣s

♦❢ N ′ ❜❧♦❝❦s ✐♥ ♦r❞❡r✱ ✇❤❡r❡ ❢♦r ❡❛❝❤ j = 1, . . . , ⌈N/N ′⌉✱ gj = {b(j−1)N ′+1, . . . , bjN ′}✳ ▲❡t

Gj ❜❡ t❤❡ ✉♥✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✜rst j ♣❛rts✱ ✐✳❡✳✱ Gj = g1 ∪ . . . ∪ gj ❛♥❞ ❧❡t Ij = abState(I,Gj)✳

❲❡ ❞❡✜♥❡ OPT(I) ❛s t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ♥✉♠❜❡r ♦❢ r❡❧♦❝❛t✐♦♥s ♥❡❡❞❡❞ t♦ r❡tr✐❡✈❡ ❛❧❧ ❜❧♦❝❦s

♦❢ ❛♥② ❣✐✈❡♥ ✐♥st❛♥❝❡ I ❛♥❞ REL(I) ❛s ❛♥ ♦♣t✐♠❛❧ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ r❡❧♦❝❛t✐♦♥s ❛♥❞ r❡tr✐❡✈❛❧s

❢♦r I✳ ❲❡ ❞❡♥♦t❡ ❜② PDB ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ t❤❛t ❝♦♥s✉❧ts t❤❡ ♣❛tt❡r♥ ❞❛t❛❜❛s❡ ❛♥❞ r❡t✉r♥s t❤❡

♥✉♠❜❡r ♦❢ r❡❧♦❝❛t✐♦♥s t♦ s♦❧✈❡ s♦♠❡ ✐♥st❛♥❝❡ I✱ ✐❢ abs(I) ✐s ♣r❡s❡♥t ✐♥ t❤❡ ❞❛t❛❜❛s❡✳ ◆♦t❡

t❤❛t PDB(abState(I, gj)) = OPT(abState(I, gj))✳

❘❡❝❛❧❧ ▲❇✷✱ t❤❡ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞ ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② ❩❤✉ ❡t ❛❧✳ ❬✶✾❪ ❛♥❞ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✹✳

❲❡ ❤❛✈❡ LB2(b) = 0 ✐❢ b ✐s ♥♦t ❛ ❜❧♦❝❦✐♥❣ ❜❧♦❝❦✱ LB2(b) = 1 ✐❢ b ✐s ❛ ❜❧♦❝❦✐♥❣ ❜❧♦❝❦ ❜✉t

✐t ✐s ♥♦t ❛ ❜❧♦❝❦✐♥❣ ❜❧♦❝❦ ❛❢t❡r r❡❧♦❝❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ LB2(b) = 2 ♦t❤❡r✇✐s❡✳ ❲❡ ❞❡✜♥❡

LB2(gj) =
∑

b∈gj

LB2(b).

❆t ❧❛st ❢♦r ❡❛❝❤ j = 1, . . . , ⌈N/N ′⌉ ❞❡✜♥❡

LB✲PDB(Ij) =

j∑

i=1

max{LB2(gi),PDB(abState(I, gi))},
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❚❛❜❧❡ ✺✳✶✿ ❊♥❤❛♥❝❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ P❉❇ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡s ✇✐t❤ ✶✵ ❜❧♦❝❦s✳

S H ❋✐rst ❙❡❝♦♥❞ ❚❤✐r❞ ❋♦✉rt❤

✻ ✸ ✶✽✷ ▼❇ ✾✷ ▼❇ ✼✼ ▼❇ ✹✶ ▼❇
✻ ✹ ✻✾✽ ▼❇ ✸✺✸ ▼❇ ✷✾✻ ▼❇ ✶✼✼ ▼❇
✻ ✺ ✶✹✵✵ ▼❇ ✻✽✸ ▼❇ ✺✼✸ ▼❇ ✸✻✺ ▼❇
✻ ✻ ✶✾✵✵ ▼❇ ✾✺✹ ▼❇ ✽✵✵ ▼❇ ✺✷✻ ▼❇
✻ ✼ ✷✸✵✵ ▼❇ ✶✷✵✵ ▼❇ ✾✻✶ ▼❇ ✻✹✺ ▼❇
✼ ✸ ✶✽✹ ▼❇ ✾✸ ▼❇ ✼✼ ▼❇ ✹✷ ▼❇
✼ ✹ ✼✵✶ ▼❇ ✸✺✺ ▼❇ ✷✾✻ ▼❇ ✶✼✼ ▼❇
✼ ✺ ✶✹✵✵ ▼❇ ✻✽✺ ▼❇ ✺✼✸ ▼❇ ✸✻✺ ▼❇
✼ ✻ ✶✾✵✵ ▼❇ ✾✺✺ ▼❇ ✽✵✵ ▼❇ ✺✷✼ ▼❇
✼ ✼ ✷✸✵✵ ▼❇ ✶✷✵✵ ▼❇ ✾✻✶ ▼❇ ✻✹✻ ▼❇
✽ ✸ ✶✽✺ ▼❇ ✾✸ ▼❇ ✼✼ ▼❇ ✹✷ ▼❇
✽ ✹ ✼✵✶ ▼❇ ✸✺✺ ▼❇ ✷✾✻ ▼❇ ✶✼✼ ▼❇
✽ ✺ ✶✹✵✵ ▼❇ ✻✽✺ ▼❇ ✺✼✸ ▼❇ ✸✻✺ ▼❇
✽ ✻ ✶✾✵✵ ▼❇ ✾✺✺ ▼❇ ✽✵✵ ▼❇ ✺✷✼ ▼❇
✽ ✼ ✷✸✵✵ ▼❇ ✶✷✵✵ ▼❇ ✾✻✶ ▼❇ ✻✹✻ ▼❇
✾ ✸ ✶✽✺ ▼❇ ✾✸ ▼❇ ✼✼ ▼❇ ✹✷ ▼❇
✾ ✹ ✼✵✶ ▼❇ ✸✺✺ ▼❇ ✷✾✻ ▼❇ ✶✼✼ ▼❇
✾ ✺ ✶✹✵✵ ▼❇ ✻✽✺ ▼❇ ✺✼✸ ▼❇ ✸✻✺ ▼❇
✾ ✻ ✶✾✵✵ ▼❇ ✾✺✺ ▼❇ ✽✵✵ ▼❇ ✺✷✼ ▼❇
✾ ✼ ✷✸✵✵ ▼❇ ✶✷✵✵ ▼❇ ✾✻✶ ▼❇ ✻✹✻ ▼❇
✶✵ ✸ ✶✽✺ ▼❇ ✾✸ ▼❇ ✼✼ ▼❇ ✹✷ ▼❇
✶✵ ✹ ✼✵✶ ▼❇ ✸✺✺ ▼❇ ✷✾✻ ▼❇ ✶✼✼ ▼❇
✶✵ ✺ ✶✹✵✵ ▼❇ ✻✽✺ ▼❇ ✺✼✸ ▼❇ ✸✻✺ ▼❇
✶✵ ✻ ✶✾✵✵ ▼❇ ✾✺✺ ▼❇ ✽✵✵ ▼❇ ✺✷✼ ▼❇
✶✵ ✼ ✷✸✵✵ ▼❇ ✶✷✵✵ ▼❇ ✾✻✶ ▼❇ ✻✹✻ ▼❇
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❛♥❞

LB✲PDB(I) = LB✲PDB(I⌈N/N ′⌉).

❲❡ s❤♦✇ t❤❛t t❤✐s ✐s ❛ ✈❛❧✐❞ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞ ❢♦r OPT(I) ✐♥ ❚❤❡♦r❡♠ ✺✳✸✳✶✳ ❋✐rst✱ ✇❡ ♥❡❡❞

s♦♠❡ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛r② r❡s✉❧ts✳ ❲❡ ❝❛♥ ✇r✐t❡ OPT(Ij)✱ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ✈❛❧✉❡ t♦ r❡tr✐❡✈❡

❜❧♦❝❦s ♦❢ t❤❡ ✜rst j ♣❛rts Gj = g1 ∪ . . . ∪ gj✱ ❛s

OPT(Ij) = |R0(Gj−1)|+ |R1(gj)|+ |R2(gj)|,

✇❤❡r❡ R0(Gj−1) ⊆ REL(Ij) ✐s t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ r❡❧♦❝❛t✐♦♥s t❤❛t ❛r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ♦✈❡r ❜❧♦❝❦s

✐♥ Gj−1 t♦ r❡tr✐❡✈❡ ❛❧❧ ❜❧♦❝❦s ✐♥ Gj−1✱ R1(gj) ⊆ REL(Ij) ✐s t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ r❡❧♦❝❛t✐♦♥s t❤❛t

❛r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ♦✈❡r ❜❧♦❝❦s ✐♥ gj ✇❤❡♥ r❡tr✐❡✈✐♥❣ ❛❧❧ ❜❧♦❝❦s ✐♥ Gj−1✱ ❛♥❞ R2(gj) ⊆ REL(Ij)

✐s t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ r❡❧♦❝❛t✐♦♥s t❤❛t ❛r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ♦✈❡r ❜❧♦❝❦s ✐♥ gj t♦ r❡tr✐❡✈❡ t❤❡s❡ ❜❧♦❝❦s

♦❢ gj✱ ❛❢t❡r t❤❡ ❜❧♦❝❦s ✐♥ Gj−1 ✇❡r❡ r❡tr✐❡✈❡❞✳

❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤r❡❡ ❝❧❛✐♠s ❛r❡ ❞✐r❡❝t r❡s✉❧ts ❢r♦♠ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s ❛❜♦✈❡✳

❈❧❛✐♠ ✶ ❚❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ r❡❧♦❝❛t✐♦♥s R0(Gj−1) ✐s ❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r Ij−1✱ s♦

OPT(Ij−1) ≤ |R0(Gj−1)|.

❈❧❛✐♠ ✷ ❚❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ r❡❧♦❝❛t✐♦♥s R1(gj) ❛♥❞ R2(gj) t♦❣❡t❤❡r ❛r❡ ❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r abState(I, gj)✱

s♦

PDB(abState(I, gj)) ≤ |R1(gj)|+ |R2(gj)|.

❈❧❛✐♠ ✸ ❚❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ r❡❧♦❝❛t✐♦♥s R1(gj) ❛♥❞ R2(gj) ❛r❡ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ✐♥st❛♥❝❡

Gj t♦ r❡♠♦✈❡ ✐t❡♠s ✐♥ Gj−1 ❛♥❞ gj✱ s♦

LB2(gj) ≤ |R1(gj)|+ |R2(gj)|.

❚❤❡♦r❡♠ ✺✳✸✳✶ ❋♦r ❛♥② j s✉❝❤ t❤❛t 1 ≤ j ≤ ⌈N/N ′⌉ ✇❡ ❤❛✈❡ LB✲PDB(Ij) ≤ OPT(Ij)✳

Pr♦♦❢✳ ❚❤❡ ♣r♦♦❢ ✐s ❜② ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ♦♥ j✳ ■♥ t❤❡ ❜❛s❡ ❝❛s❡ ❝♦♥s✐❞❡r j = 1✳ ❙✐♥❝❡ G1 = g1✱

❛♥❞ t❤✐s s❡t ❝♦♥t❛✐♥s t❤❡ s♠❛❧❧❡st ❜❧♦❝❦s✱ t❤❡② ❝❛♥ ♦♥❧② ❜❧♦❝❦ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r✱ s♦ ❜② ❞❡✜♥✐t✐♦♥

✇❡ ♠✉st ❤❛✈❡ LB2(g1) ≤ OPT(I1)✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ P❉❇ s❛✈❡s ♦♣t✐♠❛❧ s♦❧✉t✐♦♥s t♦ ❛❜str❛❝t

st❛t❡s ✇❡ ❤❛✈❡ PDB(abState(I, g1)) = OPT(I1)✳ ❙♦ ✇❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t

LB✲PDB(I1) = max{LB2(g1),PDB(abState(I, g1))} ≤ OPT(I1).

◆♦✇ ❝♦♥s✐❞❡r j ≥ 2✳ ❲❡ ❤❛✈❡

LB✲PDB(Ij) = LB✲PDB(Ij−1) + max{LB2(gj),PDB(abState(I, gj))}

≤ OPT(Ij−1) + max{LB2(gj),PDB(abState(I, gj))}

≤ OPT(Ij−1) + |R1(gj)|+ |R2(gj)|

≤ |R0(Gj−1)|+ |R1(gj)|+ |R2(gj)|

= OPT(Ij) ,
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✇❤❡r❡ t❤❡ ✜rst ✐♥❡q✉❛❧✐t② ❢♦❧❧♦✇s ❢r♦♠ t❤❡ ✐♥❞✉❝t✐✈❡ ❤②♣♦t❤❡s✐s✱ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦♥❡ ❢r♦♠

❈❧❛✐♠s ✷ ❛♥❞ ✸✱ ❛♥❞ t❤❡ t❤✐r❞ ✐♥❡q✉❛❧✐t② ❢♦❧❧♦✇s ❢r♦♠ ❈❧❛✐♠ ✶✳ ⊓⊔

✺✳✹ ■♠♣r♦✈✐♥❣ t❤❡ ❊①❛❝t ❆❧❣♦r✐t❤♠

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✇❡ s❤♦✇ ❤♦✇ t♦ ✉s❡ t❤❡ P❉❇ ❛♥❞ ❛❜str❛❝t✐♦♥s st❛t❡s t♦ s♣❡❡❞ ✉♣ t❤❡ ❇✫❇

❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❲❡ ❛✈♦✐❞ t❤❡ ❡①♣❧♦r❛t✐♦♥ ♦❢ st❛t❡ ♥♦❞❡s ✇❤♦s❡ s♦❧✉t✐♦♥s ❛r❡ ♣r❡❝♦♠♣✉t❡❞

✐♥ t❤❡ P❉❇ ❛♥❞ ✇❡ ✉s❡ ❛ ❤❛s❤ t❛❜❧❡ t♦ s❛✈❡ s♦❧✉t✐♦♥s ♦❢ ❛❜str❛❝t st❛t❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣

t♦ ♥♦❞❡s t❤❛t ✇❡r❡ ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ❡①♣❧♦r❡❞ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❇✫❇ s❡❛r❝❤✳ ❚❤❡s❡ ✐❞❡❛s ✇❡r❡ ✉s❡❞

❜❡❢♦r❡ ❜② ❑✉ ❛♥❞ ❆rt❤❛♥❛r✐ ❬✶✹❪✳

❚❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ t❤❛t st❛❝❦s ❝❛♥ ❜❡ r❡❛rr❛♥❣❡❞ ❛♥❞ r❡♣r❡s❡♥t ❛ s❛♠❡ st❛t❡ s✉❣❣❡sts

t❤❛t ✐♥ t❤❡ ❇✫❇ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇❡ ♠❛② ✈✐s✐t ❡q✉✐✈❛❧❡♥t st❛t❡s ♠❛♥② t✐♠❡s✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✇❡ ❝❛♥

❛✈♦✐❞ t❤❡ ❡①♣❧♦r❛t✐♦♥ ♦❢ ♣❛rts ♦❢ t❤❡ s❡❛r❝❤ s♣❛❝❡ ✐❢ ✇❡ ❦❡❡♣ tr❛❝❦ ♦❢ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t st❛t❡s✳

❆❧❣♦r✐t❤♠ ✹ s❤♦✇s t❤❡ ♣s❡✉❞♦❝♦❞❡ ❢♦r t❤❡ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t t❤❛t ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ♥❡①t✳ ❊✈❡r②

t✐♠❡ ✇❡ ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ❡①♣❧♦r❡ ❛ s✉❜tr❡❡ ♦❢ t❤❡ s❡❛r❝❤ s♣❛❝❡✱ ✇✐t❤ ❛ r♦♦t r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ ❛ st❛t❡

✇✐t❤ k′ r❡❧♦❝❛t✐♦♥s ❞♦♥❡ ♣r❡✈✐♦✉s❧②✱ ✇❡ ❝❛♥ s❛✈❡ t❤❡ ❛❜str❛❝t st❛t❡ ♦❢ t❤✐s r♦♦t ♥♦❞❡ ❛♥❞

t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r ✐t ✭❧✐♥❡s ✸✶ t♦ ✸✸✮✳ ❉✉r✐♥❣ t❤❡ ❡①♣❧♦r❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♥♦t❤❡r ♣❛rt ♦❢

t❤❡ s❡❛r❝❤ s♣❛❝❡✱ ✐❢ ✇❡ ❡①♣❧♦r❡ ❛♥♦t❤❡r ♥♦❞❡ r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ ❛❜str❛❝t st❛t❡✱ ✇❡ ❝❛♥

st♦♣ t❤❡ ❡①♣❧♦r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s s✉❜tr❡❡ ✭❧✐♥❡s ✼ ❛♥❞ ✽✮✱ s✐♥❝❡ ✇❡ ❛❧r❡❛❞② ❦♥♦✇ ✐ts ♦♣t✐♠❛❧

✈❛❧✉❡✳ ■♥ t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤✱ ✇❡ s❛✈❡ ❛❧❧ ❛❜str❛❝t st❛t❡s ✇❤❡r❡ ❛t ♠♦st k′ r❡❧♦❝❛t✐♦♥s ✇❡r❡

❞♦♥❡ ♣r❡✈✐♦✉s❧② ✐♥ ❛ ❤❛s❤ t❛❜❧❡✳

❆♥♦t❤❡r ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ✐s t♦ ✉s❡ t❤❡ P❉❇✱ ✇❤❡r❡ ✇❡ ♣r❡❝♦♠♣✉t❡ ♦♣t✐♠❛❧ s♦❧✉t✐♦♥s ✇✐t❤

✉♣ t♦ N ′ ❜❧♦❝❦s✳ ❲❤❡♥ ❡①♣❧♦r✐♥❣ ❛ ♥❡✇ ♥♦❞❡ ✐♥ t❤❡ ❇✫❇✱ ✇❤❡r❡ ✐t r❡♣r❡s❡♥ts ❛ st❛t❡

✇✐t❤ N ′ ❜❧♦❝❦s✱ ✇❡ ❝❤❡❝❦ ✐❢ t❤❡ ❛❜str❛❝t st❛t❡ ♦❢ t❤✐s ♥♦❞❡ ✇❛s ❛❧r❡❛❞② s❛✈❡❞ ✐♥ t❤❡ P❉❇

✭❧✐♥❡s ✹ t♦ ✻✮ ❛♥❞ ✉s❡ ✐ts ♣r❡❝♦♠♣✉t❡❞ ♦♣t✐♠❛❧ s♦❧✉t✐♦♥✳
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❆❧❣♦r✐t❤♠ ✹ Ps❡✉❞♦❝♦❞❡ ❢♦r t❤❡ ❜r❛♥❝❤ ❛♥❞ ❜♦✉♥❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✉s✐♥❣ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥
♦❢ t❤❡ P❉❇ ❛♥❞ ❛❜str❛❝t✐♦♥ st❛t❡s✳ ■t r❡❝❡✐✈❡s ❛ st❛❝❦✐♥❣ ❛r❡❛ st❛t❡ S✱ t❤❡ t❛r❣❡t ❝♦st
costcur ♦❢ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ t♦ ❜❡ ❢♦✉♥❞✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r reloc ♦❢ r❡❧♦❝❛t✐♦♥s ❛❧r❡❛❞② ♣❡r❢♦r♠❡❞✱
❛♥❞ ❝♦♥st❛♥ts k′ ❛♥❞ N ′✳ ■t r❡t✉r♥s t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ♦❢ ❛❧❧ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞s ❢♦✉♥❞✱ ❛♥❞ t❤❡ ❜❡st
✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞ ❢♦✉♥❞✳

✶✿ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❇✫❇✭S✱ costcur✱ reloc✱ k
′✱ N ′✮

✷✿ costnew ←∞
✸✿ UBnew ←∞
✹✿ ✐❢ S ❤❛s N ′ ❜❧♦❝❦s t❤❡♥
✺✿ UBnew ← reloc + PDB(abs(S))
✻✿ r❡t✉r♥ costnew,UBnew

✼✿ ✐❢ reloc ≤ k′ ❛♥❞ abs(S) ∈ hashTable t❤❡♥
✽✿ r❡t✉r♥ hashTable(abs(S))

✾✿ ✐❢ t ✐s ❛t t❤❡ t♦♣ ♦❢ ❛ st❛❝❦ t❤❡♥
✶✵✿ ❘❡tr✐❡✈❡ t ❢r♦♠ S
✶✶✿ r❡t✉r♥ ❇✫❇(S, costcur, reloc, k

′, N ′)

✶✷✿ ▲❡t sx ❜❡ t❤❡ st❛❝❦ ♦❢ ❜❧♦❝❦ t
✶✸✿ ▲❡t y ❜❡ t❤❡ ❤❡✐❣❤t ♦❢ ❜❧♦❝❦ t
✶✹✿ h← height(sx)
✶✺✿ LB← ▲♦✇❡r ❜♦✉♥❞ ❢♦r S + reloc
✶✻✿ ✐❢ LB > costcur t❤❡♥
✶✼✿ costnew ← LB
✶✽✿ r❡t✉r♥ costnew,UBnew

✶✾✿ ❢♦r x′ ∈ {1, . . . , S} ❛♥❞ sx′ 6= sx ❞♦
✷✵✿ ✐❢ height(sx′) < H ❛♥❞ Bx,h < tx′ t❤❡♥
✷✶✿ S ′ ← ◆❡✇ st❛t❡ ❜② r❡❧♦❝❛t✐♥❣ ❜❧♦❝❦ Bx,h t♦ st❛❝❦ sx′

✷✷✿ costx′ ,UBx′ ← ❇✫❇(S ′, costcur, reloc + 1, k′, N ′)
✷✸✿ costnew ← min{costnew, costx′}
✷✹✿ UBnew ← min{UBnew,UBx′}

✷✺✿ ❢♦r x′ ∈ {1, . . . , S} ❛♥❞ sx′ 6= sx ❞♦
✷✻✿ ✐❢ height(sx′) < H ❛♥❞ Bx,h > tx′ t❤❡♥
✷✼✿ S ′ ← ◆❡✇ st❛t❡ ❜② r❡❧♦❝❛t✐♥❣ ❜❧♦❝❦ Bx,h t♦ st❛❝❦ sx′

✷✽✿ costx′ ,UBx′ ← ❇✫❇(S ′, costcur, reloc + 1, k′, N ′)
✷✾✿ costnew ← min{costnew, costx′}
✸✵✿ UBnew ← min{UBnew,UBx′}

✸✶✿ ✐❢ reloc ≤ k′ ❛♥❞ abs(S) /∈ hashTable t❤❡♥
✸✷✿ hashTable(abs(S)) = costnew,UBnew

✸✸✿ r❡t✉r♥ costnew,UBnew
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❈❤❛♣t❡r ✻

❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❘❡s✉❧ts

■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✇❡ ♣r❡s❡♥t t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s t♦ t❤❡ ❇❘P✳ ❋✐rst

✇❡ s❤♦✇ t❤❡ s❡t ♦❢ ✐♥st❛♥❝❡s ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✭❙❡❝t✐♦♥ ✻✳✶✮✱ t❤❡♥ ✇❡ ♣r❡s❡♥t s♦♠❡

r❡s✉❧ts r❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ P❉❇ ✭❙❡❝t✐♦♥ ✻✳✷✮✱ ❛♥❞ t❤❡♥ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✻✳✸ ✇❡

❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✉s✐♥❣ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞s✳ ■♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✻✳✹ ✇❡ ♣r❡s❡♥t t❤❡

r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ ✐♠♣r♦✈❡❞ ❡①❛❝t ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✉s✐♥❣ t❤❡ P❉❇ t♦ st♦♣ t❤❡ ❡①♣❧♦r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡

s❡❛r❝❤ s♣❛❝❡ ❡❛r❧✐❡r✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❛ ❤❛s❤ t❛❜❧❡ t♦ s❛✈❡ s♦❧✉t✐♦♥s ❛❧r❡❛❞② ❝♦♠♣✉t❡❞

♦❢ ❛❜str❛❝t st❛t❡s ✉♥t✐❧ ❛ ♣r❡✲❞❡✜♥❡❞ ❞❡♣t❤ ♦❢ t❤❡ s❡❛r❝❤ tr❡❡✳

✻✳✶ ■♥st❛♥❝❡ ❙❡t

❋♦r t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✱ ✇❡ ❞♦✇♥❧♦❛❞❡❞ ❛♥❞ ✉s❡❞ t❤❡ ❞❛t❛s❡t ♦❢ ✐♥st❛♥❝❡s

♦❢ ❩❤✉ ❡t ❛❧✳ ❬✶✾❪✳ ❚❤❡s❡ ❛r❡ t❤❡ ✐♥st❛♥❝❡s ✉s❡❞ ✐♥ ♦t❤❡r ❡①♣❡r✐♠❡♥ts s✉❝❤ ❛s t❤❡ ♦♥❡s

♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜② ❚❛♥❛❦❛ ❛♥❞ ❚❛❦❦✐ ❬✶✼❪✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❩❤✉ ❡t ❛❧✳ ❬✶✾❪✱ t❤❡ ❞❛t❛s❡t ✐s ❣❡♥❡r❛t❡❞

✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♠❛♥♥❡r✳ ❋♦r ✜①❡❞ ✈❛❧✉❡s ♦❢ N ✭♥✉♠❜❡r ♦❢ ❜❧♦❝❦s✮✱ S ✭♥✉♠❜❡r ♦❢ st❛❝❦s✮✱

❛♥❞ H ✭❤❡✐❣❤t ❧✐♠✐t✮✱ ✐t ✐s ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❛ r❛♥❞♦♠ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✜rst N ✐♥t❡❣❡rs✳ ❚❤❡

❜❧♦❝❦s ❛r❡ ✐♥s❡rt❡❞ ✐♥ st❛❝❦s ✐♥ t❤❡ ♦r❞❡r ❣✐✈❡♥ ❜② t❤✐s ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥✳ ❋♦r ❡❛❝❤ ❜❧♦❝❦ ✐♥ t❤❡

♣❡r♠✉t❛t✐♦♥✱ ✐t ✐s s❡❧❡❝t❡❞ ❛ r❛♥❞♦♠ st❛❝❦ ❛♥❞ t❤❡ ❜❧♦❝❦ ✐s ❛ss✐❣♥❡❞ t♦ ✐t ✐❢ t❤❡ st❛❝❦ ❤❛s

❢❡✇❡r t❤❛♥ H ❜❧♦❝❦s✳ ■❢ t❤❡ st❛❝❦ ❛❧r❡❛❞② ❤❛s H ❜❧♦❝❦s✱ t❤❡♥ t❤❡ ✐♥st❛♥❝❡ ✐s ❞✐s❝❛r❞❡❞ ❛♥❞

t❤❡ ♣r♦❝❡ss ✐s r❡st❛rt❡❞✳ ❆♥ ✐♥st❛♥❝❡ ✐s ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❛❢t❡r ❡❛❝❤ ❡❧❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥

✐s ❛ss✐❣♥❡❞ t♦ ❛ st❛❝❦✳

❚❤❡ ✐♥st❛♥❝❡s ✇❡r❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✈❛❧✉❡s✿ ❢♦r S = 6 ❛♥❞ ❡❛❝❤ H ∈

{3, 4, 5, 6, 7} ✐t ✇❛s ❣❡♥❡r❛t❡❞ ✸✵✵ ✐♥st❛♥❝❡s✱ ✇✐t❤ ❛ t♦t❛❧ ♦❢ ✶✺✵✵ ✐♥st❛♥❝❡s ❢♦r S = 6❀

❢♦r S = 7 ❛♥❞ ❢♦r ❡❛❝❤ H ∈ {3, 4, 5, 6, 7} ✐t ✇❛s ❣❡♥❡r❛t❡❞ ✹✵✵ ✐♥st❛♥❝❡s✱ ✇✐t❤ ❛ t♦t❛❧ ♦❢

✷✵✵✵ ✐♥st❛♥❝❡s ❢♦r S = 7❀ ❢♦r S = 8 ❛♥❞ ❢♦r ❡❛❝❤ H ∈ {3, 4, 5, 6, 7} ✐t ✇❛s ❣❡♥❡r❛t❡❞ ✺✵✵

✐♥st❛♥❝❡s✱ ✇✐t❤ ❛ t♦t❛❧ ♦❢ ✷✺✵✵ ✐♥st❛♥❝❡s❀ ❢♦r S = 9 ❛♥❞ ❢♦r ❡❛❝❤ H ∈ {3, 4, 5, 6, 7} ✐t ✇❛s

❣❡♥❡r❛t❡❞ ✻✵✵ ✐♥st❛♥❝❡s✱ ✇✐t❤ ❛ t♦t❛❧ ♦❢ ✸✵✵✵ ✐♥st❛♥❝❡s ❢♦r S = 9❀ ❛♥❞ ❢♦r S = 10 ❛♥❞

❢♦r ❡❛❝❤ H ∈ {3, 4, 5, 6, 7} ✐t ✇❛s ❣❡♥❡r❛t❡❞ ✼✵✵ ✐♥st❛♥❝❡s✱ ✇✐t❤ ❛ t♦t❛❧ ♦❢ ✸✺✵✵ ✐♥st❛♥❝❡s

❢♦r S = 10✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❛ t♦t❛❧ ♦❢ ✶✷✺✵✵ ✐♥st❛♥❝❡s ✇❡r❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞✳ ❋♦r ❡❛❝❤ ✜①❡❞ ♣❛✐r ♦❢

S ❛♥❞ H ✈❛❧✉❡s✱ ✐❢ ✐t ✇❛s ❣❡♥❡r❛t❡❞ X ✐♥st❛♥❝❡s✱ t❤❡♥ t❤❡r❡ ❛r❡ X/(H − 1) ✐♥st❛♥❝❡s ❢♦r

❡❛❝❤ ✈❛❧✉❡ ♦❢ N ✱ ✇❤❡r❡ N ✐s ❜❡t✇❡❡♥ H(S − 1) ❛♥❞ HS − 1✳

❚❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✇❡r❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✐♥ ❈✰✰ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ❛♥❞ ✇❡ ✉s❡❞ ❛
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❝♦♠♣✉t❡r ✇✐t❤ ■♥t❡❧ ❳❡♦♥ ❊✸✲✶✷✸✵ ❈P❯ ✭✸✳✸✵ ●❍③✮ ❛♥❞ ✸✷●❇ ♦❢ ♠❡♠♦r② t♦ ❡①❡❝✉t❡

❆❧❣♦r✐t❤♠ ✶ ♦✈❡r ❛❧❧ ✐♥st❛♥❝❡s✱ ❥✉st ✈❛r②✐♥❣ t❤❡ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞ ✐t ✉s❡s✳ ❚❤❡ s♦✉r❝❡ ❝♦❞❡ ♦❢

t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ✐s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❛t ✏❯❘▲✑ ✭❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❛❢t❡r ♣✉❜❧✐❝❛t✐♦♥✮✳

✻✳✷ ●❡♥❡r❛t✐♥❣ t❤❡ P❉❇

■♥ ❚❛❜❧❡ ✻✳✶ ✇❡ ♣r❡s❡♥t ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t t❤❡ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ P❉❇s ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ✈❛❧✉❡s

♦❢ N ′✱ ✐✳❡✳✱ ❞✐✛❡r❡♥t ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❜❧♦❝❦s ✐♥ t❤❡ ❛❜str❛❝t ✐♥st❛♥❝❡✳ ❲❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ P❉❇s ✇✐t❤

N ′ ∈ {5, 8, 10}✳ ❲❡ tr✐❡❞ t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ ❛ P❉❇ ✇✐t❤ N ′ = 11 ❜✉t t❤❛t r❡s✉❧t❡❞ ✐♥ t❤❡

♣r♦❝❡ss ❜❡✐♥❣ ❦✐❧❧❡❞ ❜② t❤❡ ♦♣❡r❛t✐♥❣ s②st❡♠✱ s✐♥❝❡ t❤❡ s②st❡♠ ❜❡❝❛♠❡ ♦✉t ♦❢ ♠❡♠♦r②✳

❋♦r N ′ = 10 ✐t t♦♦❦ ❛❧♠♦st ✼ ❤♦✉rs t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ t❤❡ P❉❇✳

❖✉r ✐♥st❛♥❝❡ s❡t ❝♦♥t❛✐♥s ✐♥st❛♥❝❡s ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t ✈❛❧✉❡s ♦❢ S ❛♥❞ H✱ s♦ ✇❡ ❤❛✈❡

t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ P❉❇s ❢♦r t❤❡s❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥s✱ ✇✐t❤ S ∈ {6, 7, 8, 9, 10} ❛♥❞ H ∈

{3, 4, 5, 6, 7}✳ ■♥ ❚❛❜❧❡ ✻✳✶ ✇❡ s❤♦✇ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✉♥✐q✉❡ ❛❜str❛❝t ✐♥st❛♥❝❡s ❣❡♥❡r❛t❡❞

❛♥❞ t❤❡ t✐♠❡ t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ t❤❡♠✳

❲❡ ❝❛♥ s❡❡ t❤❛t t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✉♥✐q✉❡ ✐♥st❛♥❝❡s✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ t✐♠❡ t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ t❤❡

P❉❇✱ ✐♥❝r❡❛s❡s ✈❡r② ❢❛st ✇✐t❤ N ′✳ ❚❤❡ t✐♠❡ t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ ❛ P❉❇ ❢♦r N ′ = 5 ✐s ❧❡ss t❤❛♥ ♦♥❡

s❡❝♦♥❞✱ ✐♥❝r❡❛s❡s t♦ s♦♠❡ s❡❝♦♥❞s ❢♦r N ′ = 8✱ ❛♥❞ ❜❡❝♦♠❡s s❡✈❡r❛❧ ♠✐♥✉t❡s ❢♦r N ′ = 10✱

❜❡✐♥❣ ❤❛❧❢ ❛♥ ❤♦✉r ❢♦r s❡✈❡r❛❧ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥s ♦❢ S ❛♥❞ H✳

❙✐♥❝❡ t❤❡ ❧❛r❣❡st P❉❇ t❤❛t ✇❡ ❝♦✉❧❞ ❣❡♥❡r❛t❡ ✇❛s ✇✐t❤ N ′ = 10✱ ✇❡ ✉s❡❞ t❤✐s ♦♥❡ ✐♥

♦✉r ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✳ ◆♦t✐❝❡ t❤❛t t❤❡ ❧❛r❣❡r t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ N ′ ✐♥ t❤❡ P❉❇✱ t❤❡ ❜❡tt❡r t❤❡ s❡❛r❝❤

❛❧❣♦r✐t❤♠ t❡♥❞s t♦ ❜❡✱ s✐♥❝❡ ✐♥ t❤❡ ❡①♣❧♦r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❡❛r❝❤ s♣❛❝❡✱ ❛s s♦♦♥ ❛s ✇❡ ❤❛✈❡

❛♥ ❛❜str❛❝t st❛t❡ ✇✐t❤ N ′ ❜❧♦❝❦s✱ ✇❡ ❝❛♥ st♦♣ t❤❡ s❡❛r❝❤ ✐♥ t❤❛t s✉❜s♣❛❝❡ ❛s ✐ts ♦♣t✐♠❛❧

s♦❧✉t✐♦♥ ✐s s❛✈❡❞ ✐♥ t❤❡ P❉❇✳

▲❛t❡r✱ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✻✳✹✱ ❢♦r ❝♦♠♣❧❡t❡♥❡ss ✇❡ ♣r❡s❡♥t r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡①❛❝t

❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t ✈❛❧✉❡s ♦❢ N ′✱ s❤♦✇✐♥❣ t❤❡ ✐♠♣❛❝t ✐t ❤❛s ♦♥ ✐t✳

✻✳✸ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ❊✈❛❧✉❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❉✐✛❡r❡♥t ▲♦✇❡r ❇♦✉♥❞s

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✇❡ ♣r❡s❡♥t r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ ❡①❛❝t ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✉s✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞s✳

■♥ t❤❡ ✜rst ❡①♣❡r✐♠❡♥t✱ ✇❡ ✉s❡❞ t❤❡ ❡①❛❝t ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✶ t♦ s♦❧✈❡ ❛❧❧

✐♥st❛♥❝❡s✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♦♥❧② ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✇❛s ✇❤✐❝❤ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞ ✇❛s ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❜r❛♥❝❤ ❛♥❞

❜♦✉♥❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✭❆❧❣♦r✐t❤♠ ✷✮ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♣r✉♥❡ ♥♦❞❡s✳ ❲❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❧♦✇❡r

❜♦✉♥❞ ▲❇✸ ❬✶✾❪✱ ▲❇✹ ❬✶✼❪✱ ❛♥❞ ♦✉r t✇♦ ♥❡✇ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞s ♥❛♠❡❞ ▲❇✲▲■❙ ❛♥❞ ▲❇✲P❉❇✳

❋♦r ❡❛❝❤ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ✶✷✺✵✵ ✐♥st❛♥❝❡s✱ ✇❡ s❡t ❛ t✐♠❡ ❧✐♠✐t ♦❢ ✺ ♠✐♥✉t❡s ❢♦r ❡①❡❝✉t✐♥❣ t❤❡

❛❧❣♦r✐t❤♠s✳

■♥ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✶ ✇❡ s❤♦✇ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤✐s ✜rst ❡①♣❡r✐♠❡♥t✱ ✇❤❡r❡ ✇❡ ♣r❡s❡♥t ✐♥ t❤❡

y✲❛①✐s t❤❡ ♣❡r❝❡♥t❛❣❡ ♦❢ ✐♥st❛♥❝❡s s♦❧✈❡❞ t♦ ♦♣t✐♠❛❧✐t② ❜② ❡❛❝❤ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ◆♦t✐❝❡ t❤❛t

✇❡ s♣❧✐t t❤❡ ✐♥st❛♥❝❡s ✐♥t♦ t✇♦ ❝❛t❡❣♦r✐❡s✿ ❡❛s② ✐♥st❛♥❝❡s✱ ✇✐t❤ S ∈ {6, 7, 8, 9, 10} ❛♥❞

H ∈ {3, 4, 5}✱ ❛♥❞ ❤❛r❞ ✐♥st❛♥❝❡s✱ ✇✐t❤ S ∈ {6, 7, 8, 9, 10} ❛♥❞ H ∈ {6, 7}✳ ❚❤✐s s♣❧✐t ✇❛s

❞♦♥❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ s♦❧✉t✐♦♥s t❤❛t ❝♦✉❧❞ ❜❡ s♦❧✈❡❞ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ t✐♠❡ ❧✐♠✐t✳
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❚❛❜❧❡ ✻✳✶✿ ❚✐♠❡ t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ t❤❡ P❉❇ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ✈❛❧✉❡s ♦❢ N ′✳ ❲❡ ❛❧s♦ ♣r❡s❡♥t t❤❡
♥✉♠❜❡r ♦❢ ✉♥✐q✉❡ ✐♥st❛♥❝❡s ✐♥ t❤❡ P❉❇✳

❯♥✐q✉❡ ✐♥st❛♥❝❡s ❚✐♠❡ ✭s❡❝✮
❙ ❍ N ′ = 5 N ′ = 8 N ′ = 10 N ′ = 5 N ′ = 8 N ′ = 10
✻ ✸ ✶✺✸ ✸✽✵✺✽ ✷✶✹✶✹✶✽ ✵ ✶ ✶✵✺
✻ ✹ ✷✹✸ ✶✵✾✷✼✽ ✾✷✹✻✶✷✻ ✵ ✹ ✹✻✵
✻ ✺ ✸✸✾ ✶✼✸✻✾✹ ✶✾✵✽✻✼✾✽ ✵ ✽ ✾✼✵
✻ ✻ ✸✸✾ ✷✷✵✼✸✹ ✷✼✺✻✾✶✶✽ ✵ ✶✵ ✶✹✷✽
✻ ✼ ✸✸✾ ✷✺✺✷✾✹ ✸✸✽✶✷✾✺✽ ✵ ✶✷ ✶✼✾✻
✼ ✸ ✶✺✸ ✸✽✵✻✺ ✷✶✺✽✺✵✺ ✵ ✶ ✶✸✽
✼ ✹ ✷✹✸ ✶✵✾✷✽✺ ✾✷✻✹✼✷✺ ✵ ✺ ✹✻✵
✼ ✺ ✸✸✾ ✶✼✸✼✵✶ ✶✾✶✵✺✸✾✼ ✵ ✽ ✾✻✸
✼ ✻ ✸✸✾ ✷✷✵✼✹✶ ✷✼✺✽✼✼✶✼ ✵ ✶✵ ✶✹✸✺
✼ ✼ ✸✸✾ ✷✺✺✸✵✶ ✸✸✽✸✶✺✺✼ ✵ ✶✷ ✶✽✶✺
✽ ✸ ✶✺✸ ✸✽✵✻✺ ✷✶✺✾✶✻✶ ✵ ✶ ✶✸✽
✽ ✹ ✷✹✸ ✶✵✾✷✽✺ ✾✷✻✺✸✽✶ ✵ ✺ ✹✻✾
✽ ✺ ✸✸✾ ✶✼✸✼✵✶ ✶✾✶✵✻✵✺✸ ✵ ✽ ✾✸✽
✽ ✻ ✸✸✾ ✷✷✵✼✹✶ ✷✼✺✽✽✸✼✸ ✵ ✶✵ ✶✹✻✹
✽ ✼ ✸✸✾ ✷✺✺✸✵✶ ✸✸✽✸✷✷✶✸ ✵ ✶✸ ✶✽✹✻
✾ ✸ ✶✺✸ ✸✽✵✻✺ ✷✶✺✾✶✼✵ ✵ ✶ ✶✹✺
✾ ✹ ✷✹✸ ✶✵✾✷✽✺ ✾✷✻✺✸✾✵ ✵ ✺ ✹✾✹
✾ ✺ ✸✸✾ ✶✼✸✼✵✶ ✶✾✶✵✻✵✻✷ ✵ ✽ ✶✵✸✷
✾ ✻ ✸✸✾ ✷✷✵✼✹✶ ✷✼✺✽✽✸✽✷ ✵ ✶✵ ✶✺✸✸
✾ ✼ ✸✸✾ ✷✺✺✸✵✶ ✸✸✽✸✷✷✷✷ ✵ ✶✸ ✶✾✷✽
✶✵ ✸ ✶✺✸ ✸✽✵✻✺ ✷✶✺✾✶✼✵ ✵ ✶ ✶✹✽
✶✵ ✹ ✷✹✸ ✶✵✾✷✽✺ ✾✷✻✺✸✾✵ ✵ ✺ ✺✵✶
✶✵ ✺ ✸✸✾ ✶✼✸✼✵✶ ✶✾✶✵✻✵✻✷ ✵ ✽ ✶✵✹✹
✶✵ ✻ ✸✸✾ ✷✷✵✼✹✶ ✷✼✺✽✽✸✽✷ ✵ ✶✵ ✶✺✹✾
✶✵ ✼ ✸✸✾ ✷✺✺✸✵✶ ✸✸✽✸✷✷✷✷ ✵ ✶✸ ✶✾✹✵

❲❡ ❝❛♥ s❡❡ t❤❛t t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✉s✐♥❣ ▲❇✸✱ ▲❇✹✱ ▲❇✲▲■❙✱ ❛♥❞ ▲❇✲

P❉❇ ✐s s✐♠✐❧❛r ❢♦r t❤❡ ❡❛s② ✐♥st❛♥❝❡s✱ ✇✐t❤ ❛r♦✉♥❞ ✾✺✪ ♦❢ ❛❧❧ ❡❛s② ✐♥st❛♥❝❡s ❜❡✐♥❣ s♦❧✈❡❞

t♦ ♦♣t✐♠❛❧✐t②✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❢♦r t❤❡ ❤❛r❞ ✐♥st❛♥❝❡s✱ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✉s✐♥❣

▲❇✲▲■❙ ✐s s✉♣❡r✐♦r t❤❛♥ ✇❤❡♥ ✉s✐♥❣ t❤❡ ♦t❤❡r ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞s✳

■♥ ❚❛❜❧❡ ✻✳✷ ✇❡ s❤♦✇ ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧s ❛❜♦✉t t❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ✉s✐♥❣ ▲❇✸✱ ▲❇✹✱ ▲❇✲

▲■❙✱ ❛♥❞ ▲❇✲P❉❇ ✐♥ t❤❡ ❡①❛❝t ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ■♥ t❤✐s t❛❜❧❡✱ ✏❆❱● ❆▲▲✑ ✐s t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡

♦❢ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ r❡❧♦❝❛t✐♦♥s ♦❢ ❛❧❧ ✶✷✺✵✵ ✐♥st❛♥❝❡s✱ ✏◆✉♠❜❡r ❖P❚✑ ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢

✐♥st❛♥❝❡s s♦❧✈❡❞ t♦ ♦♣t✐♠❛❧✐t② ❛♠♦♥❣ ❛❧❧ ✶✷✺✵✵ ✐♥st❛♥❝❡s✱ ✏❖P❚ ❊❆❙❨✑ ✐s t❤❡ ♣❡r❝❡♥t❛❣❡

♦❢ ✐♥st❛♥❝❡s s♦❧✈❡❞ t♦ ♦♣t✐♠❛❧✐t② ❛♠♦♥❣ t❤❡ ❡❛s② ✐♥st❛♥❝❡s ❝❛t❡❣♦r②✱ ✏❖P❚ ❍❆❘❉✑ ✐s t❤❡

♣❡r❝❡♥t❛❣❡ ✐♥st❛♥❝❡s s♦❧✈❡❞ t♦ ♦♣t✐♠❛❧✐t② ❛♠♦♥❣ t❤❡ ❤❛r❞ ✐♥st❛♥❝❡s ❝❛t❡❣♦r②✱ ❛♥❞ ✏❆❱●

❍❆❘❉✑ ✐s t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ r❡❧♦❝❛t✐♦♥s ❛♠♦♥❣ ❛❧❧ t❤❡ ❤❛r❞ ✐♥st❛♥❝❡s ❝❛t❡❣♦r②✳

◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞ ▲❇✲▲■❙ r❡s✉❧t❡❞ ✐♥ s♦❧✈✐♥❣ ✶✽✻ ♠♦r❡ ✐♥st❛♥❝❡s t♦

♦♣t✐♠❛❧✐t② t❤❛♥ ▲❇✸ ❛♥❞ s♦❧✈✐♥❣ ✾✹✷ ♠♦r❡ ✐♥st❛♥❝❡s t♦ ♦♣t✐♠❛❧✐t② t❤❛♥ ▲❇✲P❉❇✳

■t ✐s ✐♥t❡r❡st✐♥❣ t♦ ♥♦t❡ t❤❛t ▲❇✹ ❢r♦♠ ❚❛♥❛❦❛ ❛♥❞ ❚❛❦❦✐ ❬✶✼❪ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t❤❡ ❜❡st

❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞ ✉♣ t♦ ❞❛t❡✱ ❤♦✇❡✈❡r ✐♥ ♦✉r ❡①♣❡r✐♠❡♥ts t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ ❡①❛❝t ❛❧❣♦r✐t❤♠





✹✸

♠❡❛s✉r❡s ▲❇✸ ▲❇✹ ▲❇✲▲■❙ ▲❇✲P❉❇
❙❯▼ ▲❇ ✸✷✸✸✷✶ ✸✸✸✷✼✸ ✸✸✷✵✼✷ ✸✷✸✸✷✶
❆❱● ▲❇ ✷✺✳✽✻✺ ✷✻✳✻✻✶ ✷✻✳✺✻✺ ✷✺✳✽✻✺

❙❯▼ t✐♠❡ ✭♠s✮ ✸✷✳✺✷✻ ✻✼✹✳✹✶✼ ✻✹✳✾✶✾ ✶✷✺✳✾✽✹
❆❱● t✐♠❡ ✭♠s✮ ✵✳✵✵✷ ✵✳✵✺✹ ✵✳✵✵✺ ✵✳✵✶✵

❚❛❜❧❡ ✻✳✸✿ ❚✐♠❡s ❛♥❞ ✈❛❧✉❡s ♣r♦❞✉❝❡❞ ❜② ❡❛❝❤ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞ ❢♦r ❡❛❝❤ ✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ✶✷✺✵✵ ✐♥st❛♥❝❡s ✐♥ ♦✉r ✐♥st❛♥❝❡ s❡t✳ ❲❡ ♣r❡s❡♥t t❤❡ s✉♠ ♦❢ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ✭❙❯▼✮ ❛♥❞
t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ✭❆❱●✮ ❛♠♦♥❣ t❤❡ ✶✷✺✵✵ ✐♥st❛♥❝❡s✳

✻✳✹ ■♠♣r♦✈✐♥❣ t❤❡ ❊①❛❝t ❆❧❣♦r✐t❤♠ ❯s✐♥❣ t❤❡ P❉❇

●✐✈❡♥ t❤❛t t❤❡ ❡①❛❝t ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♦❜t❛✐♥❡❞ t❤❡ ❜❡st r❡s✉❧t ✇✐t❤ ▲❇✲▲■❙✱ ✇❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ t✇♦

♦t❤❡r ✈❛r✐❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✉s✐♥❣ t❤❡ P❉❇ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♥❝❡♣t ♦❢ ❛❜str❛❝t st❛t❡s✱ ❛s

❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✹ ❛♥❞ ❞❡t❛✐❧❡❞ ✐♥ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✹✳

❚❤❡ ✜rst ✈❛r✐❛t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❞❡♥♦t❡ ❜② ▲■❙✲P❉❇✱ ✉s❡s t❤❡ P❉❇ t♦ st♦♣ ❡❛r❧✐❡r t❤❡

❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ s✉❜s♣❛❝❡s✳ ❉✉r✐♥❣ t❤❡ ❡①♣❧♦r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❡❛r❝❤ s♣❛❝❡✱ ✐❢ ❛ ♥♦❞❡ ❜❡✐♥❣

❡①♣❧♦r❡❞ ❤❛s N ′ ❜❧♦❝❦s✱ t❤❡♥ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r ✐t ✇❛s ❛❧r❡❛❞② ❝♦♠♣✉t❡❞ ❛♥❞ ✐s

s❛✈❡❞ ✐♥ t❤❡ P❉❇✳ ❙♦ ✇❡ ❝❛♥ st♦♣ t❤❡ s❡❛r❝❤ ❛t ❡✈❡r② ♥♦❞❡ S ✐❢ ✐t ❤❛s N ′ ❜❧♦❝❦s✳

■♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ✈❛r✐❛t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❞❡♥♦t❡ ❜② ▲■❙✲P❉❇✲▲✱ ✇❡ ✉s❡ t❤❡ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✹✳ ■♥

t❤✐s ❝❛s❡ ✇❡ ✉s❡ t❤❡ P❉❇ t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ ♥♦❞❡s ✇✐t❤ N ′ ❜❧♦❝❦s✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❛ ❤❛s❤ t❛❜❧❡ t♦

s❛✈❡ ♦♣t✐♠❛❧ s♦❧✉t✐♦♥s ♦❢ s♦❧✈❡❞ st❛t❡s ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❛t ♠♦st k′ r❡❧♦❝❛t✐♦♥s ✇❡r❡ ❛♣♣❧✐❡❞✳

❋✐rst ✇❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❛♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✉s✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t ✈❛❧✉❡s

♦❢ N ′ ∈ {5, 8, 10} ❛♥❞ k′ ∈ {5, 8, 10, 12, 15}✳ ❋♦r t❤✐s ❡①♣❡r✐♠❡♥t ✇❡ ✉s❡❞ ❛ s✉❜s❡t ♦❢ t❤❡

✐♥st❛♥❝❡ s❡t✱ s✐♥❝❡ r✉♥♥✐♥❣ ❛❧❧ ✈❛r✐❛t✐♦♥s ✐♥ ❛❧❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✇♦✉❧❞ t♦♦❦ ❛ ♠♦♥t❤ t♦ ❝♦♠♣❧❡t❡

t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✳ ❙♦✱ ❢♦r ❡❛❝❤ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ S ❛♥❞ H✱ ✇❡ s❡❧❡❝t❡❞ ❛t r❛♥❞♦♠ 20% ♦❢ t❤❡

✐♥st❛♥❝❡s ✇✐t❤ t❤❡s❡ ✈❛❧✉❡s✱ ✇❤✐❝❤ ♠❡❛♥s ✇❡ ❤❛✈❡ ❛ ❞❛t❛s❡t ✇✐t❤ 20% ♦❢ ❛❧❧ t❤❡ ✶✷✺✵✵

✐♥st❛♥❝❡s ♦❢ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ✐♥st❛♥❝❡ s❡t✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡s ✻✳✹ ❛♥❞ ✻✳✺✳ ❋♦r

t❤✐s ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✇❡ ❛❧s♦ s❡t ❛ t✐♠❡ ❧✐♠✐t❡ ♦❢ ✺ ♠✐♥✉t❡s✳

❋r♦♠ ❚❛❜❧❡ ✻✳✹✱ ❛s ❡①♣❡❝t❡❞✱ ✇❡ s❡❡ t❤❛t t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✜♥❞s ♠♦r❡ ♦♣t✐♠❛❧ s♦❧✉t✐♦♥s

❛s N ′ ✐♥❝r❡❛s❡s✳ ■♥ ❢❛❝t✱ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ❜❡st s♦❧✉t✐♦♥s ❢♦✉♥❞ ❜② ❛❧❧ ✈❛r✐❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡

❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛r❡ t❤❡ s❛♠❡✱ ❛s ✇❡ ❝❛♥ s❡❡ ❜② t❤❡ s❛♠❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ❆❱● ❆▲▲✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❛s N ′

✐♥❝r❡❛s❡s t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❝❛♥ ♣r♦✈❡ t❤❛t t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ r❡t✉r♥❡❞ ✐s ♦♣t✐♠❛❧✳ ❚❤❛t ✐s t❤❡ r❡❛s♦♥

✇❤② t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♦♣t✐♠❛❧ s♦❧✉t✐♦♥s ✐♥❝r❡❛s❡s ❛s N ′ ✐♥❝r❡❛s❡s ❞❡s♣✐t❡ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡

s♦❧✉t✐♦♥s ✈❛❧✉❡s ❢♦✉♥❞ ❜② ❛❧❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❛r❡ t❤❡ s❛♠❡✳

♠❡❛s✉r❡s N ′ ❂ ✺ N ′ ❂ ✽ N ′ ❂ ✶✵
❆❱● ❆▲▲ ✸✵✳✼✵✵ ✸✵✳✼✵✵ ✸✵✳✼✵✵

◆✉♠❜❡r ❖P❚ ✶✽✾✼ ✶✾✶✹ ✶✾✷✾
✪❖P❚ ❊❆❙❨ ✾✹✳✻✻✻ ✾✺✳✶✻✻ ✾✺✳✹✶✻
✪❖P❚ ❍❆❘❉ ✺✽✳✸✶✹ ✺✾✳✶✺✼ ✻✵✳✵✼✻
❆❱● ❍❆❘❉ ✹✷✳✵✽✵ ✹✷✳✵✽✵ ✹✷✳✵✽✵

❚❛❜❧❡ ✻✳✹✿ ❈♦♠♣❛r✐♥❣ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ♦❢ ▲❇✲▲■❙✲P❉❇ ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t N ′✳

❋r♦♠ ❚❛❜❧❡ ✻✳✺ ✇❡ s❡❡ t❤❛t t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✜♥❞s ♠♦r❡ ♦♣t✐♠❛❧ s♦❧✉t✐♦♥s ❛s k′ ✐♥❝r❡❛s❡s✳





✹✺

❈❤❛♣t❡r ✼

❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s ❛♥❞ ❋✉t✉r❡ ❲♦r❦s

■♥ t❤✐s t❤❡s✐s ✇❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ t✇♦ ♥❡✇ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞s ❢♦r t❤❡ ❇❘P ♣r♦❜❧❡♠✳ ❖♥❡ ♦❢ t❤❡♠

✐s ❞❡♥♦t❡❞ ❜② ▲❇✲▲■❙ ❛♥❞ ✉s❡s t❤❡ ✐❞❡❛ ♦❢ ❧♦♥❣❡st ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ s✉❜s❡q✉❡♥❝❡s t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡

t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❜❧♦❝❦✐♥❣ ❜❧♦❝❦s t❤❛t ✇✐❧❧ ❦❡❡♣ t❤❡ ♣r♦♣❡rt② ♦❢ ❜❡✐♥❣ ❜❧♦❝❦✐♥❣ ❜❧♦❝❦s ❡✈❡♥

❛❢t❡r r❡❧♦❝❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♦t❤❡r ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞ ✐s ❞❡♥♦t❡❞ ❜② ▲❇✲P❉❇✱ ❛♥❞ t❛❦❡s t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠

❜❡t✇❡❡♥ ▲❇✷ ✭❩❤✉ ❡t ❛❧✳ ❬✶✾❪✮ ❛♥❞ ♣❛rt✐❛❧ s♦❧✉t✐♦♥s s❛✈❡❞ ✐♥ ❛ ♣❛tt❡r♥ ❞❛t❛❜❛s❡ ✐♥ s❡r✐❡s

♦❢ st❡♣s t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ ❛ ✈❛❧✐❞ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞✳ ❲❡ ✉s❡❞ ❛♥ ❡①❛❝t ❛❧❣♦r✐t❤♠ t♦ s♦❧✈❡ ❛ s❡t

♦❢ ✶✷✺✵✵ ✐♥st❛♥❝❡s✱ ✇❤❡r❡ ❢♦r ❡❛❝❤ ✐♥st❛♥❝❡ ✐t ✇❛s s❡t ❛ t✐♠❡ ❧✐♠✐t ♦❢ ✺ ♠✐♥✉t❡s ❢♦r t❤❡

❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡①❛❝t ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❋✐rst ✇❡ r✉♥ t❤❡ ❡①❛❝t ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❥✉st ✈❛r②✐♥❣ t❤❡ ❧♦✇❡r

❜♦✉♥❞ ✐t ✉s❡s ❞✉r✐♥❣ t❤❡ s❡❛r❝❤✳ ❚❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦✉♥❞ ♠♦r❡ ♦♣t✐♠❛❧ ✐♥st❛♥❝❡s ✇❤❡♥ ✉s✐♥❣

▲❇✲▲■❙✱ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ♦t❤❡r ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞s ♦❢ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡✱ s✉❝❤ ❛s ▲❇✸ ❬✶✾❪ ❛♥❞ ▲❇✹ ❬✶✼❪✳

❆s ✇❛s ❞♦♥❡ ❜② ❑✉ ❛♥❞ ❆rt❤❛♥❛r✐ ❬✶✹❪✱ ✇❡ ✉s❡❞ t❤❡ ❝♦♥❝❡♣ts ♦❢ ❛❜str❛❝t st❛t❡s ❛♥❞

♣❛tt❡r♥ ❞❛t❛❜❛s❡s ❛s ❛ ✇❛② t♦ s❛✈❡ s♦❧✉t✐♦♥s ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❡①♣❧♦r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❡❛r❝❤ tr❡❡✳

❲❡ ♣r❡❝♦♠♣✉t❡❞ ❛ P❉❇ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ s♦❧✉t✐♦♥s ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡s ✇✐t❤ N ′ = 10 ❜❧♦❝❦s ❛♥❞ ✉s❡❞

❛ ❤❛s❤ t❛❜❧❡ t♦ s❛✈❡ ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ❡①♣❧♦r❡❞ ♥♦❞❡s ❞✉r✐♥❣ t❤❡ s❡❛r❝❤ ✇✐t❤ ❛ ❞❡♣t❤ ♦❢ ❛t ♠♦st

k′ = 18✳ ❚❤❡ ✉s❡ ♦❢ t❤❡ P❉❇ ✐♠♣r♦✈❡❞ t❤❡ ❡①❛❝t ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ❛s ✐t ✇❛s ❛❜❧❡ t♦ s♦❧✈❡ ♠♦r❡

✐♥st❛♥❝❡s t♦ ♦♣t✐♠❛❧✐t②✱ ❤♦✇❡✈❡r t❤❡ ✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❤❛s❤ t❛❜❧❡ ❞✐❞ ♥♦t ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳

❲❡ ❜❡❧✐❡✈❡ t❤❡ ❛❝❝❡ss ❝♦st ♦❢ t❤❡ ❤❛s❤ t❛❜❧❡ ❞♦❡s ♥♦t ❝♦♠♣❡♥s❛t❡ ✐ts ✉s❡✳

❋✉rt❤❡r ✇♦r❦ ✐♥❝❧✉❞❡s ❡st❛❜❧✐s❤✐♥❣ ✐❢ s✉❝❤ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ t❤❡ r❡✲

str✐❝t❡❞ ❇❘P ✭✇❤❡♥ t❤❡ r❡❧♦❝❛t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ♦♥❧② ✐♥ t❤❡ st❛❝❦ ✇❤❡r❡ t❤❡ t❛r❣❡t

❜❧♦❝❦ ✐s✮✱ ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ t❤❡ ✉♥r❡str✐❝t❡❞ ❇❘P✳ ❋✉rt❤❡r ✇♦r❦ ❛❧s♦ ♠✐❣❤t ❡①♣❧♦r❡

t❤❡ ❝r❡❛t✐♦♥ ♦❢ ♥❡✇ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞s ✉s✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t t❡❝❤♥✐q✉❡s t❤❛♥ t❤❡ ♦♥❡s s❤♦✇❡❞ ❤❡r❡ ♦r

t❤❡ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ♦❢ ♦✉r t❡❝❤♥✐q✉❡s✳



✹✻

❇✐❜❧✐♦❣r❛♣❤②

❬✶❪ ▼❛r❝♦ ❈❛s❡rt❛✱ ❙✐❧✈✐❛ ❙❝❤✇❛r③❡✱ ❛♥❞ ❙t❡❢❛♥ ❱♦ÿ✳ ❆ ♥❡✇ ❜✐♥❛r② ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡

❜❧♦❝❦s r❡❧♦❝❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ❛♥❞ ❜❡♥❡✜ts ✐♥ ❛ ❧♦♦❦ ❛❤❡❛❞ ❤❡✉r✐st✐❝✳ ■♥ ❊✈♦❈❖P✱ ♣❛❣❡s

✸✼✕✹✽✳ ❙♣r✐♥❣❡r✱ ✷✵✵✾✳

❬✷❪ ▼❛r❝♦ ❈❛s❡rt❛✱ ❙✐❧✈✐❛ ❙❝❤✇❛r③❡✱ ❛♥❞ ❙t❡❢❛♥ ❱♦ÿ✳ ❆ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❛♥❞

❝♦♠♣❧❡①✐t② ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ❜❧♦❝❦s r❡❧♦❝❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠✳ ❊✉r♦♣❡❛♥ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢

❖♣❡r❛t✐♦♥❛❧ ❘❡s❡❛r❝❤✱ ✷✶✾✭✶✮✿✾✻✕✶✵✹✱ ✷✵✶✷✳

❬✸❪ ▼❛r❝♦ ❈❛s❡rt❛ ❛♥❞ ❙t❡❢❛♥ ❱♦ÿ✳ ❆ ❝♦rr✐❞♦r ♠❡t❤♦❞✲❜❛s❡❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r t❤❡ ♣r❡✲

♠❛rs❤❛❧❧✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠✳ ■♥ ❲♦r❦s❤♦♣s ♦♥ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢ ❊✈♦❧✉t✐♦♥❛r② ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥✱

♣❛❣❡s ✼✽✽✕✼✾✼✳ ❙♣r✐♥❣❡r✱ ✷✵✵✾✳

❬✹❪ ▼❛r❝♦ ❈❛s❡rt❛✱ ❙t❡❢❛♥ ❱♦ÿ✱ ❛♥❞ ▼♦s❤❡ ❙♥✐❡❞♦✈✐❝❤✳ ❆♣♣❧②✐♥❣ t❤❡ ❝♦rr✐❞♦r ♠❡t❤♦❞

t♦ ❛ ❜❧♦❝❦s r❡❧♦❝❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠✳ ❖❘ s♣❡❝tr✉♠✱ ✸✸✭✹✮✿✾✶✺✕✾✷✾✱ ✷✵✶✶✳

❬✺❪ ❏❡♥s ❈❧❛✉s❡♥✳ ❇r❛♥❝❤ ❛♥❞ ❜♦✉♥❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✲♣r✐♥❝✐♣❧❡s ❛♥❞ ❡①❛♠♣❧❡s✳ ❉❡♣❛rt♠❡♥t

♦❢ ❈♦♠♣✉t❡r ❙❝✐❡♥❝❡✱ ❯♥✐✈❡rs✐t② ♦❢ ❈♦♣❡♥❤❛❣❡♥✱ ♣❛❣❡s ✶✕✸✵✱ ✶✾✾✾✳

❬✻❪ ❏♦s❡♣❤ ❈ ❈✉❧❜❡rs♦♥ ❛♥❞ ❏♦♥❛t❤❛♥ ❙❝❤❛❡✛❡r✳ ❙❡❛r❝❤✐♥❣ ✇✐t❤ ♣❛tt❡r♥ ❞❛t❛❜❛s❡s✳ ■♥

❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❈❛♥❛❞✐❛♥ ❙♦❝✐❡t② ❢♦r ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❙t✉❞✐❡s ♦❢ ■♥t❡❧❧✐❣❡♥❝❡✱ ♣❛❣❡s

✹✵✷✕✹✶✻✳ ❙♣r✐♥❣❡r✱ ✶✾✾✻✳

❬✼❪ ❈❤r✐st♦♣❤❡r ❊①♣ós✐t♦✲■③q✉✐❡r❞♦✱ ❇❡❧é♥ ▼❡❧✐á♥✲❇❛t✐st❛✱ ❛♥❞ ❏ ▼❛r❝♦s ▼♦r❡♥♦✲❱❡❣❛✳
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