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Resumo

Um grafo é localmente irregular se todo par de vértices adjacentes possui graus distintos.
Uma decomposicao localmente irregular de um grafo é uma decomposicao dele em sub-
grafos que sao localmente irregulares. Véarios esforgos foram feitos nos ultimos anos para
tentar provar uma conjectura que pergunta se todo grafo que admite uma decomposicao
localmente irregular pode ser decomposto em no maximo trés subgrafos localmente irre-
gulares. Um tnico contraexemplo foi encontrado, entao os esforgos atuais se concentram

em provar que esse contraexemplo é tinico ou em encontrar novos contraexemplos.

A Conjectura 1-2-3, que possui uma relagdo com o problema anterior, pergunta se é
possivel atribuir um peso 1, 2 ou 3 a cada aresta de um grafo de forma que, para todo

par de vértices adjacentes, a soma dos pesos das arestas que sao incidentes a ambos é

diferente. Essa conjectura foi provada por Keusch em 2024.

Nesta dissertacao nés apresentamos os resultados principais sobre esses problemas e
nossos resultados relacionados ao primeiro. Também sugerimos algumas direcoes para

pesquisas futuras.



Abstract

A graph is locally irregular if any pair of adjacent vertices have distinct degrees. A
locally irregular decomposition of a graph is a decomposition of it into subgraphs that
are locally irregular. Many efforts were done in the last years to try to prove a conjecture
that asks if every graph that admits a locally irregular decomposition can be decomposed
in at most three locally irregular subgraphs. A single counterexample has been found,
so current efforts focus on proving that this is the only counterexample or finding new

counterexamples.

The 1-2-3 Conjecture, which has a relation to the previous problem, asks if it is possible
to assign a weight of 1, 2 or 3 to each edge of a graph such that, for each pair of adjacent

vertices, the sums of the weights of the edges that are incident to both are different.

In this thesis we present the main results about these problems and our results related

to the former. We also suggest some directions for future research.
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Capitulo 1

Introducao

Neste texto consideramos grafos simples e nao direcionados. O tamanho de um grafo é
definido como sendo sua quantidade de arestas. Um caminho com n vértices, e portanto
tamanho n — 1, é denotado por P,. Defini¢coes omitidas podem ser consultadas no livro
de Bondy e Murty [9].

Em diversos contextos, pode ser ttil ter alguma forma de distinguir vértices adjacentes
de G. Isso usualmente é feito por meio de alguma funcao ¢ : V(G) — Z7*, chamada de
coloragao, na qual dois vértices adjacentes u e v sao considerados distinguiveis se as cores
c(u) e c¢(v) sao diferentes. Se essa propriedade vale para todo par de vértices adjacentes
de G, dizemos que ¢ é uma coloracao propria dos vértices de G. Um problema dessa
abordagem ¢é que o nimero minimo de cores necessarias para obter tal coloracao, o nimero
cromdtico de G, conhecido como x(G), pode ser até A(G) + 1, que em alguns contextos

¢ um valor muito alto [6].

Uma solugao possivel para esse problema é usar algum parametro facil de computar,
com poucos valores distintos, e que induz uma coloracao dos vértices de G. Um dos
parametros mais naturais para isso é o grau dos vértices, ou seja, podemos definir ¢(v) =
d(v). Assim, se em todo par (u,v) de vértices adjacentes em G, os vértices u e v tém graus
distintos, entao dizemos que G é um grafo localmente irreqular. Na Figura 1.1 podemos

ver exemplos de tais grafos.

(a) (b)

Figura 1.1: O grafo em (a) nao € localmente irreqular, pois os vértices vizinhos u e v tém
grau 3. Jd o grafo em (b) € localmente irregular.

Um problema com o uso do grau para colorir os vértices é que existem muitos grafos que

nao sao localmente irregulares e alguns grafos possuem uma quantidade muito grande de
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pares de vértices nao distinguiveis, como grafos regulares. Além disso, também precisamos

usar A(G) valores distintos de d(v) em alguns casos.

Vamos introduzir uma fun¢ao de ponderag¢io w: E(G) — Z* nas arestas de G. Di-
zemos que w é uma k-ponderacao das arestas de G se w(e) € {1,2,...,k} para toda

aresta e € E(G). Entao podemos definir o grau ponderado de um vértice v como

o(v) = Z w(uv) .

ueN (v)

Na Figura 1.2 temos um grafo e uma 3-ponderacao w em suas arestas. Nesse caso,
temos os pesos w(ab) = 1, w(bc) = 2 e w(ca) = 3, de modo que os graus ponderados sao
o(a) =4, 0(b) =3 eoc(c)=5.

Figura 1.2: Um grafo e uma fungao de ponderagio em suas arestas.

Note que hé casos em que o é uma coloracao propria dos vértices de G. O grafo da
Figura 1.2 é um exemplo disso, dado que nenhum par de vértices adjacentes possui o
mesmo grau ponderado. Quando isso acontece, dizemos que w é uma ponderag¢ao soma-

distinguidora das arestas de G (neighbour sum-distinguishing edge-weighting).

Lema 1.1 ([14]). Seja G um grafo conexo. FEziste uma ponderagio soma-distinguidora

das arestas de G se e somente se G nao € isomorfo ao Ks.

Definimos x&(G) como o menor k tal que existe uma k-ponderagao soma-distinguidora
das arestas de (G. Uma vantagem de usar uma funcao de ponderagao para distinguir
vértices adjacentes de um grafo é o fato de que, para qualquer grafo conexo GG nao isomorfo
ao Ko, temos x5(G) < 5 [13]. Isso significa que é possivel induzir uma coloragao propria
dos vértices de G utilizando um parametro facil de computar e que possui apenas 5
valores distintos. Nesse contexto, em 2004 surge uma conjectura interessante, proposta

por Karonski, Luczak e Thomason.

Conjectura 1.2 (Conjectura 1-2-3 [14]). Para todo grafo conexo G nao isomorfo ao Ko,
temos x5 (G) < 3.

A motivagao para estudar grafos localmente irregulares vem do fato de que esse tipo
de grafo aparece naturalmente ao estudar a Conjectura 1-2-3. Note que grafos localmente
irregulares sao precisamente os grafos com Y5(G) = 1. Além disso, esses grafos sao
explicitamente mencionados em um dos primeiros resultados sobre a Conjectura 1-2-3,

que mostra que para todo grafo conexo nao isomorfo ao Ky temos x%(G) < 16 [2].
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Assim como grafos localmente irregulares, existe outro conceito que se mostrou in-
timamente relacionado a Conjectura 1-2-3. Uma decomposi¢ao localmente irreqular de
um grafo G' é uma particao {E1, ..., Ex} de E(G) na qual G[E;| é um grafo localmente
irregular para todo 1 <1i < k [6].

Na Figura 1.3 podemos ver uma decomposi¢ao localmente irregular do grafo de Pe-

tersen em dois subgrafos localmente irregulares, na qual as arestas de cada um desses

subgrafos esté colorida com uma cor diferente.

Figura 1.3: Uma decomposicao localmente irreqular do grafo de Petersen.

Note que nem todo grafo admite uma decomposigao localmente irregular. Por exemplo,
caminhos fmpares e ciclos impares sao exemplos de grafos que nao admitem nenhuma
decomposi¢ao localmente irregular. Se G admite uma decomposicao localmente irregular,
dizemos que G é decomponivel e definimos o indice cromdtico irreqular de G, denotado
por x,..(G), como o menor k tal que existe uma decomposicao localmente irregular de G

com k partes.

A conjectura mais importante a respeito de decomposicoes localmente irregulares foi
formulada por Baudon, Bensmail, Przybyto, e Wozniak em 2015 e seu enunciado é similar

ao da Conjectura 1-2-3.

Conjectura 1.3 ([4]). Para todo grafo decomponivel G, temos x},,.(G) < 3.

Em 2021, Lomenha [21]| testou a Conjectura 1.3 para todos os grafos com n < 9
vértices. Também em 2021, Sedlar e Skrekovski [25] encontraram um grafo G, que cha-
maram de bow-tie graph (grafo gravata-borboleta), com x;..(G) = 4, que pode ser visto
na Figura 1.4. Esse grafo serve como contraexemplo para a Conjectura 1.3 e até o mo-
mento é o tnico contraexemplo conhecido. Sendo assim, ainda é relevante pesquisar sobre
decomposicoes localmente irregulares com o objetivo de entender se existem outros con-
traexemplos, e se o conjunto formado por todos os contraexemplos é finito ou infinito.

Outro problema importante em aberto é determinar qual o menor inteiro k tal que, para
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todo grafo decomponivel G, temos x’,..(G) < k (veremos no Capitulo 3 que o melhor k
conhecido atualmente é 220 [18]).

’
@ :-rernns o - -

Figura 1.4: Grafo gravata-borboleta e uma decomposi¢ao localmente irreqular com 4 cores.

Conhecemos infinitos grafos que possuem x/,..(G) = 3, como grafos completos K,, com
n > 4 e ciclos Cypio com m > 1. Assim, mesmo se nao existisse nenhum contraexemplo

para a Conjectura 1.3, ela nao poderia ser melhorada.

O restante desta dissertagao esta dividido da seguinte forma. No Capitulo 2, discuti-
mos a Conjectura 1-2-3. No Capitulo 3, discutimos decomposigoes localmente irregulares.
No Capitulo 4, apresentamos os resultados que obtivemos durante esse mestrado. No Ca-
pitulo 5, sumarizamos os principais topicos discutidos neste texto, e apresentamos uma

perspectiva para trabalhos futuros nesta area.



Capitulo 2
Conjectura 1-2-3

Neste capitulo falamos sobre os principais resultados da literatura relacionados a Conjec-
tura 1-2-3. Conforme falamos no Capitulo 1, para um grafo conexo G nao isomorfo ao K,
definimos x¢(G) como o menor k tal que existe uma k-ponderacdo soma-distinguidora das

arestas de G.

A Conjectura 1-2-3 afirma que se G é um grafo conexo nao isomorfo ao Ks, en-
tao x¢(G) < 3. Esse é o menor limitante possivel, pois existem infinitos grafos G com

X5 (G) = 3 (por exemplo, ciclos Cygo).

Uma demonstracao por construcao para a Conjectura 1-2-3 foi feita por Keusch em
2024 [16]. Nesse trabalho, o autor apresenta um algoritmo baseado em fluxos que encontra
uma 3-ponderac¢ao soma-distinguidora para qualquer grafo conexo G nao isomorfo ao K.
Esse algoritmo executa em tempo exponencial, pois um dos seus passos envolve encontrar
um corte maximo de G, que é um problema NP-completo. Porém, o autor acredita que
seja possivel otimizar o algoritmo para que ele execute em tempo polinomial, encontrando
um corte maximal ao invés de um corte maximo e alterando as partes da demonstracao

que exigem que o corte seja maximo.

Como a Conjectura 1-2-3 nao havia sido resolvida durante a maior parte desse mes-
trado, dedicamos o restante deste capitulo para apresentar os principais resultados parciais

que foram obtidos no passado e que estudamos ao longo do mestrado.

Dado que os grafos G com x¢(G) = 1 sdo exatamente os grafos localmente irregulares,
que sao faceis de reconhecer, conforme veremos no Capitulo 3, uma questao interessante
que surge ¢ se os grafos com x&(G) = 2 também sao facilmente caracterizaveis. Como foi
provado por Dudek e Wajc [11], caso essa caracterizagao exista, ela ndo pode ser verificada

em tempo polinomial, a menos que P = NP.
Teorema 2.1 ([11]). Dado um grafo conexo G nao isomorfo ao Ky, decidir se x5(G) < 2

¢ NP-completo.

Dado o Teorema 2.1, é interessante buscar por resultados para classes especificas de

grafos, pois conhecer a estrutura de um grafo pode nos dar informagoes tteis sobre como
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construir k-ponderacoes soma-distinguidoras para ele. Vamos comecar mostrando resul-
tados para algumas classes importantes. Chang, Lu, Wu e Yu provaram em 2011 que
X5 (K,) < 3 para todo n > 3 [10]. Em 2004, Karonski, Luczak e Thomason obtiveram
um resultado mais abrangente, mostrando que x¢(G) < 3 para qualquer grafo G conexo
e com x(G) < 3 [14].

Grafos bipartidos sao uma classe importante para a Conjectura 1.3, pois veremos no
Capitulo 3 que mesmo para grafos G bipartidos, determinar se x4,,.(G) < 3 é um problema
em aberto. Porém, no caso da Conjectura 1-2-3, ja temos um entendimento completo dessa
classe de grafos. Antes de apresentar esse resultado, precisamos de uma nova definigao;
um multi-cacto impar é um grafo bipartido que pertence a familia definida recursivamente

a seguir:

e Todo ciclo de tamanho equivalente a 2 (mod 4) é um multi-cacto impar. Considere
que as arestas de cada um destes ciclos estao coloridas alternadamente com verde e
roXO.

e Seja G um multi-cacto impar e C' um ciclo de tamanho equivalente a 2 (mod 4),
ambos com as arestas coloridas alternadamente com verde e roxo. Entao o grafo H
formado ao identificar uma aresta verde de G com uma aresta verde de C' também

¢ um multi-cacto fmpar.

A Figura 2.1 contém exemplos de multi-cactos impares. E possivel determinar em

tempo polinomial se um grafo qualquer é um multi-cacto impar [26].

I »\I/
8 §
~/I /I\¢
(a) (b)

Figura 2.1: Exemplos de multi-cactos impares.

Teorema 2.2 (|26]). Para todo grafo conexo bipartido G que nao seja isomorfo ao Ko,
temos x5(G) < 3. Além disso, os grafos conexos bipartidos G com x%(G) = 3 sao

exatamente os multi-cactos impares.

Note que pelo Teorema 2.2 é possivel decidir em tempo polinomial se, para um grafo
bipartido G, temos x%(G) = 3.

Outra direcao de pesquisa é tentar provar versoes mais relaxadas da Conjectura 1-2-3
como, por exemplo, provar que, para algum k > 3, temos x¢(G) < k para todo grafo
conexo (G nao isomorfo ao K,. Uma observacao interessante é que, conforme esse valor
de k foi diminuindo ao longo do tempo, as provas foram se tornando mais elegantes, e nao

mais complexas [6].
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O primeiro resultado deste tipo, obtido por Addario-Berry, Dalal, McDiarmid, Reed
e Thomason [1] afirma que x¢(G) < 30 para todo grafo conexo G nao isomorfo ao Kj.
Uma observagao interessante sobre esse resultado é o uso de grafos localmente irregulares
em uma parte da demonstragao, o que sugere outra relacao entre essa classe de grafos e
a Conjectura 1-2-3. Apods algum tempo, usando técnicas similares, mas com uma anélise
mais cuidadosa, Wang e Yu [27] mostraram que x%(G) < 13 para todo grafo conexo G

nao isomorfo ao K.

Para obter o melhor resultado que existia até 2022, foi necessario criar um novo es-
quema de demonstracao bem diferente dos usados nos resultados anteriores. Esse es-
quema, criado por Kalkowski, Karonski e Pfender [13], usa argumentos indutivos com
algumas suposicoes adicionais sobre a estrutura dos grafos, e deu origem a um algo-
ritmo simples de tempo polinomial que encontra uma 5-ponderagao soma-distinguidora

das arestas de qualquer grafo conexo G nao isomorfo ao K, o que implica em x¢(G) < 5.

Em 2023, Keusch provou que, para todo grafo conexo G nao isomorfo ao K5, temos
X5 (G) < 4 [15]. Assim como a demonstracao da Conjectura 1-2-3, feita pelo mesmo autor

em 2024 [16], essa demonstracao é feita por constru¢ao usando fluxos e cortes.



Capitulo 3
Decomposicoes localmente irregulares

Neste capitulo discutimos sobre os principais resultados na literatura relacionados a de-
composicoes localmente irregulares. Conforme definimos no Capitulo 1, uma decompo-
si¢do localmente irregular de um grafo G é uma particao {E, ..., E;} de E(G) na qual

cada G[E;] é localmente irregular.

Note que podemos representar uma decomposicao localmente irregular como uma co-
loracao de arestas ¢ : E(G) — Z" na qual c¢(e) = i se e € E;. Entdo, podemos usar
os termos coloragao localmente irregular e decomposi¢ao localmente irreqular de forma

intercambiével.

Se ¢ é uma coloragao localmente irregular de G usando no maximo as cores {1,...,k},
dizemos que ¢ é uma k-liec de G' (do termo em inglés locally irreqular edge coloring).
Também definimos d;(v, ¢) como a quantidade de arestas incidentes a v que possuem a

cor i em ¢. Quando ndo ha ambiguidade, podemos representar esse niimero como d;(v).

3.1 Caracterizacao dos grafos decomponiveis

Como mencionado anteriormente, nem todo grafo admite uma decomposicao localmente
irregular. Se GG admite uma decomposi¢ao localmente irregular, entao dizemos que G é
um grafo decomponivel. A seguir apresentamos uma caracterizacao completa de todos os
grafos que nao sao decomponiveis. Para isso, primeiro vamos introduzir uma familia de

grafos que é definida indutivamente como a seguir.

Defini¢ao 3.1 (Familia 7). A familia T de grafos € tal que:

1. K3 pertence a T.

2. Seja G € T tal que G possui um tridngulo com um vértice v de grau 2. Seja H
um caminho de tamanho par ou um caminho de tamanho impar com um tridngulo
ligado em uma de suas extremidades. Entao, o grafo T obtido ao identificar v com

um vértice de grau 1 de H pertence a T .
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A Figura 3.1 apresenta alguns exemplos de grafos em 7.

o =] >—__.

(¢) (b) (¢)

Figura 3.1: Alguns grafos pertencentes a familia T .

Note que os grafos que fazem parte de T sao faceis de identificar. Com excegao do K3,
todos esses grafos possuem grau maximo 3, todo vértice de grau 3 faz parte de exatamente
um triangulo, todo ciclo é um triangulo, qualquer caminho que conecta dois triangulos
possui uma quantidade impar de arestas e qualquer caminho que conecta um triangulo a

um vértice de grau 1 possui uma quantidade par de arestas.

De fato, os tnicos grafos conexos que nao sao decomponiveis sao os caminhos de
tamanho impar, ciclos de tamanho impar e grafos da familia 7 [4]. Esses grafos sao

chamados de excegcoes. A demonstragao desse fato sera dada a seguir nos Lemas 3.1 e 3.3.

Lema 3.1 (|4]). Seja G um grafo conezo. Se G é uma excegao, entdo G nao é decompo-

nivel.

Demonstrac¢ao. A conclusao é 6bvia se G é um caminho de tamanho impar ou um ciclo
de tamanho fmpar. Assim, assuma que G € 7. Suponha que G é um contraexemplo
minimo, ou seja, G é decomponivel e nao existe nenhum grafo em 7 decomponivel com

menos arestas que G.

Seja H um triangulo em G formado pelos vértices u, v e w e considere uma decompo-
sicao localmente irregular de G. Note que nao podemos ter as trés arestas desse triangulo
coloridas com a mesma cor, pois, caso contrario, garantidamente teriamos dois vértices
nesse triangulo com grau 2, ou dois vértices com grau 3 na mesma cor. Entao, existe uma
cor que aparece em apenas uma das arestas de H. Assuma, sem perda de generalidade,
que essa é a cor 1 e que ¢(uv) = 1. Note que, se todos vizinhos de u e v estdo em H,
entdo existe uma aresta isolada em G[F;]'. Assim, assuma sem perda de generalidade

que uxr € E(G) e que a cor de ux é 1.

Seja G, a componente de G — u que contém z, e note que G' = G[V(G,) U {u,v}]
pertence a 7 ou é um caminho de tamanho impar e, portanto, pela minimalidade de GG, o
grafo G’ nao é decomponivel. Mas, como G é decomponivel, entao existe uma decomposi-
¢ao localmente irregular das arestas de G' e podemos restringir essa decomposigao apenas
para as arestas que estao em G’, obtendo assim uma decomposicao localmente irregular

de G', o que leva a uma contradicao. O

Para mostrar que grafos que nao sao excegoes sao decomponiveis (Lema 3.3), precisa-

mos da seguinte ferramenta.

Lembrando que E; ¢ o conjunto de todas arestas de E(G) coloridas com a cor 1.
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Lema 3.2 ([4]). Seja G um grafo conexo cujo conjunto de arestas E(G) pode ser particio-
nado em dois subconjuntos nao-vazios I e O tal que G[I] e G[O] sao conexos. Se |O] > 2,

entiao O contém duas arestas adjacentes uwv e uw tal que G — {uv,uw} € conero.

Agora provamos o ultimo resultado desta secao.

Lema 3.3 (|4]). Seja G um grafo conezo. Se G ndo € uma exce¢io, entio G € decompo-

nivel.

Demonstracao. Seja G um grafo conexo. Suponha que GG é um contraexemplo minimo, ou
seja, G nao é uma exce¢ao, nao ¢ decomponivel e todo grafo com menos arestas do que G
que nao é uma excec¢ao é decomponivel. Note que claramente GG nao pode ter menos que 5

arestas, entdo assuma que |E(G)| > 5.

Iremos mostrar que GG nao contém um vértice de grau 3 cuja vizinhanca em G é um
conjunto independente, e também nao contém um vértice de grau pelo menos 4. Para fins

de contradicao, suponha que v é um tal vértice.

Se alguma componente C' de G — v tiver tamanho pelo menos 2, entao, pelo Lema 3.2,
existem duas arestas e; e ep adjacentes em C' tais que G' = G — {ej, ez} é conexo.
Como v € V(G'), note que G’ ndo é uma excegao. Entao, dado que G é um contraexemplo
minimo, G’ ¢ decomponivel. Mas como F(G) = E(G’)U{ey, ea}, e o grafo induzido pelas

arestas e; e es € localmente irregular, G também é decomponivel, uma contradicao.

Assuma agora que toda componente de G — v possui no maximo uma aresta. Para
cada uma dessas componentes que for uma aresta com ambos extremos incidentes a v,
remova-a de G. O grafo restante é uma arvore que nao é um caminho de tamanho fmpar

e, portanto, é decomponivel. Logo, G também é decomponivel, uma contradigao.

Sendo assim, temos A(G) < 3 e todo vértice de grau 3 em G faz parte de pelo menos
um triangulo. Iremos mostrar agora que G nao contém nenhum ciclo com mais de 3

arestas. Para fins de contradigao, assuma que C' é um desses ciclos.

Se alguma componente de G — E(C') tiver tamanho pelo menos 2, entdo podemos
usar o Lema 3.2 da mesma forma que descrevemos anteriormente para mostrar que G é

decomponivel, chegando a uma contradigao.

Assuma que toda componente de G — E(C) possui no maximo uma aresta. Como
sabemos que todo vértice de grau 3 em G faz parte de pelo menos um triangulo, o grafo G
é composto exatamente pelo ciclo C' e zero ou mais arestas que ligam dois vértices deste
ciclo formando um tridngulo. Sendo assim, devem existir trés vértices consecutivos u, v
e w em C que formam um tridngulo em G, pois caso contrario GG seria um ciclo e, como
sabemos que G nao é uma excecao, G seria um ciclo par e, portanto, decomponivel. Note
que, a menos que GG — v seja um ciclo de tamanho impar, G — v é decomponivel e entao G
também ¢ (dado que as arestas incidentes a v formam um P; ou um Kj3 em G), uma

contradigao. Caso G — v seja um ciclo de tamanho impar, entdo, se d(v) = 2, podemos
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remover u e as arestas incidentes a u de G, e se d(v) = 3 e podemos remover um caminho
de comprimento 2 formado por duas arestas incidentes a v diferentes de vw. Em ambos
os casos o grafo restante é conexo e tem quantidade par de arestas, e portanto nao é uma
excegao e é decomponivel. Como em ambos os casos removemos um grafo decomponivel

de G, entao GG também é decomponivel, chegando novamente a uma contradicao.

Sendo assim, sabemos que todo ciclo em G é um tridngulo e que todo vértice de grau 3
em G faz parte de exatamente um triangulo. Note que G é muito similar aos grafos da
familia 7, exceto, possivelmente, pelo comprimento dos caminhos ligando tridngulos a
vértices de grau 1, e pelo comprimento dos caminhos ligando dois triangulos entre si.

Portanto, sabemos que §(G) = 1 ou G contém um tridngulo com dois vértices de grau 2.

Se §(G) = 1, entao podemos escolher qualquer vértice u incidente a um vértice v
com d(v) = 1 e remover de G as arestas uv e uw tal que v e w sdo os vértices de menor
grau em N(u). Iremos mostrar que o grafo resultante G’ nado é uma exce¢do. Suponha
para fins de contradigdo que G’ seja uma excegdo. Entdo G’ pode ser um caminho de
tamanho impar ou um grafo da familia 7 no qual existe um caminho de tamanho par
(possivelmente zero) ligando w a algum triangulo. Como G é igual a G’ exceto pela adigao
de um P3, em ambos os casos podemos concluir que GG também é uma exce¢ao, o que é
uma contradicao. Sendo assim, G’ ndo ¢ uma excecao e, portanto, ambos G’ e G sao

decomponiveis, o que é novamente uma contradicao.

Por fim, podemos assumir sem perda de generalidade que, nesse caso, G contém um
triangulo com dois vértices de grau 2. Podemos remover as duas arestas incidentes a
qualquer um desses dois vértices e, usando um argumento similar ao usado no caso em
que 0(G) = 1, podemos mostrar que o grafo restante ndo é uma excegao e, portanto, é

decomponivel, e entao G também é decomponivel, uma contradicao.

Sendo assim, mostramos que em todos os casos G ¢ decomponivel, e portanto nao

pode ser um contraexemplo minimo, o que completa a demonstragao. O

Na Tabela 3.1 apresentamos os resultados mais relevantes relacionados a Conjec-
tura 1.3. Note que ainda nao conhecemos um limitante geral com poucas cores, dado que
o melhor limitante conhecido para um grafo qualquer G ¢ x},,.(G) < 220 [18], e mesmo

para familias como grafos bipartidos ainda nao sabemos se a conjectura é verdadeira.

Dentre os resultados exibidos na Tabela 3.1, nas proximas segoes entramos em deta-
lhes sobre alguns deles que utilizam ferramentas interessantes, comecando pelo método

probabilistico.
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Tabela 3.1: Indice cromdtico irreqular de algumas familias de grafos.

Familia

Resultados conhecidos

Qualquer grafo G

Xirr (G) < 220 [18]
X (G) < 3 se 6(G) > 10" [22]
Xirr(G) < 3A(G) — 2 se G nao é regular 7]

Ciclo C,,

X;rr(c4n) =2e X;rr(c4n+2) =3
para todon <1 [4]

Grafo completo K,

Xipr (K —€) =2 Ve € E(K,) |4]
Xipr (B —{e,€'}) =2 Ve, ¢’ € B(K,) [4]

Grafo bipartido completo K, ,

X;rr(Kp,q) = 2 se p = q €
X;rr(Kp,q) = 1 se p % q [4]

Xirr(T) <3 4]

Arvore T Existe uma caracterizacdo das arvores com . (1) =2 e
é possivel verificar em tempo linear se x;..(T) = 2 [5]
Cacto C' X (C) < 3 se C' nao é isomorfo ao grafo gravata-borboleta [24]

Grafo bipartido G
com biparticao (A, B)

Se G é regular com 6(G) > 3, entao x;,..(G) =2 [12]
Para qualquer G bipartido, x;,.,.(G) <7, e
se d(v) é par pra todo v € A, entao x}..(G) < 4 [18]

Grafo subciibico G

Xirr (G) < 4 [18]

Grafo regular G de grau d

Xirr(G) < 3se d > 107 [4]
X (G) < 4 se d > 54000 [23]

Grafo planar GG

X (G) < 15 se |E(G)| é impar e
Xirr (G) < 14 se |E(G)] ¢ par [7]

Grafo d-degenerado G

Xipr(G) < 3d + 1 [7]

Grafo split G
formado por clique C
e conjunto independente [

Se |C] > 10, entdo x},,.(G) <3 e
sabemos caracterizar se x},..(G) =1 e x},..(G) =2 [17]
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3.2 Meétodo probabilistico

Os Teoremas 3.4 e 3.5 sao ferramentas importantes na aplicagao do método probabilistico,

usado para limitar x},.,.(G).

Teorema 3.4 (Lema Local de Lovasz — Caso simétrico [3]). Sejam Ay, Ao, ..., A, eventos
em um espaco de probabilidade qualquer. Suponha que cada evento A; € mutuamente
independente de um conjunto contendo todos os outros eventos, exceto por no mdximo D

deles, e que P(A;) < p para todo 1 <i<mn. Sep < m, entao temos

P(QE> >0.

No método probabilistico, o Lema Local de Lovasz geralmente é utilizado para ga-
rantir que, caso existam eventos “ruins” que desejamos evitar (por exemplo, dois vértices
adjacentes com o mesmo grau), e que esses eventos tenham probabilidade suficientemente
baixa e sejam em sua maioria mutuamente independentes, entao garantidamente existe

um cenario no qual nenhum destes eventos ocorre.

Teorema 3.5 (Desigualdade de Chernoff [20]). Seja B uma varidvel aleatoria com dis-

tribuicao Binomial(n,p). Entao para todo 0 <t < np temos

P(|B —np| > t) < 2e~1/G)

No método probabilistico, a desigualdade de Chernoftf geralmente é utilizada para
encontrar um limitante superior p para a probabilidade dos eventos que queremos evitar,

e esse limitante seré usado posteriormente no Lema Local de Lovasz.

O Teorema 3.6 e o Corolario 3.7 também se mostraram muito tteis em outros proble-
mas relacionados, e sao ferramentas importantes para o resultado principal que apresen-

tamos nesta secao.

Teorema 3.6 ([1]). Suponha que, para um grafo G, escolhemos dois inteiros a; e a} para

cada vértice v € V(QG) tais que

B [ 20),

Entao eziste um subgrafo gerador H de G tal que para todo vértice v € V(G) temos

dy(v) € {a,,a;, +1,a},a} +1}.

5(G)

Corolario 3.7. Dados um grafo G, um inteiro positivo X < =g, e qualquer fungao
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t:V(G) = {0,1,...,\ — 1}, existe um subgrafo gerador H de G tal que

o ¢ [142,240]

e dg(v) =t(v) (mod \) ou dy(v) = (t(v) +1) (mod \) para todo v € V(G).

Com essas ferramentas, estamos prontos para apresentar o resultado principal desta
se¢ao. Dado que nosso objetivo é mostrar como as ferramentas acima sao usadas para a
demonstracao do teorema, alguns detalhes da demonstragao serao omitidos. A demonstra-

¢ao completa esta disponivel no trabalho de Baudon, Bensmail, Przybyto, e Wozniak [4].

Teorema 3.8 ([4]). Seja G um grafo d-regular com d > 107. Entdo x),..(G) < 3.

Demonstragdo. Seja G um grafo d-regular com d > 107. Para cada v € V(G) escolha in-
dependentemente dois valores ¢1(v), c(v) € {0,1,..., [d®*]—1} uniformemente ao acaso.
Os valores de ¢; e ¢y serao usados com o Corolario 3.7 para encontrar subgrafos localmente

irregulares de G’ que possuam grande quantidade de arestas. Para cada v € V(G), defina
A(w) ={u € Ng(v): c1(u) = c1(v)},

B(v) = {u € Ng(v): ca(u) = ca(v)},
C(v) = {u € Ng(v): c1(u) + ca(u) = (c1(v) + c2(v))  (mod [d>*])}, e

D(v) = B(v)NC(v) = {u € Ng(v): c1(u) = ¢1(v) e ca(u) = ca(v)} .

Agora, sejam A,, B,,C, e D,, respectivamente, os eventos |A(v)| > 2d*%  |B(v)| >
2d%%° |C(v)| > 2d%% e |D(v)| > 2d™® — 1. Queremos evitar que esses eventos acontegam,
pois eles representam uma grande quantidade de vértices vizinhos com o mesmo grau.

d70,35 d0,65

Podemos usar a desigualdade de Chernoff com n = d, p = et=np= para

mostrar que

P(A,),P(B,),P(C,), P(D,) < 2¢~2"°/7

para todo v € V(G), e entdo podemos usar o Lema Local de Lovasz com p = 26247/ ¢

D = 4d? + 3 para mostrar que

P(ﬂ A_mEmFmD_U) >0

veV

e portanto existe uma escolha de ¢;(v) e co(v) para todo v € V(G) tal que

AW [B@)].1C(v)] < 20 e |D(v)] < 2d°° 1.

Podemos entao remover todas as arestas uv € E(G) tais que ¢;(u) = ¢;(v), e chamar
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o grafo resultante de G’. Pelo Corolario 3.7, existe um subgrafo H; de G’ tal que

dp, (v) = 3|2d?|ei(v)  (mod 3|2d%*][d>*]) ou
dp, (v) = 3[2d"%|ci(v) + 1 (mod 3[2d°? | [d**])

para todo v € V(G), e

2A(G' 2d
A(H:) < () <+
3 3
Note que, se ¢1(u) # ¢1(v), entdo dy, (u) # dy, (v). Isso vale para todo uv € E(G)

por defini¢ao, e portanto também vale para todo uv € E(H;), o que nos diz que H; é

localmente irregular.

A parte final da demonstracao usa argumentos similares para decompor as arestas
restantes de G em dois subgrafos Hy e H3 e, entao, mostrar que Hs e H3 sao localmente

irregulares, o que conclui a demonstracao. O]

Além de apresentar o resultado que mostramos acima, a seguinte pergunta foi feita no

trabalho de Baudon, Bensmail e Przybylo [4]:

FExiste alguma constante Dq tal que, se G € um grafo qualquer com grau mi-
nimo 6(G) > Dy, entao x},.(G) < 37?

Alguns meses depois, essa pergunta foi respondida, usando também o método probabilis-

tico.

Teorema 3.9 ([22]). Para todo grafo G com §(G) > 10", vale que ¥}, (G) < 3.

Note que esse resultado vale apenas para grafos com grau minimo muito alto. Seria
interessante conhecer algum limitante que sirva para qualquer grafo G, de modo que surge

a seguinte pergunta:

Pergunta 3.1. FEuxiste alguma constante k tal que, para todo grafo decomponivel G, te-
mos X, (G) < k?

Note que essa é uma versao mais fraca da Conjectura 1.3. Na proxima se¢ao apresen-
tamos os resultados que permitiram responder essa pergunta, e o valor de k obtido.

3.3 Limitante superior para todos os grafos

A dltima pergunta feita na se¢ao anterior foi respondida por Bensmail, Merker e Thomas-

sen em 2017, com o seguinte teorema.

Teorema 3.10 ([8]). Se G é um grafo decomponivel, entao x,..(G) < 328.
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A prova consiste em combinar as trés seguintes ferramentas:

e L suficiente trabalhar com grafos de tamanho?® par, usando apenas uma cor extra
para transformar um grafo conexo de tamanho fmpar em um grafo no qual toda
componente conexa tem tamanho par.

e Se G é um grafo bipartido no qual toda componente conexa tem tamanho par,
entao x4, (G) < 9.

e Se G ¢ um grafo no qual toda componente conexa tem tamanho par, entao x;,.,.(G) <
327, pois G pode ser decomposto em um grafo H com x/,..(H) < 3 e k grafos bipar-
tidos Bi,..., By, com k < 36, nos quais toda componente conexa possui tamanho

par (totalizando Y25, v (B:) < 36 -9 = 324 cores).

A seguir apresentamos os principais teoremas que dao origem a esses resultados.

3.3.1 Grafos com tamanho impar

Seja G um grafo qualquer. A subdivisao de uma aresta uv € F(G) é a opera¢ao que gera
o grafo H no qual V(H) =V (G) U{w} e E(H) = E(G) U{uw,wv} \ {uv}

Teorema 3.11 ([8]). Seja G um grafo conexo com tamanho impar e KY 3 o grafo bipartido
completo Ky 3 com duas arestas subdivididas. Se G € decomponivel, entao G contém um
subgrafo H isomorfo ao K13 ou K{ 5 tal que toda componente coneva de G — E(H) tem

tamanho par.

O Teorema 3.11 nos permite usar qualquer resultado que encontrarmos para grafos
com tamanho par também em grafos com tamanho fmpar, aumentando o ntmero de

cores utilizadas em apenas 1.

3.3.2 Grafos bipartidos

Seja G = (A, B) um grafo bipartido. Se para todo v € A temos que d(v) é par, dizemos

que G é A-par. Naturalmente estendemos essa notagao para A-impar, B-par e B-impar.

Note que se G for A-par e B-impar, entao GG é localmente irregular. A ideia é remover
alguns grafos bem comportados de G para obter um grafo que esteja muito préximo de
ter essa estrutura. Esses subgrafos incluem um tipo particular de floresta e uma uniao

especifica de um ciclo e um caminho.

Lema 3.12 ([8]). Seja F' uma floresta A-par. Entao, x},.(F) < 2, e existe uma coloragdo
localmente irreqular de F' com duas cores na qual todo v € A € monocromdtico, ou seja,

toda aresta incidente a v possui a mesma cor.

Lema 3.13 ([8]). Seja G um grafo decomponivel formado pela uniao de um ciclo indu-

zido C' e um caminho P que comeca em um vértice v € V(C'). Entao x,,,.(G) < 4.

2Note que, conforme definido anteriormente, o tamanho de G é sua quantidade de arestas.
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Lema 3.14 ([8]). Seja G um grafo bipartido A-par. Entao, x...(G) < 7.

A prova do Lema 3.14 consiste em mostrar que qualquer grafo bipartido e A-par G pode
ser decomposto em trés subgrafos: uma floresta A-par F', um grafo localmente irregular H,
e uma uniao aresta-disjunta de um ciclo induzido C' e um caminho P que comeca em algum
vértice v € V(C), resultando em x;..(G) < X (F) 4+ Xy (H) + X} (CUP) < 24144 =17,

Lema 3.15 ([8]). Seja G = (A, B) um grafo bipartido conexo de tamanho par. Eriste
uma floresta A-par ou B-par F C G com todas as folhas em A tal que G — E(F) é A-par.

Os Lemas 3.14 e 3.15 levam diretamente aos resultados principais desta subsecgao.

Teorema 3.16 ([8]). Se G ¢ um grafo bipartido conexo de tamanho par, entdo vale
que X;’I‘T‘(G) S 9

Corolario 3.17. Se G € um grafo bipartido conexo nao isomorfo a um caminho de ta-

manho impar, entio vale que x},,.(G) < 10.

3.3.3 Grafos degenerados

Um grafo d-degenerado é aquele no qual todo subgrafo possui um vértice de grau no
méximo d. A degeneracio de um grafo G é o menor d tal que G é d-degenerado. A
degeneracao de um grafo mede o quao esparso ele é, e pode ser computada em tempo

linear [19].

Saber decompor grafos d-degenerados em grafos localmente irregulares é tutil para
a obtencao de limitantes melhores para classes de grafos que podem ser facilmente de-
compostos em grafos d-degenerados e grafos com grau méaximo limitado, dado que todo
grafo G é¢ A(G)-degenerado.

Teorema 3.18 ([8]). Seja d > 1 um nimero natural. Se G € um grafo d-degenerado
no qual toda componente conexa tem tamanho par, entao G pode ser decomposto em

[log, (d+ 1)] + 1 grafos bipartidos nos quais toda componente conexa tem tamanho par.

Corolario 3.19. Se G é um grafo conexo d-degenerado de tamanho par, entao
Xir(G) < 9 ([log, (d+ 1) +1).

A 1ltima ferramenta que precisamos para chegar ao resultado que vale para qualquer
grafo decomponivel é um teorema que nos permite reduzir um grafo qualquer a um grafo

degenerado, apresentado a seguir.

Teorema 3.20 ([8]). Seja d um nimero natural. Se G é um grafo conexo de tamanho
par, entao G pode ser decomposto em dois grafos D e H tal que D é 2d-degenerado, toda

componente de D tem tamanho par, e §(H) > d —1 ou H € vazio.
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Com essas ferramentas, é possivel garantir a existéncia de uma coloracao localmente

irregular de qualquer grafo decomponivel G com no maximo 328 cores da seguinte forma:

1. Se G tem tamanho impar, entao pelo Teorema 3.11 é possivel obter um grafo G’ no
qual toda componente conexa tem tamanho par. Caso contrario, G' = G.

2. Pelo Teorema 3.20 aplicado com d = 10'° + 1, ¢ possivel decompor G’ em um grafo
(2 - 101% + 2)-degenerado D no qual toda componente conexa tem tamanho par e
um grafo H cujo grau minimo é pelo menos 10'° ou H é vazio.

3. Pelo Teorema 3.18, ¢é possivel decompor D em k < 36 grafos bipartidos By, ..., By
nos quais toda componente conexa tem tamanho par, e, pelo Teorema 3.16, te-
mos . (B;) <9 para todo 1 <i < ke x, (D) < S5 X (Bi) < 36-9 =324,

4. Pelo Teorema 3.9, temos x},,.(H) < 3.

5. Portanto, x},,.(G) <1+ X} (D) + X} (H) < 14324+ 3 = 328.

3.3.4 Estado da arte

Em 2018, Luzar, Przybylo, e Sotédk conseguiram melhorar o resultado para grafos biparti-
dos, consequentemente melhorando o resultado geral, e chegando aos melhores limitantes

que conhecemos atualmente, descritos nos teoremas a seguir.

Teorema 3.21 ([18]). Se G é um grafo bipartido no qual toda componente conexa tem

tamanho par, entio x},,.(G) < 6.

Teorema 3.22 ([18]). Se G' é um grafo decomponivel, entao x’,..(G) < 220.

3.4 Grafos subcubicos

Seja G um grafo com A(G) < 3. Dizemos que G é um grafo subcibico. Estudar decom-
posi¢oes localmente irregulares de grafos subctubicos é interessante, pois sabemos muito
pouco a respeito de tais decomposi¢oes mesmo em grafos com grau maximo limitado.
Além disso, usar a técnica de inducao finita para provar resultados para grafos subctbicos
é dificil, pois todos os grafos nao-decomponiveis sao subcibicos, entao é comum ter que

lidar com grafos nao-decomponiveis ao tentar aplicar inducao em grafos subciibicos.

Para contornar esses problemas e chegar ao melhor resultado que conhecemos atual-
mente para grafos subcibicos, Luzar, Przybylo e Sotak [18]| utilizaram uma estratégia
interessante. Ao fortalecer a hipotese de indugao, foi possivel evitar lidar com grafos nao-
decomponiveis, além de garantir outras propriedades que foram tteis para a construcao

da prova.

Denotamos por K73 o grafo formado pela subdivisao de duas arestas do Kj3. Cha-
mamos o vértice de grau 3 do K; 3 ou K73 e o vértice de grau 2 do P de vértice central

desses grafos. Seja G um grafo decomponivel. Uma particdo D de E(G) é pertinente
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se cada elemento de D é isomorfo ao P3, exceto por no méximo um elemento, que pode
ser isomorfo ao K 3 ou ao K{;. Uma particao D de E(G) é fortemente pertinente se D
¢ pertinente e, caso D contenha algum elemento isomorfo ao K75, entdao G nao possui

nenhuma decomposigao pertinente que nao contém um K7 5.

Note que toda particao pertinente também é uma decomposicao localmente irregular

das arestas de G.

Teorema 3.23 ([18]). Seja G um grafo subcibico decomponivel e D uma parti¢ao forte-
mente pertinente das arestas de G. Entao G admite uma coloracao localmente irreqular

com no mdximo 4 cores tal que:

e As arestas de cada elemento de D sdo coloridas com a mesma cor;
e Se as arestas de dois elementos incidentes p1 e pa de D sao coloridas com a mesma

cor, entao o vértice no qual p1 e py sao incidentes € o vértice central de pr ou de po.

Sendo assim, vale que x},.,.(G) < 4.

A demonstracao utiliza inducao nos elementos de D e, como para todo F' € D temos
que G — F' é decomponivel, nunca precisamos lidar com grafos nao-decomponiveis ao longo

da demonstracao, o que a torna bem mais simples.



Capitulo 4
Nossos resultados

Conforme vimos anteriormente, um passo natural na direcao da Conjectura 1.3 é tentar
provar que, para algum k que seja o mais proximo possivel de 3, temos x/,..(G) < k para
todo grafo G decomponivel. Também podemos restringir os grafos a alguma classe espe-
cifica, como grafos bipartidos ou subcubicos, de forma que seja possivel usar a estrutura
desses grafos para obter valores menores de k. Este capitulo esta dividido em algumas
secoes, sendo que cada secao contém nossos resultados sobre uma classe de grafos. A

ultima secao apresenta um limitante superior que vale para todo grafo decomponivel.

4.1 Grafos subciabicos

Conforme vimos na Secao 3.4, dizemos que um grafo G é subcibico se A(G) < 3. Durante
nossa pesquisa, tentamos confirmar a Conjectura 1.3 para essa classe de grafos, obtendo
alguns resultados intermediarios que serviram para aumentar nosso entendimento sobre o

problema.

Antes de apresentar esses resultados, iremos apresentar mais algumas defini¢goes. Dado
um grafo G e uv € E(G), dizemos que uv é uma (z,y)-aresta se d(u) = = e d(v) = y.
Sejam u € V(G) e ¢ uma coloragao das arestas de G. Dizemos que u é monocromdtico
se c(uv) possui 0 mesmo valor para todo v € N(u). Dizemos que a cor i estd livre em u
se nenhuma aresta incidente a u foi colorida com a cor ¢, e que a cor ¢ estd livre em uv se
nenhuma aresta incidente a u ou a v foi colorida com a cor . Lembramos que uma k-liec
de G é uma coloragao localmente irregular de G usando no maximo k cores e que d;(v, c) é
a quantidade de arestas incidentes a v que possuem a cor ¢ em ¢, representado como d;(v)
quando nao ha ambiguidade. Denotamos por X o conjunto que contém todos caminhos
de tamanho par e todos caminhos de tamanho fmpar com um triangulo em uma de suas
extremidades. Note que, para todo X € X, existe uma 2-liec de X na qual cada cor induz
uma floresta de P; e, portanto, vale que x},..(X) < 2. Dizemos que um caminho P foi

pendurado em um grafo GG para definir a operagao que cria um novo grafo H ao identificar

20
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um vértice de G com um vértice de grau 1 de P. Quando existe ambiguidade, deixamos

explicito qual vértice de G esta sendo usado.

O lema a seguir resolve a Conjectura 1.3 para uma subclasse de grafos subcubicos.

Lema 4.1. Se G é um grafo conezxo subcibico decomponivel sem (3,3)-arestas, entao
vale x4, (G) < 3.

Demonstra¢ao. Seja G um grafo conexo subcibico decomponivel sem (3, 3)-arestas. Se
A(G) = 2, entdo G é um caminho de tamanho par ou um ciclo de tamanho par, e
o resultado vale. Assim, suponha que A(G) = 3 e seja u € V(G) com d(u) = 3 e
Ng(u) = {uy,uz,uz}. Como G néo tem (3,3)-aresta, cada u; pode ter no maximo um
vizinho além de u. Caso exista, chamaremos tal vizinho de v;. Iremos construir uma 3-liec

¢ de G usando inducao no nimero de arestas de G.

Se |[E(G)| = 3, entao G ¢é isomorfo ao K 3 e a coloragao ¢ trivial. Assim, suponha que
|E(G)| > 3 e seja G = G — u. A prova sera dividida em trés casos, pois a forma como

iremos construir ¢g depende da quantidade de componentes conexas em G'.
Caso 1: G' tem trés componentes conexas G, Go e Gs.

Para cada G; com 1 < i < 3, se (5; é decomponivel, entao, pela hipotese de inducao,
temos x4,..(Gi) < 3. Seja cg, uma 3-liec de G; na qual a cor 1 é livre em u;. Faga
ca(e) = cg,(e) para todo e € E(G;). Se G; nao ¢ decomponivel, faca G}, = G; + uu;. Pela
hipétese de indugao, temos x;,,.(G}) < 3. Seja cg; uma 3-liec de G} na qual cqr (u;) = 1.
Faga cg(e) = cg(e) para todo e € E(G)). Para finalizar a coloragao cg, faca cg(uu;) =1
para cada aresta uu; que ainda nao foi colorida. Note que isso faz com que d;(u) = 3. A

coloragao obtida ¢ localmente irregular pois, para todo u; € Ng(u), temos d; (u;) € {0, 2}.
Caso 2: G' tem duas componentes conexas Gie Gs.
Suponha, sem perda de generalidade, que u; € V(Gy) e {ug,us} C V(Gy).

Caso 2.1: Gy e Gy sao decomponiveis. Por hipotese de indugdo, x}.,.(G1) < 3 e
Xirr(G2) < 3. Seja cg, uma 3-liec de G1 na qual a cor 1 é livre em u; e ¢, uma 3-liec
de G5 na qual a cor 1 é livre em uy e uz (isso é possivel pois dg(u;) < 2 para todo
u; € Ng(u)). Faga cg(e) = cg,(e) para todo e € E(Gy) e cg(e) = cg,(e) para todo
e € E(Gs). Para finalizar a coloragao cg, faga cg(uu;) = 1 para todo u; € Ng(u). A

coloragao obtida ¢é localmente irregular, pois para todo u; € Ng(u) temos d;(u;) = 0.

Caso 2.2: Gy nao é decomponivel e Gy € decomponivel. Faga G| = G + uuy. Por
hipotese de indugao, G} e Gy admitem 3-liecs. Sejam cg; e cg, tais coloragoes. Suponha,
sem perda de generalidade, que cg (uu1) = 1 e cg,(ugv2) = 1. Faga cg(e) = cg, (e) para
todo e € E(G)) e ca(e) = cg,(e) para todo e € E(G3). Restam colorir as arestas uugy e
uug. Note que ambas sao adjacentes apenas a arestas coloridas com a cor 1 e possivelmente
mais uma cor e, portanto, existe uma cor ¢ livre em ambas. Faca cq(uuy) = co(uus) = i,

finalizando a coloracao cg.
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Caso 2.83: G1 € decomponivel e Gy ndo é decomponivel. Faca Gy, = Go+uug +uug+uus.
Note que G é decomponivel, pois |E(GY)| é par. Se |[E(G1)| > 1, entdo |E(GY)| < |E(G)|
e, por hipotese de indugao, x%,.,.(G1) < 3 e x},..(G5) < 3. Seja ¢, uma 3-liec de G na qual
a cor 1 ¢ livre em u; e seja cgy, uma 3-liec de G na qual cgy (uuy) = 1. Faca ca(e) = cg, (€)

para todo e € E(Gh) e ca(e) = cgy(e) para todo e € E(Gy), finalizando a coloragao cg.

Se |[E(Gy)| = 0, entdo G = GY%. Como G ¢é conexo e |E(G3)| > 0, entdo pelo menos
um dos vértices us e ug possui um vizinho em G,. Suponha, sem perda de generalidade,
que ugvy € E(Gq). Se dg,(v2) = 1, entdo ve = uz e E(Gy) = {ugus}, pois G nao tem
(3,3)-aresta. Faca cg(uui) = cg(uug) = 1 e cg(uuz) = ca(ugus) = 2. Se dg,(v2) = 2,
entdo seja Gy = Go — usvy. Note que, como G5 ndo é decomponivel, G5 é formado por
uma componente com o vértice u, sem nenhuma aresta incidente e por outra componente
decomponivel, pois |E(G3)| é par. Pela hipotese de indugao, seja cgy uma 3-liec de Gf.
Note que, como dgy(ve) = dgy(uz) = 1, existe uma mesma cor ¢ livre em ambos v,
e uz. Faga cg(e) = cgy(e) para todo e € E(GY) e faga co(uuy) = cquug) = co(uug) =
ci(uguy) = i, finalizando a coloragao cg. Se dg,(v2) = 3, entdo vy estd em um tridngulo,
e usVy ¢ um caminho de tamanho impar pendurado nesse tridngulo em G, o que faz com

que G5 seja decomponivel, uma contradicgao.

Caso 2.4: Gy e Gy nao sao decomponiveis. Suponha primeiro que F(Gy) = {uqus}.
Se GG; é um caminho de tamanho fmpar, entao G é formado pelo triangulo uusuz com
um caminho de tamanho par pendurado em w. Se GG; € 7T, entdo existe um cami-
nho de tamanho impar ligando o tridngulo uusus com um tridngulo em G, e, portanto,

G € 7. Em ambos os casos GG nao ¢ decomponivel, uma contradi¢ao. Suponha entao
que E(Gs) # {uqus}.

Faca G| = G1 + uu; e Gy = G5 + uuy. Note que ambos G e G, sao decomponiveis
e sem (3,3)-aresta. Por hipotese de inducdo, x%,.,.(G}) < 3 e x,..(G5) < 3. Seja ¢} uma
3-liec de G| na qual ¢|(uuy) = 1 e ¢, uma 3-liec de G, na qual ch(uuz) = 1. Se Gy é
um caminho de tamanho impar, entdo G5 ¢ um caminho de tamanho par. Nesse caso,
podemos assumir sem perda de generalidade que ¢)(usvs) # 1. Faga cg(e) = ¢ (e) para
todo e € E(GY) e cg(e) = c¢4(e) para todo e € E(GY) e cq(uug) = 1. Note que ¢ é uma
3-liec de G.

Assim, podemos assumir que Gy € 7. Faca G§ = Gy + uus + uuz. Note que Gy é
decomponivel, pois existe um ciclo em GY que nao ¢ um tridngulo. Seja ¢ uma 3-liec
de G na qual dj(uuy) # 1 e dy(uug) # 1 e faca cg(e) = ¢ (e) para todo e € E(G)) e
ca(e) = dy(e) para todo e € E(GY), de modo que ¢ é uma 3-liec de G.

Caso 3: G' € conezo.

Suponha que wjus € E(G). Como G’ é conexo, entdo existe um caminho em G’
ligando u; ou uy a uz. Portanto, temos dg(u1) = 3 ou dg(uz) = 3 e G tem (3, 3)-aresta,

uma contradi¢do. Suponha entao que G[{u1, us, uz}| ndo contém nenhuma aresta, pois o

mesmo argumento valeria se ujuz ou usus existissem. Observe que vy, v9 € v3 existem.



CAPITULO 4. NOSSOS RESULTADOS 23

Caso 3.1: G' € decomponivel. Suponha primeiro que G” = G’ + uu; ¢ decompo-
nivel. Por hipotese de indugao, temos x4, (G”) < 3. Seja cgr uma 3-liec de G” na
qual cgr(uuy) = 1. Se car(ugve) # 1 e cor(ugvs) # 1, faga cg(e) = cqr(e) para todo
e € E(G") e faga cg(uug) = cg(uus) = 1, completando a coloragdo c¢g. Entdo suponha
que cgr(uavy) = 1. Note que uus e uug sdo incidentes apenas a arestas coloridas com a
cor 1 e possivelmente mais uma cor e, portanto, existe uma cor ¢ livre em ambas. Faca

ca(uug) = cg(uuz) = i, completando a coloragao cg.

Suponha entao que G” nao é decomponivel. Como G[{uy, ug, u3}| ndo contém nenhuma
aresta, sabemos que G’ nao ¢ um caminho de tamanho impar nem um ciclo de tamanho
impar e, portanto, G’ € 7. Como G nao tem (3, 3)-aresta, todo triangulo em G s6 pode
ter um vértice de grau 3. Como dgv(u) = 1, entdao G” s6 pode ser formado por um
triangulo com um caminho de tamanho par pendurado em um de seus vértices. Note
que u ¢ o unico vértice de grau 1 em G” e, portanto, dgr(ug) = 2 e dgv(uz) = 2. Como

uuy ¢ E(G"), entao dg(uz) = 3 e uuy é uma (3, 3)-aresta em G, uma contradigao.

Caso 3.2: G' nao é decomponivel. Como G[{u1,us, us}| ndo contém nenhuma aresta,
entdao sabemos que G’ ndo é um caminho de tamanho impar nem um ciclo de tamanho
impar e, portanto, G’ € 7. Como G nao tem (3, 3)-aresta, todo tridngulo em G s6 pode
ter um vértice de grau 3. Entao G’ é formado por um tridngulo com um caminho de
tamanho par pendurado em um de seus vértices ou por dois tridngulos ligados por um
caminho de tamanho impar. Em ambos os casos existe no maximo um vértice de grau 1
em G'. Entao, existe um vértice u; € Ng(u) com deg/(u;) = 2. Como uu; ¢ G', entdo

dg(u;) = 3 e uu; ¢ uma (3, 3)-aresta em G, uma contradigao. O

Uma estratégia que utilizamos para tentar confirmar a Conjectura 1.3 para grafos sub-
ciibicos é assumir que existe um contraexemplo minimo, e entao analisar a estrutura desse
contraexemplo até chegar a uma contradi¢ao. Um grafo G é um contraexemplo minimo
se G é subcubico decomponivel com x;,..(G) > 3 e, para todo grafo G’ subctibico decom-
ponivel com |E(G')| < |E(G)|, vale x},,.(G) < 3. Durante nossa pesquisa, descobrimos

que caso esse contraexemplo exista, valem as seguintes afirmacoes:

e (G ndo possui vértice de corte, e portanto §(G) > 2;

e (5 é livre de triangulos;

Todo vértice de G possui pelo menos um vizinho de grau 3;

Se GG contém um C4 induzido, entao os quatro vértices desse Cy tém grau 3;

e G nao contém um Kj 3 induzido;

Pelo Lema 4.1, G contém uma (3, 3)-aresta.
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4.2 Grafos nao decomponiveis

Os resultados nesta secao mostram que tivemos um bom progresso no entendimento so-
bre o indice cromatico irregular de grafos que sao obtidos ao adicionar ou remover uma
aresta de um grafo nao decomponivel e sobre a estrutura das decomposi¢oes localmente

irregulares desses grafos.

Lema 4.2. Seja G € T um grafo nao decomponivel e abc um tridingulo em G no qual
d(a) = 2. FEziste uma 3-liec de G — ab na qual cada cor induz uma floresta de Py e,
portanto, xi..(G —ab) < 3.

Demonstragao. Seja G € T um grafo nao decomponivel, abc um triangulo em G no qual
d(a) =2 e G' = G — ab. Iremos criar uma 3-liec ¢ de G’ usando indugao no nimero k

de operacoes feitas para gerar G, de acordo com a Defini¢ao 3.1.

Se k = 0, entdo G ¢ isomorfo ao K3, e fazemos cg(ac) = cer(bc) = 1. Se k > 1,
entdo G é o grafo gerado ao identificar os vértices u € V(H) e v € V(X), onde H € T,
X € X,dy(u) =2,dx(v) =1 e u pertence a um triangulo em H.

Se o triangulo abc pertence a H, entao, por hipotese de indugao, seja ¢y uma 3-liec de
H —ab na qual cada cor induz uma floresta de P;. Vamos comegar fazendo cq/(e) = cp(e)
para toda e € E(H — ab). Como certamente ha uma cor livre ¢ em v, podemos colorir as
arestas de X com 2 cores de forma que a aresta incidente a v recebe a cor i, finalizando a

coloracao cq. Note que a e v podem ser o mesmo vértice, mas isso nao altera o resultado.

Se o triangulo abc pertence a X, entao certamente X é um caminho de tamanho
impar com um tridngulo em uma de suas extremidades. Seja ¢ um vizinho de v em H.
Por hipétese de indugao, seja cy» uma 3-liec de H —ut na qual cada cor induz uma floresta
de P3;. Vamos comegar colorindo cgr(€) = cyn(e) para toda e € E(H — ut). Certamente
h& uma cor livre 7+ em ut. Note que as arestas que ainda nao foram coloridas em cg
sao as arestas de X — ab + ut que formam um caminho de tamanho par ou um K3
com um caminho de tamanho fmpar ligado em uma de suas extremidades. Em ambos os
casos, essas arestas podem ser coloridas com 2 cores de forma a colorir ut com a cor ¢
sem criar nenhuma componente monocromatica que nao seja isomorfa ao Ps, finalizando

a coloragao cgr. O]

Lema 4.3. Seja G um grafo nao decomponivel, uw € V(G), v ¢ V(G) e seja G' = G + uv.
Existe uma 3-liec de G' na qual cada cor induz uma floresta de Ps e, portanto, temos
(G <3,

Demonstra¢ao. Seja G um grafo nado decomponivel, u € V(G), v ¢ V(G) e seja G' =
G + wv. Iremos construir uma 3-liec ¢ de G’ na qual cada cor induz uma floresta de P;.

Como G nao é decomponivel, entao GG é um caminho de tamanho impar, um ciclo de

tamanho impar ou um grafo da familia 7. Suponha primeiro que G é um caminho de
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tamanho impar. Se dg(u) = 1, entdo G’ é um caminho de tamanho par, e a construcao é
trivial. Se dg(u) = 2, entdo seja Ng(u) = {z,y} e suponha, sem perda de generalidade,
que a componente de G — u que contém x é um caminho de tamanho impar. Entao,
faga cqr(uv) = cer(ux) = 1. As arestas de G’ que ainda nao foram coloridas formam dois
caminhos de tamanho par, que podem ser coloridos com as cores 2 e 3, obtendo uma 3-liec

de G’ na qual cada cor induz uma floresta de Ps.

Suponha agora que G é um ciclo de tamanho impar. Seja x € Ng(u). Faga cor(uv) =
ce(uxr) = 1. As arestas de G’ que ainda nao foram coloridas formam um caminho de
tamanho par, que pode ser colorido com as cores 2 e 3, obtendo uma 3-liec de G’ na qual

cada cor induz uma floresta de P;.

Suponha agora que G € T. Seja T’ a familia contendo todos os grafos H' = H + ab,
onde H € T,a€ V(H)eb¢g V(H). Por defini¢ao, temos G’ € T'. Iremos construir a

coloracao ¢ de G’ por indu¢ao no numero de arestas de G'.

Se |E(G")| = 4, entao G é isomorfo ao K3, e a coloragao ja foi coberta no caso anterior.
Suponha entdo que |E(G")| > 5 e que todo grafo H' € T’ com |E(H')| < |E(G’)| admite

uma 3-liec na qual cada cor induz uma floresta de Ps.

Caso 1: dg(u) = 1. Seja G~ = G —u. Assim, G~ € T’ e, por hipdtese de indugao, G~
admite uma 3-liec ¢g- na qual cada cor induz uma floresta de P;. Faca co/(e) = cg-(e)
para toda e € E(G™). Seja Ng(u) = {z} e note que, como dg-(z) = 1, existe uma cor i

livre em z. Faca cor(uv) = cor(ux) = i, finalizando a coloragao.

Caso 2: dg(u) = 2 e u nao faz parte de um tridngulo em G. Seja Ng(u) = {x,y}. Note
que G—ux ou G—uy é formado por duas componentes conexas de tamanho par. Sem perda
de generalidade, assuma que seja G~ = G — ux. Cada uma dessas componentes pode ser
um grafo da familia 7’ ou um caminho de tamanho par. Em ambos os casos, G~ admite
uma 3-liec cg- na qual cada cor induz uma floresta de Ps;. Faga cq/(e) = cg-(e) para
toda e € F(G~). Novamente, existe uma cor i livre em z. Faca co(uv) = cor(ux) = 1,

finalizando a coloragao.

Caso 3: dg(u) = 2 e u faz parte de um triangulo em G. Seja Ng(u) = {x,y} e seja
G~ = G — ux. Note que G~ —uy € T e, portanto, G~ € T'. Sendo assim, podemos

construir ¢ da mesma forma que no caso anterior.

Caso 4: dg(u) = 3. Seja Ng(u) = {z,y, 2z} e suponha, sem perda de generalidade, que
uxy € um triangulo em G. Note que o grafo G~ = G —u é formado por duas componentes
conexas H; e Hy. Suponha, sem perda de generalidade, que x,y € V(H;) e z € V(Hy).
Faca H| = Hy + ux + uy + wv e Hy = Hy + uz. Note que Hj e H) sao grafos da familia
T', pois Hi +uxr +uy € T e Hy € T. Seja ¢; uma 3-liec de H] na qual cada cor induz
uma floresta de P;. Note que existem exatamente duas cores incidentes em u e, portanto,
existe uma cor i livre em u. Seja ¢ uma 3-liec de H) na qual cada cor induz uma floresta
de P; e com cy(uz) = i. Faga cor(e) = c1(e) para toda e € E(H{) e cer(e) = c2(e) para
toda e € E(H}). Como E(G') = E(H{) U E(H)), a coloragao ¢ esta completa. O
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4.3 Grafos sunlet

Um grafo G é chamado de grafo sunlet se ele é composto por um ciclo C;, com um vértice
de grau 1 pendurado em cada um dos vértices do C),. Definimos que G é um grafo quasi-
sunlet se G é composto por um ciclo C, com até um vértice de grau 1 pendurado em cada
um dos vértices do C,, e G contém ao menos um vértice de grau 1. A Figura 4.1 mostra

um exemplo de grafo quasi-sunlet. Note que todo grafo sunlet é um grafo quasi-sunlet.

Figura 4.1: Exemplo de grafo quasi-sunlet.

Durante nossa pesquisa, provamos o seguinte resultado.

Lema 4.4. Se G é um grafo quasi-sunlet, entdo temos x},..(G) < 2. Além disso, existe
uma 2-liec de G na qual toda componente conexa monocromdtica € isomorfa ao Pj, ex-
ceto no mdzimo uma componente que pode ser isomorfa ao Ki3 com até duas arestas

subdivididas.

Demonstragao. Seja G um grafo quasi-sunlet. Sejam vy, ..., v, os vértices de G que estao
no ciclo e u; o vértice de grau 1 que esta pendurado em v;, quando for o caso. Suponha,

sem perda de generalidade, que d(v;) = 3, ou seja, u; € V(G).

Vamos definir a fun¢ao indicadora I : {1,...,n} — {0,1} como I(i) = 1 se u; € V(G)
e I(i) = 0 caso contrario. Vamos também definir uma bijecao o : E(G) — {1,...,|E(G)|}
como a(vgu) = S8 I(i)+k—1e a(vgve1) = Sor_, 1(i)+k. Vamos considerar que esses
indices estao em modulo n (assim, n + 1 = 1). Para cada 1 < i < |E(G)|, definimos e;
como a aresta com «(e;) = i. Note que ndo existem duas arestas com o mesmo valor de «

e, para qualquer 1 <i < |E(G)|, as arestas e; e e;41 sdo adjacentes.

Vamos agora construir a coloracao cg de forma que ela seja uma 2-liec de G. Se
|E(G)| # 3 (mod 4), faremos cg(e;) = 1sei = {1,2} (mod 4) e cg(e;) = 2 caso contrario.
Note que ¢ é uma 2-liec de G. Se |E(G)| =0 (mod 4), cada cor de ¢ induz uma floresta
de P;. Se |[E(G)| =1 (mod 4), o mesmo vale, exceto pela componente que contém vy,
que ¢é isomorfa ao Kj3. Se |[E(G)| =2 (mod 4), o mesmo vale, exceto pela componente

que contém vy, que ¢ isomorfa ao K 3 com uma aresta subdividida.

Se |E(G)| =3 (mod 4), faremos cg(e1) = ca(ea) = cg(esz) = 1. Para as outras arestas

de G, faremos cg(e;) = 1 se i = {2,3} (mod 4) e cg(e;) = 2 caso contrario. Novamente cg
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¢ uma 2-liec de GG na qual cada cor induz uma floresta de P;, exceto pela componente que

contém vy, que ¢ isomorfa ao K; 3 com duas arestas subdivididas. O

4.4 Limitante superior para todos os grafos

Durante esse mestrado, buscamos melhorar o limitante superior geral para grafos decom-
poniveis e tentamos responder a seguinte pergunta, pois acreditamos que é possivel usar

ferramentas conhecidas para respondé-la.

Pergunta 4.1. Seja G um grafo decomponivel. Podemos afirmar que x},..(G) < A(G)+17

Lembramos que o melhor limitante superior geral conhecido até o momento para gra-
fos decomponiveis G é min{220,3A(G) — 2} |7, 18]. Assim, caso seja confirmada, a

Pergunta 4.1 melhora esse limitante se e somente se A(G) < 219.

O Lema 4.6 apresenta o melhor limitante superior geral que encontramos durante nossa
pesquisa. Ele melhora o limitante apresentado no paragrafo anterior quando 2A(G) — 1 é
menor que 220, ou seja, A(G) < 110. O Lema 4.5 foi criado como uma ferramenta para

facilitar a demonstracao do Lema 4.6.

Nas proximas demonstragoes iremos usar bastante a definicao de cor livre, entao re-
lembramos que a cor ¢ estd livre em u se nenhuma aresta incidente a wu foi colorida com
a cor 1, e que a cor ¢ estd livre em uv se nenhuma aresta incidente a u ou a v foi colorida

com a cor 1.

Lema 4.5. Sejam G um grafo com A(G) > 4, v € V(G) com d(v) = A(G) e cg uma
(2A(G) — 1)-liec de H = G —wv. Existe uma cor 1 <1i < 2A(G) —1 que estd livre em trés

vértices distintos de Ng(v) em cy.

Demonstragao. Seja u € Ng(v), o.,(u) a quantidade de cores livres em u em cy e
ey (NG (V) = 2 ueng () Ten (0). Como dy(u) < A(G) — 1, temos o, (u) > A(G). Entao,
temos o, (Na(v)) > A(G)%

Suponha que, para qualquer cor 1 <i < 2A(G) — 1, a cor 7 esta livre em no maximo
dois vértices de Ng(v). Entdo, temos o, (Ng(v)) < 2(2A(G) — 1). Assim, temos que
A(G)? < 2(2A(G) —1). Como essa equagdo s6 é verdadeira quando A(G) < 2 ++/2 < 4,

chegamos em uma contradicao. ]

Lema 4.6. Se G ¢ um grafo decomponivel, entio x},.(G) < 2A(G) — 1.

Demonstragao. A prova é por indug¢ao no nimero de arestas de G. Se |E(G)| = 2, entdo G

¢ isomorfo ao P3 e temos x},..(G) =1<2-2—-1=3.

Seja G um grafo decomponivel com |E(G)| > 3. Se G é um caminho ou ciclo de
tamanho par, temos x},,.(G) <3 <2-2—-1=3. Se A(G) < 3, pelo Teorema 3.23,
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temos x4,.(G) <4 <2-3—1=5. Suponha entdao que A(G) > 4 e que para todo grafo
decomponivel H com |E(H)| < |E(G)|, temos x},,.(H) < 2A(H) — 1.

Seja v € V(G) com d(v) = A(G) e Ng(v) = {ur,us,...,ua)}. Seja H =G —ve
sejam Hy, ..., H; as componentes conexas de H. A demonstracao sera dividida em dois
casos. Por simplicidade, vamos estender a definicao de grafo decomponivel para grafos
desconexos. Nesse caso diremos que H é decomponivel se e somente se todas componentes

conexas de H sao decomponiveis.

Caso 1: H ¢é decomponivel. Pela hipotese de indugao, temos x},,.(H) < 2A(H) —1 <
2A(G) — 1. Seja ¢y uma (2A(H) — 1)-liec de H. Iremos criar uma (2A(G) — 1)-liec ¢¢
de G.

Vamos comegar colorindo cg(e) = cy(e) para toda e € E(H). Note que, para todo
u € Ng(v), existem no maximo A(G) — 1 cores incidentes em u e, portanto, existem no
minimo A(G) cores livres em w. Entao, existe ao menos uma cor i,, que estd livre em

qualquer par u,, u, € Ng(v).

Se A(G) é par, faca cg(vuy) = cq(Vuzy1) = iy 41 para todo x € {1,3,...,A(G) — 1}.
Ao fim desse processo, ¢g ¢ uma (2A(G) — 1)-liec de G.

Se A(G) é impar, pelo Lema 4.5 existem trés vértices uy, u,, v, € Ng(v) com uma cor i
livre em comum. Faca cg(vu,) = ca(vuy) = cg(vu,) = i. Resta colorir uma quantidade

par de arestas, que podem ser coloridas da mesma forma que no caso anterior.

Caso 2: H nao € decomponivel. Seja k o niimero de componentes nao decomponiveis
de H e considere que Hy, ..., H; sao tais componentes e que Hy1, ..., H; sao as compo-
nentes decomponiveis de H. Seja H] = H;+vz;se 1 <i<ke H =H;se k+1<i<t,
onde z; € V(H;) N Ng(v). Note que V(H;) N Ng(v) pode conter mais de um vértice, e
iremos escolher apenas um sem perda de generalidade. Pela hipotese de inducgao, temos
Vi (H!) < 20(H!) —1 € 2A(G) — 1,

Seja J um grafo qualquer e sejam ¢ e ¢ duas coloragoes das arestas de J. Diremos
que ¢ é equivalente a c se existe uma bijegao f : NT — NT na qual /(e) = f(c(e)) para
toda e € E(J). Note que ¢ é localmente irregular se e somente se ¢ é localmente irregular,

e ¢ e ¢ usam a mesma quantidade de cores.

Seja cy; uma (xj,..(H;))-liec de H; e seja ¢, uma coloragio equivalente a Cr/ na
qual ¢, (vz;) = j se vz; € V(H!). Note que, se H; nao é decomponivel, entao, pelo
Lema 4.13, cjﬁ{ usa no maximo 3 cores. Além disso, iremos escolher c{q, de forma que cada
cor induz unlla floresta de Pj e, portanto, para todo v € V(H]) e plara qualquer cor a,
temos d, (v, CJH,) < 2.

Caso 2.1: k < A(G) —4. Faremos cg(e) = %y, (e) para todo e € E(H]) com 1 <1i <t.
Pelo Lema 4.5 podemos colorir as arestas restantes de G' da mesma forma que no Caso 1.
Para cada cor 1 < ¢ < k que foi usada para colorir alguma aresta no tultimo passo,

um conflito foi criado com uma aresta vx; € E(H]). Para corrigir esse conflito, faca
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ca(e) = cki(e) para todo e € E(H!), onde L; ¢ uma cor que estava livre em v. Note que
isso sempre é possivel pois existem 2A(G)—1 escolhas possiveis para L; e no maximo A(G)

cores incidem em v a qualquer momento.

Caso 2.2: k = A(G) — 1. Seja vu, € E(G) a aresta que nao estd em nenhum H;.
Suponha, sem perda de generalidade, que u, € V(H;). Seja ¢ uma coloragao equivalente
a cyy na qual a cor 1 estd livre em u,. Faremos cg(e) = ¢/(e) para toda e € E(H])
e cg(e) = c¢pp(e) para toda e € E(H]) com 2 < ¢ < t. Entao faremos cg(vu,) = 1,
finalizando a éoloragéo. Note que isso nao criou nenhum conflito pois dy (v, cg) > A(G) —
1 > 3 > di(u;, c) para todo u; € Ng(v).

Caso 2.3: k = A(G) — 2. Sejam vu,,vu, € E(G) as duas arestas que nao estdo em
nenhum H;. Suponha que u, € V(H,) e u, € V(H,). E possivel que H, = H, e isso
nao altera a demonstracao. Seja ¢’ uma coloracao equivalente a cg; na qual a cor 1 esta
livre em u, e ¢’ uma coloracao equivalente a cuy na qual a cor 1 estd livre em u,. Note
que isso é possivel mesmo quando H, = H,. Faremos cg(e) = (e) para todo e € E(H),
ca(e) = ’(e) para todo e € E(H)) e cgle) = c}{z{(e) para todoe € E(H]) com 1 <i<te
i ¢ {x,y}. Entao faremos cg(vu,) = cg(vu,) = 1, finalizando a coloracdo. Para mostrar
que nenhum conflito foi criado, analisaremos dois casos. Primeiro, se d;(v, cg) = 2, entdo
k = 2, e pela defini¢ao de c¢ nao existem arestas com a cor 1 incidentes a v, u, ou u,
exceto por vu, e vu,. Finalmente, se di(v,cg) > 3 nao ha conflito pois dy(u;, cq) < 3
para todo u; € Ng(v).

Caso 2.4: k = A(G) — 3. Sejam vu,, vu,, vu, € E(G) as trés arestas que nao estao
em nenhum H/. Suponha, sem perda de generalidade, que a cor 1 esta livre em wu,, u,
e u;. Faremos cg(e) = cpyr(e) para todo e € E(H]) com 1 <i <t e faremos cg(vu,) =
cc(vuy) = cq(vu,) = 1, finalizando a coloragao cg. Suponha entdo que nao ha nenhuma

cor que esta livre nos trés vértices uy, u, € u,.

Dado que qualquer ¢y com 1 < ¢ < k usa no maximo 3 cores, entao temos k < t.

1
Mais especificamente, temos ¢ = k 4 1 pois, se u,, u, e u, nao estivessem todos em H;,
seria possivel construir ¢ usando coloragoes equivalentes a cy; e cy;_, has quals a cor 1

estd livre em ug, u, e u;, uma contradicao.

Seja H! = H| + vu,. Faremos cg(e) = c}ﬂ,(e) para toda e € F(H}"). Suponha que
di(uy, ce) > 0 ou dyi(u,, cg) > 0. Entdo, com uma contagem simples, podemos concluir
que existe uma cor j que estd livre em wvu, e vu,. Faremos cg(vu,) = cg(vu,) = j
e faremos cg(e) = ¢, (e) para todo e € E(H]) com 1 < i < k. Suponha entio que
di(uy,cq) =0e dl(uz,lc(;) = 0. Faremos cg(vuy) = cg(vu,) = 1. Se dy(ug, cq) # A(G),
entdo faremos cg(e) = ch(e) para todo e € E(H]) com 1 < i < k. Caso contréario,
faremos cq(e) = C}{;(e) palja todo e € E(H]) com 2 <i < kecgle) = cili(e) para todo

e € E(H7), finalizando a coloragao cg. O



Capitulo 5
Consideracoes finais

Nesta dissertacao apresentamos os principais resultados obtidos sobre a Conjectura 1-2-3
e decomposicoes localmente irregulares, que foram os tépicos que estudamos de forma

aprofundada durante esse mestrado.

Apesar de a Conjectura 1-2-3 ter sido resolvida em 2024 [16], muito esforgo foi feito
na literatura nos tltimos anos para chegarmos nessa solucao, e as técnicas desenvolvidas
para obter os resultados intermedidrios que apresentamos podem ser tteis para resolver
outros problemas adjacentes que ainda estao em aberto. Alguns desses problemas podem

ser encontrados no trabalho de Bensmail [6].

A Conjectura 1.3, que foi refutada em 2021 [25], ainda é um topico ativo de pesquisa,
pois acredita-se que o grafo gravata-borboleta é o tnico contraexemplo para essa con-
jectura [24]. Os nossos resultados expandem o conhecimento que temos sobre algumas
classes de grafos, como grafos subctubicos, grafos sunlet e grafos obtidos ao adicionar ou
remover uma aresta de um grafo nao decomponivel. Nesta dissertagao também trouxemos
um novo limitante superior para o indice cromatico irregular de grafos decomponiveis, que
¢ o melhor limitante conhecido atualmente para grafos com grau maximo igual ou inferior
a 110.

Os caminhos mais importantes para pesquisas futuras envolvem encontrar limitantes
superiores melhores para grafos decomponiveis quaisquer, e resolver a Conjectura 1.3 para
classes especificas de grafos como grafos subciibicos e grafos bipartidos. Grafos bipartidos
sao uma classe especialmente importante pois, caso um limitante melhor seja encontrado,
ele também produzirda um limitante geral melhor como corolério. Especificamente, se a
Conjectura 1.3 vale para todo grafo bipartido, entéo x/,..(G) < 111 vale para todo grafo

decomponivel G.
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