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Resumo

A Teoria dos Jogos Algoritmica é uma area relativamente nova e de grande cres-
cimento em Teoria da Computagao, que nos permite modelar situacées onde varios
agentes atuam guiados por interesses préprios, muito presentes em ambientes descen-
tralizados como por exemplo a Internet. Esse projeto tem por objetivo a introdugao do
candidato a pesquisa em Algoritmos e Otimizacao Combinatéria por meio do estudo de
conceitos de Teoria dos Jogos, com foco no problema de Balanceamento de Carga, vari-
ante do clédssico problema de Escalonamento de Tarefas. Este relatorio faz um resumo

dos principais topicos que foram estudados no periodo.
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1 Introducao

“Interactive Decision Theory would
perhaps be a more descriptive name for
the discipline usually called Game

Theory.”

Robert Aumann

Estratégia é um mecanismo vital em qualquer conflito de interesses, e aparece nas mais
adversas situagoes, seja em economia, politica, biologia, computacao, etc. Em termos gerais,
pode-se dizer que o cerne da Teoria dos Jogos é o estudo de tais interagoes estratégicas.
Assim, busca-se compreender matematicamente o comportamento global de agentes coerentes
(i.e., agentes que tomam as melhores decisoes com base em suas informagoes) em interagoes
estratégicas visando otimizar seus anseios em certo sentido.

Um jogo pode ser visto como uma tupla composta por um conjunto (finito ou nao) de
agentes, um perfil de estratégias (ou decisoes) admissiveis e uma fungao que associa a cada
estratégia um custo. E necessdrio tomar também diversas escolhas sobre a estrutura do jogo,
as quais estao sujeitas as mais diversas variacoes como por exemplo jogos sequenciais, jogos
de informacao incompleta ou jogos cooperativos.

Nocoes do que viria a se tornar a Teoria dos Jogos podem ser encontradas na antiguidade,
por exemplo nos textos do Talmud (como no problema do contrato de casamento) ou nos

textos de Plat@o, como na situacao a seguir [1].

“Consider a soldier at the front, waiting with his comrades to repulse an enemy attack.
It may occur to him that if the defense is likely to be successful, then it isn’t very
probable that his own personal contribution will be essential. But if he stays, he runs
the risk of being killed or wounded — apparently for no point. On the other hand, if the
enemy is going to win the battle, then his chances of death or injury are higher still,
and now quite clearly to no point, since the line will be overwhelmed anyway. Based
on this reasoning, it would appear that the soldier is better off running away regardless
of who is going to win the battle. Of course, if all of the soldiers reason this way —
as they all apparently should, since they’re all in identical situations — then this will
certainly bring about the outcome in which the battle is lost. Of course, this point, since
it has occurred to us as analysts, can occur to the soldiers too. Does this give them a
reason for staying at their posts? Just the contrary: the greater the soldiers’ fear that
the battle will be lost, the greater their incentive to get themselves out of harm’s way.
And the greater the soldiers’ belief that the battle will be won, without the need of any



particular individual’s contributions, the less reason they have to stay and fight. If each
soldier anticipates this sort of reasoning on the part of the others, all will quickly reason
themselves into a panic, and their horrified commander will have a rout on his hands

before the enemy has even engaged.”

Platdo, em “Laches”

No decorrer da historia, diversas situagoes de conflito foram pensadas nos termos hoje
compreendidos pela Teoria dos Jogos, podendo ser encontradas também em René Descartes,
William Shakespeare, Thomas Hobbes e Adam Smith, para citar alguns. Embora houvessem
trabalhos tangenciais de autores como Augustin Cournot (1838), Francis Edgeworth (1881)
¢ Emile Borel (1921), sua formalizagdo matemadtica veio a ocorrer apenas em 1944, com a
publicacao de “Theory of Games and Economic Behavior” por John von Neumann e Oskar
Morgenstern, que resultou também em desenvolvimentos em microeconomia e em teoria de
utilidade [2, 3, 4]. Este desenvolvimento péstumo possivelmente estd associado ao desenvol-
vimento tardio de aplicagoes da matematica nas ciéncias sociais. E interessante notar que os
trabalhos de Neumann em Computacao e Teoria dos Jogos viriam posteriormente a convergir
para uma area comuim.

Para elucidar uma situacao compreendida pela teoria, consideremos o seguinte exemplo:
um conjunto de viajantes deseja partir de carro simultaneamente de uma origem o para um
destino final comum d, cada qual buscando o caminho mais rapido. Suponhamos que existem
apenas dois caminhos de o para d, um superior v e um inferior /. Pelo caminho superior,
passa-se pelo ponto v, enquanto que pelo inferior por w. Assim, os dois caminhos possiveis
stou:o0—>v—del:o— w— d. Sabe-se que os tempos de viagem C(a,b) de a para b
sao: C(o,v) = z,C(v,d) = 1,C(o,w) =1 e C(w,d) = x, em que x é a porcentagem de agentes
que utiliza este caminho em relagdo ao nimero total de agentes. Assim, o custo total tanto
no superior quanto no inferior é dado por C(u) =1+ x, e C({) = 1 + x,, sendo z, + x, = 1.
E de se esperar, entao, que x,, = x, = 0.5, e os agentes se dividam igualmente entre os dois
caminhos. Assim, o tempo total percorrido é de uma hora e meia para todos os agentes,
independentemente da escolha.

No entanto, na expectativa de melhorar o tempo de viagem, criou-se uma conexao entre
v e w, de tal forma que C(v,w) = 0. O que deveria ocorrer entao? Ora, existem quatro
possibilidades: ¢; :0 > v —d,co:0—=>v—>w—>d, cg:0o—>w—>decyg:0—>w—v—d.
Claramente, a pior decisao é escolher ¢4, uma vez que o tempo é fixo em 2 horas. Por
experiéncia no transito, os viajantes individualmente devem chegar a conclusao de que é
mais prudente escolher ¢y, uma vez que os caminhos o — v e w — d possuem tempo de

viagem variavel. Assim, todos optam pelo mesmo caminho. E acabam gastando 2 horas da



mesma maneira!

Este problema é conhecido como paradoxo de Braess, e mostra que o comportamento
egoista dos viajantes pode acabar sendo agravado se este nao for levado em consideracao no
projeto de mecanismos [5]. Tais configuragoes muitas vezes levam os agentes para situagoes
sub-6timas, que poderiam ser evitadas pelo altruismo.

Este estado de estabilidade alcancado pelos agentes é conhecido como equilibrio de Nash
em jogos nao-cooperativos. Genericamente, conceitos de solugcao sao os métodos utilizados
para se estudar jogos, podendo ser definidos grosso modo como fungoes que recebem um jogo
e devolvem um conjunto de estratégias 6timas em certo sentido. O equilibrio de Nash é um
exemplo de conceito de solugao, que retorna as estratégias de equilibrio, isto é, estratégias
em que nenhum agente pode unilateralmente melhorar sua satisfacao. Conceitos de solucao
sao, assim, uma tentativa de se descrever a dinamica de jogos.

O surgimento e crescimento da Internet trouxe consigo diversas interacoes descentraliza-
das, tornando altamente relevante a compreensao de sua dinamica e a busca por politicas
mais eficientes. Em 1999, as publicagoes de Nisan e Ronen [6] e Koutsoupias e Papadimi-
triou [7] viriam a se tornar a fundagao da Teoria Algoritmica dos Jogos, com a conceitua-
lizagcao dos conceitos de projeto de mecanismos e preco de anarquia. Estes, juntamente com
Roughgarden e Tardos [8] ganharam o prémio Godel em 2012 por suas contribuigoes para o

desenvolvimento da drea. Nas palavras de Nisan e Ronan [0]:

“A large part of research in computer science is concerned with protocols and algorithms

for inter-connected collections of computers. The designer of such an algorithm or
protocol always makes an implicit assumption that the participating computers will act
as instructed — except, perhaps, for the faulty or malicious ones. With the emergence
of the Internet as the platform of computation, this assumption can no longer be taken
for granted. Computers on the Internet belong to diferent persons or organizations and
will likely do what is most beneficial to their owners. We cannot simply expect each
computer on the Internet to faithfully follow the designed protocols or algorithms. It is
more reasonable to expect that each computer will try to manipulate it for its owners’
benefit. Such an algorithm or protocol must therefore be designed in advance for this
kind of behavior!”

A Teoria dos Jogos Algoritmica ¢ um campo emergente e de grande crescimento nos
ultimos 21 anos que estuda a competitividade no contexto computacional. Esta difere em
essencia da Teoria Classica de Jogos principalmente porque modela aplicacoes através de
problemas de otimizagao concretos, buscando solugoes 6timas, resultados de impossibilidade,
limitantes inferiores e superiores em aproximacoes e considera questoes de complexidade

computacional como restricoes na viabilidade do comportamento dos participantes. Estes



resultados sao importantes nao apenas no contexto computacional, uma vez que a dificuldade
no tratamento deve também ser experienciada por um grupo de agentes em uma situacao
analoga.

O problema de balanceamento de carga é classico em redes e sistemas distribuidos. De
forma geral, temos um conjunto de tarefas que deve ser executado em um conjunto de
maquinas e é preciso balancear a carga entre as mdaquinas de forma a explora-las eficien-
temente. Tradicionalmente, procura-se definir um algoritmo que calcule a distribuigao das
tarefas. Na abordagem de Teoria dos Jogos, supomos que nao existe uma forma de controle
geral que possa fazer tal distribuicao. Ao invés disso, cada tarefa é controlada por um agente,
que provavelmente ird querer atribuir sua tarefa a maquina que possuir menos carga.

Este relatoério descreve um estudo dos conceitos basicos de Teoria dos Jogos Algoritmica
e, em particular, do problema de balanceamento de carga nesse contexto. A Secao [2]trata de
alguns fundamentos de Otimizacao Combinatéria, e descreve alguns dos problemas classicos
em balanceamento de carga. A Secao 77 visa dar uma introducao aos temas de Teoria dos
Jogos e seus resultados principais necessarios para o relatorio. A Segao 77?7 visa aplicar os
conceitos desenvolvidos ao longo do texto para estudar os jogos de balanceamento de carga.

Por fim, a Secao 5| apresenta nossas consideragoes finais.



2 Otimizacao Combinatdria

“It is a profound and necessary truth
that the deep things in science are not
found because they are useful; they are
found because it was possible to find

them.”

Robert Oppenheimer

Diversos problemas em Computagao podem ser tratados como problemas de maximizagao
(ou minimizagao), em que se quer encontrar uma solugdo 6tima a partir de determinado
critério, tendo-se determinadas restricoes. Em dominio discreto, estes problemas possuem
natureza combinatorial. Embora se tenha um conjunto finito de possiveis solugoes, sao ne-
cessarios diversos métodos para se tratar grande parte destes problemas, pois a quantidade
de combinagoes possiveis em geral é enorme.

A nogao de algoritmo é basica em toda a Teoria de Computagao, e aqui a tomaremos
como intuitiva. Grosso modo, um algoritmo é uma sequéncia bem definida de instrucoes
para se encontrar uma solucao a determinado problema, dadas suas restrigoes e estruturas.
A rigor, todo algoritmo classico pode ser visto como uma méquina de estados abstratos [9].

Um problema de otimizagao II é caracterizado por um conjunto de instancias (entradas)
Z, um conjunto de todas as possiveis solugoes S(I) para uma instancia I € Z e uma fungao
f:S(I) = R que atribui um valor para cada solu¢ao. Assim, um problema de maximizagao

é definido da seguinte forma.

Definicao 1. Dada uma instancia I € Z, o problema de mazximizagao se resume a encontrar
s € S(I) tal que
Vs € S(I), () > f(s).

No decorrer do texto, designaremos a solucao étima de um problema Il para uma dada
instancia I por opt (/).

Pode-se representar toda instancia de um problema computacional como uma sequéncia
de simbolos descritos por algum alfabeto. Assim, a nocao de tamanho de uma instancia esta
bem definida, e pode ser vista como o nimero de elementos descritos por esta estrutura (seja
um conjunto, uma sequéncia, etc.). Em geral, existem diversos algoritmos possiveis para um
mesmo problema computacional. Assim, é necessaria uma medida de eficiéncia, como forma

de se comparar e certificar a melhor forma de tratamento. Para tanto, utilizaremos a notacao



de Bachmann-Landau como forma de descrever o comportamento assintético dos algoritmos.
Intuitivamente, quanto maior o tamanho da entrada, mais dificil e mais demorado se é para
encontrar uma solugao, uma vez que serao necessarias mais operagoes a se realizar. Assim,
nao existe algoritmo que possua um tempo de execucao que decresca com o tamanho da
entrada.

Algoritmos sao considerados eficientes quando seu tempo de execucao pode ser descrito
como uma funcao polinomial no tamanho da instancia de entrada. Infelizmente, existem
varios problemas de otimizacao para os quais nao se conhece algoritmos eficientes que os
resolvam. Em geral, tais problemas sao /N P-dificeis, e encontrar um algoritmo eficiente para

um deles significaria encontrar algoritmos eficientes para todos eles, provando que P = N P.

2.1 Algoritmos de Aproximacao

Alguns problemas de otimizagao N P-dificeis permitem aproximacao a um grau arbitrério.
Formalizaremos esta nocao a seguir. Seja II um problema de otimizac¢ao com fungao objetivo
fu. Diremos que um algoritmo A é um esquema de aproximacao para Il se para uma entrada
(I,e) com I sendo uma instancia de I e &€ > 0 um parametro de erro, sua saida é uma
solugao s de tal modo que fr(I,s) < (1 + ¢)opt(I) se II é um problema de minimizagao.
Denotaremos por A(1) o valor de fri(Z, s) da solucdo obtida por A.

Denotaremos o tamanho de uma instancia I por |I], e por |I,| o tamanho unario. Diz-se
que um dado algoritmo para um problema II é eficiente se para uma dada instancia I, seu
tempo de execugao é limitado polinomialmente por |I|. Se este for limitado polinomialmente

por |I,|, o designaremos como algoritmo pseudo-polinomial.

Definigao 2. Um algoritmo A serd dito esquema de aproximacdo em tempo polinomial
(PTAS) se, para € > 0 fizo, seu tempo de execu¢do € limitado por wm polinomio no ta-

manho da instancia I, para qualquer instancia I.

Definicao 3. Seja A um algoritmo de aprozimacdao de um dado problema de otimizacao II.

A razao de performance Ra(I) de A para a instincia I é definida como

Definicao 4. Chama-se de taza de desempenho absoluta R4 a expressio dada como
Ry=inf{r > 1: Ra(I) < r,VI € Dy}.

Definicao 5. Define-se a taza de desempenho assintético R de um algoritmo de apro-



ximacdo A para um problema de otimizacdao I1 como

R} =inf{r > 1: 3Ny, Ra(l) < r;VI € Dy : opt(I) > Ny}

s

Definicao 6. Um esquema assintdtico de aproximagio em tempo polinomial (APTAS) é
uma familia de algoritmos {A. : € > 0} tal que cada A, executa em tempo polinomial com o

comprimento da instancia e R <1+¢€.

Definicao 7. Um algoritmo A € chamado de esquema de aproximacao totalmente em tempo
polinomial (FPTAS) se o tempo de execu¢ao de A € limitado por |I| e 1/e, para qualquer

instancia I e e > 0.

Teorema 1. Seja p um polinomio e Il um problema de minimizacao NP-dificil tal que a
fungdo de objetivo fr € inteira e em qualquer instancia I se tem opt(I) < p(|lu]). Se Il

admite um FPTAS, entao também admite um algoritmo pseudo-polinomial.

Demonstra¢ao. Suponha que existe um FPTAS para II com tempo de execu¢ao em uma
instancia I e parametro ¢ igual a ¢(|I|,1/¢), onde ¢ é um polinémio. Na instancia I, fagamos
e = 1/p(|1,]) e executemos o FPTAS. Agora, a solugdo produzida terd valor no méaximo
igual a

(1+¢€)opt(/) < opt(I) +ep(|1y]) = opt(L) + 1.

Com este parametro €, o FPTAS produz uma solugao 6tima. O tempo de execugao sera
q(|1], p(|1.])), i. e., polinomial em |I,|. Assim, obtemos um algoritmo pseudo-polinomial
para II. |

Corolario 1. Seja II um problema de otimizacao N P-dificil satisfazendo as restrigcoes do
Teorema (1l Se II € fortemente N P-dificil, entdo I1 nao admite um FPTAS assumindo P #
NP.

Demonstracao. Se IT admite um FPTAS, entao também admite um algoritmo pseudo-polinomial
pelo Teorema [I Assim, nao é fortemente N P-dificil, assumindo P # NP, levando a uma

contradicao. ]

2.2 Problema de Empacotamento

Suponha que se tenha n itens, cada qual com um dado tamanho, e alguns pacotes de tamanhos
iguais. Gostariamos de alocar estes itens utilizando a menor quantidade possivel de pacotes.

O problema pode assim ser formulado da seguinte forma.



Definicao 8 (Problema de Empacotamento). Dada uma lista de nimeros nao-negativos
ai,...,ax <1, encontrar um nimero k € N e uma alocagao f:{1,...,n} = {1,...,k} com

Difiiy=j @ < 1 para todo j € {1,... .k} tal que k € minimo.

O problema de empacotamento é um dos problemas mais tradicionais em alocagao de
recursos, e diversos problemas mais complexos podem ser reduzidos nele. Claramente, tem-
se como limitante inferior [, a;]. O problema de empacotamento é fortemente NP-dificil,

de tal forma que discutiremos a seguir alguns algoritmos de aproximacao.

2.2.1 Algoritmo Guloso

Como primeira abordagem, é intuitivo buscar uma estratégia gulosa para o problema, de

onde se tem o seguinte algoritmo.

Algoritmo First-Fit

1. Iterativamente, tente empacotar um item em algum dos pacotes ja existentes.

2. Se nao for possivel, crie um novo pacote e coloque o item nele.

Teorema 2. O algoritmo guloso first-fit possui fator de aproximacgao 2 para o problema de

empacotamento.

Demonstracao. Seja I uma dada instancia do problema de empacotamento. Note que, se o
algoritmo utiliza m pacotes, entao deve-se ter que ao menos m — 1 pacotes estao preenchidos

em pelo menos metade. Assim,

m—1
2

opt(l) > Z a; >
i=1
E, portanto, m < 2opt (/). |

2.2.2 APTAS

Teorema 3. Para qualquer € > 0, ndo existe algoritmo de aprorimacdo que tenha fator

3/2 — € para o problema de empacotamento assumindo P # NP.

Demonstracao. Digamos que houvesse um algoritmo do tipo. Mostraremos que, se fosse
o caso, este resolveria de modo 6timo um problema NP-dificil, o que causa contradicao.

Consideremos o problema da particao, em que sao dados n nimeros nao-negativos ay, ..., a,



e queremos decidir se existem dois conjuntos que somem, cada um, %Zl a;. Dada uma
instancia I do problema de parti¢dao, pode-se construir uma instancia I’ = (1,5 = %ZZ a;)
para o problema do empacotamento. Assim, se existe uma (3/2 — ¢)-aproximagao A(I") para
o problema do empacotamento, pode-se escrever opt([l’) < A(I') < (3/2 — €)opt(I’). Se a
instancia I é sim, entdao opt(I’) = 2. Logo, 2 < A(I') < 3 — 2¢. Se, em contrapartida, I é
ndo, entao A(I') > 3. Pode-se entdo construir um algoritmo 6timo que resolva o problema

de parti¢ao analisando tao somente se A(I") > 3. |

Lema 1. Seja ¢ > 0 e K um inteiro nao-negativo. Considere a restricao ao problema de
empacotamento em que cada item tem tamanho de pelo menos € e existem K tamanhos

distintos. Fxiste um algoritmo de tempo polinomial que resolve este problema restrito.

Demonstragao. O ntimero de pacotes estd limitado por M = [1/e], em que o nimero de

o . L ) PR M+K
combinagoes distintas possiveis de tipos de empacotamentos esta limitado por R = ( ;[ ),
sendo o nimero total de pacotes de no méaximo n. Também, o niimero de possiveis empa-

R+4n
R

este conjunto e escolhendo o melhor empacotamento, garante-se entao uma solugao 6tima em

cotamentos esta limitado por P = ( ) Note que €, M e R sao constantes. Enumerando

tempo polinomial. [ ]

Lema 2. Seja ¢ > 0. Considere a restricao ao problema de empacotamento em que cada
item tem tamanho pelo menos €. Existe um algoritmo em tempo polinomial que resolve este

problema restrito com fator de (1 +¢).

Demonstracao. Seja I a instancia dada. Ordenemos os n itens de modo crescente, e parti-
cionemos eles em K = [1/£%] grupos cada qual com @Q = |ne?| itens, exceto talvez por um
deles. Seja a instancia J construida arredondando para cima o tamanho de cada item em
um grupo, para o tamanho do item com maior tamanho neste grupo. Assim, a instancia
J possui no méximo K itens de tamanhos distintos. Portanto, pelo Lema [l podemos en-
contrar um empacotamento 6timo para J. Como o tamanho dos itens foram arredondamos
para cima, este empacotamento também ¢é valido para a instancia original. Mostraremos que
opt(J) < (1 + ¢e)opt(]), finalizando a demonstragao.

Seja J' outra instancia, agora onde o tamanho de todos os itens sdo arredondados para
o tamanho do menor item no grupo. Claramente, opt(J’) < opt(/), uma vez que os itens
em J' sao menores. Observe que uma solucao para a instancia J* criada removendo-se os ()

maiores elementos de J pode ser construida a partir de uma solucao d J’. Assim,
opt(J*) = opt(J) — Q < opt(J') < opt([).

Uma vez que cada item em [ possui tamanho de pelo menos ¢, tem-se que opt([) > ne.
Assim, @ = |ne?| < eopt(I). Portanto, opt(J) < (1 + ¢)opt([). |

9



Teorema 4. Para qualquer € € (0,1/2], existe um algoritmo A. polinomial que encontra um

empacotamento de até (1 + 2e)opt(I) + 1 pacotes.

Demonstragao. Seja I uma dada instancia, e I’ a instancia obtida descartando os itens pe-
quenos, com tamanho menor que €. Pelo Lema [2] podemos encontrar um empacotamento
de I" utilizando no maximo (1 + €)opt(l’) pacotes. Assim, colocaremos os itens pequenos
de forma gulosa nos pacotes de I’, em que se abrem novos pacotes caso os itens nao caibam
nestes.

Assim, se pacotes adicionais nao sdo necessarios, tem-se um empacotamento de (1 +
e)opt(l’) < (1 + €)opt(I) pacotes. Caso contrario, seja M o nimero total de pacotes utili-
zados. Claramente, todos os pacotes menos um precisam estar preenchidos em no minimo
1 — e. Portanto, a soma de todos os itens de I é de no minimo (M — 1)(1 — ). Portanto,

uma vez que este ¢ um limitante inferior de opt([/),

opt (/)
1—¢

M <

+1<(1+2¢)opt(l)+1.

Algoritmo A,

1. Remova todos os itens cujo tamanho é menor que €.

2. Arredonde o tamanho dos itens para obter um nimero constante de tamanhos
distintos (Lema [1)

3. Encontre um empacotamento étimo ao problema restrito (Lema [2)

4. Utilize este empacotamento para os itens originais

5. Coloque os itens removidos pelo algoritmo First-Fit.

2.3 Balanceamento de Carga

Defini¢ao 9 (Problema de Balanceamento de Carga). Dadas n tarefas com pesos wy, ..., wy
e m maquinas idénticas, encontrar uma alocacdo das tarefas nas mdaquinas A : N — M de

forma que o tempo de processamento ¢ (também chamado de makespan) é o menor possivel.

O problema de balanceamento de carga também pode ser visto como um problema de
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programagao linear, da forma a seguir [10]:

minimaize l

sugjeito a inj =1 VjeN
ieM
Zﬂﬂszz‘j </ Vie M
JEN
z;; € {0,1} Vie M,jeN

As varidveis z;; indicam se a tarefa j estd alocada na maquina ¢ e o objetivo ¢ minimizar
o makespan t. A primeira restricao indica que cada tarefa j esta alocada em apenas uma

maquina, e a segunda restringe a carga nas maquinas.

Proposicao 1. O valor LB = max {1 3" w;, max;{w;}} € um limite inferior para o ma-

kespan otimo.

2.3.1 Algoritmo Guloso

Teorema 5. O algoritmo first-fit para o problema de balanceamento de carga tem fator de

aprorimacao 2.

Demonstracao. Seja m; a maquina com maior carga na ultima iteracao do algoritmo e j o
indice da ultima tarefa alocada nesta maquina. Seja t; o tempo em que a tarefa j comeca a ser
executada na méaquina m;. Como o algoritmo aloca as tarefas na maquina com menor carga,
todas as maquinas estao ocupadas até ¢;. Assim, t; < LB < opt([/). Também, w; < opt([).
Portanto, o makespan é t; + w; < 2opt([). |

Algoritmo First-Fit

1. Aloque as m primeiras tarefas em ordem arbitraria.

2. Aloque as proximas tarefas sequencialmente nas maquinas com menor carga.

2.3.2 PTAS

Construiremos um esquema de aproximacao em tempo polinomial para o problema de ba-

lanceamento de carga a seguir.

Teorema 6. O problema de balanceamento de carga é fortemente NP-dificil.

11



Pelo Coroldrio [I], portanto, nao se pode construir um FPTAS. Dada uma instancia [
do problema de balanceamento de carga, observe que é possivel criar um paralelo com o
problema de empacotamento buscando empacotar as tarefas em pacotes de tamanho ¢ cada.
Seja B(I,t) o menor nimero de pacotes de tamanho ¢ requeridos. O menor makespan ¢ é
entao dado por min{t : B(I,t) < m}.

Como mostramos, LB e 2L B sao os limitantes inferior e superior de ¢. Assim, podemos
determinar o makespan 6timo através de uma busca binaria neste intervalo.

Apresentaremos um algoritmo de programagao dinamica que encontra uma solugao étima
em tempo polinomial para instancias do problema de empacotamento onde existem k ta-
manhos distintos para os itens. Seja & um numero fixo de tamanhos distintos, em que
todos os pacotes possuem capacidade 1. Fixemos uma ordem para o tamanho dos obje-
tos. Uma instancia do problema de empacotamento de tarefas pode ser descrita por uma
k-tupla (iy, ..., i) especificando o nimero de objetos de cada tamanho. Seja BINS(iy, ..., i)
o nimero minimo de pacotes necessarios para abranger todos estes itens.

Para uma dada instancia (ng,...,n;) com Zle n; = n, computaremos inicialmente Q,
o conjunto de todas as k-tuplas (qi,...,qx) tal que BINS(qq,...,qx) = 1 e 0 < ¢ < n;,
1 <i < k. Percebe-se que |Q| é de no méaximo O(n¥) elementos. Assim, computaremos todas
as entradas na tabela k-dimensional BINS(iy, . .., ) para todo (iy,..., i) € szl{O, N S
A tabela é inicializada fazendo-se BINS(¢q) = 1 para todo ¢ € Q. Entao, usasse a seguinte

recorréncia para se calcular as entradas faltantes
BINS(iy,...,ix) =1+ miélBINS(il — 1yt — Q) -
qe

Computar cada entrada leva tempo de O(n*). Assim, a tabela inteira pode ser computada
em O(n?), determinando BINS(ny, ..., ny).

A ideia da reducao do problema de balanceamento de carga ao problema de empaco-
tamento de tarefas é permitir um erro para computar o menor makespan. Este erro pode
ser feito tao pequeno quanto se queira, as custas do tempo de execucao. Seja assim ¢ o
parametro de erro e t € [LB,2LB]. Dizemos que um objeto é queno se seu tamanho é
menor do que te. Retiraremos estes objetos a primeiro momento. Assim, todos os itens
w; € [te(1 4 €)', te(1 + €)' sao substituidos por wj = te(1 + €)’, em que i > 0. Estes
itens resultantes podem entdo assumir k = [log, . %1 valores distintos. Utilizamos, assim, o
algoritmo A, para determinar um empacotamento 6timo. Uma vez que tal processo reduz o
tamanho dos itens por um fator de (1 + ), se considerarmos os itens originais o empacota-
mento determinado é vélido para um pacote de tamanho ¢(1 + ¢). Permitindo este tamanho

de pacote, colocamos entao os itens pequenos de maneira gulosa, abrindo novos pacotes caso
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necessario. Claramente, sempre que um novo pacote é aberto, todos os outros pacotes de-
vem estar preenchidos em pelo menos t. Denotaremos por «(/,t,£) o nimero de pacotes de

tamanho ¢(1 + ¢) usados por este algoritmo.
Lema 3. a(l,t,e) < B(I,t).

Demonstragao. Se o algoritmo nao abre novos pacotes para os itens pequenos, entao o lema
claramente vale, uma vez que todas as tarefas arredondadas para baixo foram empacotadas
de modo 6timo em pacotes de tamanho t. Caso contrario, todos os pacotes menos o tltimo
possuem carga de pelo menos t. Assim, um empacotamento 6timo para I deve usar ao menos

a(l,t,e) pacotes, uma vez que todos ja estao preenchidos em pelo menos t. [ |
Uma vez que opt(I) = min{t : B(I,t) < m}, o Lema |3 resulta no coroldrio abaixo.
Corolario 2. min{t : a(I,t,e) < m} < opt(]).

Se min{t : a(l,t,¢) < m} pode ser determinado sem erro adicional durante a busca
bindria, entao claramente pode-se utilizar o algoritmo para obter uma alocagao cujo makespan
¢ de (14+¢)opt(I). A busca bindria ¢ realizada no intervalo [LB,2LB]. Assim, o comprimento
do intervalo disponivel é L B no comeco da busca, e se reduz por um fator de 2 a cada iteracao.
A busca é realizada até que se tenha um intervalo disponivel de comprimento e LB. Isto requer

[log, é] iteracoes. Seja T’ o ponto mais a direita do intervalo final. Vale entao o lema a seguir.
Lema 4. T < (1 + ¢)opt({).

Demonstracao. Por construgao, tem-se que min{t : a(1,t,¢) < m} € [I'—eLB,T]. Portanto,
T <min{t: a(l,t,e) <m}+ecLB.

Utilizando o Corolério [2] e utilizando-se do fato de LB < opt([/), o lema segue. [

Teorema 7. O tempo de execugio do algoritmo como um todo é O(n*[log, 1), em que

k= “Og1+€ %1

Demonstracao. O teorema segue trivialmente dos resultados anteriores. Como visto, o ma-
kespan produzido é de pelo menos (1 + ¢)?opt(I) < (1 + 3¢)opt([). [
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3 Teoria dos Jogos Algoritmica

“An equilibrium is not always an
optimum; it might not even be good.
This may be the most important

discovery of game theory.”

ITvar Ekeland

A Teoria dos Jogos Algoritmica é um campo de grande crescimento em Teoria de Com-
putacao e Economia, que tem surgido principalmente com a importancia e transformagcao que
a Internet tem trazido na sociedade contemporanea. Existem diversos problemas de grande
interesse aplicado que sao compreendidos pela area, como no comércio eletronico e em siste-
mas distribuidos. Questoes como quantificar a ineficiéncia inerente a falta de coordenacao,
complexidade de equilibrio e o design de mecanismos sao alguns pontos centrais que a area
busca desenvolver [I1].

A abordagem computacional aos problemas tradicionais em Teoria dos Jogos se justifica
por seu poder de simulacao, pois nao ha esperanca de se descrever conceitos de solucao a
jogos e esperar que agentes cheguem a um certo estado de equilibrio se uma maquina nao
for capaz de encontré-lo. Isto é, nao basta apenas determinar a convergéncia da dinamica de
um jogo se esta nao ocorrer de modo eficiente.

E interessante notar a conexdo entre Teoria dos Jogos e Sistemas Dinamicos [12], [13].
Essencialmente, um jogo evolui no tempo e estamos interessados em entender como se dé
sua dinamica, de forma que diversos pontos compreendidos pelo formalismo de Sistemas
Dinamicos como equilibrio, recorréncia e invariancia fornecem uma visao alternativa ao tema.

Os jogos podem ser estruturados das mais diversas formas, podendo por exemplo ser
continuos, infinitos, cooperativos, etc. Aqui, estamos interessados em estudar problemas
de natureza combinatorial em que os agentes sao guiados por interesses proprios. Assim,

podemos definir um jogo estratégico da seguinte forma.

Definigao 10. Um jogo estratégico (finito e discreto) é uma tripla G = (N, S,C), onde N
¢ o conjunto de agentes com |N| € N, & = {S;}ien € 0 conjunto com todas estratégias S;
de cada agente i e C : S — RNl ¢ a funcdo combinada de custos dentro do perfil estratégico
S = X,y Si, onde Ci(s) € R € o custo do perfil de estratégias s € S quando o agente i

escolhe essa estratégia.

Pode-se dizer que um jogo é uma interacao estratégica em que seus participantes pos-

suem comportamento racional desejando individualmente minimizar seus custos. De forma
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alternativa, pode-se definir que a pretensao de um agente é a de maximizar sua utilidade

U:S — RN com U(s) = —C(s),Vs € S. Tanto custo quanto utilidade aqui possuem o

papel de modelar a preferéncia em determinadas estratégias por parte dos agentes.
Computacionalmente, para especificar a dinamica do jogo é necessario especificar também

quais serao suas regras de execucgao, que serao omitidas neste capitulo.

Definicao 11. Denotaremos por s_; = (S1,...,8i-1,8i+1---,5|n|) 0 perfil estratégico com-

posto por s sem o i-ésimo elemento. Assim, se escreve s = (S;,5_;), Vi € N eVs € S.

Note que a melhor estratégia s; que um agente pode escolher depende das estratégias s_;

de todos os outros agentes.

Definicao 12. Diremos que uma estratégia s € S é uma estratégia dominante se, para todo

jogador i e todo perfil estratégico s' € S, tem-se que
Ci(si, sh) < Ci(sh, s,).

Uma estratégia dominante nao necessariamente possui a maior utilidade para um deter-
minado agente. Um exemplo bem conhecido desta situagao é a tragédia dos comuns, em
que os agentes sao forcados a escolher estratégias de forma a impedir que outros agentes se

coloquem em vantagem.

3.1 Conceitos de Solucao de Jogos

Para se descrever o comportamento de jogos, buscamos estruturar conceitos de solucao, isto
¢, metodologias para se descrever a interacao entre os agentes. Inicialmente, podemos pensar
em estados de equilibrio, em que o jogo se torna estacionario. O conceito de solucao mais

comum em Teoria dos Jogos é o equilibrio puro de Nash.

Definicao 13. Seja G um jogo. Um perfil estratégico s € S € um equilibrio puro de Nash
(PNE) de G se, para todo agente i, e todo desvio unilateral (isto é, nenhum agente troca de

estratégia cooperativamente ou simultaneamente) s; € S;, vale
Cl(S> < Cl'<82, S,Z‘).

Isto é, um perfil estratégico ¢ um PNE se nenhum agente consegue individualmente mi-
nimizar sua funcao de custo. Nem todo jogo G possui PNE. De fato, encontrar PNE é um

problema NP-dificil [14]. Por isso, faz-se necessério a construcdo de conceitos de solucao
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menos restritivos e mais trataveis computacionalmente. E importante observar que intra-
tabilidade nao é o tinico problema de um conceito de solucao, mas também questoes como

unicidade, uma vez se perde poder preditivo.

Definicao 14. Distribuicoes o4, ...,0r em estratégias Sy,...,S, de um jogo G constituem

um equilibrio misto de Nash se para todo agente i € N e todo desvio unilateral s; € S; vale

ESEO’[Ci(S)] S ESEJ[Ci(Sga S—i)] )

k
=1

onde 0 = X

g;.

Definigcao 15. Uma distribuicao o em um perfil estratégico Sy X ...x Sy de G € um equilibrio

correlacionado se para todo agente i € N, estratégia s; € S; e desvio s; € S;,
Eseo[Ci(8)]8i] < EscolCilsy, 5-4)|si] -
Vale entao a seguinte relagao
PNECMNE CCE.

Definicao 16 ([15]). Um equilibrio k-robusto (k-SE) é um PNE que é resiliente a desvios

de coalizao de tamanho mdximo k.

Conjectura 1 ([I6]). O equilibrio misto completo de Nash F € o pior equilibrio de Nash.
Isto €, é um equilibrio F tal que C(F) > C(P) para qualquer equilibrio de Nash P.

Nem todo jogo converge para um equilibrio de Nash, mesmo quando a existéncia deste
¢ garantida. Pode-se, por exemplo, construir um jogo que é a juncao de dois jogos com
mesma estrutura mas estratégias diferentes: um com equilibrio de Nash e outro nao. Assim,
a dinamica do jogo vai ficar completamente restrita as condigoes iniciais, e pertencera tao
exclusivamente a um dos jogos. De fato, esta ¢ uma das maiores criticas ao equilibrio de
Nash enquanto representativo da dinamica dos jogos. Outras abordagens sao descritas em

termos de sistemas dinamicos.

3.2 Teorema de Nash

O teorema de Nash é um dos resultados principais e mais gerais em Teoria dos Jogos, por
demonstrar a existéncia de estados em equilibrio para todo jogo estratégico. Essencialmente,

o teorema cria uma conexao entre procurar um equilibrio e encontrar um ponto fixo [17].
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Assim, pode-se estender estes resultados de diversas maneiras como em Geometria Diferencial
[18].

Surpreendentemente, o resultado de existéncia vem a ocorrer apenas no caso em que
se permite aos agentes aleatorizar suas estratégias. Também, em sua versao discreta, esta

fornece uma relagao estreita com os problemas de coloracao em grafos.

Definicao 17. Seja X um conjunto e f : X — X uma funcdo. Um ponto x € X € chamado
de ponto fixo de f em X se f(x) = x.

Lema 5 (Lema do Aperto de Maos). A soma dos graus de todos os vértices de um grafo ndao

direcionado G € duas vezes o numero de arestas de G

> d(u) =2|E(G)].

ueV(G)

Definicao 18. Um triangulo tricromdtico é um triangulo em que cada um de seus vértices

possui uma coloragao diferente.

Definicao 19. Uma coloracao propria de um n-simplexo subdividido € uma atribuicao de
n + 1 cores aos vértices da subdivisao de tal modo que cada subdivisao possui vértices com

cores diferentes.

Teorema 8 (Lema de Sperner). Para toda coloragdo prépria de um triangulo subdividido,

existe um numero impar de triangulos tricromdticos.

Demonstracao. Seja G um grafo que possui um vértice em cada triangulo interno, mais um
vértice externo que corresponde a regiao por fora do triangulo maior. O grafo G possui uma
aresta para cada par de triangulos internos que compartilham um lado com um ponto verde e
um ponto vermelho. Todo triangulo tricromatico corresponde a um vértice de grau um de G.
Observa-se que, com excecao do vértice externo, todos os outros vértices do grafo possuem
grau menor ou igual a dois. Por construcao, o grau do vértice externo deve ser um nimero
fmpar. Pelo Lema [5, a soma dos graus de todos os vértices de grau fmpares deve ser um
nimero par. Portanto, deve-se ter um nimero impar de vértices com grau 1, e portanto, um

nimero impar de triangulos tricromaticos.
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Figura 1: Representacao do grafo G.

Teorema 9 (Ponto fixo de Brouwer). Seja X um conjunto do R™ nao vazio, compacto e

convexo. Se f: X — X € uma funcao continua, entao existe v € X tal que x € um ponto

fizo de f.

Demonstracao. Considere o caso especial em que C' é um simplex em R?. Subdivida C' em
triangulos menores, de modo arbitrario. Colore-se um vértice x do triangulo de verde se
f(x) estd mais distante do vértice esquerdo de C' do que de x; vermelho se f(x) estd mais
distante do vértice superior de C' do que de x e azul se f(z) estd mais distante do vértice
direito de C' do que z, de forma andloga a figura [2l Se duas destas condigoes se aplicam a
x, qualquer cor pode ser utilizada. Note que, se nenhuma delas se aplica, x é um ponto fixo.
Este procedimento é uma coloracao prépria, e pelo Lema de Sperner deve-se ter ao menos um
triangulo tricromatico, representando um triangulo com vértices levados a diregoes diferentes
por f. Tomando assim uma sequéncia de mais subdivisoes, tem-se uma sequéncia decrescente
de triangulos tricromaticos. Como C' é compacto, os centros destes triangulos contém uma
sequéncia que converge para um ponto z* em C. Como f é continua, no limite, f(x*) é tao

distante dos trés vértices que z*. Assim, x* é um ponto fixo de f.
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Figura 2: Esquema da triangularizacao.

Definicao 20. O n-simplex reqular A,, € definido como
A, ={ye€ RM”Z% =1,Vi=0,...,n;y; > 0}.
i=0

Grosso modo, um n-simplex é uma generalizacao de um triangulo de dimensao n imerso
em um espaco de dimensao n + 1. Uma estratégia mista de um jogador ¢ em um jogo finito

G é uma distribuicao de probabilidades no conjunto S; de estratégias puras. Formalmente,

A(Sl) = {Sik,keSi € Rlsll : Zsik = 1} .
k

Teorema 10 (Nash [19]). Todo jogo estratégico finito possui ao menos um equilibrio misto

de Nash.

se define

Demonstragcao. Faremos a seguir um rascunho da demonstracao do Teorema de Nash. Sua
versao completa pode ser encontrada em diversos textos, como em [20]. Considere um jogo
com k agentes, com perfis estratégicos S, ..., S, e funcoes de custo my,..., . Queremos
definir uma funcao continua f : C' — C, onde C' é um conjunto convexo e compacto definido
como C = szl A(S;), onde A(S;) ¢ um simplex representando o conjunto de estratégias
mistas em .5;; de tal forma que os pontos fixos de f sao um equilibrio misto de Nash. Defini-
remos f separadamente para cada componente f; : C'— A(S;). Uma ideia natural é definir

fi como melhor resposta do agente i para os perfis estratégicos de todos os outros agentes.
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Desta forma, no entanto, nao se tem uma funcao bem definida. Assim, faz-se

fi(x;, x_;) = argmax g;(x}, x)
2 EA(S;)

em que
9i(}, %) = Egeay[mi(s)] — |2} — il*.

O primeiro termo da funcao g; encoraja a melhor resposta enquanto o 1iltimo desencoraja
grandes mudancas na estratégia x; do agente . Como a funcao f; é estritamente concava
em ), f; estd bem definida. A funcao f = (f1,..., fx) é continua. Por construcao, todo
equilibrio misto de Nash de um dado jogo é um ponto fixo de f. Para verificar este resultado,
suponha que x nao é um equilibrio, com o agente ¢ podendo melhorar seu retorno esperado
desviando de z; para x;. Mostra-se que, para qualquer ¢ > 0 suficientemente pequeno,

(1 —e)x; + ez}, x) > gi(x;, x). Portanto que x ndo é um ponto fixo de f. |
Teorema 11 (Glicksberg [21]). Todo jogo continuo possui um equilibrio misto de Nash.

Definicao 21. A funcdo 5; : S — 2% definida como

Bi(s) = argmin C;(k, s_;)
keS;

¢ chamada de fungao de melhor resposta para o agente 1.

Proposicao 2. Um perfil estratégico s é um equilibrio de Nash se e somente se s € [(s),

onde B(s) = X,y Bi(5):

Diz-se que um agente i esta insatisfeito (ou em condi¢ao sub-6tima) se s; € 5;(s). Dado
um perfil estratégico inicial s°, uma sequéncia de respostas de melhoria é uma sequéncia

sY s, ..., em que para cada T existe um agente i de tal forma que s""! = (s, s7), onde

s € B(sI).
3.3 Conceitos de Eficiéncia em Jogos

Definigao 22. O pre¢o de anarquia de um jogo G é a maior razao entre o valor de um perfil

de estratégias em equilibrio e o valor de um perfil de estratégias sociais otimo. Isto €,

- C(s)
PoA(G) = seNasi(s) opt(G)

Definicao 23. O preco de estabilidade de um jogo estratégico G € a menor razao entre o

valor de um perfil de estratégias em equilibrio e o valor de um perfil de estratégias sociais
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otimo.

PoS(G) = seNash(s) opt(G)

Uma regra de desvio D, como definida por [22], é um mapa que associa S a N de tal forma
que, dado um perfil estratégico s, se escolhe um agente dentre todos os agentes insatisfeitos

em s, o qual muda sua estratégia via melhor resposta.

Definicao 24. A ineficiéncia o de uma regra de desvio €, entre todos os perfis estratégicos
iniciais s°, definida como a pior razao entre o custo social do pior equilibrio de Nash alcangado

por D e o custo social do melhor equilibrio de Nash alcancado por s°. Isto é,

C(s)
a = max max ,
s0eS seNash(S) C(SS)

onde si = argmin e n,qp(s0) C(5)-
Teorema 12. Para todo jogo G e toda regra de desvio D, a ineficiéncia de D é de no minimo

1 e limitada inferiormente pelo preco de anarquia.

3.4 Jogos Potenciais

Definicao 25. Uma fun¢io ® : S — R € uma funcao potencial para um jogo estratégico G

se, para todo 1 € N e todo s € S tem-se que

CZ'<S/ S—i) — Cz(S) >0< (I)(S;»,S_i) — @(S) > 0,

para todo s; € S;. Uma fungao potencial é dita exata se
Ci(si,5_) — Ci(s) = ®(s},5_;) — D(s) .

Corolario 3. Seja G um jogo potencial finito. O perfil de estratégias que minimiza sua

fungao potencial é um equilibrio de Nash.

Demonstracao. Se ® é uma funcao potencial de G e s um perfil estratégico que minimiza
®, tem-se que P(s;, s ;) > P(s) para qualquer estratégia s;. Por defini¢ao, entdo, vale que

Ci(s;, s—;) > C;(s), o que mostra que s é um equilibrio. |
Teorema 13. Um jogo potencial finito sempre possui um equilibrio puro de Nash.

Demonstracao. Se existe funcao potencial, entao existe um perfil estratégico que a minimiza,

uma vez que o conjunto é finito. Logo, existe Equilibrio Puro de Nash. [ ]
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Teorema 14. Considere um jogo potencial G, com funcao potencial ®. Se, para todo s € S,

éc(s) < ®(s) < BC(s),

para constantes «, 5 > 0, entdo o preco de estabilidade € de no mdzimo of3.

3.5 Jogos de Congestao

Os jogos de congestao foram introduzidos em 1973 por Robert Rosenthal, e descrevem em
geral jogos em que se possui algum tipo de saturagao [23]. Tais jogos sdo de particular
interesse por suas propriedades, como mostrado a seguir [24] 25]. De fato, até mesmo o dilema
do prisioneiro pode ser formulado como um jogo de congestao. Em todas as situagoes neste
texto, tratamos apenas os casos (sem explicitamente mencionar) em que todos os agentes
decidem suas estratégias simultaneamente. Jogos por turno sao também de grande relevancia

na modelagem de problemas reais [20].

Defini¢ao 26. Um jogo de congestao G = (N, M,S,C) é um jogo estratégico em que se tem
Um conjunto N de agentes, um conjunto M de recursos, para cada agentei € N, um conjunto
nao-vazio de agoes ou estratégias S;, em que cada estratégia s; € S; € um subconjunto de
M e uma fungao custo c.(k) para cada agente que faz uso do recurso r dado que existe um

numero k de agentes utilizando r.

O custo total que o agente 7 paga quando escolhe a estratégia s; é a soma dos custos dos

recursos em s;. Em outras palavras, se k; denota a quantidade de agentes que usam o recurso

> ek

JEsi

j, entao 1 € N paga

Assim, a funcao custo do agente ¢ dada uma estratégia global A é dada por

mi(A) = Z ca(0a(4)),
a€A;
em que se tem o,(A) =|{i € N :a € A;}|.
O seguinte é um exemplo de jogo de congestao. Em uma dada rede formada por diversas
estradas, um conjunto de pessoas deve viajar (simultaneamente) de modo a sair de determi-
nadas origens com objetivo de chegar a seus destinos. O tempo que se gasta para atravessar

qualquer estrada é funcao no nimero de pessoas que viaja por esta estrada.
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Teorema 15. A funcao ® : A — R dada por

|M] 0 (a)
Pa)=) > m(0)

j=1
¢ uma funcao potencial para os jogos de congestao. Chama-se ® de potencial de Rosenthal.

Demonstragao. Seja n = |M|. Suponhamos, sem perda de generalidade, que o agente n

muda sua estratégia a para a’ = (a,,a_,). Devemos notar que, quando j = n, tem-se que

Ziga) 7;(€) = cn(a). Assim, se escreve

o1(a)
®(a) = ml) 4+ +cy
=1
Portanto, vale que
oi(a) o1(a’)
P(a) — P(d) = ml) + - +cu(a) | — Z T (0) + -+ cy(a)
=1 =1

Lema 6. Seja S um estado qualquer de um jogo de congestao. Suponha que este estado muda

para S’ realizando-se um passo incremental que diminui o custo do agente i por A. Entao
vale que ®(S") = ®(S) — A.

Definigao 27. Dois jogos G = (N,S,C) e G' = (N,S',C") sdo isomorfos se para todoi € N,
existe uma bije¢ao ¢ : S; — Si de tal modo que Ci(X;enSi) = Cl(Xiendi(s:))-

Teorema 16. Todo jogo potencial exato € isomorfo a um jogo de congestao.
Corolario 4. Todo jogo de congestao possui um equilibrio puro de Nash.

Demonstracao. Segue que, como o numero de estados de perfis estratégicos possiveis é finito,

deve-se haver algum estado que minimiza a funcao potencial. |
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4 Jogos de Balanceamento de Carga

“A arte de viver consiste em tirar o

maior bem do maior mal.”

Machado de Assis

Suponhamos que, diferentemente do problema de balanceamento de carga, nao mais se
tenha um controle sobre como as alocagoes sao realizadas, mas que estas fossem distribuidas
de forma descentralizada entre diversos agentes, que possuem individualmente suas préprias
intencoes. Claramente, nestas condigoes, estariamos tratando um problema completamente
diferente. Em uma situacao competitiva do género, buscar insights na Teoria dos Jogos
é certamente intuitivo, e nao sé se aplica para modelar o comportamento humano como
também para entender a interacao entre maquinas e desenhar mecanismos que tornem esta
interacao mais eficiente.

Vale notar que jogos de balanceamento de carga sao um caso especial de jogos de con-
gestao, em que o conjunto de estratégias dos agentes sao unitarios. Trataremos apenas dos
jogos nao-cooperativos e de informacao completa, mas existem diversas variacoes possiveis
na construcao destes jogos [27, 28, 29, 30, BI]. Formalizaremos o problema a seguir.

Um jogo de balanceamento de carga G é uma tupla (M, s, N,w), onde M = {1,...,m}
¢ um conjunto de m maquinas de velocidades s = {sy,...,s,} e N = {1,...,n} é um
conjunto de n tarefas com tamanhos w = {wy, ...,w,}, cada qual controlada por um agente,
com n > m. Assim, cada ¢ € N sera tratado como tarefa ou agente, de forma indistinta.
Cada agente i € N tem como estratégia alocar sua tarefa em uma mdquina j € M, e a
mesma serda processada por j com peso w;; = w;/s;. As alocagoes dos agentes definem, a
cada instante, um mapa A : N — M de como todas as tarefas sao alocadas no sistema de
maquinas. Denotaremos por A; = {i € N : A(i) = j} o conjunto de tarefas alocadas a
maquina j. Cada agente i € N atribui um custo C;(j) = ¢;(A) a maquina j, em que £;(A) é

a carga da maquina j em A, definida como

t;(A) = wa*

1€A;
Individualmente, os agentes visam minimizar seus custos, alocando seus processos nas
maquinas de menor carga. A alocacao A de agentes nas maquinas estara em equilibrio quando
nenhum agente conseguir unilateralmente realizar um passo incremental, isto é, quando nao

houver estratégias melhores para nenhum agente.
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Proposicao 3. Seja G = (M, s, N,w) uma instancia do jogo de balanceamento de carga. Um
mapa A: N — M € um equilibrio de Nash se e somente seVi € N :Vj € M : ¢;(A(3)) < ¢;(4).

Para que o jogo esteja bem estruturado, precisamos definir suas regras, isto é, definir
como os turnos, as alocacoes e os processamentos se darao. Um jogo por turno é um jogo em

que, a cada instante de tempo, um agente decide sua estratégia.

Defini¢ao 28. Dado um jogo de balanceamento de carga por turno G = (M, s, N,w), uma
politica de ativacao € a politica que, a cada rodada, define quais agentes trocardo suas es-

tratégias.

Defini¢ao 29. Dado um jogo de balanceamento de carga G = (M, s, N,w), uma politica de

alocacao P: N — M ¢ a politica que cada agente escolhe para decidir suas estratégias.

Dada uma alocagao A, tomaremos as politicas de aloca¢do dos agentes como P(i) =
argmin e, £;(A), isto €, o custo dos agentes é tao somente a carga na maquina j. Outras
variantes, no entanto, sao interessantes porque em problemas reais os agentes geralmente nao
buscam exaustivamente a melhor solucao, uma vez que existe um custo também para tanto.

Assim, a dindmica de um jogo de balanceamento fica bem definida, e pode ser escrita no

algoritmo a seguir.

Dinamica do Jogo de Balanceamento de Carga
1. Dada uma determinada politica de ativacao, escolhe-se iterativamente um agente

1€ N.

2. Cada agente visa minimizar seu custo, alocando sua tarefa em uma maquina com

base em uma politica de alocagao.

O custo social (também chamado de makespan) é dado por C(A) = maxjecp (;(A). A
partir deste, surgem diversas métricas para se avaliar como o comportamento individualista
dos agentes leva a estados sub-6timos.

Como veremos na proposicao a seguir, um jogo de balanceamento de carga sempre alcanga
um estado de equilibrio para maquinas uniformemente relacionadas (isto é, maquinas cujo

custo de processamento é dado por w;; = w;/s;,s; # 1).

Proposicao 4. Em qualquer instancia do jogo de balanceamento de carga, existe ao menos

um equilibrio de Nash.
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Demonstragao. Seja (M, s, N,w) uma instancia do jogo. Se um dado mapa de alocagoes
A: N — M nao estd em equilibrio de Nash, entao existe um agente 7 em uma maquina p que
deseja mudar sua tarefa para, digamos, a maquina ¢, isto é, £,(A) — w;, > £,(A). Assim, o
agente pode reduzir seu custo alocando sua tarefa em ¢. Seja A’ uma alocacao que diferencia
de A apenas pela alocagdo de i. Entao |€,(A") — (,(A")| < |€,(A) — £,(A)], isto é, em A" a

diferenca entre as cargas de p e ¢ se torna menor. Assim, tem-se

Do IGA) = LA < Y 16(A) - G(A)],

jkeM JkEM

e portanto a diferenca de carga entre o sistema como um todo diminui. Mas, como o conjunto
de possiveis alocagoes € finito e o sistema é limitado inferiormente (i.e., existe um minimo de
carga), entdo em algum momento se alcan¢a uma aloca¢do em que nenhum agente consegue

individualmente reduzir seu custo, alcancando um equilibrio de Nash. |

Logo, vale dizer que os estados seguem de modo linear no tempo A° — A! — --- — A’ (ou
seja, nao existem ciclos) com a seguinte relacao de ordem de satisfatibilidade A* = A'"! -
- = A° uma vez que um determinado agente nio mudaria sua alocacdo caso esta nao

reduzisse seu custo.

4.1 Conceitos de Eficiéncia

Uma das maneiras mais intuitivas de se buscar compreender o comportamento dos jogos de
balanceamento (e jogos algoritmicos no geral) é buscar por alguma métrica de eficiéncia.
Isto é, buscar uma métrica que indique quao distante de um estado 6timo encontra-se o
sistema. Como, em grande parte dos jogos, a dinamica converge para um equilibrio de Nash,
é interessante buscar por algo que una tais coeficientes. Assim, uma possivel construcao é

formulada como se segue.

Defini¢ao 30. Para um dado inteiro m, seja G(m) o conjunto de todos os jogos de balan-
ceamento com m mdquinas. Para um desses jogos G € G(m), considere Nash(G) como o
conjunto de todos os equilibrios puros de Nash e opt(G) o custo da solugdo dtima para G,
em que o custo social é minimizado. Assim, define-se o preco de anarquia como
C(A
PoA(m) = max  max g
GeG(m) AeNash(G) opt(G)

Isto é, o preco de anarquia é um modo de quantificar como o comportamento egoista

dos agentes prejudica o custo social. A formulacao aqui pode ser reconstruida, no entanto, a

depender do conceito de solugao que se for mais propicio considerar, tornando o conceito mais
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representativo a depender do comportamento do sistema. Também, é comumente de interesse
a ordem de complexidade de tempo para se alcancar o equilibrio, uma vez que é uma forma
de se estimar em quanto tempo os agentes alcangam o equilibrio. Para qualquer variante
do jogo de balanceamento, o caso estudado em que os agentes buscam por solucoes 6timas
para minimizar individualmente seu custo limita superiormente a ordem de complexidade.
Limitantes para o preco de anarquia serao vistos mais adiante.

O resultado a seguir mostra que existe um equilibrio de Nash que possui custo social

6timo, enquanto o Teorema [17| mostra que nao e facil obte-lo.
Proposicao 5. O preco de estabilidade do jogo de balanceamento de carga € 1.

Demonstragao. Dada qualquer solucao étima (isto é, uma alocagdo que minimiza o makes-
pan) do jogo de balanceamento de carga, pode-se construir um equilibrio de Nash a partir
de passos de incremento (alocagdes que minimizam o custo dos agentes), uma vez que estes

nunca aumentam o custo social. [ |

Teorema 17 ([32]). Encontrar um equilibrio de Nash de custo social minimo para o jogo de

balanceamento de carga com duas mdquinas uniformes € um problema NP-dificil.

4.2 Mecanismos de Coordenacao

Embora os jogos estratégicos sejam inerentemente sistemas distribuidos, existem metodolo-
gias que possibilitam se alcancar um certo controle das decisoes dos agentes. Discutiremos

sobre algumas dessas nas préximas segoes.

4.2.1 Politica de Ativacao

Politicas de ativagao sao um dos possiveis mecanismos de coordenacao da dinamica dos jogos
algoritmicos. Elas descrevem a forma como as alocacoes sao processadas para as maquinas.
Algumas politicas de ativacao podem ser definidas, por exemplo, como escolher primeiro
o agente com tarefa de maior tamanho (maxw;), escolher o agente com tarefa de menor
tamanho (minw;) ou escolher arbitrariamente.

Digamos que as tarefas sejam alocadas de tal forma que seus pesos estejam ordenados de
modo decrescente, w; > --- > w,, seguindo a politica maxw;. Nesta configuracao, quando

entram no sistema, cada tarefa imediatamente seleciona sua melhor resposta.

Lema 7. Em todo instante, a politica de ativagao maxw; numa configuracao inicial nula

permanece em um equilibrio de Nash.
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De forma andloga, pode-se incrementar politicas de modo a utiliza-las para descrever a
forma como as maquinas processam as tarefas. Assim, por exemplo, uma possivel politica é
fazer com que as méaquinas processem a tarefa com maior peso primeiro. Até o momento,
estivemos assumindo que a ordem de processamento nao é relevante para o problema, mas esta
seria uma possivel generalizacao que claramente modificaria o comportamento dos agentes.

Assim os processos com maior peso teriam prioridade nas maquinas mais rapidas.

4.2.2 Taxacao

Como maneira de forcar o comportamento do sistema a convergir para uma solugao mais
proxima do 6timo, pode-se atribuir taxas nas estratégias dos agentes, como descrito por
Caragiannis, Kaklamanis e Kanellopoulos [33]. Dado um jogo G = (M, s, N,w) , uma taxa é
uma funcao 6 : M x QT — QT que atribui um valor §(j, w) para cada agente de peso w que
deseja utilizar a maquina j € M. Além disso, pode-se considerar que cada agente é sensivel
a taxacao de uma maneira diferente, com base em um coeficiente de sensibilidade ~; > 0.
Assim, os agentes buscam minimizar o custo total C;(j) + 7;0(j, w;). Diz-se que uma taxa é
p-eficiente se o custo social de qualquer equilibrio puro de Nash é ao menos p vezes o custo
social da alocagao étima. Caragiannis, Kaklamanis e Kanellopoulos [33] demonstraram a
existéncia de uma taxa que é 1.618-eficiente.

Problemas de taxagao possuem grande interesse em economia e engenharia de transportes,
que se utilizam majoritariamente de modelos de congestao nao-atomica, em que a acao de

um agente nao influencia a performance do sistema como um todo [34].

4.3 Modelos Deterministicos

As préximas secoes apresentam resultados elementares para os jogos de balanceamento de
carga em que as estratégias sao decididas de forma deterministica.

4.3.1 Maquinas Idénticas

Consideremos o problema de balanceamento em que todas as méaquinas possuem a mesma
velocidade s; = --- = s, = 1. Note que w;; = w;. O prego de anarquia é entao dado como a

seguir.

Teorema 18 ([14]). Considere uma instincia G = (M, s, N,w) do jogo de balanceamento de

carga com n tarefas com tamanhos wy, ...,w, e m mdquinas idénticas. Seja A : N — M um
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mapa de alocacoes em equilibrio de Nash. Entao, vale que

2
Demonstracao. Analisaremos primeiro o que ocorre com os custos das maquinas no equilibrio
de Nash. Seja j* a maquina com maior carga em um equilibrio de Nash A, e i* o processo
com menor peso nesta maquina. Sem perda de generalidade, pode-se afirmar que existem ao
menos dois processos em j*, uma vez que se nao se tivesse valeria que C(A) = opt(G), o que
3 C(A), caso contrdrio i* nao
seria o processo com menor peso. Note que 7* define o custo social, uma vez que é a maquina

estd em conformidade com o enunciado acima. Assim, w; <

que possui maior carga.

Suponhamos que existe uma maquina j # j* com carga menor que £+ (A)—w;~, isto é, com
carga menor do que j* retirando-se a contribuigao do menor processo. Assim, poderiamos
mover ¢* de j* para j, reduzindo portanto o custo do processo. Mas A é um equilibrio de
Nash, logo nao pode existir tal maquina j.

Portanto, pode-se escrever

1 1
G(A) 2 (o (4) — wie > C(4) - 50(4) = 50(4).
Observe, agora, que o custo de uma alocagao étima nao pode ser menor do que a média

de todas as cargas nas maquinas. Assim, pelo resultado acima,

opt(G) > Z Gi(A) . C(A) + 3C(A)(m — 1) |

: m m
€M

E, portanto,

c(A) < (2 - %ﬂ) opt(G).

Deve-se notar que quando m — oo, o preco de anarquia converge para 2. E, no caso trivial
em que m = 1, o custo social sempre é o melhor possivel e portanto o preco de anarquia € 1.
Assim, o PoA estd sempre entre estes dois valores. Vamos mostrar, na Se¢ao [4.3.3 que no
problema mais genérico de méaquinas uniformemente relacionadas, o pre¢go de anarquia nao

mais é limitado.
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4.3.2 Convergéncia

Além do critério de existéncia, é importante compreender quanto tempo os agentes levam
para convergir para um equilibrio de Nash. A politica de maior peso nos mostra que existe
uma condi¢ao em que o equilibrio é atingido em até n passos, onde n ¢ o nimero de agentes.
Essa politica ativa sequencialmente os agentes preferenciando os processos com maior peso

entre aqueles que nao estao em situagoes étimas.

Proposicao 6. Para mdquinas idénticas, um passo incremental sempre aumenta a menor

carga entre as maquinas que compoe o sistema.

Demonstra¢ao. Suponhamos que a proposicao nao fosse satisfeita. Ora, entao existe um
agente que em algum momento estava na maquina com menor carga e mudou sua alocacao
para outra maquina. Como ja se estava na maquina de menor carga, esta nova maquina possui

uma carga maior. Mas os agentes sempre visam minimizar seu custo, uma contradicao. W

Proposicao 7. Seja G = (M, s, N,w) uma instancia do jogo de balanceamento e A: N — M
uma alocagao. Um dado agente i estd satisfeito em A se e somente se a carga ;) (A) — w;

€ minima.

Teorema 19. Seja G = (M, s, N,w) uma instancia do jogo de balanceamento e A: N — M
uma alocagdo. A partir de A, pode-se alcancar um equilibrio de Nash com todos os agentes

sendo ativados ao menos uma vez pela politica de peso mdximo.

Demonstracao. Suponhamos que, sempre que cada agente for ativado pela politica de peso
maximo, ele nunca mais fica insatisfeito. Isto é, a alocacgao final é 6tima permanentemente.
Se assim for o caso, o teorema é satisfeito. Como consequéncia das Proposigoes [0] e [7], a
unica forma de um agente ficar insatisfeito ¢ um outro agente colocar seu processo na mesma
maquina em que ele estd alocado. Suponha que um agente k, ativado depois do agente 1,
aloca sua carga na mesma méaquina de i, chamada de j*. Como a alocagao de k é a melhor

possivel e vale wy < w; pela politica de peso maximo, tem-se que, para qualquer maquina 7,

Ou seja,

e portanto o agente i permanece satisfeito, uma vez que nenhuma outra maquina possui carga

que reduziria seu custo.
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Portanto, em todo passo incremental dada a politica de peso maximo os agentes nunca
ficam insatisfeitos e assim se alcanca o equilibrio de Nash quando todos os agentes sao

ativados. [ |

E importante notar que a ordem de ativagao pode tornar a analise consideravelmente
diferente, como descrito na Secgao [4.2.1. Por exemplo, se a ativacao for realizada nas ta-
refas com menor peso, pode-se ocorrer situagbes em que a convergéncia ocorre em tempo

exponencial [35].

Teorema 20 ([32]). Eziste uma instincia do jogo de balanceamento de carga com n tarefas
e m mdquinas uniformes onde a politica de resposta otima das tarefas mais leves requer pelo

menos (n/(m — 1)?)™~1 passos para atingir um equilibrio de Nash.

4.3.3 Maquinas Uniformemente Relacionadas

Consideremos agora o caso mais geral em que as maquinas possuem velocidades arbitrarias,
e que o peso w;; da tarefa ¢ na maquina j é processado como w;/s;. Para o calculo do preco

de anarquia, as seguintes proposicoes serao uteis.

logm

Toglogm = Viogm, para m > 1 suficientemente grande.

Proposicao 8. Vale que

Demonstracao. Dado m real positivo, basta fazer a transformacio m — e¢", para algum n,

de onde se tem que e" > n?. |

Proposicao 9. Sendo I' a fungdio Gamma definida como I'(m) = (m — 1)! para m inteiro

positivo, vale que

1
r'm)=0(—=" ),
log logm
Demonstragao. Seja T~'(m) = k, de modo que k! é o maior fatorial menor ou igual a m.
Vale assim que (g)"“/2 < k! < m. Portanto, glog(g) <logmek < ilgolff”l < 411;’:? para
k > 4. Logo, k é O(ll‘fg?).
Também, tem-se que m < (k+ 1)! < (k + 1)k*. Assim, vale que logm < log(k + 1) +
klogk < 2klogk. Logo, k > 22%6™ ¢ portanto k é Q(X82),

2logk log k
Como k < 411;Jgg;n < 102(13%2)’ tem-se que kloglogélfigmog 5 S e logji;”m para alguma
constante ¢, uma vez que k é muito menor do que m. Portanto, k é (’)(IO{;{%). De forma
analoga se mostra que k é Q(lolgofg0 ’g”m), o que demonstra portanto a proposicao. |
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Teorema 21. Considere uma instincia G = (M, s, N,w) do jogo de balanceamento com n
tarefas com pesos wy, . ..,w, e m mdquinas com velocidades sy, ..., Sy,. Seja A: N — M um
mapa de alocagcoes em equilibrio de Nash. Entao, vale que

logm

C(A) =0 < ) opt(G) .

log logm

Demonstragdo. Seja ¢ = |C(A)/opt(G)]. Mostraremos que ¢ < I'"!(m), e entao o resultado

segue pela Proposi¢ao [0] Sem perda de generalidade, vamos assumir que s; > -+ > s,
e L =(1,...,m) é a lista de méquinas em ordem nao-crescente de velocidade. Para k €
{0,...,¢c— 1}, seja Ly = (1,2,...,p) a sequéncia das p primeiras méquinas em ordem de

velocidade de tal modo que para todo ¢ < p vale que ¢,(A) < kopt(G). Mostraremos que

vale a seguinte recorréncia:

L > (k4 1)| Ly se0<k<c—2
k

sek=c—1.

Resolvendo a recorréncia, tem-se que Ly > (¢ — 1)! = I'(¢). Observe que Ly = L e, portanto
|Lo| = m. Assim, m > I'(c), o que demonstra o teorema.

Dada uma alocacdo A em equilibrio de Nash, mostraremos primeiro que |L. ;| > 1.
Suponhamos por absurdo que L. ; = (). Entao, a carga na maquina 1 é menor que (¢ —
1)opt(G). Seja i uma tarefa na méquina de maior carga, que é de ao menos copt(G).

Movendo ¢ para a maquina 1, valeria que

Wi
(c = 1)opt(G) + 2 < (c — 1)opt(G) + opt(G) < copt(G)
S1
em que vale & < opt(G), uma vez que opt(G) é maior ou igual ao peso de qualquer tarefa
individualmente. Assim, o agente 7 consegue unilateralmente reduzir seu custo, contradizendo
a hipdtese de que A esta em equilibrio. Uma vez que é garantida a existéncia de A, |L._1| > 1.
Agora, mostraremos que |Ly| > (k+ 1)|Lxy1]. Seja A* uma alocagdo 6tima. A afirmagao

a seguir relaciona a alocacao em equilibrio de Nash A com a alocagao 6tima A*.

Afirmacao 1. Suponha que i é uma tarefa com A(i) € Lgiy. Entao A*(i) € L.

Proof. Se L'\ L, = 0, a afirmacao é satisfeita. Seja ¢ a maquina mais rapida em L\ Ly.
Por defini¢do, a carga (,(A) é menor que kopt(G). Como z := A(i) € Ly, l.(A) >

(k+ 1)opt(G). Vamos assumir, por contradi¢ao, que o< opt(G). Entao, movendo a tarefa
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¢ para a maquina ¢ iria reduzir o custo de i para
Wi
l,(A) + — < kopt(G) + opt(G) < (,(A),
Sq
o que contradiz a hipdtese de que A é um equilibrio de Nash. Assim, todo processo ¢ com
A(1) € Ly satisfaz w; > s,opt(G).

Seja j = A*(i) e suponha, por contradi¢ao, que j € L\ L. Entao a carga em j seria ao

mMenos G
w; _ S40pt
wi _ 540pt(G) > opt (@),
Sj Sj
uma vez que s; < s,. Isso contradiz o fato de que A* é 6timo e, portanto, A*(i) € L. O

Por definicao de L., a soma das cargas que A atribui para a maquina j € L1 é de ao
menos (k + 1)s,;opt(G). Logo, a soma total de peso nas maquinas em Lj;; é de ao menos
> jerp,, (K +1)s;0pt(G). Pela Afirmagao [I} uma alocagao Gtima deve alocar todo este peso
nas maquinas de L, de tal modo que a carga em todas as maquinas é de no maximo opt(G).

Como consequéncia,

Z (k+1)sjopt(G) < Z s;opt(G) .

jELk+1 JjEeLy
Portanto,
E ij S E Sj -
JE€Lk 41 JELR\Lgy1

Seja s* a velocidade da maquina mais lenta em L1, isto é, s* = sz, . Para todo

J € Lyt1, s; > s* e, para todo j € Ly \ Lgy1,5; < s*. Assim, vale que

Z ks* < Z 5",

JE€LK+1 JELK\Lgt1
o que implica que [Lyy1| -k < [Lg \ L1 = [Ly| — [Lisa|- Assim, |Lg| = (kK +1) - [Lyyq|. W
O resultado a seguir mostra que o fator do preco de anarquia do Teorema [21]é justo.

Teorema 22. Para todo m € N, existe uma instancia G = (M, s, N,w) do jogo de balan-
ceamento de carga com m mdquinas e n < m tarefas que possui um equilibrio de Nash A
com

logm

C(A) = Q < ) opt(G).

log logm

Demonstragao. Iremos construir uma instancia do jogo de balanceamento de carga G' com
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um mapa A em equilibrio de Nash satisfazendo

C(4) > 5 (I (m) — 2 — o(1))opt(G),

N | —

e o restante seguird da Proposi¢ao [9] Nossa construgao se utiliza de ¢ + 1 grupos disjuntos
de maquinas Gy, ...,G, com ¢ = |[I'"*(m/3) —1] >T"'—=2—0(1). Para0 < k < ¢, o grupo
G consiste de ¢!/k! mdquinas de velocidade 2% cada em que sdo alocadas k tarefas com peso

2% O ntimero total de méquinas é dado por

L
k!

haver maquinas que nao pertencem a nenhum destes grupos. Vamos assumir que todas estas

Uma vez que Y {_, = < 3, e pela definicao de ¢, temos 3I'(¢ + 1) < m. Assim, pode
maquinas possuem velocidade 1 e A nao aloca tarefas nelas.

Mostraremos agora que A é um equilibrio de Nash. Um agente k& com tarefa alocada no
grupo Gy possui custo k. Nao se pode reduzir seu custo movendo a tarefa para uma maquina
do grupo G com j > k uma vez que estas mdquinas possuem carga de pelo menos k, nem
para j < k, uma vez que se assim o fosse seu custo seria

o2k .
]+§:j+2 I >j+k—g+1)=k+1,
uma vez que 2! >t + 1, para todo t > 1. Logo, A é um equilibrio de Nash.

Note que o custo social da alocagdo A é q. Mostraremos que opt(G) < 2. Para k €

{0,...,q}, as tarefas mapeadas por A no grupo Gy sao agora alocadas em Gj_;. Observe

que o numero total de tarefas que A mapeia em G, é
q'
k~|Gk]:k-H:\Gk,1|.

Logo, se pode alocar as tarefas de tal modo que cada maquina em Gj_; recebe exatamente
uma tarefa que A mapeia. Como estes processos possuem peso de 2% e a velocidade das
maquinas ¢ de 2871, a carga do sistema nesta alocacdo é de no maximo 2. Portanto, como
1
;0pt(G) < 1, tem-se que

C(A) =q = (T (m) =2 —o(1))opt(G),

N | —

finalizando assim a demonstracao. |
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4.4 Convergéncia

Conjectura 2. Ezxiste uma politica de resposta otima que sempre converge para um equilibrio
de Nash em um numero polinomial de respostas de melhoria para o jogo de balanceamento

de carga em mdquinas uniformemente relacionadas.

Teorema 23. O algoritmo LPT produz uma atribuicao em equilibrio de Nash para mdquinas

uniformemente relacionadas.

Demonstracao. Sejam as tarefas numeradas de 1 a n por ordem de insercao. Seja t €
{0,...,n} o tempo denotando o instante em que a t-ésima tarefa foi inserida. Mostrare-
mos por inducdo que o mapa de alocacoes parcial A' computado pelo algoritmo LPT no
tempo t é um equilibrio de Nash.

Por hipétese, as tarefas {1,...,t — 1} estdo satisfeitas no tempo ¢ — 1, isto é, nenhum
desses agentes consegue reduzir unilateralmente seus custos. Quando a tarefa t é inserida, ela
pode ser mapeado em uma maquina j que ja possui outras tarefas. Mostraremos que estas
tarefas em A;’l nao ficam insatisfeitas pelo acréscimo de carga resultante por t.

Seja i < t uma tarefa em 7. Como a tarefa ¢ minimiza o custo do agente t na maquina j

e, pela politica de alocagao do algoritmo, w; < w;, vale

é<€j* + wy <€j* + wj

Sj Sj* Sj*

)

para toda maquina j* € M. Logo, no instante ¢ o agente ¢ continua satisfeito na méaquina j,

uma vez que nao consegue reduzir mais seu custo. |

O algoritmo LPT nao apenas produz um equilibrio de Nash como também aproxima o

makespan 6timo em uma razao de g para méaquina uniformemente relacionadas [30] e % — %

para méaquinas idénticas [37].

Teorema 24 ([38]). Dado qualquer perfil estratégico puro, o algoritmo de Nashifica¢ao com-
puta um equilibrio de Nash sem aumentar o custo social performando no mdzimo (m + 1)n

movimentos em ordem O(m?n).

4.5 Modelos Aleatdrios

Considerando o teorema de Nash, é relevante estudar o caso em que os agentes possuem
estratégias mistas. No que segue, seja G = (M, s, N,w) uma instancia do jogo de balancea-
mento de carga, A : N — M uma alocacdo e p/ = P[A(i) = j] a probabilidade do agente

alocar sua tarefa na maquina j. Um perfil estratégico P = (pf )ien,jem especifica um mapa
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aleatério entre as tarefas e as maquinas em todo o sistema. Seja x] uma varidvel aleatéria
que toma o valor 1 caso A(i7) = j e 0 caso contrario. Assim, a carga esperada da maquina j

com perfil estratégico P é dada por

e
S .

ieN Y

E[¢;(A)] = E =3 %ﬂ[‘”y] = “";’i’g .

1EN 1EN

O custo social C(P) do perfil estratégico P ¢ definido como o makespan maximo esperado

da forma
C(P)=E[c(A)]=E [1}3\}(@(14)} )

Assumimos, também, que todo agente visa minimizar seu custo. Do ponto de vista do
agente 7, o custo esperado na maquina j é dado por C;(j) = E[(;(A)|A(i) = j]. Para qualquer
P, vale que ‘

J .
_ SO ) (- )

S S

Ci(7)

Os agentes se encontram em um equilibrio misto de Nash se nao ha incentivo para indi-

vidualmente mudarem sua probabilidade de alocagao. Isto é, vale a seguinte proposicao.
Proposicao 10. Um perfil estratégico P € um equilibrio de Nash se, e somente se, para
qualquer i € N e j € M, tem-se que nao existe k € M tal que C;(j) > C;(k).

4.5.1 Maquinas Idénticas

No decorrer dessa secao, toma-se que as velocidades das maquinas sao iguais s; =« -+ = §,,, =

1. O préximo resultado serd til para obtencao do preco de anarquia do sistema.

Teorema 25 ([14]). Considere G = (M, s, N,w) uma instancia do jogo de balanceamento.

Para qualquer mdquina j € M, vale que a carga esperada E[¢;(A)] possui limitante superior

da forma
2
El,(A] < 12— —— t(G).
G < (22 ) opt(©)
Demonstracao. A demonstracao é semelhante a do Teorema [18| |

Teorema 26 ([14]). Considere uma instancia G = (M, s, N,w) do jogo de balanceamento
com n tarefas com pesos wy, . ..,w, e m mdquinas idénticas. Sendo P um perfil estratégico
qualquer em equilibrio de Nash, vale que

logm

C(P)=0 ( ) opt(G).

log logm
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Demonstragdao. Fixemos j € M, e seja wy o maior peso no sistema. Aplicando o Lema [9)

vale que para todo ¢

P[¢;(A) > t] < min {1 (my/wz} < (w)t/opw) .

Uma vez que E[(;(A)] < 20pt(G) e wy < opt(G). Seja 7 = 212" _opt(G). Entao, para

loglogm
todo x > 0,

loo'1 2logm/ loglog m+z/opt(G)
Plt;(A) > 7+ 1] < (e o8 Ogm>
logm
2logm/loglogm
< )
- logm
= m e /oPH(C) (1)

onde se utilizou a Proposicéo B na primeira passagem. Uma vez que para uma varidvel

aleatéria X se tem E[X fo P[X > t]dt, entao
= . = , >
C(P)=E {%%(EJ(A)} /IP’ {E%%(EJ(A) > t} dt .

Substituindo ¢ por 7 + x e aplicando a desigualdade de Boole,

T+/P{maxﬁ >T—|—x}dx<r+/ZIP’ ) > 7+ x]dx.
JjeEM
0

0 JEM

Por fim, pelo resultado na Equagao [}

r logm
C(P) < x/OPt(G)d = t = e t .
( )_7'+/e x=T1+o0pt(G) =0 Toglog m opt(G)

O prego de anarquia do sistema assim cresce com o nimero de maquinas pela expressao
obtida. ]

4.5.2 Maquinas Uniformemente Relacionadas

Estudaremos, por fim, o caso mais genérico dentro dos jogos de balanceamento abarcados.

Teorema 27 ([14]). Considere uma instancia G do jogo de balanceamento com n tarefas
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com pesos wi, . ..,w, em mdquinas com velocidades sy . ..,S,. Sendo P um perfil estratégico
qualquer em equilibrio de Nash, vale que

logm

C(P)=0 ( ) opt(G) .

log log log m
Demonstra¢ao. Primeiramente iremos encontrar um limitante superior para a maior carga
esperada max;ey E[l;(A)], ao invés da carga esperada méaxima E[max;ecp ¢;(A)]. Como
simplificagdo da notagao, fagamos opt(G) = 1, o que é obtido reescalando os pesos apropria-
damente. Seja ¢ = |max;ep E[(;(A)]], e fagamos sq > -+ > s,,. Seja L a lista de méaquinas
em ordem nao-decrescente de velocidade. Para k € {0,...,c— 1}, seja Ly o prefixo de com-
primento maximo tal que a carga esperada em cada maquina em Ly é de no maximo k. De
forma andloga & demonstra¢ao do Teorema [21 mostra-se a recorréncia |Lg| > (k+1)-|Lyi1],
para 0 < k < ¢ —2, e |L._1] > 1. Resolvendo a recorréncia, |Lg| > (¢ —1)! = I'(¢). Assim,
|Lo| = m implica ¢ < T7'(m) = O(Inm/Inlnm). Seja

C = max c—i—l,ln—m =0 lnm :
Inlnm Inlnm

Mostraremos que o makespan esperado da alocacao em equilibrio pode exceder C' por um

fator de no maximo Inlnm/Inlnlnm tal que o makespan esperado é O(Inm/Inlnlnm), o
que prova o teorema, pois opt(G) = 1.
)

Para uma méaquina j € M, seja Tj(1 o conjunto de tarefas ¢ com pg >1/4e T]-(Q) o conjunto
de todas as outras. Sejam 651) e 65-2) as cargas na maquina j devido aos processos em Tj(l) e

T.(2), respectivamente. Note que £;(A) = 41) + €§~2). Para as tarefas em 7V

i 5, vale que

(1) Wi szf (1)

1) T (1)
zGTj zGTj

Para encontrar um limitante superior para 522), utilizaremos o limitante de Chernoff do
Lema@ Para 0 < k <c—2,seja Gy, = Ly \ Lyr1 € Geoqy = Loq. Para 0 < k < c¢— 1, seja
s(k) a velocidade da maquina mais rapida em Gy. Note que s(c—1) > s(c—2) > .-+ > 5(0).

Mostraremos que esta sequéncia decresce geometricamente.

Afirmacao 2. Para 0 <k <c¢—4,s(k+2) > 2s(k).

Proof. Observe que existe uma tarefa j* com w;+ < s(k + 2) com probabilidade positiva de
estar em uma maquina em Ly 3. Isto porque uma alocagao étima deve mover uma parte da

carga esperada das méquinas em Ly 3 para as maquinas em L\ Ly, 3 que possuem peso menor
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que a maior velocidade entre o conjunto, que é s(k+2). Agora, suponha que s(k) > s(k+2)/2.
A carga esperada na maquina mais rapida em G}, é de no maximo k+ 1 por definicao. Entao,
o custo esperado de j* na maquina mais rapida de Gy, é de até
P I L A R L M
s(k) s(k+2) — ’
o que contradiz que o custo esperado de j* é de no minimo k£ + 3 e possui probabilidade

positiva em alguma maquina de Ly, 3. 0
Utilizaremos a Afirmagao [2] para encontrar um limitante superior para os pesos das

maquinas em Tj@).

Afirmacao 3. Para todo j € M e € Tj(z), w; < 12s;5.

Proof. Seja i uma tarefa em Tj(z) ej € Gppara0<k<c—1. O custo esperado de ¢ em j é
de

3(,%‘

¢ =ElG(A) + (1 —p)) 2 >k +

5; 4s;

Suponha que k > ¢ — 3. Neste caso, w; > 12s; implica que ¢ > k+9 > ¢+ 6, o que
contradiz que em um equilibrio de Nash o custo esperado de qualquer tarefa na maquina mais
rapida é de ¢+ 1. Assim, a afirmacao é valida para k > ¢ — 3. Agora suponha que k < ¢ — 4.
Seja ¢ a maquina mais rapida em Gjyo. Pela Afirmacao [2 vale s, = s(k + 2) > 2s(k) > 2s;.

Assim, o custo esperado de i em ¢ é de

Wi

¢ =E[ly(A)] + (1 - p) 2 <k 3+
84 2s;

Como pf > 0, pela condicao de P estar em equilibrio de Nash vale que clj < ¢]. Assim,

3w;
bt o2 < k34
48j

Wi
9
28j

o que implica que w; < 12s;, e portanto finalizando a demonstracao. 0

. . 2 . , ~ . .
Seja z a maior carga em Tj( ), isto ¢, z = max;_,. w;i/sj. A Afirmacao [3| implica que
J

z < 12. Agora, aplicando o Lema [J] vale que para todo « > 0,

2 6~E[£(2)] ol e\ aC/12
P >a0) < (2] < ()7,

- - aC «Q
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uma vez que E[f ] < C. SejaT=24CInlnm/Inlnlnm. Como C é de ordem Inm/Inlnm,

segue que 7 é de ordem Inm/Inlnlnm. Seja > 0. Substituindo aC' por 7 + z, vale entao

eC N\ (TH2)/12
T+
<elnlnlnm)zcmnm/lﬂlnlnmﬂ/lz

241nlnm

P[ég?) >7+1a] < <

Observe que 24Inlnm/(elnlnlnm) é limitado inferiormente por vInlnm e também por

e?. Também, C' > Inm/Inlnm. Assim,

@ 1 2lnm/Inlnlnm /6 . /6
P >7+2] < | ——— e =m"-e )

Vinlnm

Consequentemente,

oo

E {maxK( } /IP’ [maxé 2) > t} dt
JjeM jEM
0

§7+/P[max€ >T—{—$:| dx

JEM

/ZP 0 > 1+ 2)de.

JjEM

Utilizando o limitante superior,

JEM J

E{maxﬁ } §T+/ex/6dx:7'+6.
0

Finalmente, combinando as expressoes, tem-se

1
C(P) =E |max?| <4C+746=0( —o" ).
jEM log log log m

O resultado a seguir mostra que o anterior é justo.

Teorema 28 ([14]). Para todo m € N, eziste uma instancia G do jogo de balanceamento

de carga com m mdquinas e n < m tarefas que possui um perfil estratégico em equilibrio de
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Nash P com
logm

C(P) =9 ( ) opt(G).

log log log m

Demonstracao. Construiremos uma instancia que é continuidade da instancia do Teorema [22]
Utilizaremos estratégias mistas apenas nos grupos Gy com k = |g/2]. Seja M = |G| =
q'/k! > (q/2)92]. Observe que log M = O(qlogq) = O(logm).

Seja T' o numero de tarefas mapeadas por A para uma das maquinas em Gy, todas com
peso 2¢. Cada uma destas tarefas é atribuida aleatoriamente para uma das maquinas em G,
com pg = 1/M. Para todas as outras tarefas em P se permanece com as alocagoes de A. O

custo esperado de uma tarefa ¢ € T' em uma méquina j € G}, é, entao,

7
Sj m

cg:E[ej(A)]+(1—pi)ﬁ:k+<1—i) <k+1.

Na demonstragao do Teorema , mostramos que o custo da tarefa i de peso 2F em uma
maquina do grupo Gj, com j # k, é de pelo menos k + 1. Logo, P ¢ um equilibrio de Nash,
uma vez que os agentes em (5, encontram-se satisfeitos.

As modificagbes nao afetam o custo social opt(G) = 2. Mostraremos um limitante inferior
de C(P). Este custo é limitado inferiormente pelo maior nimero de tarefas em uma nova

maquina em Gy. Aplicando o Teorema com m caixas e n = km bolas vale entao que o

o Inm _ 0 logm
In(14+m/nlogm)/) logloglogm )’

uma vez que k = O(logm/loglogm) e log M = ©(logm). |

makespan esperado é

Teorema 29 ([39]). Considere uma instincia G = (M, s, N,w) do jogo de balanceamento de
carga com n tarefas com pesos wy, . .., w, em que se tem S = ;_ wy > (n— 1)w;, Vi € N,
e m mdquinas com velocidades sy = -+ = 8§17 = 1 € 8, = s > 0. Entdo existe um unico

equilibrio misto completo de Nash se

Se((m—l)S—(m—l)(n—l)miniwi g ) |

(m—1)S+2—-m)(n—1)max;w;” S+ (1 —n)min; w;
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5 Conclusao e Perspectivas

“The Internet is an equilibrium, we

just have to identify the game.”

Scott Shenker

Os problemas de balanceamento de carga e o de escalonamento de tarefas sao classicos
em alocagao de recursos, nao apenas dada sua simplicidade mas também seu potencial de ser
generalizado para problemas mais complexos. Sua variante descentralizada é interessante por
diversas razoes apresentadas no decorrer do texto, embora sejam tradicionalmente tratados
como problemas de otimizacao.

Os modelos apresentados de jogos de balanceamento de carga podem ser vistos como uma
descricao grosseira dos problemas que surgiram para entender a Internet. Os resultados sao
positivos, demonstrando eficiéncia sub-6tima, embora de certa forma paradoxal. Este carater
se torna mais complexo a medida que o niimero de agentes interagem na rede.

Os conceitos de Teoria dos Jogos sao interessantes por seu potencial em descrever in-
teragoes entre agentes num contexto geral. Pode-se ver na crise do SARS-CoV-2 resulta-
dos de seus conceitos, no conflito entre posicionamentos nas intervengoes nao-farmaceéuticas
(NPIs) e seus efeitos globais na transmissao do virus.

A Teoria Algoritmica dos Jogos é uma area ainda em crescimento e longe de estar com-
pleta, tendo grandes perspectivas na utilizacao de simulacoes computacionais para descrever

situacoes mais realistas.
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A Probabilidade

Definicao 31. Um espaco de probabilidade possui trés componentes.
1. Um conjunto universo ) de todas as possiveis ocorréncias de eventos;
2. Uma familia de conjuntos F representando os eventos factiveis, onde F C §2;
3. Uma funcao de probabilidade P : F — R, satisfazendo a Defini¢ao [39

Definicao 32. Uma funcao de probabilidade é qualquer funcao P : F — R que satisfaz as

sequintes condigoes:

1. Para qualquer evento A, 0 < P[A] < 1;

3. Para quaisquer sequéncia de conjuntos contdveis de eventos mutuamente disjuntos

A17A27"'7An7

U4

i=1

P

n

i=1

Embora sempre se definam probabilidades nao-negativas, estas podem vir a surgir de
forma utilitaria em certas situacoes [40)].

Proposicao 11. A ocorréncia de um evento de probabilidade zero em um espaco continuo

nao € impossivel.
Definigao 33. A esperanca E[X] de uma varidvel aleatoria continua X é dada por

E[X] = / Plr] dr.

Q

Proposicao 12. O operador de esperanca E[-] é linear, isto é, para quaisquer varidveis
aleatérias X e Y e uma constante a qualquer vale que E[X + Y] = E[X]| + E[Y] e E[aX] =
aE[X].

Lema 8. Seja X wma varidvel aleatoria continua. Entao

E[X] = /IP[X > 7] dr.

Q
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Teorema 30 (Desigualdade de Markov). Seja X : S — R uma varidvel aleatoria continua

nao-negativa. Entao, para qualquer a > 0,

E|X
PX >a] < [ ]
a
Teorema 31 (Desigualdade de Boole). Para um conjunto contdvel de eventos Ay, ..., A,

vale que

P (U Ai> <> P(A).
i=1 i=1
Em particular, P(Ay) < >_"  P(A;) para qualquer k.

Lema 9 (Limitante de Chernoff). Seja X, ..., X, varidveis aleatdrias independentes com

valor entre [0, z] para algum z positivo, e seja X =Y. X;. Entdo vale que

P[X >t] < (@)t/z.

Teorema 32 ([41]). Suponha que n bolas sao colocadas independentemente e uniformemente
de modo aleatdrio em m caizas, e seja |M;| o nimero de bolas na caiza i. Entao a ocupdncia

mdxima esperada em uma caixa €

E |max |M;|| =© hm :
ieM Inlnm
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