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1 Introducao

Problemas em Otimizacao Combinatoéria tém como objetivo encontrar a melhor solucao den-
tro de um enorme, mas finito, conjunto de solugoes possiveis. Em geral, um problema desses
possui um conjunto de restri¢oes que define o que é uma solugao viavel e uma fungao objetivo
que determina o valor de cada solucao viavel. Um exemplo é o classico problema do Caixeiro
Viajante (TSP, de Traveling Salesman Problem), em que temos um conjunto de cidades e
os custos entre pares delas que representam, por exemplo, a distancia entre duas cidades.
O objetivo é encontrar um percurso que passe por todas as cidades exatamente uma vez
(Hamiltoniano) e que tenha custo minimo.

O TSP aparece em diferentes contextos ao longo da historia e essa caracteristica contribui
para sua importancia no estudo de algoritmos. Relatos e documentos que datam do século 19
mostram tentativas de mercadores europeus de criarem mapas com rotas mercantes entre
determinadas cidades, a fim de otimizar o percurso no quesito tempo ou dificuldade do
trajeto [2|. Destaca-se ainda a campanha publicitaria da empresa Procter & Gamble do ano
1960, onde era oferecido um prémio de $10,000 & pessoa que apresentasse 0 menor percurso
entre determinadas cidades dos Estados Unidos. O TSP esteve presente em jogos também,
como o The Traveller’s Dodecahedron: A Voyage Round the World. Esse jogo tinha a proposta
de criar um ciclo ao longo das arestas de um dodecaedro permitindo, no entanto, a repeticao
de arestas para tal [10].

Também é possivel perceber aplicagoes do TSP nos dias atuais. Por exemplo, quando se
quer projetar a melhor rota de uma linha de 6nibus dentro de uma cidade. Ou quando se
deseja visitar os principais pontos turisticos em uma viagem, planejando a melhor rota para
visitar todos os pontos, ou até mesmo otimizar a quantidade de “giros” que telescopios de
larga escala devem fazer para observar um determinado nimero de galaxias e planetas |2].
Evidencia-se, portanto, a importancia e relevancia que o TSP possui.

Dentro desse contexto, portanto, serao apresentados nesse relatorio alguns dos algoritmos
de aproximagdo que buscam tratar uma variacao do TSP, o {1,2}—-TSP, que é um caso
especial do TSP métrico. Para tal, sao apresentados na Sessao 2 alguns conceitos essencias
que serao utilizados ao longo das demonstragoes. Na Sessao 3 apresentaremos os principais
problemas que ajudam a desenvolver os algoritmos apresentados nas Sessoes 5 e 6. A Sessao
4 apresenta os limitantes inferiores para tais problemas. Por ultimo, o apéndice apresenta

um algoritmo de aproximacao para o problema da Arvore de Steiner métrico.

2 Conceltos Basicos

A seguir sao apresentadas as fundamentacgoes tedricas basicas necessarias para a compreensao

dos algoritmos apresentados ao longo desse documento.



2.1 Problemas de Otimizagao e Algoritmos de Aproximagao

Em problemas de otimizagao, temos trés elementos caracteristicos: um conjunto de ins-
tancias (1), um conjunto de solugdes viaveis para cada uma dessas instancias (S(/)) e uma
funcao que atribui um nimero a cada uma dessas solugoes S, que é chamado de valor de S
denotado V'(S). Quando S(I) é vazio, dizemos que a instancia ¢ inviavel; caso contrario, I é
uma instancia viavel. [4]

Problemas de otimizacao podem ser de minimizacao, onde se interessa buscar as solugoes
vidveis de valor minimo, ou de maximizacao, em que busca-se solugoes viaveis de valor ma-
ximo. Uma solugao viavel para uma instancia I que possui valor 6timo é denominada solugao
6tima, onde o valor de qualquer uma das solucoes 6timas de uma instancia I/ é denominado
OPT(I) (Para este relatorio, sera utilizada a notacao O PTx(I) para denotar o valor de uma
solu¢do 6tima de um problema X). Problemas desse tipo pertencem & classe NP-dificil e,
assumindo a hipotese que P # NP, é impossivel encontrar algoritmos eficientes para esses
problemas. Sendo assim, uma das abordagens utilizadas para lidar com esses problemas sao
os algoritmos de aproximagao.

Algoritmos de aproximagao tentam encontrar uma solug¢ao em tempo polinomial que
possua uma garantia de qualidade, ou seja, um valor que nao seja pior que uma fragao pré
determinada de uma solugao 6tima. Essa fracao ¢ denominada razao de aproximacgao «,
onde 0 < a < 1 para problemas de maximizacao e a > 1 para problemas de minimizacao.
Um algoritmo A é uma a-aproximagao se, para toda instancia viavel I, devolve uma solugao
viavel A(I) [4] e, se estivermos falando de um problema de minimizagdo, para essa solugao

devera ter valer que

V(A(I) < aOPT(I) (1)

e, se estivermos falando de um problema de maximizagao, devera valer que
1
V(A(I)) > —OPT(I). (2)
a

O interesse por tais algoritmos é oferecer solugoes que estao garantidamente dentro de

um fator de uma solugao 6tima de forma eficiente.

2.2 Grafos

Um grafo é uma representacao abstrata de um conjunto de objetos e das relagoes par-a-par
que esses objetos possuem entre si. Define-se um grafo G (simples) por um par (V, E), onde V
¢ um conjunto finito e nao vazio de elementos chamados vértices, e £ é um conjunto de
pares nao ordenados de V' chamados arestas. Denominaremos V' (X) e E(X) o conjunto de
vértices e arestas, respectivamente, de um grafo X, a fim de remover a necessidade de definir

o par ordenado para todo grafo a todo momento.



A aresta formada pelo par u,v € V(G) serda denotada por uv (ou vu), representando o
par nao ordenado {u,v} € E(G). Os vértices u e v sdo extremos da aresta uv, a aresta uv
incide em u e em v, e os vértices u e v sdo vizinhos ou adjacentes.O grau de um vértice é
o nimero de arestas incidentes a ele. Para um vértice u € V(G) seu grau é denotado dg(u).

Dados os grafos G e H, dizemos que H é subgrafode Gse V(H) C V(G)e E(H) C E(G),
e denotamos essa relagao por H C G. Se V(H) = V(G), dizemos ainda que H ¢ um subgrafo
gerador de G. Ainda dizemos que G é supergrafo de H. Sejam X e Y conjuntos, de modo
que Y C X. Utilizamos X \ Y para representar os elementos que pertencem apenas ao
conjunto X. Uma maneira interessante de gerar subgrafos é adicionando ou removendo
elementos desse grafo. Dado S C V(G), o grafo gerado ao remover S de G é denotado G — S.
Formalmente, G— S ¢ o grafo tal que V(G—S5) =V (G)\Se E(G—95) ={uw € E(G): u,v ¢
S}. Analogamente, G — F' ¢ o grafo tal que V(G — F) = V(G) e E(G - F) = E(G) \ F.
Podemos adotar um abuso de notacao quando S e F' forem apenas um elemento, de modo
que G —v=G—{v} parave V(G)e G—e=G—{e} paraec E(G).

De maneira semelhante, podemos gerar um supergrafo de G adicionando elementos a G.
dado S € V(G), o grafo gerado ao adicionarmos S a G é denotado G + S de modo que,
formalmente, V(G + S) = V(G)U S e E(G + S) = E(G). Analogamente, dado F ¢ E(G),
onde F' é composto por pares de elementos de V (G), denotamos como G+ F' o grafo gerado ao
adicionar G a F. Formalmente, G+ F é tal que V(G+F)=V(G)e E(G+F) = E(G)UF.
Utilizaremos também um abuso de notacao, quando S e F' forem apenas um elemento. Dessa
forma, G +v =G+ {v} parav ¢ V(G) e G+e =G+ {e} parae ¢ E(G), com e = zy
sendo z,y € V(G).

Um passeio em um grafo é uma sequéncia W = (vg,vq,...,v;) de vértices tais que
vvir1 € E(G), onde vy e v, s@o chamados de vértices extremos e v;...v,_; chamados
de vértices internos. Um passeio ¢ dito aberto se os vértices extremos sao distintos e
fechado se os vértices extremos sao idénticos. Um passeio que possui todas as arestas
distintas é chamado de trilha. Uma trilha que possui todos os vértices distintos é chamada
de caminho. Um passeio fechado é chamado de ciclo se possuir todos os vértices distintos.

Um ciclo Hamiltoniano é um ciclo que contém todos os vértices de um grafo G. Uma
trilha Euleriana é em uma trilha que contém todas as arestas de (G. Para determinar se

um grafo contém uma trilha Euleriana fechada, utilizamos o Teorema 1.

Teorema 1 ([3]). Um grafo conexo G contém uma trilha Euleriana fechada se e somente se

todos os vértices de G tiverem grau par.

Se o grafo contém uma trilha Euleriana fechada, ele certamente possui uma trilha Eule-

riana aberta, o Teorema 2 trata dessas trilhas:

Teorema 2 ([3]). Um grafo conexo G' contém uma trilha Euleriana aberta se e somente se G

contém exatamente dois vértices de grau impar.
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Um grafo ¢ chamado completo quando todos os vértices tém grau exatamente n — 1. Ou
seja, um grafo onde todo vértice u esté conectado a todos os vértices V(G)\{u}. Denotamos
um grafo completo com n vértices por K,. Um grafo G é regular quando o grau de todos
os seus vértices ¢ igual. Formalmente, G ¢ k-regular se dg(v) = k para todo v € V(G). Um
exemplo é o grafo completo com n vértices, K,,, que é (n — 1)-regular. Um subgrafo gerador
k-regular de um grafo G é chamado k-fator de G. Particularmente, um 2-fator de G é uma
uniao de ciclos disjuntos nos vértices.

Um emparelhamento em um grafo G é um conjunto de arestas nao adjacentes em G.
Denotando esse conjunto por M, dizemos que as duas extremidades das uv arestas com
uv € M estao emparelhadas por M e que cada vértice incidente em uma aresta de M esta
coberto por M. Observe que todo vértice coberto por M s6 vé uma aresta de M. Assim,
se M cobrir todos os vértices de G, que é chamado de emparelhamento perfeito, entao
podemos construir um 1-fator de G com as arestas de M.

Seja G um grafo e w: F(G) — R uma funcdo de peso nas arestas. A desigualdade

triangular ocorre quando, para quaisquer vértices u, v, x pertencentes a V(G), temos que
w(uv) < w(ux) + w(zv). (3)

Dizemos que G é conexo se existe uv-caminho para todo par de vértices u,v € V(G). Um
grafo T' é uma arvore se T for conexo e nao possuir ciclos. Em um grafo G que nao possui
ciclos, cada uma de suas componentes conexas é uma arvore, e esse grafo é chamado floresta.
Dado um grafo G e um subgrafo 7' C G que é uma &arvore, T é chamada de geradora de GG
se V(T') = V(G). Ou seja, T' ¢ um subgrafo conexo que nao possui ciclos e contém todos os

vértices de G.

3 Problemas de interesse

Nesta secao vamos apresentar alguns problemas que embasam as analises dos algoritmos
estudados, a comecar pelo nosso problema principal.

O Problema do Caixeiro Viajante, TSP (The Traveling Salesman Problem, em inglés)
consiste em encontrar, em um grafo completo G' que tem func¢ao de custo w nas arestas, um
ciclo que visite todos os vértices de (G, de forma que esse ciclo possua custo minimo. O custo
é definido pelo somatorio do peso das arestas que compoem esse ciclo. Perceba portanto
que queremos encontrar em G um ciclo Hamiltoniano de custo minimo. Para este relatorio,
focaremos a atencdo sobre uma variagao do TSP, o chamado TSP métrico (Problema 1),

onde a fungao de custos w respeita a desigualdade triangular.

Problema 1 (TSP Métrico).
Entrada: (G,w), onde G é um grafo completo e w: E(G) — Rsq é uma funcao de custo
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nas arestas que respeita a desigualdade triangular.

Saida: Um ciclo Hamiltoniano C, tal que o custo de C, w(C) = }_ () w(e) seja minimo.

Outra variagao do TSP, que por sua vez também é variacao do TSP métrico, é o {1,2}-

TSP (Problema 2), em que o peso das arestas do grafo G s6 pode assumir valores 1 ou 2.

Problema 2 ({1,2}-TSP).
Entrada: (G,w), onde G € um grafo completo e w: E(G) — {1,2}.

Saida: Um ciclo Hamiltoniano C, tal que o custo de C, w(C) = 3_ () w(e) seja minimo.

O problema da Arvore Geradora Minima (MST, de Minimum Spanning Tree) consiste
em, dado um grafo conexo G' e uma fungao de custo w nas arestas, encontrar uma arvore

geradora T de G que tenha o custo minimo.

Problema 3 (MST - Arvore Geradora Minima).
Entrada: (G,w), onde G € um grafo conexo e w: E(G) — R.

Saida: Arvore geradora T de G cujo custo w(T) = > ecn(r) W(e) € minimo.

O problema do 2-fator consiste em, dado um grafo completo G e uma fungao de peso w

nas arestas, encontrar um 2-fator de GG de custo minimo.

Problema 4 (2-fator).
Entrada: (G,w), onde G € um grafo completo e w: E(G) — R.
Saida: Um 2-fator S C G, cujo custo w(S) =3 cps w(e) € minimo.

4 Limitantes inferiores para o valor da solucao 6tima do
TSP

Os problemas da se¢@o anterior nos auxiliam a procurar um algoritmo de aproximagao para o
problema TSP, nos fornecendo limitantes inferiores que ajudam a analisar o problema. Esses

limitantes sao descritos nas subsecoes a seguir.

4.1 MST e TSP

Seja G um grafo completo e w: E(G) — Ry uma funcdo que satisfaz a desigualdade triangu-
lar. Denote por Sgr o conjunto de arvores geradoras de G (a sigla ST vem de spanning tree).
Note que em Sgr existem arvores que sao caminhos Hamiltonianos. Denominaremos Sy p
esse subconjunto de Sgr (HP vem de Hamiltonian Path). Sendo assim, para obter um ciclo
Hamiltoniano, bastaria tomar um caminho em Sgp e adicionar uma aresta que una suas ex-

tremidades. Portanto, o conjunto de solugoes do problema TSP esté, de certa forma, contido



dentro do conjunto de solugoes do problema MST. Denotando o conjunto de solugoes do TSP

como Stgp, temos:

Strsp ={C +vx: C € Syp e v e x sao os extremos do caminho C} . (4)

Observe que, por defini¢ao, o custo de uma arvore geradora minima é menor que o custo
de qualquer arvore em Sgr e, logo, em Syp. Portanto, o custo de qualquer arvore em Spyp
com uma aresta adicionada é sempre maior que o custo 6timo do problema MST. Sendo

assim, temos que:
OPTTSP<G, w) Z OPTMST(G, U}) . (5)

4.2 2-FATOR e TSP

Seja G um grafo completo e w: E(G) — R>( uma func¢do que satisfaz a desigualdade trian-
gular. Seja Safq+ 0 conjunto que contém todo possivel 2-fator de G. Esses 2-fatores podem
assumir diferentes formas, a depender do ntimero de vértices que cada ciclo possui dentro
daquele elemento de Syfq, sendo 3 o nimero minimo de vértices de cada ciclo e |V(G)] o
niamero maximo. Observe que os de 2-fatores que possuem apenas um ciclo (ou seja, |V(G)]
vértices) também sao solugoes viaveis do TSP em (G, w). Em particular, uma solugao 6tima
do TSP (que tem custo OPTrsp(G,w)) esta contida nesse conjunto. Assim, se esse conjunto

é Stgp, vale que:

Srsp € Safat - (6)

Por definigao, o custo w(F') de qualquer 2-fator F' é maior ou igual ao custo de uma

solugao 6tima do problema 2-FATOR (OPTy_fat0r (G, w)) em (G, w). Entdo temos:

OPTg_fator(G, w) < C(F) VF € SQfat . (7)

Analogamente, o custo de qualquer solu¢ao do TSP é maior ou igual que o custo da

solugao 6tima do TSP:

OPTTSP(G, U}) < C(C) VC € STSP . (8)

Sendo assim, por conta da expressao (6) e utilizando as inequagdes (7) e (8), temos a

seguinte relacao entre a solucao 6tima do TSP e do 2-FATOR:

OPTrsp(G,w) > OPT_go10r (G, w) . 9)



5 Algoritmos para o TSP Métrico

Seja G um grafo. Uma estratégia interessante, que nos da um bom fator de aproximagao para
o TSP, comega buscando uma arvore geradora minima M ST (G) nesse grafo. Pela defini¢ao
de arvore geradora minima, todos os vértices de GG estarao conectados pela arvore, com custo

minimo. Agora, para gerar o ciclo, dobraremos as arestas da forma apresentada na Figura 1.

Figura 1: Exemplo de MST com arestas dobradas (Retirado de [11]).

Esse procedimento nos permite obter um subgrafo S de G que possui uma trilha Eule-
riana. Como queremos um ciclo Hamiltoniano, seguimos essa trilha, vértice a vértice, até
que cheguemos em uma aresta que levaria a um vértice ja visitado. Quando isso ocorrer,
utilizamos uma aresta de G'\\S para prosseguir a outro vértice nao visitado de S e seguimos,
até completar o ciclo. Essa estratégia é chamada de short cut (Figura 2) e, como G respeita a
desigualdade triangular, é garantido que esse “atalho” nao tera custo maior do que percorrer

quaisquer outros vértices.

Figura 2: Procedimento de short cut na trilha Euleriana (retirado de [11]).

Sendo assim, por termos dobrado uma &arvore geradora minima, essa solucao possui

custo no maximo 2 OPTys7(G,w). Pela inequagao (5), temos um limitante inferior entre
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OPTrsp(G,w) e OPTysr(G,w). Sendo assim, esse algoritmo devolve um ciclo Hamiltoniano

em G cujo custo maximo A é no méximo o dobro do custo 6timo do T'SP,
A S 2 OPTTSP(G7 w) ) (10)

de onde vemos que é uma 2-aproximagcao para o T'S P métrico.

5.1 Melhorando resultado para 3/2-aproximacao

Perceba que o método descrito anteriormente propoe encontrar uma trilha Euleriana de baixo
custo. Sendo assim, apenas precisamos que as arestas do grafo possuam grau par para que
ele funcione corretamente. Uma estratégia para isso foi proposta por Christofides [5]. A
melhoria esta justamente em como seré obtido esse novo grafo. Note que, ao invés de dobrar
todas as arestas do grafo, podemos apenas focar nos vértices que possuam grau impar em
MST(G). Seja O C MST(G) o subconjunto de vértices da M ST(G) que possuem grau
impar. Antente-se que |O| deve ser par, pelo Teorema 3, conhecido como Teorema do
Aperto de Maos.

Teorema 3. Para todo grafo G, vale que Y_ v da(v) = 2|E(G)|.

Note que, se encontrarmos um emparelhamento perfeito de custo minimo em O e adicio-
narmos esse emparelhamento a MST(G), vamos obter entdo um novo grafo que é um grafo
Euleriano. Denote por M(G) esse emparelhamento e denote por J esse grafo. Sendo assim,
seguindo um procedimento anédlogo ao resultado de 2-aproximacao anterior, basta percorrer
J seguindo a trilha Euleriana utilizando short cut quando necesséario para nao repetir vérti-
ces. O emparelhamento perfeito de custo minimo possui uma relagao importante com o TSP

descrita pelo Teorema 4.

Teorema 4. Seja G um grafo completo e w: E(G) — R € uma fungao de custo nas arestas
que respeita a desigualdade triangular. Seja X C V(G) de modo que | X| € par, e seja M um
emparelhamento perfeito de custo minimo em X. Entao w(M) < OPTrsp(G,w)/2.

Demonstra¢ao. Considere um TSP 6timo S em G. Seja S’ o ciclo apenas em X, obtido
realizando short cut em S. Pela desigualdade triangular, w(S’) < w(S). Note que S’ é a
uniao de dois emparelhamentos perfeitos em X, cada um consistindo de arestas alternadas

de S. Sendo assim, o emparelhamento que tem menor custo, desses dois, tem custo w <

Sendo assim, a trilha Euleriana proposta tem custo B tal que

OPTTSP (G, w)
2

B S OPTMST(G,UJ) + "LU(M(G)) S OPTTSP(G, w) + = g OPTTSP(G,U}),

(11)



e portanto é uma 3/2-aproximagao para o TSP métrico.

6 Algoritmos para o {1,2}-TSP

Seja G um grafo completo e w: F(G) — {1,2} uma funcdo de custos nas arestas de G. Note
que G respeita a desigualdade triangular. Portanto, os algoritmos vistos na Sec¢ao 5 garantem
aqueles mesmos fatores de aproximacgao para o {1,2}-TSP. Um limitante inferior interessante
que se apresenta quando tratamos do {1,2}-TSP é apresentado pela inequagao (12), onde n
representa o nimero de vértices. Essa relacao se da pelo fato de que, no melhor caso, o ciclo

seréa, COH]pOStO apenas pelas arestas de custo 1:
OPTLQ,TSP(G, ’U)) Z n. (12)

Nas secoes a seguir, serao apresentados alguns algoritmos que possuem fatores de aproxi-
macao muito bons para essa variagao especifica do TSP. Atualmente, a melhor aproximacao

que se tem para essa variagdo é uma 8/7-aproximagao [1].

6.1 Algoritmo de 2-aproximagao para o {1,2}-TSP

Seja I = (G, w) uma instancia do {1,2}-TSP. Esse algoritmo simplesmente devolve qualquer
ciclo Hamiltoniano. Se n é o numero de vértices, note que o custo do ciclo obtido pelo
algoritmo é no maximo 2n, ja que cada aresta tem o custo 1 ou 2. Além disso, pela inequagao

(12), se A é o custo do algoritmo, vale que
A <2n <2 OPTrep(G,w), (13)

de onde obtemos outra 2-aproximagao, porém bem mais simples.

6.2 Algoritmo de 5/3-aproximacao para o {1,2}-TSP

Seja I = (G, w) uma instancia do {1,2}-TSP e sejan = |V(G)|. Para encontrar um algoritmo
com fator de aproximacdo a = 5/3, nos utilizaremos da desigualdade OPT} o 1sp(G,w) >
OPTy_tator (G, w), conforme vimos na Equagao (9). Certamente nosso grafo G, por ser com-
pleto, possui um 2-fator. O menor ntimero de vértices necessarios para formar um ciclo é 3,
portanto qualquer 2-fator em G terda no maximo n/3 ciclos. Esses ciclos sao disjuntos e pos-
suem arestas com custo 1 ou 2. Para encontrar um ciclo Hamiltoniano em G podemos unir
tais ciclos, removendo uma aresta de cada ciclo, dois a dois, e unindo esses dois ciclos com

outras arestas de custo 1 ou 2, conforme mostrado na Figura 3.
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1ou2 1ou2

Figura 3: Diferentes possibilidades de unir ciclos de um 2-fator.

Note que ao unir dois ciclos, podemos ter um acréscimo do custo total a depender do caso.
Seguindo a notagao na Figura 3, caso a uniao ocorra como em “A”, o acréscimo sera de +0,
+1 ou +2; agora se ocorrer como em “B”, este podera ser de +0 ou +1. E, por ultimo, +0
no caso “C” . Seja U o custo total dos acréscimos apos a uniao de todos os ciclos do 2-fator
inicial. Se realizarmos esse procedimento para todos os ciclos, teremos que o custo final do

ciclo Hamiltoniano encontrado seré
S = OPTy taser(G,c) + U. (14)

Substituindo pelo resultado da Equagao (9),

OPTQ_fator(G,C) + U S OPTTSP(G,U}) -+ U. (15)

Como o 2-fator tem no maximo n/3 ciclos, significa que faremos ao todo no méximo
n/3 — 1 unides para gerar o ciclo Hamiltoniano final. Unir ciclos aumenta o custo total do

ciclo resultante em no maximo 2 no pior caso. Assim teremos:

S S OPTLQ,TSP(G, w) + U

S OPTLQ_TSP(G,UJ) + 2 <g — 1)

< OPTLQ,TSP(G,UJ) + 2% (16)
2
< OPT5_1sp(G,w) + 3 OPTi-rsp(G,c)

5)
= §OPT1,2—TSP(G7 w) )

onde usamos o resultado da Equagao (12), o que resulta em uma 5/3-aproximagao para o
{1,2}-TSP.
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6.3 Algoritmo de 4/3-aproximacao para o {1,2}-TSP

Seja I = (G,w) uma instancia do {1,2}-TSP. Observando com atengao, pode-se perceber
que o algoritmo de 5/3-aproximacdo une ciclos sem critério nenhum. E possivel utilizar
abordagens mais inteligentes para essas unioes. Perceba que unir os ciclos dois a dois pode
acrescer o custo total de diferentes formas, a depender de quais arestas escolhemos substituir
em cada unido. Se substituirmos duas arestas de custo 1, estaremos sempre adicionando
no maximo 2 ao custo total. Note ainda que, sempre que ha aresta de custo 2 presente
em algum dos ciclos que pretendemos unir, o custo total s6 podera ser acrescido em no
méximo 1 pois, no pior caso, podemos escolher trocar duas arestas cujo custo total é 3, por
duas arestas cujo custo total serda 4. Dessa forma, comegamos com os ciclos do 2-fator e os
juntamos, um apo6s o outro. Perceba que podemos comecar adicionando 2 ao custo total,
porém a partir desse momento, havera uma aresta de custo 2 no ciclo resultante e, portanto,
estaremos adicionando no maximo 1 ao custo a partir dai. Outra possibilidade é que, sempre
que houver um acréscimo de 2 ao custo, esse acréscimo devera ter sido precedido por um
acréscimo de 0 ao custo. Entao em média, o acréscimo serd sempre de 1.Sendo assim, se
comegarmos unindo os n/3 ciclos, preferencialmente pelas arestas de custo 2 presentes nos
ciclos, teremos

<

1 4
OPTQ—fator(Ga w) + OPTLQ—TSP(Ga w) + gOPTLQ—TSP(Ga w) = gOPTl,Q—TSPa (17)

w3
wlw

sendo, assim uma 4/3-aproximagao para o {1,2}-TSP.

6.4 Algoritmo de 5/4-aproximagao para o {1,2}-TSP

Seja I = (G, w) uma instancia do {1, 2}-TSP. A demonstragao de um algoritmo cujo fator de
aproximagcao ¢ 5/4 é muito semelhante & apresentada na Segao 6.2. Novamente, utilizando
da desigualdade OPTrsp(G,w) > OPTy_ga0:(G,w), que apresenta uma relagdo limitante
inferior entre o TSP e o 2-fator (Equagao (9)), tome agora, porém, um conjunto formado por
ciclos de tamanho pelo menos 4. Sendo assim, o tamanho méaximo desse conjunto sera n/4.
Esses ciclos sao disjuntos e possuem aresta de custo 1 ou 2. Para encontrar um ciclo Hamil-
toniano a partir desses ciclos, basta uni-los utilizando o mesmo procedimento apresentado
nas sessoes anteriores.

Mais uma vez, a cada uniao, aumentamos o custo do ciclo em até 2. Seja U o custo total
dos acréscimos ap6s a uniao de todos os ciclos. Se realizarmos esse procedimento para todos

os ciclos, teremos que o custo final do ciclo Hamiltoniano encontrado seré

S = OPTy puor(Gyw) + U. (18)
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Substituindo pelo resultado da Equagao (9),
OPTQ_fator(G,w) + U< OPTLQ_TSP(G,IU) + U. (19)

Como se trata de no maximo n /4 ciclos, significa que faremos ao todo no méximo n/4 — 1

unioes para gerar o ciclo Hamiltoniano final. Assim, ao final, teremos

S <OPTi5-1sp(G,w) + U
OPT 5_1sp (G, w)
4

< OPTio-1sp(G,w) +

5
= ZOPTl,Q—TSP(Ga w)

onde, utilizando o resultado da Equagao (12), concluimos que o algoritmo é uma 5/4-

aproximagao para o {1,2}—TSP.

7 Conclusao

O TSP é um problema que possui complexidade enorme, mas também inimeras aplica¢oes
no nosso dia a dia, o que contribui para sua fama e atragao por intmeros pesquisadores
e pesquisadoras na area de estudo da computacao. Os principais resultados que se desta-
cam para o TSP Métrico sao o do fator de inaproximabilidade 123/122 de Karpinski [8] e
a (3/2 — e)-aproximagao de Karlin [6] em 2021. Ja no {1,2}-TSP, por se tratar de uma
variagao mais especifica, encontramos fatores de aproximacao ainda menores tanto em sua
inaproximabilidade, em que foi apresentado um fator de aproximagao minimo de 535/534 [7],
e na 8/7-aproximagao proposta por Adamaszek [1] em 2018.

Os algoritmos apresentados até hoje possuem estratégias muito interessantes e elegantes
para tentar solucionar instancias restritas desse problema. Um possivel trabalho futuro seria
aprofundar mais a pesquisa desses algoritmos e técnicas, abordando tanto o algoritmo de
melhor fator de aproximacao apresentado até hoje para o TSP métrico [6] como as estratégias
probabilisticas.

A proposta inicial desse relatério era aprofundar os estudos até o algoritmo que apresenta
uma 11/9-aproximagao para o {1,2}-TSP [9], o que acabou nao sendo possivel. Porém, os
estudos dos outros algoritmos apresentados aqui tiveram grande contribui¢ao para os estudos
do aluno area de algoritmos de aproximacao e aumentaram o interesse em aprofundar os

estudos em outros problemas dessa area.
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A Algoritmos para o problema da arvore de Steiner

Nesse apéndice sera apresentado um algoritmo para outro problema que se relaciona com
o TSP, o problema da arvore de Steiner. Por possuir uma estratégia muito semelhante a
abordada na Sessao 7 também proposta por [11], seu estudo teve papel complementar.

O problema da Arvore de Steiner ¢ bastante importante no estudo de algoritmos de apro-
ximagcao, possuindo uma vasta gama de aplicagoes. Ele consiste, de forma geral, em encontrar

a menor interconexao para um determinado conjunto de objetos. Segue sua descri¢ao formal:

Problema 5 (Arvore Steiner). Dado um grafo G sem diregoes com arestas de custo nao
negativos, cujo vértices sao separados em dois subconjuntos, requeridos e Steiner, ache uma
darvore de custo minimo no grafo G que contenha todos os vértices requeridos e qualquer

subconjunto dos vértices Steiner.

A.1 Relacao do problema métrico com o problema geral

A solugao para esse problema pode ser encontrada analisando o seu caso métrico (Problema da
Arvore Steiner Métrica), ou seja, nas instancias que possuem a propriedade da desigualdade
triangular. Essa restricao nos garante mais informacgoes sobre o problema, o que proporciona
uma analise melhor. O Teorema 1 garante redugao do problema geral para o caso métrico,

preservando o fator de aproximacao.

Teorema 5. Erxiste uma reducdo do problema da Arvore Steiner para o problema da Arvore

Steiner Métrica que preserva o fator de aprorimagao.

Seja G um grafo sem direcoes, I uma instancia do problema da Arvore Steiner, w o custo
das arestas de GG e R o conjunto de vértices requeridos. Precisamos primeiramente transformar
uma instancia / = (G, w, R) em uma instancia da Arvore Steiner Métrica I’ = (G',w’, R'),
em que G’ é um grafo completo e sem diregoes. Além disso, a divisdo de V(G) em Requeridos
e Steiner é igual em I e I’ (isto é, R’ = R). Para isso, o grafo G’ sera construido de forma
que w'(uv) em G’ seja definido como o custo do menor v — v caminho em G. G’ é, portanto,
chamado de metric closure (colocar obs) de G. Essa regra de formagao de G’ faz com que
qualquer aresta uv € E(G”) ndo tenha custo maior que seu custo em G e, com isso, o custo
de qualquer solugao 6tima em I’ é menor ou igual ao custo de uma solucao 6tima em 1.

Seja 7" uma Arvore Steiner em G’. Uma aresta em G’ tem o custo de um caminho
de menor custo em G. Substitua cada aresta uv € T pelo seu caminho correspondente e
teremos um subgrafo de G. Como 7" é uma Arvore Steiner, o subgrafo correspondente em
G também possui todos os vértices Requeridos conectados. Caso esse subgrafo possua ciclos,

basta remover uma aresta de cada ciclo e com isso teremos uma Arvore Steiner 7' em G.
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Esse método permite que se gere T' em I & partir de uma 7”7 em I’ em tempo polinomial.
Como o custo de qualquer solugdo em I’ ndo é maior que o de uma em I, fica provada a
reducao.

Sendo assim, a partir do teorema, segue que qualquer fator de aproximacao obtido para o
problema métrico pode ser utilizado diretamente no caso geral. Portanto os algoritmos que

seguem utilizarao apenas instancias da Arvore Steiner Métrica.

A.2 Algoritmo de 2-aproximacao

A seguir seré apresentado um algoritmo de aproximagao para encontrar uma arvore de Steiner
que utiliza uma arvore geradora minima de um grafo. Seja GG, ¢, R uma instancia do problema
da Arvore de Steiner Métrica. E evidente que uma MST do subgrafo composto pelos vértices
Requeridos R do grafo G' é uma &arvore de Steiner no grafo, pela propria definicao da MST.
Uma arvore geradora minima em G[R] pode ser encontrada em tempo polinomial, porém esta
nem sempre sera a solucdo Otima para a Arvore Steiner. No teorema a seguir, provaremos

que ela tem, porém, custo até 2 OPTyeiner (G, ¢, R).

Teorema 6. Sejam G um grafo completo, ¢: E(G) — R™ uma fungao de custos nas arestas
que respeita a desigualdade triangular e R C V(G) wm subconjunto de vértices. O custo de

uma drvore geradora minima em G[R] € de até 2 OPTyeiner (G, ¢, R).

Demonstrag¢ao. Dados G e R, seja T uma arvore de Steiner de custo 6timo O PTyeiner (G, ¢, R).
Note que T™ conecta todos os vértices Requeridos e, possivelmente, alguns Steiner. Ao do-
brar as arestas de T, obteremos um grafo euleriano (todos os vértices de £ tém grau par).
Seja H esse grafo. Agora ache uma trilha euleriana £ (que passa por todas as arestas) em H.
Como H tem o dobro de arestas de T™, o custo dessa trilha é 2 O PTyeiner (G, ¢, R). Construa
agora um ciclo Hamiltoniano (todos os vértices sao visitados) a partir de £, pulando vértices
Steiner com a técnica de short cut quando necessario. Como c satisfaz a desigualdade tri-
angular, utilizar short cuts nao aumenta o custo do ciclo Hamiltoniano. Retire agora uma
aresta desse ciclo, e teremos um caminho que conecta todos os vértices de R com custo no
maximo 2 OPTyeiner(G, ¢, R). Esse caminho é uma arvore geradora em G[R], portanto uma

arvore geradora minima em G[R] s6 podera ter custo no maximo 2 O PTyeine (G, ¢, R). O
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