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Resumo

Em um problema de otimizacao combinatéria desejamos encontrar uma me-
lhor solugao dentro de um dominio de solugoes, de acordo com algum critério,
sendo que as variaveis do problema possuem dominios discretos. Diversos
problemas de otimizacao combinatéria sao NP-dificeis, ou seja, nao hé es-
peranca em encontrar algoritmos exatos eficientes para qualquer instancia, a
menos que P = N'P. Nesse cendrio, os algoritmos de aproximacao sao uma
ferramenta 1til, pois sao executaveis em tempo polinomial e sempre devol-
vem uma solucao cujo custo estd garantidamente a um determinado fator de
distancia do custo da melhor solugao. Este relatorio fez parte de um projeto
de iniciacao cientifica que teve como objetivo introduzir o aluno a area de
otimizagao combinatéria através do estudo de algoritmos de aproximagao.
Nele sao apresentados problemas de otimizagao combinatoria, algoritmos de
aproximacao, resultados relacionados e conceitos de projeto de algoritmos es-
tudados ao longo do projeto. Além disso, o relatorio foi inteiramente escrito
pelo aluno, o que faz com que o relatério em si seja um reflexo da compre-
ensao do aluno sobre os conceitos estudados. Ao final do projeto, pode-se
concluir que o aluno desenvolveu uma boa nog¢ao sobre as areas de otimizacao
combinatéria e projeto de algoritmos, fazendo com que o objetivo do projeto
fosse atingido com sucesso.

Assuntos: Algoritmos de Aproximacao; Otimizacao Combinatéria.
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Introducao

A éarea de otimizacao combinatéria engloba diversos problemas cujo objetivo
é buscar uma solucao 6tima dentro de um conjunto de solugoes viaveis para
uma determinada entrada de um problema. Dependendo da funcao obje-
tivo que define o custo de uma solugao, uma solugao 6tima pode ser aquela
de custo maximo ou minimo, de forma que podemos estar falando de um

problema de minimizac¢ao ou de maximizacao.

Normalmente, a quantidade de solugoes vidveis em um problema de oti-
mizacao combinatéria é gigantesca, mas sempre é finita. Assim, quando
vamos resolver esse tipo de problema através de algoritmos, descartamos

aqueles de forca bruta devido a sua baixissima eficiéncia computacional.

Muitos problemas de otimizacao combinatéria sao NP-dificeis, fazendo
com que nao tenhamos esperanca de encontrar algoritmos eficientes para
resolvé-los, pois, isso s ocorreria se P = N'P. Neste cendrio, temos como

uma abordagem para lidar com tais problemas os algoritmos de aprorimacao.

A ideia dos algoritmos de aproximacao é sacrificar a otimalidade da
solugao em prol de uma melhor eficiéncia computacional, mas ainda garan-
tindo que a solucao devolvida esteja a algum fator de distancia da solugao
otima, qualquer que seja a entrada do problema. Por mais que isso pareca
ser facil, algumas vezes projetar algoritmos de aproximacao eficientes é tao

dificil quanto projetar algoritmos exatos eficientes.

Assim, consideramos que o estudo de algoritmos de aproximagao foi uma

boa forma de atingir o objetivo principal desse projeto de iniciagao cientifica,
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que era introduzir o aluno a pesquisa na area de otimizacao combinatoria.
Para isso, a ideia do projeto foi apresentar ao aluno técnicas de projeto de
algoritmos de aproximagao, bem como exemplos classicos de problemas de

otimizacao e algoritmos de aproximacao para os mesmos.

A metodologia usada consistiu em estudar o assunto principalmente por
meio dos dois principais livros da drea, “Approzimation Algorithms” [6] e
“The Design of Approximation Algorithms” [7], e realizar reunides semanais

entre o aluno e a orientadora para discutir os tépicos estudados.

Desde o inicio desse projeto, o aluno ja cursou em paralelo as disciplinas
Teoria dos Grafos e Andlise de Algoritmos, que introduziram muitos conceitos
importantes para o estudo de algoritmos de aproximacao e para a area de

otimiza¢ao combinatéria em geral.

Esse relatorio serve como instrumento de avaliacao final da pesquisa pela
FAPESP (Fundacao de Amparo & Pesquisa do Estado de Sao Paulo), ins-
tituicdo que financia a pesquisa. O cunho do relatério é técnico, procu-
rando sempre documentar os resultados estudados ao longo do periodo de
01/09/2019 até 31/09/2020.

Outra funcao importante do relatorio foi a consolidagao das ideias envol-
vidas nos algoritmos por parte do aluno, pois foi através do relatério que
o aluno organizou as ideias segundo o formalismo necessario para a &rea,

servindo como meio de praticar a escrita cientifica.

A estruturacao escolhida para o relatorio, além da presente introducao,
baseia-se em capitulo e secoes. O Capitulo 1 apresenta diversas definicoes,
notacoes e conceitos basicos relacionados a area de algoritmos de aproximacao
e otimizagao combinatoria em geral, sendo que essas areas estao divididas
em segoes. Ja o Capitulo 2 apresenta algoritmos combinatérios para diversos
problemas computacionais, cada secao fala sobre um problema e apresenta
ao menos um algoritmo combinatério para o mesmo. O Capitulo 3 define
0 que sao esquemas de aproximagao e apresenta dois problemas, um em

cada secao, e esquemas de aproximacao que podemos usar nesses problemas.



O Capitulo 4 faz uma apresentacao sobre a programacao linear e diversos
conceitos relacionados a mesma, como a dualidade, e também fala sobre a
relevancia do topico para o projeto de algoritmos. No Capitulo 5 é feita a
apresentacao de alguns conceitos de probabilidade e como os mesmos podem
ser relacionados ao projeto de algoritmos, além de apresentarmos algoritmos
probabilisticos para o problema da Satisfatibilidade Maxima que usam pro-
gramacao linear. O Capitulo 6 fala sobre a aplicagao de técnicas de anélise e
projeto de algoritmos que usam programacao linear e aplicamos tais técnicas
ao problema da Cobertura por Conjuntos, apresentado no Capitulo 2. O
relatorio é finalizado com as consideracoes finais sobre o trabalho, onde fa-
laremos como os objetivos do projeto foram trabalhados ao longo do seu

desenvolvimento e qual foi a influéncia do projeto na formagao do aluno.
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Capitulo 1
Conceitos Basicos

O objetivo desse capitulo é apresentar conceitos e notagoes que serao usados
ao longo desse relatorio. Para isso, dividimos o capitulo em quatro segoes:
Teoria dos Grafos (1.1), Complexidade Computacional (1.2), Problemas de
Otimizagao (1.3) e Algoritmos de Aproximagao (1.4).

1.1 Teoria dos Grafos

Nessa secao apresentaremos algumas definigoes e resultados da teoria dos
grafos, muito usados para modelar problemas de otimizacao. As principais
referéncias usadas nessa secao foram o classico livro sobre teoria dos grafos
de Bondy e Murty [1] e o livro de Introdugao a Algoritmos de Aproximagao
de Carvalho et al. [2].

Defini¢ao 1.1 (Grafo). Um grafo simples € um par de conjuntos (V, E),
onde V' € um conjunto finito de elementos e E € um conjunto de pares nao

ordenados dos elementos de V.

A definicao de grafo ainda pode ser generalizada para o conceito de mul-

tigrafo, porém, nesse relatorio trabalharemos apenas com grafos simples, de
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forma que a Definicao 1.1 é suficiente. Assim, quando nos referirmos a um
grafo nesse relatorio sempre estaremos falando de um grafo simples.

Dado um grafo G = (V, E), chamamos os elementos de V' de vértices
do grafo e chamamos os elementos de FE de arestas do grafo. Assim, V é o
conjunto dos vértices de G e F é o conjunto das arestas de G.

Ao longo desse relatério, para um grafo J = (A, B) qualquer vamos de-
notar por V(J) seu conjunto de vértices (V(J) = A) e E(J) seu conjunto de
arestas (E(J) = B). Dessa forma, podemos definir um grafo sem precisar
explicitar os elementos do par.

Dado um grafo GG, denotaremos a aresta formada pelo par u,v € V(G)

por uv.

Definicao 1.2 (Extremos de Arestas, Vértices Adjacentes e Incidéncia de
Aresta). Dado um grafo G e dados v,w € V(G), sendo que vw € E(G),

dizemos que:
e v ¢ w sao extremos de vw;
e v e w sao vértices adjacentes ou vizinhos;
e A aresta uw incide em v e em w.

Defini¢ao 1.3 (Grafo Completo). Dado um grafo G, se ¥ v € V(G) temos
que v € adjacente a todos os elementos de V(G) \ {v}, entdo G é um grafo

completo.
Para qualquer grafo completo a seguinte proposicao é valida.

Proposicao 1.1. Dado um grafo completo G e n = |V (G)|, entdo

n(n —1) |

@) ="

Um grafo G' completo com n = |V(G)| é denotado por K.
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Defini¢ao 1.4 (Ordem e Tamanho). Dado um grafo G, o valor |V (G)| € a

ordem de G, enquanto o valor |E(G)| é o tamanho de G.

Definicao 1.5 (Corte). Dados um grafo G e um conjunto X C V(G), dize-
mos que um conjunto E' C E(G) é um corte se toda aresta wv € E(G) com
u€e X eveV(G)\X estd contida em E'. Também denotamos E' = 0g(X).

Da Definicao 1.5 podemos entender que todo corte em G esta associado a
uma partigao dos vértices de G. Por isso, dado X C V(G), também podemos
escrever 0g(X) = {X,V(G) \ X}¢ quando conveniente.

Definicao 1.6 (Grau do Vértice). Dados um grafo G e v € V(G), o grau
de v € o valor da cardinalidade do corte de {v} em G. O grau de um vértice
v em G € denotado por degg(v) ou dg(v) (ou apenas deg(v) e d(v), quando

G for claro do contexto).

Seguem dois resultados que podem ser considerados fundamentais na area

de teoria dos grafos.

Teorema 1.1 (Teorema do aperto de maos). Dado um grafo G, o valor da

soma dos graus de seus vértices é dado por

S deg(v) = 2|B(G)].

veV(Q)

Corolario 1.1. Dado um grafo G qualquer, a quantidade de vértices em G

com grau impar € sempre par.

Dado um grafo G, denotamos o valor do grau mdzimo por A(G) e

denotamos o valor do grau minimo por 6(G).

Definigao 1.7 (Subgrafo). Dados os grafos G e H, dizemos que H é sub-
grafo de G se V(H) C V(G) e E(H) C E(G), de forma que E(H) s
contenha arestas com ambos os extremos em elementos de V(H). Também

denotamos essa relagao por H C G.
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Defini¢ao 1.8 (Subgrafo Préprio, Gerador e Induzido). Dados os grafos G
e H, sendo H subgrafo de G, dizemos que:

e Se H # G, entao H ¢ subgrafo proprio de G. Podemos denotar essa
relacdo por H C G;

e Se V(H)=V(G), entao H é subgrafo gerador de G;

e Se E(H) € o conjunto de todas as arestas de E(G) que tém ambos os

extremos em V(H), entdo H é subgrafo induzido por V(H).

Dados um grafo G e S C V(G), denotamos por G[S] o subgrafo induzido
pelos elementos de S. De forma equivalente, dado T' C E(G), denotamos por
GI[T] o subgrafo induzido pelos vértices que sao extremos de algum elemento
de T'.

Definigao 1.9 (Passeio). Dado um grafo G, chamamos de passeio em G
uma sequéncia W = (vg, €1,v1, ..., ek, vg), onde ¥ 0 < i < k vale que v; €
V(G), eV 0 < j <k vale que e; =vj_v; € E(G).

Definigao 1.10 (Passeio aberto e fechado). Dados um grafo G e um passeio
W = (vo,e1,v1,...,€5,v;) em G, dizemos que o passeio W ¢é aberto se

vy # vy € ¢ fechado se vy = vy.

Defini¢ao 1.11 (Trilha). Dados um grafo G e um passeio T = (vg, ey, vy,
..y €k, V) em G, se para todo par (i,7), onde i # j e 0 < 1,5 <k, vale que

e; # e;, entao chamamos T de trilha.

Definigao 1.12 (Caminho). Dados um grafo G e um passeio P = (v , ey,
V1, .., ek,Up) em G, se para todo par (i,7), onde i # j e 0 <i,j <k, vale

que v; # vj, entao chamamos P de caminho.

Defini¢ao 1.13 (Ciclo). Dados um grafo G e um caminho P = (vy, ey, vy,
.y er, V) em G, sendo que ey = vov, € E(G), chamamos C = (vy, e,

V1, « ..y €k, Uk, €x11, Ug), de ciclo.
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Para um grafo GG, simples, é comum omitirmos as arestas ao representar-
mos passeios, trilhas, caminhos e ciclos, em G, ou seja, representamos eles
apenas por uma sequéncia de vértices. Isso é possivel, pois entre dois vértices
quaisquer em GG s6 pode existir no maximo uma aresta.

Veja que trilhas, caminhos e ciclos sao passeios. Assim, quando falamos
de alguma nomenclatura ou propriedade especifica para passeios, elas podem
ser estendidas para trilhas, caminhos e ciclos.

Para qualquer passeio W = (vy, . .., vx) chamamos v, de inécio do passeio
e vy de término do passeio.

Por mais que passeios em um grafo GG sejam definidos como uma sequéncia
de vértices, é usual tratarmos eles como subgrafos de GG. Assim, um passeio
W = (vo, ..., v) pode ser visto como um grafo W onde V(W) = {vg, ..., v}
e E(W) = {vovy, ..., 0610k}

Existem certos passeios, trilhas, caminhos e ciclos, que possuem carac-

teristicas especiais e por isso possuem uma nomenclatura propria.

Definigao 1.14 (Trilha Euleriana Fechada e Aberta). Dados um grafo G e
uma trilha T = (vg,v1,...,vx), se V uv € E(G) € verdade que uv € E(T),
entio T ¢ uma trilha euleriana, sendo uma trilha euleriana fechada se

vg = v € uma trilha euleriana aberta se vy # vy.

Dizemos que se um grafo GG possui uma trilha euleriana fechada, entao G é

um grafo euleriano. Segue um teorema importante sobre grafos eulerianos.

Teorema 1.2. Um grafo conexo G ¢ euleriano se e somente se todo vértice

de G possui grau par.

Defini¢ao 1.15 (Passeio Gerador). Dados um grafo G e um passeio W =
(Vo,V1,...,u5) em G, se ¥V v € V(QG) € verdade que v € V(W), entdo W €

um passeio gerador de G.

Em particular, se um caminho é gerador o chamamos de caminho ha-

miltoniano, e se um ciclo é gerador o chamamos de ciclo hamiltoniano.
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Defini¢ao 1.16 (Grafo Conexo). Dado um grafo G, se para qualquer par
u,w € V(G) podemos construir um passeio com inicio em u e término em

w, entao G é um grafo conexo.
Dada a definicao de um grafo conexo ¢é facil perceber o seguinte fato.

Fato 1.1. Um grafo G € conexo se e somente se V X C V(G) € verdade que
I (X) # 0.

Um outro conceito muito importante em teoria dos grafos é o de maxi-

malidade.

Defini¢ao 1.17 (Maximal). Dados os grafos G e H, sendo H C G, dizemos
que H ¢ maximal em relacao a uma propriedade P se nao existe H C G

tal que H C H' e H' possui a propriedade P.

Defini¢ao 1.18 (Componente). Dados os grafos G e H, sendo que H é
subgrafo de G. Se H ¢ mazximal em relacao a conexidade, entao H ¢ uma

componente (conexa) de G.

Um grafo que nao é conexo é composto por varias componentes conexas.

Segue um resultado fundamental relacionado a conexidade.

Proposigao 1.2. Se um grafo G € conexo, entao |E(G)| > |[V(G)| — 1.
Se G nao € conexo, entio |[E(G)| > |V(G)| — ¢, onde ¢ é a quantidade de

componentes conezxas de G.

Defini¢ao 1.19 (Floresta). Dado um grafo F', se nao existe nenhum ciclo

em F, entio F é uma floresta.

Definicao 1.20 (Arvore). Dada uma floresta T'. Se T é um grafo conexo
(ou, equivalentemente, contém apenas uma componente conexa), entio T €

uma arvore.

Note que com a defini¢ao acima é possivel perceber que toda componente
de uma floresta é uma arvore. Seguem dois resultados que envolvem arvores

e florestas.
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Lema 1.1. Dada uma drvore T, entao |[E(T)| = |V (T)| — 1.

Teorema 1.3. Dada uma floresta F, entao |E(F)| = |V(F)|—c, ondec é a

quantidade de componentes de I

Definigao 1.21 (Floresta Geradora e Arvore Geradora). Sejam os grafos G
e H, em que H é subgrafo gerador de G. Se

e H ¢ floresta, entao H € uma floresta geradora.
e H ¢ drvore, entao H € uma arvore geradora.
Segue um fato sobre grafos conexos.

Fato 1.2. Todo grafo conexo possui ao menos um subgrafo que € uma drvore

geradora.

Definigao 1.22 (Bipartigao e Grafo Bipartido). Seja G um grafo. Se po-
demos particionar V(G) em dois conjuntos X e Y onde 0g(X) = 0g(Y) =
E(G), entdo dizemos que (X,Y’) € biparticao de G, além de dizermos que
G € um grafo bipartido.

Se temos um grafo G bipartido, onde V(G) é particionado em X e Y,
denotamos que G é bipartido através de V(G) = (X,Y).

Para diversos problemas que possuem como parte de sua instancia um
grafo GG, é comum existir uma funcao de custo nas arestas. Esta seria uma
funcao c: E(G) — X, onde X é algum conjunto numérico. De forma anédloga,
também pode haver uma funcao de custo nos vértices, onde o dominio da
fungao seria V(G).

Dados um conjunto S, um conjunto finito X C S, um conjunto numérico
Y e uma funcao f: S — Y, sendo que X C S, usaremos a seguinte notagao,
definida naturalmente:

FX) =Y flx).

zeX
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1.2 Complexidade Computacional

Nessa secao falaremos sobre conceitos basicos de complexidade computaci-
onal que serao usados no decorrer do relatéorio. As principais referéncias
usadas nessa segao foram Introdugao aos Algoritmos de Cormen et al. [3] e
Introdugao a Algoritmos de Aproximagao de Carvalho et al. [2].

De maneira informal, um problema é uma tarefa ou uma questao que
desejamos resolver, sendo que para resolvermos um problema computaci-
onalmente é necessario descrever seus dados. Para realizar essa descricao
usamos uma palavra, que nada mais é do que uma sequéncia de caracteres.

Todo problema quando resolvido devolve uma solugao para uma deter-
minada #nstdncia, que é um conjunto de dados de entrada. Dessa forma,
para representarmos uma instancia em um problema computacional usamos
palavras. Cada instancia de um problema é representada por uma palavra
diferente, assim, o tamanho de uma instancia é o tamanho da palavra
que a representa.

Dentre os tipos de problema, existem dois que comentaremos aqui de
forma simplificada. Um tipo sao os problemas de decisao, que consistem
em problemas cuja a resposta é sim ou nao. O outro tipo sao os problemas
de otimizacao, que buscam uma melhor solucao dentro de um conjunto de
solugoes possiveis.

Para resolvermos um problema através de um computador usamos al-
goritmos. Um algoritmo pode ser entendido como um sequéncia de passos
que seguem regras bem definidas, que recebem uma entrada e produzem uma
saida apds a sequéncia de passos.

Veja que podemos entender a entrada de um algoritmo como a instancia
de um problema, e sua saida pode ser entendida como a uma possivel solucao
para esse problema.

Ao falarmos que um algoritmo esta correto, queremos dizer que para
qualquer instancia possivel o algoritmo devolve como saida uma solugao para

aquela instancia.
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Podemos usar algoritmos diferentes para resolver um mesmo problema,
de forma que é interessante analisar qual algoritmo resolve o problema de
maneira mais eficiente. Para quantificarmos a eficiéncta de um algoritmo,
usamos a quantidade de operagoes elementares que ele executa. Chamaremos
essa medida de operacoes elementares de tempo de execugcao do algoritmo.

Dado um problema qualquer, quando nos referimos a complexidade
desse problema estamos falando de quao, inerentemente, é dificil resolver
esse problema. Agora, se falamos da complexidade de um algoritmo em
especifico, estamos falando do tempo de execucao desse algoritmo.

Perceba que, conforme o tamanho da entrada de um algoritmo cresce,
a quantidade de operacoes elementares, usadas para processar os dados de
entrada, também cresce. Assim, podemos afirmar que o tempo de execucao
do algoritmo ¢ uma fun¢ao no tamanho da entrada.

Para analisarmos o tempo de execucao, usamos a nota¢ao assintotica,

cuja definicao é dada a seguir.

Definigao 1.23 (Notagao assintética). Dadas as fungdes positivas f(n) e

g(n), dizemos que

o f(n) =

Qg(n)) se ezistem as constantes positivas ¢ e ngy tais que,
c-g(n) < f(n), V.n > n.

e f(n) = O(g(n)), se existem as constantes positivas k e ng tais que,
>

f(n), ¥ n>ng.

e f(n) = 0O(g(n)), se existem as constantes positivas c, k e ngy tais que,
c-gn) < f(n)<k-g(n),Vn>ng.

A notagao mais usual para representar tempo de execucao é a “grande O”.
Isso ocorre pois quando analisamos um algoritmo, o tempo de execugao no
pior caso é suficiente para uma boa previsao do tempo de execucao do algo-
ritmo, de forma que procuramos por um limite superior no mesmo. Segue

um exemplo de seu uso.
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Exemplo 1.1. Seja n uma varidvel que represente o tamanho da instancia
de um determinado problema. Seja f(n) = n* + 2n + 4 uma fungdao que
descreve o tempo de execugao do pior caso de um determinado algoritmo que

resolve esse problema. Considere a expressao

242 4 2 4
c-n22n2+2n+4:>02%:1+—+—2.
n n n
Veja que ¥V n > 2,
>1—i—2—i-4 3
C — —_ =
- 2 4

ou seja, se ¢ >3 en > 2, entdo c-n?® > f(n). Pela Definiciao 1.23, podemos
concluir que f(n) = O(n?).

Se temos um algoritmo cuja fungdo de consumo de tempo é f(n) no pior
caso, podemos assim falar que esse algoritmo possui complexidade tempo da

ordem de n?, ou simplesmente O(n?).

Munidos da notacao assintdtica, podemos definir o que é um algoritmo

de tempo polinomial.

Defini¢ao 1.24 (Algoritmo Polinomial). Dados um algoritmo A e uma fun-
cao f(n) que representa o tempo de execugdo de A sobre qualquer instincia

de tamanho n, se f(n) = O(n*), entdo A é um algoritmo polinomial.

Dizemos que um algoritmo é efictente se ele possui tempo de execugao
polinomial no pior caso, ou seja, todo algoritmo eficiente é polinomial e vice-
versa. Além disso, é comum s6 falarmos que o algoritmo é polinomial, ao
invés de falar que ele possui tempo de execucao polinomial no pior caso.

Com esses conceitos podemos definir a classe de problemas P.

Definigao 1.25 (Classe P). Dizemos que um problema de decisao estd con-
tido na classe P de problemas, se ele pode ser resolvido por um algoritmo

eficiente.
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Além da classe de problemas P também temos a classe de problemas NP,
mas antes de defini-la precisamos das defini¢oes de algoritmo verificador e

certificado positivo.

Definicao 1.26 (Algoritmo Verificador e Certificado Positivo). Dados um
problema X de decisao e um algoritmo A, dizemos que A € um algoritmo

verificador se

1. Para toda instancia I de X cuja a resposta é sim, existe um conjunto
de dados D tal que A(I, D) devolve sim; e

2. Para toda instancia I de X cuja a resposta € nao, para qualquer con-
gunto de dados D wvale que A(I, D) devolve nao.

Chamamos o conjunto de dados D, que atende as duas condicdes acima, de

certificado positivo.

Definido o que é um algoritmo verificador, segue a definicao da classe de
problemas NP.

Definicao 1.27 (Classe N'P). Dizemos que um problema de decisio estd
contido na classe NP de problemas se para esse problema existe um algo-

ritmo verificador que aceita um certificado positivo em tempo polinomial.

O que a defini¢ao da classe NP diz no fundo é que, dado um problema
de decisao, se existe um algoritmo A polinomial e um conjunto de dados
auxiliares D que sempre possam “verificar” se a instancia do problema é sim
ou nao, entao tal problema estd em NP.

E facil perceber que P C NP, pois sempre é possivel verificar em tempo
polinomial se um problema em P é uma instancia sim ou nao, ja que é possivel
encontrar a resposta em si em tempo polinomial.

Pode parecer 6bvio que P seja apenas uma parte de NP, porém, ainda
nao existe demonstracao de que P # NP. Assim, surge um dos maiores

problemas da matematica contemporanea.
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Problema 1.1. P € igual a NP?

De fato, o Problema 1.1 é tao importante que esta na lista dos problemas
do milénio®.
Existem ainda outras classes de problemas associadas a classe NP, mas

antes de falarmos sobre elas vamos falar sobre reducao entre problemas.

Definigao 1.28 (Reducao). Sejam Py e P, dois problemas de decisao. Se
existe uma forma de adaptar uma instancia qualquer o de Py para uma
instancia 3 de Py, de forma que a resposta de Py para instancia B € “sim” se
e somente se a resposta de Py para a instancia o € “sim”, entdo chamamos o
processo de adaptagao de instancia em conjunto com a resolucao de Py para

a instancia [ de Reducao.

Se existe uma reducao do problema P; para o problema P, entao dizemos
que P; pode ser reduzido para P,. Da definicao de reducao segue o seguinte

fato.

Fato 1.3. Dados dois problemas P, e P», se Py se reduz a P, entao a com-

plexidade de Py € no mdximo equivalente a complexidade de Ps.

Dado o conceito de reducao entre problemas, seguem as defini¢oes das

classes N'P-dificil e N'"P-completo.

Definicao 1.29 (Classe N'P-completo). Um problema X pertence a classe
NP-completo se

1. X eNP; e
2. VY € NP € verdade que Y se reduz a X.

Definigao 1.30 (Classe N'P-dificil). Um problema X pertence a classe N'P-
dificil se VY € NP € verdade que Y se reduz a X.

"http://www.claymath.org/millennium-problems
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Perceba que todo problema contido em NP-completo também estd con-
tido em N P-dificil, mas o contrario nao é verdade.

Da definicao da classe N'P-completo segue o teorema abaixo.

Teorema 1.4. Dado um problema X € N'P-completo, entio P = NP, se e
somente se, X € P.

1.3 Problemas de Otimizacao Combinatdéria

Problemas de otimizagao visam encontrar uma solugao 6tima dentro de varias
solugoes viaveis para uma dada instancia. Ja os problemas de otimizacao
combinatdria sao os problemas de otimizacao cuja as variaveis possuem domi-
nios discretos. Assim, se faz necessario estabelecer algum critério para de-
terminar o quao boa uma solucao é.

Com essa breve descri¢ao, podemos assumir que, embora os problemas de
otimizacao sejam muito diversos entre si, todos eles possuem alguns elementos
em comum [2].

Conforme discutido na secao anterior, a nocao de problema que estamos
usando sempre envolve um conjunto de dados de entrada para qual o pro-
blema deve ser resolvido. Aqui surge o primeiro elemento comum a todo
problema de otimizacao, uma nstancia de entrada.

Como o que estamos buscando é uma solucao étima para uma dada
instancia de entrada, entao existem diversas solugoes possiveis para essa
mesma instancia, ou seja, existem solugoes que também resolvem o pro-
blema, porém nao sao otimas. Assim, o segundo elemento dos problemas
de otimizacao é o conjunto de solugoes vidveis para uma determinada
instancia.

E claro que se estamos buscando uma solucao 6tima dentro das solugoes
viaveis, entao, existe um critério de otimizacgao, sendo esse o terceiro ele-

mento comum aos problemas de otimizacao. Podemos enxergar esse critério
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de otimizagao como uma funcao que atribui um valor para cada solucao
viavel.

Entao podemos concluir que todo problema de otimizacao P apresenta:
1. Um conjunto de dados Ip que define uma instancia de entrada;

2. Um conjunto de solugbes vidveis Sp(Ip) para cada instancia de en-

trada Ip; e

3. Uma fungao valp(S) que indica quao boa é uma solucao vidvel S €
Sp(Ip).

Além dos itens acima, todo problema de otimizacao apresenta uma in-

dicacao se ele é de minimizagao ou de maximizacao.

Defini¢ao 1.31 (Instancia Inviavel). Dado um problema P e uma instancia

I desse problema, se Sp(I) =0, chamamos I de instancia invidvel de P.

Outra coisa importante de considerar-se em um problema de otimizacao
¢ uma solugao viavel com valor 6timo, conhecida também como solucao
otima.

Como dito acima, dentro dos problemas de otimizagao temos aqueles
que sao de maximizacao e aqueles que sao de minimizacao. Um problema de
otimizacao P é dito problema de minimizacao se ele possui como solucao
6tima a solucao viavel com menor valor de valp. Por outro lado, P ¢ dito
problema de maximizacao se sua solucao otima fosse a solugao viavel
com maior valor de valp.

Uma caracteristica comum a diversos problemas de otimizacao é que eles
possuem um dominio de solugoes viaveis muito grande, mas finito, para uma
dada instancia. Dessa forma, do ponto de vista computacional, é inviavel
tentar resolvé-los por algoritmos de forca bruta, que tém como estratégia
testar todas as solugoes viaveis para decidir qual é a étima, pois nao seriam

eficientes.
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Dados um algoritmo A que resolve um problema P e uma instancia [
de P, representaremos por A(I) a solucdo viavel de P devolvida por A para
a instancia I.

Outra caracteristica de problemas de otimizacao é que muitos sao N P-
dificeis, de forma que nao ha esperanca em encontrar algoritmos que resolvam
de maneira exata tais problemas em tempo polinomial, ou seja, nao espera-se
encontrar algoritmos eficientes para resolve-los.

Uma estratégia usada para abordar problemas de otimizacao que sejam
NP-dificeis sao os algoritmos de aproximacao, tema central desse relatdrio
que ¢é apresentado na proxima secao.

Para finalizar essa secao temos trés notagoes que frequentemente serao

usadas ao longo do relatorio, que sao:

e [ para representar a instancia do problema que esta sendo tratado;
e OPTp para representar o valor de uma solucao 6tima do problema P;

e Um conjunto de valores entre () é a instancia de algum problema.

Lembrando que as notacgoes acima sé devem ser consideradas se na mesma

secao nenhum outro significado for atribuido a elas.

1.4 Algoritmos de Aproximacao

Como j4 dito na secao anterior, muitos problemas de otimizacao sao N P-
dificeis, de forma que nao hé esperanga em encontrarmos algoritmos eficientes
que os resolvam. Uma abordagem usada para contornar essa dificuldade é o
uso de algoritmos de aproxrimacao.

A ideia central dos algoritmos de aproximagao é sacrificar a capacidade de
encontrar a solugao 6tima em prol da eficiéncia, ou seja, o algoritmo da um
resultado com valor aproximado ao valor 6timo, mas tem tempo de execucao

polinomial.
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Definig¢ao 1.32 (Algoritmo de Aproximagao e Fator de Aproximacao). Con-
sidere um problema de otimizacao P, um algoritmo A que encontre uma
solugao vidvel para P, uma instancia I de P e um valor a > 0. Dizemos que

A € um algoritmo de aproximacao para P se

e P ¢é um problema de minimiza¢ao, a« > 1 e valp(A(I)) < a- OPTp(I)

para toda instancia I; ou se

e P é um problema de maximizacao, o <1 e valp(A(I)) > a- OPTp(I)

para toda instancia 1.
Em ambos os casos acima chamamos o de fator de aproximacao de A.

Se um algoritmo de aproximacgao A apresenta fator de aproximagao a,
entao A é uma a-aproximacao para o problema que A trata.

Observe que qualquer fator de aproximagao pode ser definido por de uma
funcao dependente do tamanho da instancia. Em geral, os fatores constantes
sao mais desejados.

Embora pareca algo consideravelmente mais simples do que a resolugao
exata do problema, em alguns casos a dificuldade de aproximar o problema
¢ igual a de resolver o problema [2].

Para provar que um algoritmo é de aproximagao, basta mostrar a relagao
apresentada na Definicao 1.32. Porém, como nao sabemos o valor de uma
solugao 6tima (caso contrario poderiamos resolver o problema), a estratégia
padrao é encontrar algum limitante para o valor da solucao devolvida pelo
algoritmo que também possa ser relacionado ao valor de uma solugao 6étima do
problema. Entao, por exemplo, para um problema de minimizacao, tentamos
mostrar que valp(A(I) < aL e que L < SOPTp(I) para poder dizer que o
algoritmo A é uma af-aproximacao.

Um tépico de extrema relevancia na analise e projeto de algoritmos de
aproximacao é a identificacao de estruturas computacionais que fornecem

limitantes para o valor da solucao 6tima do problema.
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Capitulo 2

Algoritmos Combinatdrios

Nesse capitulo falaremos sobre alguns problemas de otimizacao classicos e

apresentaremos algoritmos de aproximagao para tais problemas. A orga-

nizacao do capitulo foi feita de forma que cada secao apresente um problema

e um ou mais algoritmos de aproximagao para o mesmo, geralmente de acordo

com o0 seguinte roteiro de apresentacao:

1.

2.

6.

7.

Apresentacao do problema conceitualmente;

Apresentacao do problema formalmente;

Apresentacao do pseudocddigo do algoritmo de aproximacao;
Explicagao do funcionamento do algoritmo;

Demonstracao do fator de aproximacao do algoritmo;
Anélise da complexidade de tempo do algoritmo;

Exemplo de aplicacao do algoritmo sobre uma instancia do problema.

Algumas secoes ainda apresentam demonstragoes sobre a inaproximabi-

lidade do problema em questao. Lembrando que a nomenclatura de al-

goritmo combinatério deriva do nao uso de programacao linear em sua

estrutura, uma técnica que discutiremos no Capitulo 4.
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2.1 Escalonamento de Tarefas (Makespan Sche-

duling)

O primeiro problema para o qual mostraremos um algoritmo de aproximagao
é o escalonamento de tarefas em maquinas idénticas. Esse é um problema
classico que consiste em dividir entre varias maquinas idénticas tarefas com
tempos de execucao pré-determinados, de forma que o tempo maximo que
qualquer maquina executara as tarefas seja o minimo possivel. O Pro-

blema 2.1 formaliza essa descrigao.

Problema 2.1 (Escalonamento de Tarefas em Maquinas Idénticas). Dados
n,m € Net: {l,....,n} — RT, desejamos encontrar uma parti¢ao de

{1,...,n} em m conjuntos, My, ..., M,,, de forma a minimizar o valor

Observando o Problema 2.1, é possivel notar que se trata de um pro-
blema de minimizacao e que uma instancia do problema é composta por trés

elementos:

e Valor m, que indica a quantidade de méquinas, sendo que V j €

{1,...,m} cada conjunto M; armazena as tarefas alocadas a maquina j;

e Valor n, que indica a quantidade de tarefas, sendo que i € {1,...,n} é

uma tarefa;

e Funcdo t, que associa cada elemento de i € {1,...,n} a um valor

t(7) € RT, indicando o custo de cada tarefa.

Assim, quando falarmos de uma instancia I do problema estaremos falando

de uma instancia na forma I = (m,n,t).
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Quando falamos do “custo de uma maquina M”, nos referimos ao valor
> icnr t(i), que serd naturalmente representado por ¢(M).

Perceba que dada uma instancia I para o problema, uma solucao viavel
qualquer para o problema é uma distribuicao das tarefas sobre as maquinas.
J& o valor de uma solucao é maior custo dentre os custos das maquinas.

O problema do escalonamento de tarefas é N'P-dificil caso m > 2 [2].
Isso porque caso m = 1, entao nao haveria o que otimizar no problema, uma
vez que todas as tarefas teriam de ser realizadas por apenas uma maquina.

E importante nao confundir esse problema com o escalonamento de tarefas
compativeis, que adicionalmente possui horario de inicio e fim para cada
tarefa e, assim, sé algumas tarefas podem ser escolhidas [3].

O primeiro algoritmo de aproximacao ja desenvolvido visava aproximar,
justamente, o problema do escalonamento de tarefas [2] e é uma 2-aproxima-
¢ao para o problema. Ele é conhecido como algoritmo de Graham e aqui é
apresentado no Algoritmo 1.

O Algoritmo 1 é guloso e se baseia em alocar cada uma das n tarefas a
maquina M que, no momento da alocagao, possua custo minimo. Ele retorna

o custo total da maquina mais custosa ao fim da distribuicao de tarefas.

Algoritmo 1: ESCALONAMENTOGRAHAM(m, n, t)
Entrada: Valores m para a quantidade de méquinas, n para a
quantidade de tarefas e fungao t que associa cada tarefa i a
um custo (7)
Saida: Distribuicao das n tarefas entre as m maquinas

1 para j =1 até m faga

2 ‘ M; =0 /* cria-se m vetores representando as m maquinas */
3 fim

4 parai =1 até n faca

5 Seja k € {1,...,m} tal que M}, é a maquina com ¢(My) minimo

6 Mk == Mk U {Z}

7 fim

8 retorna maxjcgi . my t(M;)
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Vamos agora mostrar duas delimitac¢oes para O PTgsc([), através de dois
lemas, que mais tarde serao uteis para demonstrar que de fato o Algoritmo 1

¢ uma 2-aproximacgao para o problema.

Lema 2.1. Seja [ = (m,n,t) uma instancia do problema do escalonamento.
Entao OPTgsc(I) > maxeqr,. o3 {t(7)}, ou seja, o custo dtimo € no minimo

o custo da tarefa de maior custo.

Demonstra¢ao. Dada uma instancia I, seja k uma tarefa tal que t(k) =
significa que k nao foi alocada a nenhuma maquina, o que é um absurdo, pois
OPTgsc(I) é o custo de uma solugao 6tima para I e uma solu¢do 6tima é

uma solucao viavel. O]

Lema 2.2. Se I = (m,n,t) € uma instancia do problema do escalonamento,
entio OPTgsc(I) > L 3" t(i), ou seja, o custo dtimo é maior ou igual

que a média do custo total das tarefas por mdquina.

Demonstrag¢ao. Como % > i, t(7) representa a média dos custos das tarefas
para todas as maquinas e maxic(i,. n}{t(i)} representa a tarefa de maior
custo, entao a desigualdade % Yoi t(1) < maxjeqr,. np{t(0)} é vélida. Assim,

o resultado segue diretamente do Lema 2.1. O
Vamos agora provar que o Algoritmo 1 é uma 2-aproximacao.

Teorema 2.1. O algoritmo GRAHAMESCALONAMENTO (m, n, t) é uma 2-
aprorimacao para o problema do Fscalonamento de Tarefas em Mdaquinas

Idénticas.

Demonstragcao. Veja que, para toda iteragao em ¢ do segundo laco para do
Algoritmo 1, como M}, é a maquina de custo minimo, entao no momento da
selecao de M}, temos

t(My) < %Zt(Mj).

Jj=1
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Vamos considerar que t(My) = L para My no momento de sua selegao.
Observe que, independente da iteracao em que o algoritmo esteja, sendo

I a instancia do problema, vale que
1 — 1 ¢
— t(M;) < — t(2) .
I SIS

]:1 =1

Além disso, sabemos pelo Lema 2.2 que

Agora, na linha do Algoritmo 1 logo apds a selecao de My, perceba que

para qualquer ¢ que esteja sendo alocada, vale, pelo Lema 2.1 que

t(i) < maxpen,. 3{t(p)} < OPTgsc(l).

Assim, apés a alocacao de qualquer tarefa, vale que
L+t(i) <20PTgsc(I).

Perceba que essa ultima desigualdade ¢é valida em todas as atribuicoes de

tarefas, inclusive na atribuicao da ultima tarefa. Assim,

max {t(M;)} < 20PT(I),

j€{177m}

de onde segue o resultado. ]

Sobre o tempo consumido pelo Algoritmo 1, veja que esse algoritmo se
baseia em dois lagos para, sendo que um deles é O(m) e o outro é O(n).
Como sabemos que n > m, entao temos que a complexidade do algoritmo
é O(n).

Segue abaixo um exemplo de instancia para o Problema 2.1, cuja resposta
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devolvida pelo Algoritmo 1 é assintética em relagao ao fator de aproximagao.

Exemplo 2.1. Seja I = (m,n,t) uma instancia do problema do escalona-
mento de tarefas, onde m = 3 ¢ a quantidade de mdquinas, n = 10 € a
quantidade de tarefas e t € a funcao de custo para as tarefas, definida da
sequinte forma: as tarefas de indices 1 a 9 possuem custo unitdrio e a tarefa
de indice 10 possui custo 3.

Da forma que as tarefas estao ordenadas, apds as 9 primeiras iteragoes
do sequndo laco para do Algoritmo 1 o custo de todas as mdquinas seria
igual a 3, sendo que cada mdquina conteria trés das nove tarefas de custo
unitario. Apds a alocacao da ultima tarefa uma das trés mdquinas passaria
a ter custo 6.

A solugao dtima para essa instancia possui custo 4. A distribuicdo das
tarefas na solu¢ao dtima seria My = {7,10}, My = {1,3,5,8} e M3 =
{2,4,6,9}. Veja que cada uma das mdaquinas possui custo 4.

Esse exemplo pode ser generalizado para uma instancia do tipo {m, m? +
1,t) onde o custo das tarefas de 1 a m? € unitdrio e o custo da tarefa m? +1
é m. Com isso, temos que o custo da solucao devolvida pelo algoritmo é 2m
enquanto que o custo da solugdo otima € m + 1. Assim, assintoticamente o

fator de aprorimacao € 2.
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2.2 Arvore de Steiner (Steiner Tree)

Imagine que, dado um grafo qualquer com custo nas arestas, queiramos en-
contrar uma arvore de custo minimo que conecte um determinado subcon-
junto dos vértices desse grafo. Basicamente, acabamos de descrever o pro-
blema de encontrar uma arvore de Steiner em um grafo. Segue a formalizagao

do problema.

Problema 2.2 (Arvore de Steiner). Dado um grafo G, uma fungdo c :
E(G) — R" e o conjunto R € V(G), desejamos encontrar uma drvore T C G
tal que o(T) = - . per) cle) seja minimo e R C V(T).

Chamaremos o conjunto R de conjunto requisitado e o conjunto S =
V(G) \ R de conjunto Steiner. Segue abaixo um exemplo de um grafo e da

arvore de Steiner para um dado conjunto R.

Exemplo 2.2 (Arvore de Steiner). Abaizo sequem dois grafos. Do lado
esquerdo temos um grafo G, com todos seus vértices, arestas e custos das
arestas representados. A direita temos uma drvore de Steiner para o grafo
G, considerando que R = {a,c, e}, perceba que para construirmos essa drvore

também usamos o vértice d ¢ R.
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O Problema da Arvore de Steiner, da forma como foi descrito, pertence
a N'P-Dificil [6].

Perceba que uma instancia da Arvore de Steiner é dada por um grafo G,
uma funcao c¢ de custo nas arestas e um conjunto R de vértices do grafo.
Assim, vamos considerar que I = (G, ¢, R).

Uma variante do Problema da Arvore de Steiner é o Problema da Arvore
de Steiner Métrica. A diferenca dessa variante é a imposicao de duas res-

trigoes para a instancia do problema:
1. O grafo tem que ser completo; e

2. A funcao custo das arestas deve seguir a destgualdade triangular, ou
seja, dados trés vértices u, v, w quaisquer desse grafo vale que c(uv) <

c(uw) + c(ww), sendo ¢ a fungao custo.

De forma geral, quando falamos da versao métrica de um problema, que
tenha como parte de sua entrada um grafo, queremos dizer que esse grafo
segue as duas restrigoes acima.

Se um grafo G' com fungao de custo ¢ nas arestas segue as duas restrigoes
acima, falaremos que tal grafo é métrico.

Segue uma formalizagao da versao métrica do Problema da Arvore de

Steiner.

Problema 2.3 (Arvore de Steiner Métrica). Dado um grafo métrico G, uma
fungio ¢ : E(G) — R" e o conjunto R € V(G), desejamos encontrar uma
drvore T C G tal que ¢(T') seja minimo e R C V(T).

Veja que a descricao dos dois problemas é praticamente igual, sendo a
unica variante o fato do grafo da instancia ser métrico. Inclusive, a versao
métrica da Arvore de Steiner também pertence a NP-dificil.

A razdo de estarmos falando da Arvore de Steiner Métrica é porque toda

instancia de Arvore de Steiner pode ser transformada, em tempo polinomial,
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em uma instancia de Arvore de Steiner Métrica. Mais do que isso, qual-
quer aproximagao para a Arvore de Steiner Métrica também garante uma

aproximacao para a Arvore de Steiner. O teorema a seguir prova isso.

Teorema 2.2. Qualquer fator de aprorimacao é preservado numa reducao

da Arvore de Steiner para a Arvore de Steiner Métrica.

Demonstracao. Vamos comecar mostrando que sempre podemos transformar
uma instancia da Arvore de Steiner para uma instancia da Arvore de Steiner
Métrica em tempo polinomial.

Dados um grafo G, uma funcao ¢ : E(G) — Rt e um conjunto R C V(G),
seja I4s = (G, ¢, R) uma instancia da Arvore de Steiner.

Vamos construir G', um grafo completo tal que V(G') = V(G). Dados
dois vértices quaisquer v,w € V(G'), a fungao de custo ¢ : E(G') — R* é
definida de forma que ¢’(vw) possui 0 mesmo valor que o passeio de custo
minimo entre v e w em G.

Perceba que dados quaisquer trés vértices v,w,u € V(G'), é verdade
que d(vw) < d(vu) + ¢ (uw) pois, caso contréario, haveria passeio de custo
menor entre v e w. Assim, o grafo G’ é completo e ¢ respeita a desigualdade
triangular, logo G’ é métrico. Assim, Iasy = (G', ¢, R) é uma instancia para
a Arvore de Steiner Métrica.

Agora, considere que T’ seja uma arvore de custo 6timo para o pro-
blema da Arvore de Steiner Métrica sobre a instancia I4pys, isto é, ¢ (T") =
OPTasnv(Lasn)-

Veja que T" é uma arvore em G’ mas nao necessariamente em G. Porém,
como toda aresta de T” representa um caminho em G, podemos construir
um subgrafo de G de custo no méximo o de 7" (sem repetigdo de arestas).
Vamos chamar tal subgrafo de H. Assim, ¢/(17") < ¢(H).

Se retirarmos todos os ciclos de H, obtemos uma arvore 7' em G que liga
todos os vértices em R, tal que ¢(T) < ¢/(1"). Logo, T é solugao para a

Arvore de Steiner na instancia (G, ¢, R).
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Como OPTys(Ias) < ¢(T), isso nos permite concluir que o custo da
solucao 6tima da Arvore de Steiner para [4g ¢ menor ou igual ao custo da

solugao 6tima da Arvore de Steiner Métrica para I,s3;. Resumindo:
C(T) < C(H) < C/(T/) = OPTAS([AS) < OPTASM(IASM) . (21)

Agora, fazendo o caminho inverso, seja T uma arvore 6tima para a Arvore
de Steiner sobre a instancia I4g, isto é, OPTag(1as) = ¢(T'). Veja que como
G’ é um grafo completo com os mesmos vértices de GG, podemos replicar T'
exatamente em G’, criando a drvore 7" tal que ¢(T) = ¢/(1”). Observe que
T' é solucio viavel para Arvore de Steiner na instancia (G', ¢, R).

Como OPTasn(Iasar) < ¢(T"), isso nos permite concluir que o custo da
solucao 6tima da Arvore de Steiner para 145 é maior ou igual ao custo da

solugao 6tima da Arvore de Steiner Métrica para [,s3;. Resumindo:
o(T) = (T") = OPTasy(Iasu) < OPTas(Ias) - (2.2)

Concluimos entao que qualquer instancia para Arvore de Steiner pode
ser adaptada para Arvore de Steiner Métrica, assim como uma solugao de
Arvore de Steiner Métrica pode ser adaptada para uma solucao de Arvore
de Steiner.

Se A é uma a-aproximagcao para Arvore de Steiner métrica, entao por de-
finigdo temos ¢/(A(Lasn)) < a«OPTasn(1asy). Usando a Equagao 2.2, po-
demos escrever que ¢/ (A(Iasn)) < aOPTas(14s). Como a solucao A(Lasn)
pode ser adaptada para uma solugao S de 45 em que ¢(S) < (A(Lasm)),
como descrito acima, é fcil ver que A também é a-aproximagao para Arvore
de Steiner.

Note que o processo de adaptacao da instancia e da resposta entre os

problemas é feito em tempo polinomial. O]

Vamos passar a falar sobre aproximacoes de fato para o problema. Em

especial falaremos sobre uma aproximacao para o problema da Arvore de
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Steiner Métrica. A estratégia que usaremos consiste em encontrar uma arvore
geradora de custo minimo para o grafo G[R]'. Mais a frente demonstraremos
que o custo de tal arvore sempre esta a um determinado fator de uma arvore
de Steiner de custo 6timo.

Segue abaixo a descri¢ao formal do problema da Arvore Geradora Minima,
também chamado de MST, por ser sigla para o inglés Minimum Spanning

Tree.

Problema 2.4 (Arvore Geradora Minima). Dados um grafo G e uma fungdao
c: E(G) —» R, queremos encontrar uma drvore geradora T de G tal que
o(T) = X cenr)cle) € minimo.

Diferente do problema da Arvore de Steiner, o problema de encontrar
uma MST pertence a P e existem varios algoritmos eficientes que resolvem
esse problema. Aqui vamos considerar um dos mais populares e simples, o

algoritmo de Kruskal (Algoritmo 2).

Algoritmo 2: KRUSKAL(G, ¢)
Entrada: Grafo G e funcao ¢ de custo nas arestas de G
Saida: Arvore geradora de custo minimo em GG
1 F =0 /* F manterd as arestas da arvore final */
2 Seja A um vetor com todas as arestas de E(G) e seja C' um vetor tal
que C[i] = c(A[1])
3 Ordene o vetor C' em ordem crescente e altere a ordem dos elementos
de A para que c¢(A[i]) = C[i]

fim
retorna G[F

4 parai =1 até |[E(G)| faga

5 se G[F' U Ali]] nao possui ciclos entao
6 | F=FuUA[

7 fim

8

9

Veja que o que o Algoritmo 2 faz é adicionar arestas de menor custo ao

conjunto F' C F(G), de forma que no final obtenhamos uma arvore geradora,

Lembre-se que G[R] é o grafo de G induzido pelos vértices em R.
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baseada no grafo induzido por F. Essa acao de pegar arestas de menor custo
faz com que o Algoritmo de Kruskal seja um algoritmo guloso.

Em relagao ao tempo consumido por KRUSKAL, considere que |V (G)| =n
e |[E(G)|=m:

e Na linha 1 é realizada uma operacao constante, de tempo O(1);

e Nalinha 2 ocorrem duas instanciagoes com todos os elementos de E(G),

que leva tempo O(m);

e Na linha 3 ocorre a ordenacao dos vetores A e C. Na nossa versao

vamos considerar o método de ordenacao MergeSort, que leva tempo
O(mlgm);

e A linha 4 é um laco para que executa m vezes, logo leva tempo O(m).
Isso também implica que os consumos individuais das linhas dentro

desse lago sejam multiplicados por m;

e A linha 5 é uma estrutura de decisao, porém a comparacao realizada
possui um custo elevado, ja que é necessario verificar se ha ciclos em
G[F U A[i]]. Para verificar a existéncia de ciclos podemos usar a busca
em profundidade, cujo tempo é O(n + |F|). Como F' no final possuira
apenas n — 1 arestas, esse tempo acaba sendo de fato apenas O(n).
Além disso, a operacao de busca é realizada no lago para, de forma

que essa linha leva tempo O(nm);

e Por fim, temos a linha 6, que pode ser implementada em tempo O(1)

também, mas como estd no lago para leva tempo O(m).

Com a analise acima podemos concluir que o tempo dominante no Algo-
ritmo 2 é O(nm), logo é um algoritmo eficiente.

Segue o teorema que garante que qualquer MST encontrada para G|[R]
estd a no maximo um fator 2 de distancia da resposta étima da Arvore de

Steiner Métrica.
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Teorema 2.3. Dada uma instancia I = (G,c, R), onde G é um grafo, ¢ é
uma fung¢ao de custo nas arestas de G e R é um subconjunto dos vértices de
G, o custo de uma MST em G[R] € no mdzimo 20PTssp(1).

Demonstracao. Seja T uma arvore de Steiner 6tima para a instancia [ =
(G, ¢, R) do problema. Lembre-se que T com certeza contém todos os vértices

de R, mas também pode conter alguns vértices de V(G) \ R.
Seja T" o grafo obtido pela duplicacao das arestas de T'. Note que todos os

vértices de T" possuem grau par, fazendo valer para esse grafo o Teorema 1.2
b )

que nos garante que existe uma trilha euleriana £ em 7".

Observe que

Lembre-se que G é completo, logo, em G sempre existem arestas que

conectam dois vértices quaisquer de R.

Vamos agora construir um ciclo H que contenha todos os vértices de R.
Para isso, vamos ir adicionando os vértices de R segundo a ordem que eles
aparecem na trilha £&. Como G é completo, independente da sequéncia obtida,
H representa um ciclo.

Como G respeita a desigualdade triangular, nao ha como o custo de H ser
maior que o de &, ja que V(H) C V(&) e o custo da aresta que liga diretamente

dois vértices é sempre o caminho menos custoso entre tais vértices. Logo,
c(H) < ¢(8). (2.4)

Mas perceba que, além disso, se retirarmos uma aresta de H, obtemos
uma arvore geradora A em G[R]. Tal drvore certamente tem pelo menos o
custo de uma drvore geradora minima F' em G[R], que ¢ a solucao devolvida
pelo algoritmo. Assim,

c(F) < ¢(A) < e(H) < c(€) = 20PTas(I). (2.5)

39



]

Provado o fator de aproximacao proposto, segue um exemplo que demons-

tra que ele é justo para o algoritmo.

Exemplo 2.3. Sequem as representacoes grdficas de trés grafos. O grafo
representado mais & esquerda € o grafo G, que € completo. A fung¢do ¢ que
atribui peso as arestas de G estd representada por cores e estilos. As arestas
vermelhas tracejadas possuem custo 1 e as arestas pretas solidas possuem

custo 2.

N

Dessa forma, se R = {a,b,c}, entio Iasyy = (G, ¢, R) € uma instincia
para Arvore de Steiner Métrica.

Assim, uma resposta étima para o problema seria a drvore o direita da
imagem, com custo total 3. Porém, o algoritmo de aproximacao apresentado
nessa se¢ao devolveria a drvore no centro da imagem, com custo total 4.

Esse exemplo pode ser generalizado para um grafo com n vértices onde
n—1 deles estao contidos em R, sendo que o custo das arestas entre os vértices
de R é 2 enquanto as arestas com um extremo no vértice de V(G)\ R possuem
custo 1. A resposta devolvida para esse tipo de instancia sempre serd 2(n—2),
sendo que a solugcao otima possui custo n — 1, ou seja, a solugao devolvida

tem fator assintotica a 2.
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2.3 Cobertura por Vértices ( Vertex Cover)

Uma cobertura por vértices (vertex cover) de um grafo é um subconjunto de
seus vértices tal que ao menos um extremo de toda aresta pertenca a esse

subconjunto. A Definicao 2.1 formaliza essa ideia.

Defini¢ao 2.1 (Cobertura por Vértices). Seja G um grafo nao direcionado.
Dizemos que V' é cobertura por vértices de G se V! C V(G) eV uv €
E(G) temos que w € V' ouv € V.

Encontrar uma cobertura por vértices qualquer em um grafo nao é algo
dificil, pois o préprio conjunto de vértices do grafo se encaixa na Definigao 2.1.
Dito isso, vamos ver o Problema 2.5, que consiste em encontrar uma cobertura

por vértices de custo minimo em um grafo ponderado nos vértices.

Problema 2.5 (Cobertura por Vértices Ponderados). Dados um grafo ndo
direcionado G e uma fungdao de custo c: V(G) — Q7, desejamos encontrar

’ - / P s .
uma cobertura por vértices V' para G tal que ), ., c(v) € minimo.

Outro problema associado a encontrar uma cobertura por vértices es-
pecifica seria encontrar uma cobertura por vértices de cardinalidade minima,

conforme descrito no Problema 2.6.

Problema 2.6 (Cobertura Cardinal por Vértices). Dado um grafo G, dese-

jamos encontrar uma cobertura por vértices V' para G tal que |V'| é minimo.

Veja que o Problema 2.6 pode ser considerado um caso especifico do
Problema 2.5 em que a funcao custo possui valor igual para todo vértice.

Por isso, para os dois problemas apresentados a instancia é dada por
e um grafo simples G}

e uma funcdo custo nos vértices ¢ : V(G) — Q™.
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Assim, dada uma instancia I = (G, ¢), o conjunto de solugoes vidveis S(I)
envolve todos os subconjuntos de V(G) que podem ser cobertura por vértices
do grafo G.

Ambos os problemas de Cobertura por Vértices sao N P-dificil.

A partir de agora sempre que nos referirmos ao problema da Cobertura
por Vértices estaremos falando do Problema 2.6. Nessa secao mostraremos
um algoritmo de aproximagao para o mesmo.

Antes de comecarmos a dar mais detalhes do algoritmo, vamos nos atentar
a Definicao 2.2 e a Definicao 2.3, que definem o que sao um emparelhamento

e um emparelhamento maximal.

Definigao 2.2 (Emparelhamento). Dado um grafo G, dizemos que M C
E(G) € um emparelhamento de G se todo par de elementos distintos de M

Nnao possui ertremos em comum.

Defini¢ao 2.3 (Emparelhamento maximal). Dado um emparelhamento M
de um grafo G, dizemos que M é um emparelhamento mazximal se ¥V uv €
E(G), M U{uv} nao é emparelhamento.

Dadas essas definigoes, a estratégia para construcao de uma aproximagao
para o Problema 2.6 é encontrar e devolver o conjunto dos extremos das
arestas de um emparelhamento maximal no grafo.

O funcionamento do Algoritmo 3 consiste em:
1. Selecionar uma aresta uv € F' e incluir seus extremos no conjunto C;

2. Excluir de F', que originalmente é igual a F, todas as arestas com

extremos em comum com uv;
3. Devolver o conjunto C' quando nao existirem mais arestas em F'.

Veja que o segundo processo descrito acima garante que a Defini¢ao 2.2
seja respeitada, enquanto a condicao do laco enquanto garante que a selecao

de vértices respeite a Definicao 2.3. Assim, o conjunto C' acaba sendo igual
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Algoritmo 3: COBVERT_EMPARELHAMENTO(G)

Entrada: Grafo G
Saida: Cobertura por vértices de G

1C=0

2 F=E(G)

3 enquanto F # () faga

4 escolha qualquer uv € F

5 C =CU{u,v}

6 F = F — {arestas com extremo em v ou u}
7 fim

8 retorna C'

aos vértices extremos de um emparelhamento maximal, o que acaba impli-

cando que C' é uma cobertura por vértices, conforme diz o seguinte lema.

Lema 2.3. Dado um grafo G, o conjunto de vértices de um emparelhamento

mazximal em G € sempre uma cobertura por vértices de G.

Demonstracao. Seja M um emparelhamento maximal de G, entao nao existe
aresta uv em F(G) tal que M U {uv} também é emparelhamento. Veja que
isso implica que todo elemento em E(G) possui ao menos um extremo em
V(M), assim o conjunto V(M) encaixa-se na definicdo de cobertura por

vértices. ]

Uma vez definido o Algoritmo 3 usado na resolugao do Problema 2.6
vamos demonstrar que ele é uma 2-aproximacao. Antes de demonstrar-
mos o teorema em si vamos voltar nossas atencoes a dois lemas. O pri-
meiro lema relaciona os tamanhos de um emparelhamento e uma cober-
tura por vértices em um mesmo grafo. O segundo lema garante que COB-

VERT_EMPARELHAMENTO devolve um emparelhamento maximal.

Lema 2.4. Dados um grafo G, um emparelhamento M de G e uma cobertura

por vértices C' de G, sempre € valido que
] = M.

43



Demonstracao. Note que qualquer cobertura por vértices, por cobrir todas
as arestas de (G, deve conter ao menos um vértice extremo de cada aresta
do emparelhamento maximal. Se isso nao ocorresse, teriamos arestas sem
extremos na cobertura por vértices obtida, o que seria contrario a prépria

definicao de uma cobertura por vértices. O

Lema 2.5. O Algoritmo 3 produz um conjunto de vértices de um emparelha-

mento maximal.

Demonstracao. Caso existisse alguma aresta que nao tivesse um de seus ex-
tremos em C, entao F # () e tal aresta seria selecionada na linha 4 do
algoritmo e seus vértices seriam adicionados em C, que agora configuraria

um emparelhamento de G' que contém C'. n

Teorema 2.4. O Algoritmo 3 € uma 2-aprozimacdo para o Problema da

Cobertura por Vértices.

Demonstra¢ao. Dado o conjunto de vértices C' que o Algoritmo 3 retorna
para uma instancia G = (V, E), considere que M é o conjunto das arestas
selecionadas na linha 4 ao longo da execucao do algoritmo. Pelo Lema 2.5
sabemos que Mg é um emparelhamento maximal. Entao, pelo Lema 2.4,

sabemos que
OPTyc(G) = [Mc|.

Perceba que C possui todos os vértices das arestas em M¢, ou seja, para

cada elemento em M temos dois elementos em C'. Assim, vale a relagao
] = 2|Me]. (2.6)

Dada a Equacao (2.6) e o Lema 2.4, concluimos que

€l

OPTyc(G) > |Mc| = TR
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de onde temos que
20PT(G)ye > |C]. (2.7)

Logo, o Algoritmo 3 é uma 2-aproximacao para o problema da Cobertura

por Vértices. O]

Sendon = |V(G)| e m = |E(G)|, segue uma anédlise do consumo de tempo

do algoritmo linha por linha:
e Aslinhas 1 e 8 levam tempo O(1);

e A linha 2, considerando uma representacao do grafo em matriz de ad-

jacéncias, tem tempo O(n + m);

e A quantidade de iteragoes do lago enquanto é O(m). Assim, as linhas
4 e 5, que levam tempo O(1), e a linha 6 que leva tempo O(m) a cada

iteragao, levam no total tempo O(m) e O(m?).

Dessa forma podemos dizer que o respectivo consumo de tempo do algo-
ritmo é O(m?) se o grafo for simples e conexo e O(m + n) caso contrario.
Agora que ja vimos que de fato o Algoritmo 3 é uma 2-aproximacao do

Vertex Cover, vamos ver um exemplo de sua aplicacdo em um grafo.

Exemplo 2.4. Dado o grafo G em que V(G) = {a,b,c,d,e, f} e E(G) =
{ab, ac,bc,bd, ce,ef}, vamos buscar um Vertex Cover para G usando o Algo-

ritmo 3. Esse grafo estd graficamente representado a sequir.

b d
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Ao aplicarmos o Algoritmo 3 em G vamos supor que a sequinte ordem de

arestas seja tomada na linha 4 a cada iteracao:
1. Seleciona aresta ab — C = {a,b} e F' = {cd,ce,ef};
2. Seleciona aresta cd — C = {a,b,c,d} e F' = {ef};
3. Seleciona aresta ef — C = {a,b,c,d,e, f} e F =10,

Perceba que |C| = 6, enquanto que OPTyc(G) = 3, pois basta selecionar
os vértices {b,c, f} como cobertura de G. Ou seja, obtemos um resultado

que respeita a Equagdo (2.7). Assim, esse exemplo mostra que o fator de
aprorimacao obtido € justo.
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2.4 Caixeiro Viajante (Traveling Salesman)

Antes de falarmos propriamente do problema do caixeiro viajante vamos

formalizar o seguinte problema relacionado.

Problema 2.7 (Ciclo Hamiltoniano). Dado um grafo G, encontrar um ciclo

hamiltoniano em G, isto €, um ciclo gerador em G.

Normalmente chamado de TSP (acronimo para Traveling Salesman Pro-
blem), o problema do Caixeiro Viajante consiste em encontrar um ciclo de
custo minimo, dentro de um grafo ponderado nas arestas que passe em cada

um dos vértices desse grafo. Segue abaixo uma formaliza¢gao do problema.

Problema 2.8 (Caixeiro Viajante). Dado um grafo G e uma fun¢ao de custo
nas arestas ¢ : E(G) — Q%, encontre um ciclo hamiltoniano C' em G que

minimize o valor de ¢(C) =} cp(c cle).

Vamos nos referir ao problema do caixeiro viajante como TSP.

Veja que uma instancia do Problema 2.8 é composta por um grafo e fungao
de custo nas arestas de tal grafo.

O problema TSP é N'P-dificil [6], entdo, a nao ser que P = NP, nao
existe algoritmo que o resolva em tempo polinomial para qualquer grafo.
Além disso, o TSP também ¢é inaproximavel em tempo polinomial se P #

NP, conforme o Teorema 2.5.

Teorema 2.5 (Inaproximabilidade do TSP). Para toda func¢ao f(n) com-
putdvel em tempo polinomial, o TSP ndo pode ser aproximado por um fator
de f(n), a nao ser que P = NP.

Demonstracao. Vamos realizar uma prova por contradicao. Para tal, va-
mos assumir que existe um algoritmo A para o TSP com fator de apro-
ximagao f(n).

A ideia da demonstragao é mostrar como resolver o problema do Ciclo

Hamiltoniano (Problema 2.7), que sabidamente pertence a N P-completo,
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usando o algoritmo A para o TSP, realizando assim uma reducao entre os
problemas. Ao final, nossa conclusao serd de que o TSP possui aproximagao
polinomial somente se P = N'P.

Vamos comegar transformando uma instancia do Ciclo Hamiltoniano para
uma instancia do TSP. Para isso, tome o grafo G com n vértices, instancia
do Ciclo Hamiltoniano. Construa, a partir de GG, um grafo completo G’ onde
V(G") = V(G) e crie uma funcao de custos ¢’ nas arestas de G’ da seguinte
forma:

1 se e € E(G)
fn)-n seed¢ E(G)

d(e) =

Assim, adaptamos uma instancia (G) de Ciclo Hamiltoniano para uma
instancia (G', ') de TSP, sendo que com certeza ha um ciclo hamiltoniano
em (', por se tratar de um grafo completo.

Tenha em mente que para construir um ciclo hamiltoniano em um grafo
de n vértices sao necessarias n arestas. Além disso, por defini¢ao, o algoritmo
A sempre devolve um ciclo cuja soma dos custos das arestas é pelo menos
OPTrsp(G', ) e no maximo f(n) - OPTrsp(G', ).

Perceba que da forma como a funcao custo ¢’ foi definida, podemos dividir

a resposta de A sobre (G', ) em dois casos:

1. Se A devolve um ciclo hamiltoniano C' de custo menor que f(n)-n, entao
no grafo G existe ciclo hamiltoniano. Isso porque, com essa resposta,
temos certeza que OPTrsp(G’,¢’) = n e, como nao é possivel que o
custo de uma resposta de A seja menor que n, entao o ciclo C existe

em G.

2. Se A devolve um ciclo hamiltoniano C' de custo maior que f(n)-n, entao
no grafo GG nao existe ciclo hamiltoniano. Isso porque na construcgao
de C foi usada ao menos uma aresta nao pertencente a E(G), com
custo f(n)-n. Dessa forma, o custo de C ultrapassa f(n)-n, que seria

o valor maximo de uma resposta dada por A caso houvesse um ciclo
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hamiltoniano que pudesse ser construido apenas com arestas em E(G).

Com os casos dados acima vemos que o problema do Ciclo Hamiltoni-
ano pode ser respondido para um grafo G em tempo polinomial usando o
algoritmo A, que é polinomial, provando que P = N'P.

Concluindo, o problema TSP sé é aproximéavel se P = NP. ]

Provada a inaproximabilidade em tempo polinomial do TSP da maneira
como ele estd descrito no Problema 2.8, ainda podemos desenvolver um al-
goritmo de aproximacao para o problema, mas temos que impor algumas
restrigoes a instancia do problema.

No Problema 2.9, conhecido como TSP Métrico, o objetivo é o mesmo

que o do TSP, porém a instancia possui certas restrigoes.

Problema 2.9 (Caixeiro Viajante Métrico). Dado um grafo G' completo e
uma fungao de custo nas arestas ¢ : E(G) — Q7 que satisfaz a desigualdade
triangular?, queremos obter um ciclo hamiltoniano C em G, de forma que C

possua custo minimo.

Vamos nos referir ao problema do Caixeiro Viajante Métrico como TSPM.

Tratando-se de instancias de entrada, a diferenga de uma instancia do
TSP para o TSPM é que o grafo de entrada é completo e a funcao de custo
nas arestas respeita a desigualdade triangular.

Apresentaremos dois algoritmos de aproximagao para o TSPM, sendo o
primeiro deles uma 2-aproximacao e o segundo uma %—aproximagéo. Ambos
os algoritmos usam de uma mesma estratégia, variando pontualmente em
uma das etapas.

Dado um grafo G completo e uma funcao ¢ nas arestas de GG que respeita
a desigualdade triangular, a estratégia para construir uma solucao para o

TSPM em G usa os seguintes passos:

2Conceito apresentado para o Problema 2.3.
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1. Construa uma arvore geradora de custo minimo 7" do grafo G. Fazemos
isso pois ¢(7T") é uma boa delimitacao inferior para OPTrspy (G, ¢), ja
que qualquer subgrafo conexo gerador de G (o que inclui a solugao

6tima do TSPM) vai possuir custo maior ou igual a 7. Assim,

C(T) S OPTTSPM(G, C) . (28)

2. Acrescentamos novas arestas a 1, até que todos os vértices possuam

grau par, obtendo o grafo T".
3. Definimos uma trilha euleriana & sobre T".
4. Obtemos um ciclo hamiltoniano de G por meio de atalhos em &.

A principal diferenca entre as duas aproximagoes que aqui serao apresen-
tadas estd no passo 2, ou seja, elas variam na forma de obter 7" através da
adicao de arestas a T" até que todos os vértices possuam grau par.

Antes de apresentarmos os algoritmos vamos falar sobre o conceito de
atalho que é usado em ambos (passo 4) para obter um ciclo hamiltoniano a
partir de uma trilha euleriana.

Seja G um grafo e P um passeio em . Como P é um passeio, ele pode
apresentar repeticao de vértices. Um atalho é uma forma de eliminar os
vértices repetidos de P “cortando caminho” e construindo uma sequéncia C'
de vértices livre de repeticoes.

De um ponto de vista mais formal sobre atalhos, seja P = (vy,...,v;,a,
Vit1,---,0), onde a representa um vértice que ja apareceu em P, isso é,
a = v; para algum 1 < j <. Um atalho em P remove a do passeio, gerando
outro passeio P’ = (vy, ..., v, Vit1,...,0;), 0 que é possivel se a aresta v;v;41
existir (e isso é sempre verdade em grafos completos).

Se repetidamente fazemos atalhos sobre uma trilha euleriana em G, pode-

mos construir uma sequéncia C' de vértices que é livre de repeti¢coes. Como
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G é um grafo completo e a trilha era euleriana, C' acaba sendo um ciclo
hamiltoniano em G.
O Algoritmo 4 formaliza a forma de gerar um ciclo hamiltoniano C' por

meio de atalhos em uma trilha euleriana ¢ de G.

Algoritmo 4: ATALHO(G, &)

Entrada: Trilha euleriana £ = (vq,. .., U, v1) do grafo G com
m = [E(G)] e n=|V(G)|
Saida: Ciclo hamiltoniano C' = (wy, ..., wy,, w;)
j=1
1=1
X =10
enquanto j < n faca
se v; ¢ X entao
w; = v;
j=Jj+1
fim
1=1+1
fim
retorna C = (wy, ..., wy,,w;)

© W N O ks W N =

-
o

-
N =

Entendido o conceito de atalho e apresentado o Algoritmo 4, vamos agora
falar sobre a 2-aproximacao para o TSPM.

A forma que a 2-aproximagao do TSPM garante que o grau de cada vértice
de T" seja par é duplicando todas as arestas presentes na arvore 7. O algo-
ritmo em si é chamado de RSL em homenagem a seus autores Rosenkrantz,
Stearns e Lewis [2]. Aqui o apresentaremos no Algoritmo 5.

Sejam |V(G)| = n e |[E(G)| = m. A fungdo MST na linha 1 encontra
uma arvore geradora minima de G, podendo ser, por exemplo, o algoritmo
de KRUSKAL. Logo, o consumo de tempo nessa linha pode ser considerado
O(mn), conforme visto no Algoritmo 2, na Segao 2.2.

Na linha 2 definimos 7" usando os vértices de T" e a duplicacao das arestas
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Algoritmo 5: TSPM-RSL(G, ¢)
Entrada: Grafo G completo e funcao ¢ de custo nas arestas de G, que
respeita a desigualdade triangular
Saida: Ciclo hamiltoniano em G

1 T =MST(G,c) /* Encontra &rvore geradora minima de G */
2 T'=(V(T),E(T)U E(T)) /* T duplica as arestas de T */
3 £ = EULER(T”) /* Encontra trilha euleriana em T’ */
4 C' = ATALHO(E) /* Algoritmo 4 */

5 retorna C

também de 7. Assim, essa linha consome tempo O(n + m).

EULER, na linha 3, é um algoritmo que encontra uma trilha euleriana em
T’. Um exemplo de algoritmo que poderia ser usado é o algoritmo de Fleury,
que consome tempo O(m?).

A funcao ATALHO na linha 4, como ja vimos, devolve um ciclo hamilto-
niano em G por meio de atalhos em &. Vemos que ATALHO é um algoritmo
eficiente, pois consiste basicamente em um lago que é executado até m vezes,
fazendo uma comparacao com um conjunto com no maximo n elementos.
Logo, ATALHO consome tempo O(mn).

Ap6s essa andlise linha por linha é possivel perceber que o consumo de
tempo do Algoritmo 5 é polinomial.

Voltando a falar sobre o algoritmo ATALHO, devido a desigualdade tri-
angular de GG, o menor custo possivel para irmos de um vértice a outro é a
aresta que conecta eles diretamente. Logo, ATALHO gera um ciclo hamiltoni-
ano com custo certamente menor que o custo de qualquer trilha que o gerou,

como a trilha £. Isso nos faz chegar ao seguinte lema.

Lema 2.6. Dados um grafo euleriano G, uma funcdo de custo ¢ nas arestas
de G, uma trilha euleriana & em G e um ciclo hamiltoniano C' = ATALHO (€),

vale que

c(C) < c(§)- (2.9)

Agora podemos enunciar o seguinte teorema.
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Teorema 2.6 (2-aproximacao para o TSPM). O algoritmo TSPM-RSL ¢
uma 2-aprorimacao para TSPM.

Demonstracao. Como & é trilha euleriana derivada da duplicacao das arestas

da arvore geradora de custo minimo 7', entao
c(&) =2¢(T). (2.10)

Além disso, pela estratégia do algoritmo ATALHO, o ciclo hamiltoniano
C obtido sempre apresenta um custo total menor que o custo total de &,
conforme a Equacao (2.9) nos diz.

Agora unindo os resultados das expressoes (2.8), (2.9) e (2.10) obtemos
C(C) S C(f) = QC(T) S QOPTTSPM(G,C) s

de onde vemos que o algoritmo ¢ uma 2-aproximacao para TSPM. O]

Demonstrada a 2-aproximacao do problema TSPM vamos mostrar um

exemplo que demonstre que o fator 2 é justo para esse algoritmo.

Exemplo 2.5. Na figura abaizo, o primeiro grafo é o grafo G. Perceba que
ele € um grafo métrico de 4 vértices. Além disso, na propria imagem jd estao
contidos os custos de cada aresta. Vamos usar G como instancia exemplo

para o Algoritmo 5.

a 1 b
[

1
e 7 d

O grafo no meio da imagem é a MST T obtida na linha 1 do algo-

ritmo. Suponha que a trilha euleriana obtida apds a duplicacao de T seja
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(b,a,b,d,c,d,b). Apds passar pelo ATALHO obteriamos como resultado o
grafo da direita, que possui custo 6.

Perceba que para essa instancia a solugao otima tem custo OPT =4 (o
ciclo (a,b,d,c,a)), porém, o custo da solugdo obtida € 6, que nesse caso €
2-0PT — 2.

Veja que o custo da solugao deriva especialmente da trilha euleriana en-
contrada, entao basicamente a selecao de uma trilha euleriana “ruim” leva
a uma resposta com custo elevado.

Um tipo de grafo que provaria que o fator de aprorimacao € justo seria

um grafo com n > 6 vértices e as sequintes caracteristicas:
e Possuir um ciclo hamiltoniano com todas as arestas com custo 1;

e Possuir uma estrela com n—1 pontas e com todas as arestas possuindo

custo 1;
o O custo de todas as outras arestas € 2.

Se a MST escolhida pelo algoritmo for a estrela, entao o algoritmo sempre
pode devolver uma resposta com custo 2-OPT —2 [6], valor que € assintdtico

a2-OPT, demonstrando que o fator de aprorimagao € justo.

Um outro algoritmo de aproximagao para o problema do TSPM é o Al-
goritmo de Christofides. Esse algoritmo possui fator de aproximacao %
Os passos que o algoritmo de Christofides segue sao os mesmos que os do
algoritmo RSL, porém, para garantir que o grau dos vértices de 1" seja par,
usamos um emparelhamento perfeito de custo minimo em 7', apenas sobre
os vértices de grau impar. Lembrando que a Definicao 2.2 explica o que é

um emparelhamento, segue a definicao de emparelhamento perfeito.

Definigao 2.4 (Emparelhamento Perfeito). Dado grafo G dizemos que um
emparelhamento M C E(G) é um emparelhamento perfeito, se todo

vértice em G € extremo de um elemento de M.
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Para encontrar um emparelhamento perfeito de custo minimo num grafo,
ja existem algoritmos eficientes, em especial consideraremos o algoritmo de
Edmonds. Dado um grafo G, onde |V(G)| = n, o Algoritmo de Edmonds
encontra um emparelhamento perfeito para G' em tempo O(n?) [2].

O algoritmo de Christofides é apresentado no Algoritmo 6.

Algoritmo 6: TSPM-CHRISTOFIDES(G, ¢)
Entrada: Grafo G completo e fungao ¢ de custo nas arestas de G, que
satisfaz a desigualdade triangular
Saida: Ciclo hamiltoniano em G

1 T = MST(G, c) /* Encontra &rvore geradora minima de G */
2 seja I o conjunto de vértices de T' com grau impar

3 M = EpMONDS(G|!], )

4+ T' = (V(T), E(T) UM)

5 £ = EULER(T”) /* Encontra trilha euleriana em 7’ */
6 C'= ATALHO(E) /* Algoritmo 4 */
7 retorna C

Veja que o Algoritmo 6 é quase idéntico a TSPM-RSL, sendo a tnica
diferenca notavel de fato a construcao de T’, que envolve justamente essa
mudanca de estratégia para obtermos a garantia de grau par para os vértices.

As linhas 1, 4, 5 e 6 executam fungoes idénticas aquelas executadas no
TSPM-RSL, de forma que o tempo consumido por elas também é igual. A
linha 3, como j& dito, é executada em tempo O(n?). Concluindo, o tempo
de execugao do Algoritmo 6 é polinomial. Segue o teorema que afirma que o

Algoritmo 6 é uma %—aproximagéo para o TSPM.

Teorema 2.7. O algoritmo TSPM-CHRISTOFIDES € uma %-aprom’magdo

para o Problema do Caizeiro Viajante Métrico.

Demonstra¢ao. Como ja sabemos pelo Lema 2.6, vale que ¢(C') < ¢(§).

Veja que da forma que T” e, consequentemente, £ sao construidos vale que
c(§) = c(T") = o(T) + (M) .
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Agora lembre-se que T' é uma arvore geradora de custo minimo e C' é um
ciclo hamiltoniano, ambos no mesmo grafo G. Como C sem uma aresta é
uma arvore geradora, o custo de C' s6 pode ser maior do que o custo de T

Assim,
c(C)<e(€) =c(T)+ (M) <OPTrspm(G,c) + c(M). (2.11)

Vamos construir um ciclo D que seja subsequéncia da solucao étima.
Para construir D, vamos considerar a sequéncia da solucao 6tima e selecionar
apenas aqueles vértices que possuem grau impar em 7', ou seja, que estao
no conjunto /. Perceba que D é um ciclo hamiltoniano em G[I], pois G[I] é
completo.

Pelo Corolario 1.1, sabemos que T' possui um nimero par de vértices com
grau impar. Assim, D possui um nimero par de arestas e de vértices. Seja
D = (vy,vg,...,0).

Veja que podemos construir dois emparelhamentos perfeitos M; e My

para o grafo G[I] da seguinte forma:
o My = {viva, 030y, ..., Uk 10Uk };
o My = {vou3, 0405, ..., UkVL }.
Observe que D = M; U M,. Como V(D) = V(G[I]), temos que
2-¢(M) < (M) + c(Ms) = ¢(D), (2.12)

afinal, M é emparelhamento perfeito de custo de minimo para G[I], de forma
que os custos de M; e M, sao, com certeza, maiores ou iguais ao de M.
Devido a desigualdade triangular, e por D ter sido construido a partir de

uma solucao 6tima, temos que
C(D) < OPTTSPM(G,C) . (213)
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Com as desigualdades (2.12) e (2.13), podemos concluir que

2. ¢(M) < OPTrspu(G,¢) = ¢(M) < or TTSI; u(G0) (2.14)

Para finalizar, unindo as desigualdades (2.11) e (2.14) chegamos a seguinte
relagao: 5
C(O) S §OPTTSPM(G,C) .

]

Demonstrado o fator de aproximacao do Algoritmo 6, vamos apresentar

um exemplo de sua execucao.

Exemplo 2.6. Segue o grafo que usaremos como exemplo, bem como o custo

ac

de suas arestas.

N

Perceba que todas as arestas do grafo possuem custo 1, exceto pela aresta
que liga os vértices a e ¢, que possui custo 2.

Como o grafo € métrico, ele pode ser instancia dDevido a desigualdade
triangular, e por D ter sido construido a partir de uma solu¢ao otima, te-
mos queo algoritmo de Christofides. Suponha que a drvore de custo minimo,

obtida na linha 1 do algoritmo, seja a sequinte.
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Dessa forma so temos dois vértices com grau impar. Um emparelhamento
perfeito de custo minimo que serd escolhido na linha 3 € a aresta que conecta
esses dois vértices. Adicionando tal aresta a T para gerar uma trilha euleri-

ana sobre o novo grafo, temos que o ciclo hamiltoniano devolvido ao final do

algoritmo serd como o abaizxo.

~
~

Perceba que o custo dessa solugdo € igual a (n — 1) + [n/2] =6, onde n
¢ a quantidade de vértices do grafo. Veja que, nesse caso, OPT =5, logo o

exemplo respeita o fator de aproximacgao do algoritmo.

o8



2.5 Cobertura por Conjuntos (Set Cover)

A melhor forma de introduzir o Problema da Cobertura por Conjuntos é

apresentar primeiro o que vem a ser uma cobertura.

Definicao 2.5 (Cobertura). Dado um conjunto finito E e uma colegcdo S de
subconjuntos de E, dizemos que uma subcolecio T C S ¢ cobertura de E

em S se todo elemento de E pertence a algum conjunto de T

Quando ficar evidente qual é a colecao de conjuntos que a cobertura de
E deriva, vamos s6 falar que T' é cobertura de E.

Dada a definicao de cobertura, veja que dados F e S, podem existir
varias subcolegoes de S que sejam coberturas de E. Assim, também temos
uma funcao ¢ que atribui um custo para cada conjunto pertencente a S, de
forma que podemos comparar as possiveis coberturas para E nos baseando
em seus custos, sendo que o que desejamos é encontrar a cobertura com
menor custo.

O paragrafo acima descreve de maneira informal o Problema da Cobertura

por Conjuntos. Segue abaixo sua descricao formal.

Problema 2.10 (Cobertura por Conjuntos). Dados um conjunto finito F,
uma cole¢ao S de suconjuntos de E e uma fungdo de custo ¢ : S — QT
desejamos encontrar uma cobertura T de E tal que c(T) = Y ocrc(C) seja

minimo.

Perceba que o problema é de minimizacao e que uma instancia é definida
pelo conjunto E, a colecao S e a funcao c¢. Toda solucao do problema é uma
cobertura de F, sendo que o custo de cada solugao ¢é definido pela custo da
cobertura.

O Problema 2.10 pertence a N'P-dificil [2]. Antes de falarmos sobre o al-
goritmo de aproximacao que apresentaremos nessa sec¢ao, devemos apresentar

0 que é o numero harmonico.

29



Defini¢ao 2.6 (Numero Harmoénico). Dado n € N, definimos o nimero

harmonico H,, da sequinte maneira:

3

H, =

| =

k=1

O algoritmo de aproximacao que apresentaremos chama-se algoritmo de
Chvatal [2] e é uma H,-aproximagao para a Cobertura por Conjuntos, onde

n = |E|. Ele é apresentado no Algoritmo 7.

Algoritmo 7: COBERTURA-CHVATAL(E, S, ¢)
Entrada: Conjunto F, colecao de conjuntos finitos § e fungao de

custo nos conjuntos de S
Saida: Cobertura de E

1 se E == () entao

2 | retorna ()

3 fim

4 senao

5 Seja Z € S tal que ¢(Z)/|Z N E| é minimo
6 E' =FE\Z

7 S'={SeS:SNE #0}

8 seja ¢ a restricao de ¢ apenas aos conjuntos em S’
9 T = COBERTURA-CHVATAL(E', &', ¢)

10 Tr=TuU{Z}

11 retorna 7T’

12 fim

Perceba que o algoritmo é recursivo e baseia-se numa estratégia gulosa
para construir a cobertura para FE. Quando o algoritmo decide qual conjunto
contido em S sera escolhido, chamado de Z, é feita uma escolha localmente
6tima. Essa escolha é baseada no valor de ¢(Z)/|Z N E|, que indica quanto
o conjunto custa por elemento ainda nao coberto em FE. E justamente a
escolha de Z que caracteriza COBERTURA-CHVATAL como algoritmo guloso.

Embora o algoritmo seja recursivo é facil identificar que, no maximo,
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serao feitas | F| chamadas recursivas, devido a condigao de parada na linha 2

e a forma como a cada E’ é definido na linha 6.

Veja que na estrutura se as operagoes realizadas consomem tempo O(1).
Ja na estrutura senao, as linhas 5, 7 e 8 sao dependentes da quantidade de
conjuntos em S, ou seja, possuem complexidade O(|S]). Ainda na estrutura

senao, temos as linhas 6, 10 e 11 com custo O(1).

A parte complicada em analisar a complexidade do algoritmo é a recursao.
Veja que para cada chamada recursiva o tempo dominante é |S| e a cada nova
chamada a colecao que faz parte da instancia tem seu tamanho decrementado
por pelo menos 1, afinal retiramos Z dessa colegao. Como nao sabemos
quantas chamadas serao necessarias para que todos os elementos de F sejam
cobertos e, na pior das hipéteses, cada chamada s6 cobrird um elemento de

E, a complexidade do algoritmo torna-se O(|S||E|).

Segue um lema que estabelece uma relacao entre o custo da solucao 6tima
e a expressao usada na linha 5 para selecao do conjunto Z. Esse lema serd

usado para demonstrar o fator de aproximacao do algoritmo.

Lema 2.7. Dada uma instancia (E,S,c) para o Problema da Cobertura por

Conguntos e dado o algoritmo COBERTURA-CHVATAL, vale que

c(Z
ﬁwy < OPToo(E,S,¢).

Demonstracao. Veja que ¥V Z' € S\ {Z} vale que

o(2) _ o2
|ZNE| ~ |Z/NE|’

o que implica que para qualquer que seja T,

Bl < 2SN E| = 3 el8) = ol
SeT

SeT
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Perceba que uma solucao 6tima é um caso especifico de T', logo

c(2)
1Z N E|

|E| S OPch(E,S,C).

Segue o teorema referente ao fator de aproximacao do algoritmo.

Teorema 2.8. Seja (E, S, c¢) uma instancia da Cobertura por Conjuntos. Se
n = |E|, entdo o algoritmo COBERTURA-CHVATAL € uma H, aprorimagdo

para o problema.

Demonstrag¢ao. Vamos realizar essa demonstracao por indugao em n, ou seja,
em |E|.

Base: Se n = 0, entao o algoritmo devolve (). Assim, a cobertura é étima,
pois € a unica possivel.

Hipétese: Sejam |E'| =n —k > 0, onde k € N, e T a cobertura de £’
devolvida na linha 9. Entao vale que ¢(T") < H,,_, OPToc(E', S, ).

Indugao: Seja |E| = n. Perceba que E' C E, logo

OPch(E,, Sl, C,) S OPch(E, S, C) . (215)

Perceba também que devido a desigualdade do Lema 2.7,

1ZNE|

co(T)=c(Z)+ (T < 7z

OPTec(E,S,c)+ (T . (2.16)

Agora, usando da hipdtese e da desigualdade (2.16) concluimos que

|Z N E|
T) <
o(T) < ]

OPch(E,S,C) + H,_. OPch(E/,S/,C/) . (217)
Unindo as desigualdades (2.15) e (2.17) obtemos

C(T) S %OPch(E,S,C) + Hn—k OPch(E,S, C) . (218)
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Lembrando que da hipdtese vem que k = |Z N E| e que n = |E)|.

Sabemos que as seguintes igualdades sao validas:

N

-1

k 1
n

° = -
n—1

Il
=)

i
n—k
1
g n—k — E ;
i=1
Assim, a seguinte expressao ¢ verdadeira:

k 1 1 1
—+H, p=—+--+ + +---+1=H,.
n n

Unindo os resultados de (2.18) e (2.19) obtemos

C(T) < Hn OPch(E, S, C) .

(2.19)

O

Segue um exemplo de execucao do algoritmo que mostra que o fator de

aproximacao encontrado é justo.

congunto com todos os n elementos de F.

A funcgao ¢ dessa instancia € definida da sequinte forma:

Exemplo 2.7. Suponha que desejemos cobrir um conjunto E com n ele-
mentos, sendo que a colecao S que temos disponivel para cobri-lo possui n

conjuntos unitdrios, cada um com um dos n elementos de E, e um outro

e Cada um dos n conjuntos unitdrios possui uma relagao bijetiva de custo

. {1+e 1+e
com o conjunto ,
n n-—1

,...,1+6};

e (O unico conjunto nao unitdrio possui custo 1 + e.

Considere que € € um valor infinitesimal.
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Perceba que na primeira chamada do algoritmo podem ser escolhidos como
Z o grande conjunto com todos os n elementos ou o conjunto unitdrio com
custo % Isso € possivel pois ambos tém a mesma relacao de custo-cobertura.
Assuma entao que o conjunto escolhido pelo algoritmo foi o unitdrio.

Veja que a cada chamada recursiva existe um conjunto unitario de mesmo
custo-cobertura que o grande conjunto. Suponha que o conjunto unitdrio
sempre seja o escolhido.

Veja que ao final obteremos uma cobertura de custo

(%+ni1+...+1> (1+e)=H,(1+¢).

Assim, a solug¢ao devolvida possui custo H, (1 + €), sendo que a solugdo

otima so custaria 1+ €, que seria a escolha do maior conjunto.
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2.6 Supercadeia Minima (Shortest Superstring)

Considere as duas cadeias de caracteres (strings) a seguir:
S1=(a,t,c,g9,9,a,¢) Sy =(g,9,a,¢t,t,9)
As seguintes duas cadeias diferentes contém ambas S7 e Ss:
SCy = (a,t,c,9,9,a,¢,t,t,g) SCy=(g,9,a,¢,t,t g,a,t cg,g,a,c)

Chamamos SC e SCy de supercadeias (superstrings) de Sy e So, pois
ambas contem essas duas cadeias menores.

Tanto SC; quanto SC5 contém S; e Sy, porém, SC; possui 4 caracteres
a menos que SCy. Assim, dentre as supercadeias possiveis que contém S e
Sy, vamos chamar SC; de supercadeia minima.

Basicamente o que fizemos acima foi dar um exemplo do problema da

supercadeia minima. Abaixo segue a descri¢gao formal desse problema.

Problema 2.11 (Supercadeia Minima). Dado um conjunto finito S = {51,
ooy S} com n cadeias, desejamos encontrar uma supercadeia com o menor

numero de caracteres que contenha todas as cadeias em S.

Sem perda de generalidade vamos assumir que em uma instancia (S) do
problema, nenhuma cadeia de § é subcadeia da outra. Note que o tamanho do
problema é dado por )", |S;|. O problema da supercadeia minima pertence
a N'P-dificil [6].

Podemos perceber que o Problema 2.11 é de minimizacao e possui como
entrada um conjunto finito & de cadeias. Cada solugao vidvel para uma
determinada instancia é uma supercadeia. O valor de cada solucao viavel é
definido pela sua quantidade de caracteres.

Ao todo apresentaremos trés algoritmos nessa secao, cada um com um

fator de aproximacao diferente para o problema.
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O primeiro algoritmo que iremos apresentar é conjecturado como uma 2-
aproximacao para o problema da Supercadeia Minima [6], porém, esse fator
de aproximacao até agora foi demonstrado. Antes de apresentarmos o algo-

ritmo vamos definir o que é uma sobreposicao no contexto desse problema.

Definigao 2.7 (Sobreposi¢ao). Dadas duas cadeias S e T, uma sobre-
posigao entre elas é um valor qualquer de caracteres em comum entre um

sufixo de S e um prefixo de T

Nas cadeias S; e Sy do exemplo inicial a sobreposi¢ao maxima ¢ igual a 4.

O Algoritmo 8 formaliza a ideia do primeiro algoritmo que veremos.

Algoritmo 8: ALG-SC(S)
Entrada: Conjunto & com n cadeias
Saida: Supercadeia que contém todas as cadeias em S

1 T7T=8

2 enquanto |7| > 1 faga

3 Selecione duas cadeias S;, S; € T' com maior sobreposicao

4 Si;j = SOBREPOE(S;, S;) /* Menor supercadeia de S; e S */
s | T=T\{S5,5}

6 T=TU{S;}

7 fim

8 retorna a cadeia contida em T

O Algoritmo 8 recebe como entrada um conjunto finito S de cadeias.
Inicialmente, T é uma cépia de S. A cada iteracao do laco enquanto,
selecionamos as cadeias S; e S; em T' com maior sobreposicao. A funcao
SOBREPOE devolve a menor supercadeia que contenha as duas cadeias dadas
como argumentos. Substituimos S; e S; em T pela supercadeia devolvida
pela funcdo SOBREPOE. Veja que ao final de cada iteracao diminuimos em 1
a cardinalidade de T'. Esse processo vai repetindo-se até que |T'| = 1, ou seja,
quando T s6 possuir uma cadeia que na realidade é uma supercadeia com

todos os elementos de S.
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Veja que ALG-SC é um algoritmo guloso, sendo que a escolha gulosa é
realizada na linha 3. Essa escolha é considerada gulosa, pois s6 importa-se
em encontrar a supercadeia minima entre dois elementos de 7' no momento
da selecao.

Como ja dito, nao hé demonstragao para o fator de aproximagao do al-
goritmo [6]. Segue um exemplo de instancia para esse algoritmo que mostra

que o fator nao pode ser menor do que 2.

Exemplo 2.8. Considere que as sequintes cadeias compoem uma entrada S

para o Algoritmo 8, em que k € um natural nao-nulo:

Sl :(G,b,...,b)
k
ng(b,...,b,c)
k
Sy = (b,...,b)
——
k+1

Veja que na linha 3 poderiam ser selecionadas quaisquer duas cadeias.
Suponha que as cadeias selecionadas primeiro sejam Sy e Sy. A supercadeia
formada seria S12 = (a,b,...,b,c).

——

k
Assim, numa sequnda iteracdo as cadeias disponiveis para serem Ssobre-

postas seriam Ss e Sia. Ao final da erecucao a supercadeia formada seria

Siaz = (a,b,...,b,¢,b,...,b), solucao essa que contém 2k + 3 caracteres.
——— N —
k k+1
No entanto, a solugdo dtima seria a supercadeia (a,b, ..., b,c), que possui
——
k41

k + 3 caracteres.
A solucdo obtida possui assintoticamente duas vezes a quantidade de ca-

racteres da solucao otima.

Outro algoritmo para a Supercadeia Minima surge de uma redugao para

a Cobertura por Conjuntos (Problema 2.10). O fator de aproximacao dessa
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reducao é 2 H,, se usarmos o algoritmo apresentado na Secao 2.5, onde n =
E| =1S].

Seja S = {51, ..., S, } uma instancia do problema da supercadeia minima.
Lembrando que uma instancia do problema da Cobertura por Conjuntos é

composta por:
e Conjunto E de elementos que desejamos cobrir;
e Colecao Z de subconjuntos de E; e
e Funcao c: Z — R* de custo.
Considere a notacao:
1. s; e s; sao cadeias de S, sendo que @ # j;
2. k é um inteiro positivo; e
3. mik € a cadeia formada pela sobreposicao de k simbolos entre s; e s;.

Também definimos um conjunto IT como sendo o conjunto de todas as
cadeias m;;, que podem ser construidas a partir de quaisquer duas cadeias s;
e s; em S e quaisquer valores possiveis de k.

Dada uma cadeia w qualquer, definimos uma relagao de w em S por meio
do conjunto sub(w) = {s; € S | s; é subcadeia de w}.

Finalmente, dada a instancia (S) para a Supercadeia Minima, cons-

truimos uma instancia (E, Z, c¢) para a Cobertura por Conjuntos em que:
e F=2S;
e Z=SUII
e ¢ ¢ definida de forma que para cada s € Z, ¢(s) = |s|.

O algoritmo com fator de aproximacao 2 H,, para Supercadeia Minima é

dado no Algoritmo 9.
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Algoritmo 9: 2H,,- APROX-SC(S)

Entrada: Conjunto finito de cadeias S

Saida: Supercadeia com todas as cadeias em S
1 Seja (F, Z,¢) construida a partir de (S)
2 C'= COBERTURA-CHVATAL(E, Z, ¢)/* C' ¢ uma cobertura para I/ ¥/
3 Seja C' = {c1,¢a,...,cn} /* Cada ¢; ¢ uma cadeia */
4 G = CONCATENA(C) /* Concatenacgio de todos os elementos de C */
5 retorna G

Nalinha 2, o Algoritmo 7, apresentado na Secao 2.5 como H,,-aproximacao
para Cobertura por Conjuntos, é usado. Como ja sabemos, tal algoritmo é
polinomial. A operacao de concatenacao que ocorre na linha 4 ocorre em
tempo O(|E]) = O(|S]) se a implementagao de concatenagao de strings for
realizada em tempo constante (o que pode ser feito com uma representagao
em listas, por exemplo). Concluindo, de fato o Algoritmo 9 é polinomial.

Note que a cobertura C' devolvida cobre o conjunto £ = §, o que garante
que a supercadeia G' devolvida com certeza possui todos os elementos de S,
sendo assim uma supercadeia de S.

Sejam OPT¢¢ o custo da solucao 6tima para a Cobertura por Conjuntos
e OPTg)s o custo da solucao 6tima para a Supercadeia Minima. Os lemas a
seguir serao usados na demonstracao do fator de aproximagao do Algoritmo 9.

Ele mostra uma relacao entre os valores OPTcc e OPTsy,.

Lema 2.8. Seja (E, Z,¢) uma instancia da Cobertura por Conjuntos adap-

tada de (S), uma instancia de Supercadeia Minima. Entdo
OPTSM(8> S OPch(E7Z,C) .

Demonstragao. Seja A C Z uma cobertura por conjuntos para (F,Z, c)
6tima, isto é, ¢(A) = OPTec(E, 2, ¢).

Veja que independente da cobertura C devolvida por COBERTURA-CHVA-
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TAL, vale que
c(A) < ¢(O).

Concatene todas as cadeias de A em uma supercadeia B. Veja que o

custo de A ¢é igual ao tamanho de B, ou seja,
c(A) = [BJ.

Como B é um caso particular de supercadeia para S, entdao O PTgp(S) <

|B|, o que nos leva a
OPTSM(S) S |B‘ = C(A) = OPch(E,Z,C) .

O

Lema 2.9. Seja (E, Z,¢) uma instancia da Cobertura por Conjuntos adap-

tada de (S), uma instancia de Supercadeia Minima. Entdo
OPch(E, Z, C) S 2- OPTSM(S) .

Demonstracao. Dada uma supercadeia T que seja solucao otima para Su-
percadeia Minima sobre S, considere Seq = (51, Sa,...,5,) a sequéncia das

cadeias de § na ordem em que elas aparecem em 7.

T

S

Sy

Pr———r

Como nenhuma cadeia é subcadeia de outra cadeia em S a ordem que

as cadeias S; aparecem em Seq também indica a ordem em que as cadeias
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terminam.

Vamos particionar Seq em h grupos de cadeias continuas no préprio Seq.
Cada um dos h grupos vai ser representado por H;, onde i € {1,2,... h} e
indica a ordem dos grupos em Seq. Vamos denotar por ¢; e f;, respectiva-
mente, os indices em Seq da primeira e da tltima cadeias do grupo H;, onde
ie{l,2,... h}.

A forma como dividimos os grupos segue a seguinte regra: se S, € a
primeira cadeia do grupo H;, entao Sy, é a ultima cadeia em Seq a ter sobre-

posi¢ao nao nula com S,,.

e o o |
Se, !
-~ — |
Seiv1 |
c;+1 : o
|
o Deit? o

oDuith = Sy
IF Cit1 —

Agora, para todo par (¢, f;), vamos definir k; > 0 como o valor da sobre-
posicao entre S, e Sy, na supercadeia 7. E importante notar que o valor de
k; pode nao ser igual a sobreposicao maxima entre tais cadeias.

Veja que a supercadeia formada pela concatenacao de todas as cadeias
Teifik; = ¢i € uma solugao para o problema da Supercadeia Minima na
instancia (S).

Além disso, o conjunto ¢ que retune todas as cadeias ¢; é uma solucgao
para o problema da Cobertura por Conjuntos em (F, Z,c). Assim, vale a

desigualdade

OPTec(E, Z,¢) < c(®). (2.20)
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Da forma que as cadeias ¢; foram definidas, nenhuma cadeia ¢; pode ter
sobreposicao diferente de 0 com a cadeia ¢;;5. Isso é verdade porque caso
houvesse tal sobreposicao a cadeia ¢, seria subcadeia de ¢; e ¢;.».

E possivel ver que a concatenacao das cadeias em ® gera uma supercadeia
Se que é solugao vidvel para o problema da Supercadeia Minima em (S). Pela
discussao anterior, em S¢ cada caractere nao é repetido mais que duas vezes

em comparagao a solugao 6tima, ou seja,

Assim, unindo as equagoes (2.20) e (2.21) obtemos que

O

O teorema a seguir demonstra o fator de aproximacao 2 H, do Algo-

ritmo 9.

Teorema 2.9. O algoritmo 2HN-APROX-SC ¢é uma (2 H,)-aproximagao

para a Supercadeia Minima, sendo n a quantidade de cadeias na instancia.

Demonstragao. Seja S uma instancia da Supercadeia Minima, onde |S| = n,
e seja (E, Z,c) uma instancia adaptada de S para a Cobertura por conjuntos.
Seja G a solucao devolvida por 2HN-APROX-SC. O algoritmo usado para

encontrar a cobertura C' de (E, Z,¢) é uma H,-aproximacao, de forma que
|G| = C(C) S Hn : OPch(E,Z,C> .

Pelo Lema 2.9, temos OPTcoc(E, Z,¢) < 20PTsp(S).

Unindo as duas inequagoes, temos
|G| <2H,OPTsy(S).
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Figura 2.1: Tlustracao de uma solugao X para S e a renomeacao das strings
de § de acordo com sua ordem de apari¢gao em X.

]

Provado o fator de aproximacao do Algoritmo 9, que usa uma redugao
da Cobertura por Conjuntos, vamos passar para o ultimo algoritmo de apro-
ximacgao para Supercadeia Minima que iremos apresentar. Trata-se de uma
4-aproximagao para o problema que também usa uma reducao entre pro-
blemas. Nesse caso, faremos uma reducao da Supercadeia Minima para o
problema conhecido como Cobertura por Ciclos. Vamos comecar estabele-
cendo algumas notagoes que serao usadas.

Dadas duas cadeias S; e S; vamos denotar por:

o Sobre(S;,S;) a cadeia formada pelos caracteres que sobrepoem-se em
uma supercadeia minima entre S; e S;, onde S; fornece o sufixo dessa

sobreposicao e S; fornece o prefixo;

e Pref(S;,S;) a cadeia obtida de S; a partir da remogao de Sobre(S;, S;)

de seu sufixo.

Para um melhor entendimento dessas notacoes, considere as cadeias Cf
= (a,b,c,c,c,b,b) e Cy = (b,b,¢,b,a,a,a). Aqui, Sobre(Cy,Cq) = (b,b) e
Pref(Cy,Cy) = (a,b,c,c,c).
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Seja X uma solucao para alguma instancia S do problema da Supercadeia
Minima. Vamos renomear as cadeias de § com respeito a ordem em que elas
aparecem em X. Assim, Seqy = {X1, Xa,..., X,,} e X; é a cadeia de S tal
que outras ¢ — 1 cadeias de S aparecem antes de X; em X. Veja a Figura 2.1
para um exemplo dessa discussao.

Assim, por construcao, vale a seguinte igualdade:
c¢(X) = |Pref(Sy, Sa)|+|Pref(Sa, S3)|+- - -+|Pref(Sy, S1)|+|Sobre(S,, S1)| .

Em particular, essa igualdade pode ser aplicada a uma supercadeia Sopr
que seja solucao otima do problema. Se a sequéncia de cadeias para tal

solugao é Seqopr = {954, 55,...,S.}, entdo
OPTsn(S) = |Pref(S1, S3)| + -+ + |Pref(S,, S1)| 4 |Sobre(Sy,, 51)] -

Com essa expressao para OPTgs(S), podemos criar uma rela¢ao entre
encontrar uma Supercadeia Minima em S e resolver o Caixeiro Viajante em

um digrafo G's ponderado nas arestas construido da seguinte forma:

e Cada uma das cadeias de § é um vértice do digrafo, sendo que nome-

aremos cada vértice com seu indice em Seqopr;

e Para cada par de vértices 7, j de V(Gs), tal que se i # j, entao estabe-

lecemos uma aresta 4j orientada que parte de ¢ em diregao a 7;
e Para cada aresta orientada ij, o custo de tal aresta é [Pref(S], 57)|.

Tal grafo Gs é chamado de grafo de prefixos de S.
Veja que |Pref(S1,55)| + |Pref(S5,55)| + - -+ |Pref(S),, S1)| é o custo
de um ciclo hamiltoniano com menor custo em Gg, ou seja, ¢ uma solugao

6tima do Caixeiro Viajante em Gs®. Assim, concluimos que a solucao 6tima

3Por mais que G seja um grafo orientado, o enunciado do Caixeiro Viajante é andlogo
ao Problema 2.8.
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do Caixeiro Viajante para GGs é um limitante inferior para a solucao 6tima da
Supercadeia Minima em §. Essa informagao nao tem muita utilidade pratica
para noés, afinal, Caixeiro Viajante pertence a NP-dificil.

Um outro limitante inferior para a Supercadeia Minima deriva do pro-

blema da Cobertura por Ciclos. Segue o enunciado de tal problema.

Problema 2.12 (Cobertura por Ciclos). Dado um grafo G e uma funcgdao
de custo [ : E(G) — R, desejamos encontrar um conjunto C de ciclos
disjuntos em G, tal que todo vértice de V(G) estd presente em algum ciclo
de C e f(C) é minimo.

Uma instancia da Cobertura por Ciclos é constituida de um grafo e uma
funcao de peso nas arestas desse grafo. Podemos perceber que trata-se de
um problema de minimizacao.

Entao, a ideia é usar uma Cobertura por Ciclos no grafo de prefixos de
S como limitante inferior para OPTsy,. O algoritmo que apresentaremos
adapta uma instancia da Supercadeia Minima para uma instancia da Cober-
tura por Ciclos. A resposta devolvida para Cobertura por Ciclos sera usada
na construcao de uma solucao viavel da Supercadeia Minima com fator de
aproximacao 4.

Observe que a solugao 6tima do Caixeiro Viajante em Gs é (1,2,...,n,1),
sendo que essa sequéncia também representa uma cobertura por ciclos. As-
sim, a solucao 6tima para Cobertura por Ciclos com certeza ¢ limitante
inferior da Supercadeia Minima.

Diferente do Caixeiro Viajante, podemos calcular uma Cobertura por
Ciclos minima em tempo polinomial [6]. Uma forma de encontrar tal cober-
tura minima vem da relagao desse problema com emparelhamentos perfeitos.
Toda cobertura por ciclos em Gg corresponde a um emparelhamento per-
feito (Definigao 2.4) em um grafo H bipartido, ou seja, podemos reduzir o
problema da Cobertura por Ciclos para o problema de encontrar um empa-
relhamento perfeito de custo minimo em H. A construcao do grafo bipartido

H,onde V(H) = (U, V) para esse problema é feita da seguinte forma:
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o U= {uj,ug,...,u,} eV ={v,vq,...,0,}, lembrando que |S| = n;

e Para cada par de vértices v; e u;, tal que 7 # j, temos uma aresta v;u;
com custo |Pref(S;, S;)|.

Vamos agora apresentar algumas notagoes e nomenclaturas que serao usa-

das. Dado um ciclo C' = (ay, as, . .., ax) no grafo Gg, onde k < n,

e o(C) é uma cadeia, que é resultante da concatenagao de Pref(S,,, Sa,),
Pref(Says Sas)s - -+ Pref(Sa,_,,5,) € Pref(Sa,Sa,). Assim, |a(C)]

é o peso do ciclo C

e ¢(C) é uma cadeia, que é a concatenagao de a(C') com alguma cadeia

Sa;, onde Sy, € a cadeia representativa de C.

Veja que a cadeia ¢(C') acima depende de qual é a cadeia representativa do
ciclo, que pode ser qualquer uma das cadeias de C'. Por ser ciclico, qualquer
outro vértice do ciclo pode ocupar a posicao a,. Por isso, vamos sempre con-
siderar que em a; estd o indice da cadeia representativa de C' = (ay, ..., ax).

Perceba também que ¢(c) é uma supercadeia das cadeias S, , Sa,, - - -, Sy -

Passadas essas notacoes, temos o Algoritmo 10, que é uma 4-aproximagao

para a Supercadeia Minima.

Algoritmo 10: 4-APROX-SC(S)

Entrada: Conjunto finito de cadeias S

Saida: Supercadeia que contém todas as cadeias em S
1 Seja G o grafo de prefixos de S
2 Seja f a fungao de custo das arestas em E(G)
3 C = CoB-CICcLOS(G, f)/* Encontra cobertura por ciclos minima em G*/
4 Seja C ={C1,Cs,...,Cp} /* Cada C; é um ciclo da cobertura */
5
6
7

Seja ® o conjunto das cadeias ¢(C;) para todo C; € C
A = CONCATENA(®D) /* Concatenacao de todas as cadeias em @ */
retorna A
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E facil perceber que a cadeia A devolvida pelo algoritmo é supercadeia de
todas as cadeias em &, afinal temos a garantia de que a cobertura por ciclos

incluiu toda cadeia de S em um ciclo de C.

Seja C = {C4,...,Cy} o conjunto de ciclos da cobertura encontrada no
algoritmo 4- APROX-SC. Vamos escrever C; = (a1, .. .,a;), em que Sy, € a

cadeia representativa de C;.

Sabemos que a solucao 6tima da Cobertura por Ciclos no grafo de prefi-
xos de S é limitante inferior para a solucao 6tima da Supercadeia Minima.
No Algoritmo 10 encontramos uma cobertura C = {C4,...,C,,} por ciclos
minima no grafo de prefixos de S, sendo que o custo dessa cobertura é dado
por Z'lel |a(C;)], devido & maneira como o custo das aresta do grafo de pre-
fixos é definido. Como estamos falando da solucao étima para Cobertura por

Ciclos no grafo de prefixos de S, entao

IC]
Z |a | - OPTCobCzc(G$> < OPTSM(S) (223)

Perceba que, se para cada ciclo C; € C conseguirmos encontrar uma cadeia

representativa de tamanho menor que o peso de C;, entao

Kd K Kd

Al = Z!¢ \—Zla )| San| < Z\a )| Ha(Ch)] < 20PTspn(S),

onde a tultima desigualdade segue de 2.23, lembrando que |C| = |®|. Ou seja,
a cadeia devolvida pelo algoritmo terd peso no maximo 20 PTgy(S).
Agora, caso todo C s6 possua cadeias longas, no sentido de todas as
cadeias possuirem tamanho maior que o peso do ciclo, entao a cadeia repre-
sentativa também sera longa e é por causa desse caso que o algoritmo nao é
uma 2-aproximacao e sim uma 4-aproximacao.
Seguem dois lemas, ambos com objetivo auxiliar na demonstracao do fator

de aproximagao caso s6 tenhamos cadeias representativas longas. O primeiro
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lema sera usado na demonstragao do segundo, que por sua vez garante um
limite no tamanho das cadeias representativas dos ciclos. Assim, ele serd
usado diretamente na demonstracao do fator de aproximacao. Em ambos os

lemas vamos denotar por T a concatenagao de infinitas cadeias 7.

Lema 2.10. Dados uma cadeia T qualquer e um conjunto de cadeias S que
¢ instancia para Supercadeia Minima, se cada cadeia de 8" C S € subcadeia
de T, entdo existe um ciclo C de custo no mdzimo |T'| no grafo de prefizos

de S que cobre todos os vértices correspondentes as cadeias contidas em S'.

Demonstracao. Vamos indexar as cadeias de S’ com base na ordem em
que cada uma dessas cadeias tem sua primeira ocorréncia em 7°°. Assim,
Seqpe = {Su,...,Sys/}. Claramente, o inicio de cada uma das cadeias é

em um ponto distinto de T e estara presente na primeira céopia de 7T'.
Seja G's o grafo de prefixos de S e considere o ciclo C' = (t1,...,t|S'|, 1)
construido a partir de Seqy. E evidente que o custo de C' é no maximo |7|.
O

Segue o segundo lema, como ja dito, tal lema mostra um limite para a
sobreposicao de cadeias representativas entre dois ciclos de uma cobertura
por ciclos, isso é importante, pois esta relacionado ao quanto de custo a
mais temos na concatenacao final das cadeias ¢ no Algoritmo 10. Esse lema
nos apresenta uma relagao entre a sobreposicao das cadeias representativas
de duas cadeias e o tamanho de das cadeias de concatenacoes das mesmas

cadeias.

Lema 2.11. Sejam um conjunto de cadeias S, instancia para Supercadeia
Minima, o grafo Gs, grafo de prefixos de S, e C, uma cobertura por ciclos
minima de Gs. Sejam C = (¢1,¢o,... ¢k 1) € D = (dy,ds, ..., dp,dy) dois

ciclos em C e sejam ¢y e dy suas respectivas cadeias representativas. Entao
|Sobre(S.,, Sq,)| < |a(C)| + |a(D)].
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Demonstracao. Vamos realizar a demonstragao por contradi¢ao. Assim, su-
ponha que |Sobre(S.,, Sq,)| > |a(C)| + |a(D)].

Primeiro perceba que como |S,,| > |a(C)]|, entao apds os |a(C')| primeiros
caracteres de S.,, ha repeticao desses mesmos primeiros caracteres. Isso
ocorre ao longo de toda a cadeia S.,. O mesmo vale para Sy, e a(D). Isso
implica que S., é uma subcadeia de a(C)> e Sy, é uma subcadeia de a/(D)*.

Vamos definir que § é a cadeia que contém os primeiros |a(C')| caracteres
de Sobre(S.,, Sq,) e que v é a cadeia que contém os primeiros |a(D)| carac-
teres também de Sobre(S.,, Sy ). Um esquema dessas defini¢oes é dado na

figura a seguir.

5 ———e

v

Sobre(Se,, Sa,)

e R

Se, @ °
Sq, @ °
B B B
e ® ® °
T a0 T a0 Tt
Se, & : ° |
Se, ® : : °
o o o ; ;
Se, ® : : o
S, ® } °
Se, ® : °
o o o |
SCk. : 7Y
Sey . °
o o o
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Como |B] = |a(C)], entdo independente de onde Sobre(S,,, Sy, ) comece
em S, e a(c), vale que S,, é subcadeia de 3. Logo, o préprio Sobre(S,,, S4,)
é subcadeia de . Por razoes andlogas, para Sy, v e a(D), também vale
que Sobre(S.,,Sq,) é subcadeia de . A figura a seguir apresenta uma

visualizacao desses fatos.

Sobre(Se1, Sar)

Perceba na imagem acima que 8 e 7 comutam, ou seja, independente
da ordem que concatenarmos 3 e v obtemos o mesmo resultado. Logo con-
clufmos que 3% = ~v*°. Assim, qualquer cadeia de € Z" caracteres em 3 é
encontrada na mesma posicao em .

Pelo Lema 2.10, sabemos que existe um ciclo de custo no méximo |3| =
la(C)| que cobre todos os vértices que estao em C' e D. Isso é uma con-

tradicao, afinal assumimos que C é uma cobertura minima por ciclos para a
entrada S. O

Com o Lema 2.11 ja conseguimos demonstrar o fator de aproximacao do

Algoritmo 10. Segue o teorema.

Teorema 2.10. Dados uma instincia (S) para o problema da Supercadeia
Minima, um grafo de prefixos de Gs, uma cobertura por ciclos étima C =

{C1,...,Cn} para Gs e a supercadeia A devolvida ao final do Algoritmo 10,
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entdo o Algoritmo 10 € uma 4-aproximacao para o problema da Supercadeia

Minima.

Demonstracao. O caso em que a cadeia representativa de cada ciclo C; em

C ¢ menor do que a(C;) ja foi discutido e concluimos que nesse caso

|A] < 20PTsy/(S) < AOPTspi(S). (2.24)

Agora, caso a cadeia representativa de algum C; seja maior do que «(C;),

a relacao acima ja nao é necessariamente verdadeira.

Sendo S,, a cadeia representativa de cada ciclo C;, veja que

K IC] |

Al =D 16(C)l = 3_1a(Ci)l + D 1Skl (2.25)

Sabemos que
IC]

Z |a(C3)| < OPTsm(S) (2.26)

Vamos renomear as cadeias representativas dos ciclos em C segundo a
ordem que elas aparecem da esquerda para direita em uma solucao 6tima

para o problema. Assim, por construgao

Icl-1
OPTSM(S) = Z |PT€f(STi7 STi+1)| + |SObT€(S|C\7 Sr1)|
=1

Ic| Icl-1

=3 1S = > |Sobre(S,,. S, )] - (2.27)
=1

=1

Usando o Lema 2.11 e a desigualdade (2.27) chegamos a seguinte desi-

gualdade
IC| C]

OPTsn(S) > Z |5r] = QZ a(Cy)| - (2.28)
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Com essa desigualdade concluimos que

Ic| Ic|
> 18, < OPTspn(S) +2>  |a(C)| < 30PTsu(S), (2.29)
i=1 i=1
sendo que a ultima desigualdade segue de (2.23).
Com isso demonstramos um limite superior para a soma de todas as

cadeias representativas, o que nos leva a concluir que

IC| |
Al = 1a(@)] + 3 1S,,| < 40PTsu(S).
=1 i=1

]

Cabe ainda a mengao a existéncia de uma 3-aproximacao da Supercadeia

Minima, que é mostrada por Vazirani [6].
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2.7 Corte Multiseparador (Multiway Cut)

Para esse problema, relembre a Definicao 1.5, de corte em um grafo. Dado
um grafo GG, vamos denotar um corte que separa, ou desconecta, os vértices

w e v como cutg(u,v).

Definigao 2.8 (Corte Isolado). Dado um grafo G e um conjunto V' € V(G),

um corte isolado de V' € o corte cuja remogao desconecta V' de V(G)\V'.

Suponha que dado um grafo G desejemos remover todos os caminhos que
conectam dois vértices desse grafo, ou seja, encontrar cuts(u,v) para todo
par de vértices u, v. Uma forma simples de fazer isso é remover todas as
arestas incidentes a u (ou a v), por exemplo. Mas e se quisermos remover
todos os caminhos que conectam um determinado conjunto de vértices? A

solucao para isso é encontrar um corte multiseparador.

Definigao 2.9 (Corte Multiseparador). Dado um grafo G e um conjunto
T = {t1,ts,...,tx} C V(G), um corte multiseparador de T é um conjunto

de arestas C € E(G) cuja a remog¢ao de G desconecta cada par em T.

Chamamos o conjunto 7' de conjunto de terminais. Segue um exemplo

de Corte Multiseparador.

Problema 2.13 (Corte Multiseparador). Dado um grafo G, um conjunto
T = {t1,t2,...,tx} € V(G) e uma funcao ¢ : E(G) — QF, buscamos um
corte multiseparador C' de T que possua custo minimo, isto €, com menor

valor ¢(C) = Y .o cle).

Para uma quantidade de terminais maior ou igual a 3 o problema do
Corte Multiseparador é N'P-dificil [6].

Vemos que uma instancia do problema é composta por um grafo GG, um
conjunto de vértices terminais que pertencem a GG e uma fungao de custo nas

arestas. Ja uma solucao viavel do problema é composta por qualquer corte
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que isole cada vértice do conjunto de terminais dos outros vértices terminais.
E evidente que esse é um problema de minimizacao.

Seja k a quantidade de terminais que desejamos isolar. Apresentaremos
um algoritmo de aproximacao para o Corte Multiseparador com fator de

aproximacao 2 — % Ele é formalizado no no Algoritmo 11.

Algoritmo 11: CORTE-MULTISEPARADOR(G, T, ¢)

Entrada: Grafo G, conjunto 7' C V(G) e fungao ¢: E(G) — QT
Saida: Corte multiseparador de T’

1 Seja T = {ty,to,...,tx}

2 parai =1 até k faga

s | C; = CORTE-ISOLANTE(G, t;,¢)
4 fim

5 Cj =mazicq1 2. 1y3c(Ci)

6 C' = Ui#j Cz

7 retorna ('

No lago para do algoritmo computa-se um corte isolante para cada vértice
terminal em 7', sendo que cada C; representa um corte isolado do vértice ;.
Depois de computarmos os cortes isolados de todos os vértices terminais,
selecionamos aquele com maior custo e o chamamos de C;. Devolvemos
entao a uniao de todos os C; exceto por Cj.

Veja que claramente C' é um corte multiseparador dos vértices terminais,
ja que isola k£ —1 vértices do resto do grafo, garantindo que mesmo o vértice ¢;
(cujo C; nao estd contido em C') esteja isolado dos outros vértices terminais.

Computar um corte isolado de custo minimo de apenas um vértice pode
ser feito em tempo polinomial [6], assim como os processos de selecionar o
corte isolado mais custoso e unir os cortes isolados em um tunico conjunto,
de forma que o Algoritmo 11 é polinomial. Segue o teorema sobre seu fator

de aproximacao.

2

Teorema 2.11. O Algoritmo 11 € uma (2 — E) -aproximacao para o problema

do Corte Multiseparador.
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Demonstra¢ao. Sejam I = (G, T, c¢) uma instancia do Corte Multiseparador
e A um corte multiseparador étimo para tal instancia (¢(A) = OPTen(1)).

Veja que G — A possui |T| = k componentes conexas, sendo que cada
componente possui um terminal em 7T'. Dessa forma, podemos interpretar
A como a uniao de k cortes isolantes, um para cada componente. Seja T =
{t1,ta,...,tx} e vamos denotar por A; o corte isolante da componente que

contém t; e que seja derivado de A. Dessa forma,

Cada aresta que pertence a A incide em duas componentes. Logo, cada

aresta em A estd em dois cortes A;, de forma que
D c(Ai) =2-c(A).
i=1

Cada corte A; isola uma componente e também o vértice terminal t;
que esta contido nessa componente. Entao A; é corte isolante de t;. No
Algoritmo 11, computamos para cada vértice terminal ¢; um corte isolante

C; de custo minimo. Assim, podemos afirmar que

Lembre-se que C' é a uniao de todos os cortes C;, exceto pelo mais custoso,

que ¢ nomeado de C;. Como C} é o corte mais custo, entao

£ 2oelC) < elC).

pois a média de um conjunto de valores sempre é menor ou igual que o

elemento mais custoso do conjunto.
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Podemos entao concluir que

Como ¢(A) = OPTen (G, T, ¢), entao

o) < (2 - %) OPTon(G. T, ).

]

Segue um exemplo que mostra que o fator de aproximacao do algoritmo

CORTE-MULTISEPARADOR ¢€ justo.

Exemplo 2.9. O grafo abaizo apresenta 8 vértices e o custo para cada uma

de suas arestas.

h a b f
o —e
2 —¢€ 1 2 —¢€
1 1
2—c¢ 1 2—¢
*~— —e
g c d e

Desejamos encontrar um corte multiseparador para esse grafo, em que os
vértices terminais sao T = {e, f,g,h}.

Se usarmos o algoritmo CORTE-MULTISEPARADOR. para resolver o pro-
blema, encontraremos os cortes isolantes minimos para cada vértice terminal.

O corte isolante minimo de cada vértice terminal resume-se a aresta de
custo 2 — € com um extremo em tal vértice. Assim, o corte C' devolvido pode

ser {ah,cg,bf}, que tem custo 6 — 3e.
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Note que a solucao otima para esse problema consiste nas 4 arestas de
custo 1 do grafo, ou seja, OPT = 4.
Assim, quanto menor €, mais o fator de aproximac¢do dessa instancia se

2

aprozima de 2 — 3
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2.8 k-Corte (k-Cut)

O problema do k-corte, assim como o Problema do Corte Multiseparador
(veja Segao 2.7), envolve o conceito de corte em um grafo (Defini¢ao 1.5),
ja que esta relacionado a minimizagao do custo de um corte. Segue uma

descrigao formal do problema.

Problema 2.14 (k-Corte Minimo). Dados um grafo G, uma fun¢ao c :
E(G) — R e um wvalor k, desejamos encontrar um conjunto de arestas
E' C E(G) tal que o grafo G — E' possua k componentes conezas e ¢(E") =

ZeeE’ c(e) seja minimo.

Da mesma forma que no problema do corte multiseparador (Secao 2.7),
mostraremos uma (2 — %)—aproximagéo para o problema do k-corte.

Perceba que uma instancia do Problema 2.14 é composta por um grafo G,
uma funcao de custo ¢ : E(G) — R* nas arestas e um valor k. Denotamos o
custo de uma solucao 6tima por O PT ki (1).

O algoritmo em questao usa uma arvore de Gomory-Hu para representar
o grafo da instancia. Antes de definirmos uma arvore Gomory-Hu temos
que definir o que é um corte associado a uma aresta. Lembre-se que dado
X C V(G), podemos escrever o corte dg(X) como {X,V(G) \ X}¢.

Definigao 2.10 (Corte associado a aresta). Sejam G um grafo e T uma
drvore em que V(T') = V(G) mas ndo necessariamente E(T) C E(G). Para
e € E(T), denote por S e S" 0s conjuntos de vértices das componentes cone-

zas de T —e. O corte {S,5'}c € o corte associado a ¢ em G.

Definido o conceito de corte associado a aresta, vamos agora definir o que

¢ uma arvore de Gomory-Hu.

Definicao 2.11 (Arvore de Gomory-Hu). Sejam G um grafo e T uma drvore
em que V(T) = V(G) mas nao necessariamente V(T) C V(G). Sejam
c: E(G) - Rt ed : T(G) — R*. Dizemos que T é uma &rvore de

Gomory-Hu de G se:
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o Vuuv e V(G), a aresta de menor custo do caminho de u a v em T
(isto €, o custo de um corte minimo que separa u e v em T) € igual ao

custo de um corte minimo que separa u e v em G;
e Vee E(T), d(e) é o peso do corte associado a e em G.

Abaixo temos um exemplo de um grafo e de sua respectiva arvore Gomory-
Hu:

a c
?
18 15
— $c
p 17 f 13
14
o

Por exemplo, na arvore (a direita), o custo do menor corte que separa a e d
¢ 13 (menor aresta no caminho entre eles), que é também o custo do menor
corte que separa a e d no grafo, que é o corte {bc,be,cf, ef, df}.

A construcao de uma arvore Gomury-Hu é feita por um algoritmo em
tempo polinomial [6].

Vamos agora enunciar um lema que serd usado na demonstracao do fator

de aproximacao do algoritmo.

Lema 2.12. Seja T a drvore Gomory-Hu de G e seja F C E(G) o conjunto
dos cortes associados a £ arestas de T. O grafo G — F tem ao menos £

componentes conexras.

Demonstracao. Remover as ¢ arestas de T' deixa exatamente ¢ + 1 compo-
nentes conexas, sendo que cada uma contém um subconjunto dos vértices de
T, denotados Vi,..., Vg C V(T). Claramente, remover F' de G vai des-
conectar cada par de subconjuntos V;, V; deixando, assim, ao menos ¢ + 1

componentes em G. O
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Veja que esse ultimo lema nos garante que se retirarmos de k — 1 cortes
associados a arestas de uma arvore Gomory-Hu de GG, entao o grafo resultante
possuira ao menos k componentes conexas. Com essa informagao ja é possivel

compreender o funcionamento do Algoritmo 12.

Algoritmo 12: MiNniMO_kCuUT(G, ¢, k)

Entrada: Grafo G, funcao ¢ de custo nas arestas, valor k
Saida: Conjunto C' de arestas

1 T, ¢ = GoMmory _HU(G, ¢) /* gerar arvore Gomory-Hu de ¢ */
2 C=1(

3 parai=1 até k — 1 faga

4 C; = corte associado a i-ésima aresta de menor custo de T’

5 Cc=Cud;

6 fim

7 retorna C'

Um detalhe muito importante na hora de implementar esse algoritmo
é conferir se o grafo G — C possui exatamente k£ componentes, pois, pelo
Lema 2.12, ele pode ter mais. Caso possua mais componentes, deve-se adici-
onar de volta algumas arestas de C' até obtermos as k& componentes desejadas.
Agora segue o Teorema 2.12, sobre o fator de aproximacao do Algo-

ritmo 12.

Teorema 2.12. O Algoritmo 12 ¢ uma aprorimac¢ao com fator 2 — % para o
Problema do k-Corte Minimo.

Demonstragao. Seja I = (G, ¢, k) uma instancia do problema e seja A um
k-corte étimo de G, ou seja, ¢(A) = OPTkcuw(I).

Podemos interpretar um k-corte 6timo como a uniao de k cortes distintos:
para cada um dos k conjuntos de vértices Vi, ..., Vi das componentes conexas
de G — A é possivel definir k cortes isolados que utilizam arestas de A.

Denote o corte isolado de V; por A;. Dessa forma, A = A; U--- U Ay.

Sem perda de generalidade, assuma que Ay é o corte com maior custo.
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Veja que cada aresta de um corte A; possui extremidade em duas com-

ponentes conexas de G — A. Assim, é facil perceber que

D e(Ay) =2c(A).
i=1
Seja T a arvore de Gomory-Hu gerada no Algoritmo 12. Vamos definir
B como o conjunto de arestas uv de T em que u € Viev €V, j#ied
como a funcao que determina o custo de cada uma dessas arestas. Note que
|B| >k — 1.
Vamos agora realizar uma espécie de reducao da arvore Gomory-Hu T'

para uma outra arvore H, onde:

e Cada conjunto V; representa um vértice v; em H, sendo que V(H) =

{v1,..., e };

e A escolha das arestas de E(H) é arbitraria desde que atenda o requisito

de H ser arvore.

Por ter suas arestas originadas de uma arvore Gomory-Hu de G, cada
aresta em H representa um corte em G. Como |E(H)| = k — 1 entao, temos
k — 1 cortes associados as arestas de H.

Vamos fazer a seguinte associacao entre arestas e vértices de H. Direcione
as arestas de H de forma que vy, vértice associado a componente mais pesada
do corte 6timo, seja a raiz (grau de entrada zero). Agora associe a cada v; a
aresta direcionada a dele.

Assim, cada um dos k —1 vértices vy, ...,v,_1 de H esta associado a uma
unica aresta de F(H).

Por T ser uma arvore Gomory-Hu, cada uma de suas arestas possui um
corte minimo associado em (. Essa propriedade acaba sendo passada para
H devido a maneira que H foi definida. Isso quer dizer que cada uma das
k —1 arestas v;v; de H esta associada a um corte minimo entre os conjuntos

de vértices V; e V; em G.
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Vamos denotar esses cortes minimos que separam as componentes V; e V;
pela aresta v;v;.
Como A; é um corte isolado minimo da componente V;, por consequéncia

A; é corte que separa V; e V;. Logo vale que
d(vivj) < c(A;).

Perceba que essa ultima desigualdade vale para todo corte isolado A;.
Sabemos que o conjunto C', devolvido pelo algoritmo é o conjunto das
k — 1 arestas de menor custo de T', representando k — 1 cortes minimos em

G, dessa forma vale que

co(C) <) dle).

eeB

Ja que toda aresta de B esta contida no conjunto de arestas de T', temos que

eeB i=1

pois todo corte isolante A; é mais custoso que o corte minimo que separa V;

(representado pelas arestas de B que tém extremos em V;). Entao,

’Zic(Ai) < (1 —~ %) ;C(Ai) =2 (1 —~ %) c(A).

Sendo que a desigualdade vale porque ¢(Ay) é sempre maior ou igual a media

de custo dos cortes. O

Feita a demonstracao e considerando que a fun¢gdo GOMORY_HU(G) pos-
sui tempo polinomial, veja que o tempo do resto algoritmo nao ultrapassa
O(n?), j4 que o tnico lago para do algoritmo realiza k — 1 interacoes, sendo
que k—1 < n, e hd um custo extra para encontrar as arestas de menor custo
a cada passo.

Agora vamos a um exemplo justo de execucao do Algoritmo 12.
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Exemplo 2.10. Veja os dois grafos abaixo. A esquerda temos um grafo
G com os custos de cada uma de suas arestas, onde € representa um valor

infinitesimal. A direita temos a drvore Gomory-Hu de G.

Se nossa instancia € o grafo G e k = 4, entao o Algoritmo 12 ao escolher
as k — 1 arestas de menor custo escolherd as trés arestas de custo 2 — €, o
que leva o custo total da solugao a ser 6 — 3e.

Porém veja que o k-cut minimo para G, com k = 4, € dado pelas quatro
arestas centrais de custo 1 no grafo.

Atentando-se as relagoes do custo da solugdo A devolvida pelo algoritmo

e da solugao otima, obtemos a sequinte relagao:

2 2
c(A) =6 — 3¢ = (2— f) 4= (2— %) OPTxcur

A relagao acima € infinitesimalmente prozima do fator de aprorimacao.
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2.9 k-Centro (k-Center)

Nessa secao falaremos do k-Centro, um problema que nao pode ser aproxi-
mado por um algoritmo de tempo polinomial a nao ser que P = NP [6],
por isso falaremos sobre a versao métrica do k-Centro. A formalizagao do
k-centro métrico é dada no Problema 2.15.

Em especial, apresentaremos nessa secao dois resultados referentes ao k-

centro métrico:
e Uma 2-aproximacao para o problema;

e Uma 2-aproximacao ¢ a melhor aproximacao possivel para o problema

se P £ NP.

Vamos agora definir uma notagao que sera usada na defini¢cao do problema
do k-centro métrico. Dados um grafo completo GG, uma funcao de custo nas
arestas de G, um conjunto S C V(G) e um vértice V' € V(G), vamos denotar

por conecta(v, S) o custo da aresta menos custosa que conecta algum vértice

de S aw.

Problema 2.15 (k-Centro Métrico). Sejam G um grafo completo, c¢: E(G) —
Q" wma funcao de custo nas arestas que respeite a desigualdade triangular
e k € Z*. Desejamos encontrar um conjunto S C V(G), onde |S| = k, de

forma que max,cy ) siconecta(v,S)} seja minimo.

A partir daqui vamos nos referir a versao métrica do k-centro apenas
como k-Centro. Veja que o Problema 2.15 é um problema de minimizagao,
sendo que uma instancia desse problema é composta por um grafo completo,
uma funcao de custo nas arestas que respeite a desigualdade triangular e um
inteiro positivo.

A estratégia que apresentaremos para resolver o k-Centro envolve uma
técnica chamada poda paramétrica [6)].

Antes de falarmos sobre tal técnica, perceba que se soubermos o custo

de uma solugao 6tima, entao podemos eliminar partes da entrada que nunca

94



seriam usadas em uma solucao 6tima. O problema dessa ideia é justamente
encontrar o custo da solugao 6tima.

Na poda paramétrica, ao invés de usarmos o custo da solucao 6tima,
usamos um parametro t, cuja selecao varia de problema para problema. Segue

uma descricao dos passos da técnica de poda paramétrica:
1. Um parametro t é escolhido;

2. A instancia do problema é podada, sendo removidas todas as partes

que nao serao usadas em solugoes com custo < t;

3. Usamos a instancia podada para computar um limitante inferior no

custo da solucao 6tima;

4. Encontramos uma solugao com custo até o vezes maior que o limitante

inferior encontrado, para algum « coerente com nossos objetivos.

Para aplicarmos a poda paramétrica no problema do k-Centro vamos
primeiro ordenar de maneira nao decrescente as arestas do grafo G segundo
seu custo. Também vamos renomear as arestas de G usando sua posicao na
ordenacao realizada. Entao, E(G) = {e1,...,en}, onde paratodo 1 <i <m
vale que c(e;) < c(e;r1) e m = |E(G)].

Vamos denotar por G; o grafo tal que V(G;) = V(G) e E(G;) = {e1, ..., e},
sendo que ¢ < m.

Para prosseguir, vamos definir o que é um conjunto dominante.

Definig¢ao 2.12 (Conjunto Dominante). Dado um grafo G, dizemos que S C
V(G) é conjunto dominante em G se V v € V(G) \ S, Jvw € E(Q) tal
que w € S.

Vamos denotar por v(G) a cardinalidade de um conjunto dominante de
tamanho minimo em um grafo G. Encontrar (G) para um grafo G qualquer
¢ um problema N P-dificil [6].
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Veja que resolver um k-centro é equivalente a encontrar o menor indice
1 tal que G; possua ao menos um conjunto dominante de tamanho k. Isso
é verdade, pois quando encontramos tal G;, ja sabemos que ele tem um
conjunto dominante de tamanho £, logo um k-centro, e sabemos que o custo
dessas arestas que compoem esse k-centro é o minimo possivel devido a forma
que G; é construido.

Dessa forma, se i* é esse menor indice, entao c(e;+) é o custo de um k-
centro 6timo, ja que com certeza usaremos essa aresta no k-centro construido,
pois, caso contrario, significaria que poderiamos ter construido um k-centro
em algum G tal que 7 < i*.

Veja que dado um k-centro S sobre um grafo G, podemos particionar os
vértices de G em conjuntos S e V(G) \ S, onde |S| = k. Veja que as arestas
internas® de S ou V(@) \ S nao sao consideradas no custo do problema, pois
estamos interessados nas arestas que tém um extremo em S e o outro em
V(G)\S. Entao, considerando essa relagao entre os vértices de S e V/(G)\ S,
podemos dizer que cada vértice de S é o centro de uma estrela e todas essas
estrelas juntas sao uma floresta geradora do grafo G.

Para entender melhor o conceito de estrelas discutido no 1ltimo paragrafo,
observe o k-centro sobre um grafo G na Figura 2.2. As arestas pontilhadas
nessa figura representam as arestas consideradas internas nos conjuntos S e

V(G) \ S, ou seja, aquelas que nao participam do k-centro considerado.

Figura 2.2: Exemplo de representacao do conceito de estrelas em um k-centro
usando um grafo G particionado em S e V(G) \ S.

4Interna no sentido de conectar dois vértices de S ou dois vértices de V(G) \ S.
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Vamos chamar o conjunto de estrelas geradoras de um grafo GG; de estre-
las geradoras de G; com relagao a S. Assim, encontrar o indice 7 tal
que G; tem um conjunto dominante de tamanho no maximo k é equivalente
a encontrar GG; que contenha k estrelas geradoras [6]. Falamos no maximo e
nao igual a k, pois caso tenhamos um conjunto dominante com menos do k
elementos podemos adicionar os outros vértices ao conjunto, ja que isso nao
vai contra a definicao de conjunto dominante.

Vamos agora definir o que sao o quadrado de um grafo, um conjunto
independente de um grafo e uma clique em um grafo. Esses conceitos serao
usados no algoritmo que apresentaremos e nas demonstragao do teorema que

refere-se ao fator de aproximacao do algoritmo.

Definigao 2.13 (Quadrado de um Grafo). Dado um grafo H, definimos
como o quadrado de H o grafo H?, onde V(H?) = V(H), mas dados
u,v € V(G), para H* existe uma aresta uv sempre que H possuir um caminho

de tamanho no mdzimo dois entre u e v, onde u # v.

Defini¢ao 2.14 (Conjunto Independente). Dado um grafo G e um conjunto
T C V(Q), falamos que T' é conjunto independente de G se nenhum par

de vértices v,w € T € adjacente entre si.

Definigao 2.15 (Clique). Dado um grafo G e um conjunto T C V(G),
falamos que T € clique de G se todo par de vértices v,w € T € adjacente

entre si.

Segue um resultado que serad usado para demonstrar um limitante inferior
para OPTkc(G,c, k) e também serve de base para uma tomada de decisao

no Algoritmo ?7.

Lema 2.13. Dados um grafo H e um conjunto independente I em H?, entdo
1] < ~(H).

Demonstra¢ao. Seja D um conjunto dominante minimo em H. Entao H

contém um conjunto de estrelas geradoras de tamanho |D|. Perceba que
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cada estrela em H forma uma clique em H?, assim, H? possui | D] cliques
geradoras. Agora perceba que nesse caso qualquer conjunto independente em

H? pode conter no maximo um vértice por clique, fazendo o lema valer. [

Finalmente, apresentamos o Algoritmo 13 que possui fator 2 de apro-

ximacao para o problema do k-Centro, conforme o Teorema 2.13 prova.

Algoritmo 13: KCENTRO(G, ¢, k)
Entrada: Grafo GG, funcao de custo nas arestas c e inteiro positivo k
Saida: Conjunto M de k vértices de GG
1 para i =1 até |[E(G)| faga
2 ‘ Seja M; um conjunto independente maximal em G?
3 fim
4
5

Seja h o menor 7 tal que |M;| < k
retorna M,

Uma informacao relevante sobre o funcionamento desse algoritmo é que
encontrar um conjunto independente maximal ¢ um processo que leva tempo
polinomial [6].

O lema a seguir relaciona o custo de uma solugao 6tima com o custo da
aresta de maior custo em GG, onde h é como definido no algoritmo. Mas antes,
lembre-se que um grafo G? possui arestas que o grafo G; nao possuiria, entao
max,ey c2)\s{conecta(v, S)} = c(ep) pode ser diferente do custo da solugio

6tima do problema.

Lema 2.14. Seja h como definido no Algoritmo 13, temos que c(ep) <
OPTke(G,c, k).

Demonstragao. Para cada i < h sabemos que |M;| > k. Pelo Lema 2.13
sabemos que para esses valores de i temos que v(G;) > |M;| > k. Seja i* o
indice que possibilitaria a construgao de uma solucao 6tima para o k-centro.
Como h é o menor indice que possibilitaria uma solugao viavel, entao i* > h,

assim, c(ez) > c(ep). O
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Teorema 2.13. O Algoritmo 13 é uma 2-aproximacao para o problema do
k-Centro Métrico.

Demonstracao. Perceba que um conjunto independente maximal L em um
grafo G é também um conjunto dominante em G, logo os conjuntos M; do
algoritmo sao conjuntos dominantes em G?.

Veja que existe um conjunto de k estrelas geradoras centradas nos vértices
de M}, que cobrem todos os vértices de G.

Pela desigualdade triangular, cada aresta usada na construcao de G2,
usando como base as estrelas geradoras, possui custo de no maximo 2c¢(ey,),

assim,

t Myt <2 <20PTkc(G,c k) .
Ue‘g%x))th{conec a(v, Mp)} < 2c(ep) < kc(G,c k)

]

Outro resultado relevante sobre o problema do k-Centro Métrico é de que
se P # NP a melhor aproximacao para esse problema possui fator 2. Esse
resultado é enunciado no Teorema 2.14. A prova usada nesse teorema é seme-
lhante a usada na demonstracao da inaproximabilidade do TSP na Se¢ao 2.4,
pois reduz um problema conhecido N'P-completo e o resolve a partir da su-
posta aproximagao do k-center. O problema que sera reduzido é o problema
do Conjunto Dominante, um problema de decisao, cuja formalizacao é dada

a seguir.

Problema 2.16 (Conjunto Dominante). Dados um grafo H e um valor k €
7", desejamos saber se eriste conjunto dominante em H de tamanho no

mazrimo k.

Teorema 2.14. Dado € > 0, nao existe algoritmo de aproximacgao de tempo

polinomial para o problema do k-centro métrico com fator 2 — €, a nao ser

que P = NP.
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Demonstracao. Seja (G, k) uma instancia do problema do menor conjunto
dominante, onde G é um grafo e k € Z*.
Vamos construir o grafo completo G’ onde V(G') = V(G) e uma fungao

¢ de custo nas arestas de G’ da seguinte forma:

1, sewv € E(G)
2, seuv ¢ E(G) .

c(uv) =

E evidente que G’ satisfaz a desigualdade triangular. Assim, construimos
(G', ¢, k), uma instancia do k-centro métrico.

Assuma que A é um algoritmo de aproximacao para o problema do k-
Centro Métrico com fator de aproximacgao 2 — ¢, onde € > 0. Assim sendo,
ao aplicarmos nosso algoritmo A no grafo G’ perceba que s6 podemos dividir

a resposta obtida em dois casos:

e Se A devolve um k-centro de custo 1, entao podemos construir um

conjunto dominante de tamanho no maximo k em G e, assim, y(G) < k;

e Se A devolve um k-centro de custo 2, entao nao podemos construir um

conjunto dominante de tamanho no méximo k em G e, assim, v(G) > k.

Veja que essas conclusoes tiradas do custo do k-centro devolvido sao ver-
dadeiras, pois um k-centro é um conjunto dominante e se nao podemos en-
contrar um no grafo G, entao o tamanho do menor conjunto dominante em
G é maior que k. Assim, resolvemos um problema N P-dificil em tempo
polinomial, logo P = N'P. O
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Capitulo 3

Esquemas de Aproximacao em

Tempo Polinomial

Nesse capitulo falaremos sobre esquemas de aproximacao. A ideia associ-
ada a esse tipo de algoritmo é que executd-lo por mais tempo pode levar a
uma resposta mais préxima da solucao 6tima. Assim, a ideia do esquema
de aproximacao é basicamente uma troca onde podemos encontrar uma res-
posta tao boa quanto quisermos dependendo do tempo de execucdao. As
principais referéncias nessa segao serao os livros de Vazirani [6] e Williamson
e Shmoys [7].

Segue uma definicao que formaliza a ideia de esquemas de aproximagao.

Defini¢ao 3.1 (Esquemas de Aproximagao em Tempo Polinomial). Dados
um problema computacional e uma instancia I para esse problema, dizemos
que tal problema admite um esquema de aproximacao em tempo poli-
nomial se para qualquer valor do parametro € > 0, existe um algoritmo que

resolve o problema e seja uma

o (1 + €)-aproximagao polinomial com relagio ao tamanho de I, se o

problema for de minimizacao; ou
e (1 — €)-aproximagdo polinomial com relagdo ao tamanho de I, se o

101



problema for de mazimizacao.

Usualmente nos referimos a um esquema de aproximacao em tempo po-
linomial por PTAS (Polynomial Time Approzimation Scheme). Veja que
a definicao acima nao determina qual a relacao do tempo consumido pelo
PTAS com o valor de €. Isso significa que podemos ter um PTAS que con-
suma tempo polinomial em relacao ao tamanho da instancia, mas que ao
mesmo tempo nao seja polinomial em relacao ao valor de e. Para um es-
quema de aproximagao que também tenha tempo polinomial em relagao a €

necessitamos de uma definicao um pouco mais restrita.

Defini¢ao 3.2 (Esquema de Aproximagao em Tempo Completamente Poli-
nomial). Dado um problema computacional e uma instancia I para tal pro-
blema, dizemos que esse problema admite um esquema de aproximacao
em tempo completamente polinomial, se para qualquer valor do parame-

tro € > 0, existe um algoritmo que resolve o problema e seja uma

e (1+¢€)-aprozimagao polinomial com relagao ao tamanho de I e ao valor

1/e, se o problema for de minimizac¢do; ou

o (1—e¢)-aproximagao polinomial com relag¢do ao tamanho de I e ao valor

1/€, se o problema for de maximizagao.

Um Esquema de Aproximagao em Tempo Completamente Polinomial nor-
malmente é referido como um FPTAS (Fully Polynomial Time Approzima-
tion Scheme). Caso P # NP, um FPTAS é o que podemos conseguir de
melhor para problemas AP-dificeis [6].

Veja que um esquema de aproximacao pode ser considerado uma familia
de algoritmos que resolvem um determinado problema, porém, para cada
€, Mesmo que a instancia seja a mesma, podemos ter diferentes tempos de
execucao. No inicio da secao quando falamos sobre sacrificar tempo em
relacao a otimalidade nos referiamos a essa caracteristica dos esquemas de
aproximacao, onde a escolha de um € que nos deixe mais perto da solucao

6tima acaba levando a um consumo de tempo maior.

102



3.1 Mochila (Knapsack)

Antes de falarmos de maneira mais especifica do problema da Mochila va-
mos falar um pouco sobre Programacao Dindmica. Trata-se de uma
importante técnica de construcao de algoritmos que baseia-se em construir
uma solucao para uma instancia de um problema A usando de solugoes de
instancias menores do mesmo problema A.

A caracteristica marcante da Programacao Dinamica é o uso de tabelas,
ou de outras estruturas de dados, para salvar os resultados dos subproblemas
e depois usa-los, impedindo o recalculo dos mesmo subproblemas. Podemos,
inclusive, usar Programacao Dinamica para construir algoritmos de apro-
Ximagao.

Agora, voltemos nossas atenc¢oes ao problema da mochila. Suponha que
tenhamos um conjunto de objetos de valores e tamanhos distintos e uma
mochila para carregar tais objetos, porém, sem espago suficiente para carre-
gar todos os objetos. Nosso objetivo aqui é maximizar o valor que iremos
carregar, mas sempre respeitando o espaco limitado da mochila. Segue uma

formalizagao do problema.

Problema 3.1 (Mochila). Dados um conjunto Obj = {1,2,...,n}, um valor
c € Z" e as fungoes w : Obj — Z e v : Obj — Z7T, desejamos encontrar

um conjunto B C Obj de forma que w(B) < ¢ e que v(B) seja mdzimo.

Uma instancia da Mochila é dada pelo conjunto Obj de objetos a serem
escolhidos, a capacidade ¢ da mochila, além das fungoes w, que da o peso
dos objetos, e v, que da o valor dos objetos. Também veja que o problema
da Mochila é de maximizagao.

Antes de prosseguirmos vamos apresentar duas definigoes importantes
para apresentarmos o primeiro algoritmo relacionado ao Problema 3.1. Em
especial, tais defini¢oes serao importantes para notarmos as diferengas com

relacao aos outros algoritmos ja apresentados.
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Definigao 3.3 (Algoritmo Pseudo-polinomial). Dados um problema X de
otimizagcao combinatoria, uma instancia I para tal problema e um algoritmo
A que resolve esse problema, se o algoritmo A for polinomial em relagdo a
representacao undria de algum valor numérico que pertenca a I, dizemos que

o algoritmo A ¢ um algoritmo pseudo-polinomial.

Definigao 3.4 (Fracamente NP-Dificil). Dizemos que um problema X €
fracamente N'P-dificil se X € N'P-dificil, mas existe algoritmo exato e

pseudo-polinomial para X .

A razao de apresentarmos essas duas defini¢oes é porque o problema da
Mochila é fracamente N'P-dificil, ou seja, possui um algoritmo exato de
tempo pseudo-polinomial.

Ao longo dessa segao, considere que I = (Obj, ¢, w,v) é uma instancia da
Mochila com mesma notacao daquela na definicao do problema da Mochila,
além disso |Obj| = n.

Antes de apresentarmos a ideia por tras do algoritmo exato para o pro-
blema, vamos apresentar a no¢ao de par dominante. Dizemos que um par
(a,b) domina um par (¢, d) se a < ce b > d. Nesse algoritmo, um vetor A com
n posigoes é indexado por i e serd mantido de forma que cada A[i] seja uma
lista de pares ordenados (W, V'), sendo que cada um desses pares representa,
respectivamente, o peso e o valor de um conjunto de objetos B; C {1,...,i}.

A ideia do algoritmo é ir percorrendo cada elemento de A, de forma que
quando o algoritmo estiver em A[i] ele vai construir o conjunto B; C {1,...,:}
que possua o maior valor possivel. Dessa forma, a intui¢ao do algoritmo é que
os pares dominantes, ou seja, com maior valor, tenham prioridade e sejam
mantidos até o final da execugao. O algoritmo que acabou de ser descrito é
o Algoritmo 14.

O conceito de programacao dinamica surge nesse algoritmo porque no
momento em que ele estd em Ali], construindo o conjunto B;, 0 mesmo
processo ja foi feito de A[0] até A[i — 1], que sdo instancias menores do

mesmo problema.
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Algoritmo 14: MOCHILA(n, v, w, ¢)

Entrada: Quantidade n de objetos disponiveis, funcao valor v, funcao
peso w e tamanho da mochila ¢

Saida: Valor da solucao 6tima
Seja A é um vetor com n posi¢oes indexado por i € {1,...,n}
A1) = {(0,0), (w(1), v(1))}
para ¢ = 2 até n faca
Ali] = A[i — 1]
para todo (W,V) € Afi — 1] faga

se W +w(i) < c entao

| Adicione (W + w(i), V + v(i)) a lista A[4]

fim
fim
Ordene os pares de A[i|, de forma nao decrescente, considerando o

peso do par.

11 Vamos denotar por (Wj, Vi) o k-ésimo par da lista A[i] ordenada.
12 (Watual> Vatual) = (Wla ‘/1)
13 | para j =2 até |Afi]| faga

© W N O ks W N

-
o

14 se Via > V; entao

15 | Remova o par (W;,V;) de Alf]
16 fim

17 senao

18 ‘ (Watuab Vatual) = (Wja V})

19 fim

20 fim

21 fim

22 Seja (Wasaz, Varaz) 0 par (W, V) em Aln| com maior valor de V/
23 retorna V) .,
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Nao é dificil perceber que o Algoritmo 14 consome tempo O(n-min(c, V)),
onde ¢ é o tamanho da mochila e V' = )", v(i). Basta ver que o laco para
¢ iterado n vezes e os processos de construg;éo e remocao dos pares ordenados
de uma lista levam cada um até min(c, V') iteragoes.

Como as representagoes de ¢ e V' sao feitas em lg(V') ou lg(c) bits, o
tempo do algoritmo acaba sendo pseudo polinomial, ja que ele é exponencial
na quantidade de bits necesséaria para representar valores de entrada.

Por mais que seja uma engenhosa forma de obter o resultado do pro-
blema da mochila, para valores de V' ou ¢ muito altos o algoritmo pode ser
extremamente ineficiente.

Apresentaremos agora um FPTAS para o problema da mochila que usa
programacao dinamica. A principal motivagao para o uso desse algoritmo é
termos um algoritmo de tempo polinomial, mas sem grande perda de otima-
lidade.

O Algoritmo 15 adapta uma instancia (n, v, w, ¢) do problema da mochila
para uma instancia que seja dependente de um valor € e, apds isso, ele usa o

Algoritmo 14 para devolver uma solugao vidvel da instancia original.

Algoritmo 15: MOCHILAFPTAS(n, v, w, ¢, €)

Entrada: Quantidade n de objetos disponiveis, fungao valor v, funcao
peso w, tamanho da mochila ¢ e parametro ¢

Saida: Valor de uma solugao vidvel de (n,v,w, c)

1 Max = max;<,{v(i)}

2 u=¢-Max/n

3 para i =1 até n faca

s | v(0) = o(i)/n

5

6

7

fim
S =MOCHILA(n, v, w, ¢)
retorna S

Dado um ¢, estabelecemos um p que serd usado como unidade de tama-

nho. Definimos uma nova funcao v’ de tamanhos, com dominio em Obj, de
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forma que para cada i € Obj temos que v'(i) = |[v(i)/pn]. O que o Algo-
ritmo 15 faz é executar o MOCHILA sobre a instancia (n,v’, w, c).

Vamos definir V! = >"._ v'(i), ou seja, o valor analogo ao V' do Algo-
ritmo 14, porém, usado no FEDTAS. Assim, o tempo de execucao de MOCHILA
no Algoritmo 15 é O(n - min(c, V’)).

Veja que V! = > ._ /(1) = > ... |(v(i) - n)/(e - Maz)|, mas como
v(i)/Max < 1, esse somatério 6 O(n_Q/e). Isso implica que o tempo de
execugao do Algoritmo 14 com a instancia adaptada ¢ O(n?/¢), pois com
certeza min(c, V') é O(n?/¢). Dessa forma, o tempo do Algoritmo 15 é limi-
tado superiormente por um polinémio em (1/¢) e em n.

Agora vamos enunciar e demonstrar o teorema que afirma que o Algoritmo
MocCHILAFPTAS apresentado é de fato um FPTAS para o problema da
mochila, ou seja, demonstraremos que a solugao devolvida é no minimo (1—¢)

vezes o valor da solugao 6tima.

Teorema 3.1. O Algoritmo MOCHILAFPTAS ¢ um esquema completo de

aprorimacao polinomial para o problema da Mochila.

Demonstragao. Seja I = (n,v,w,c,€) a instancia recebida pelo algoritmo,
sendo que Obj = {1,...,n}.

Sejam S o conjunto devolvido ao final do algoritmo e O um conjunto de
objetos de uma solucao 6tima.

Pela definicao de v’, sabemos que Vi € Obj é valido que

p-v' (@) <oi) < p- (V@) +1) = (i) = p < p-(0). (3.1)

Veja que S é uma solucao 6tima para a instancia /. Isso em conjunto

com a relagao 3.1 nos leva a seguinte relacao

S Zpd V) Z e V) 23 e@) - 10w (32)

i€S €S €0 1€0

Como |O] < n, entao
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Zv(i)ZZv(i)—n-u:Zv(i)—e-Max. (3.3)

i€s i€O i€O
Lembrando que v(O) = OPTyo.(I) e que Maxz < OPTyo(1), concluimos

que

D w(i) = OPTyoe(I) = € OPTypoe(I) = (1 = €)OPThpee(I).  (34)

ies
Isso, juntamente com a analise de tempo ja realizada, nos leva a concluir
que o Algoritmo 15 é um FPTAS. O

Agora que vimos um FPTAS para o problema da mochila, perceba que a
solugao devolvida pelos algoritmos apresentados é o valor de um conjunto de
objetos. Porém, da forma que o Problema 3.1 foi enunciado, é interessante
que também obtenhamos o conjunto de objetos que compoem a solucao com
o custo devolvido pelo algoritmo.

Para a estratégia adotada no Algoritmo 14, podemos conseguir o conjunto
de objetos da seguinte forma: considerando que tenhamos acesso ao vetor A
desse algoritmo, o que faremos é realizar o caminho inverso e encontrar os
objetos que compoem a solucao devolvida pelo algoritmo. Para isso vamos
considerar que o Algoritmo 15 devolve o par com o peso e o valor de uma
solucao e nao somente o valor. Essa adaptacao na pratica nao altera nada do
que foi dito até aqui sobre esse algoritmo. O Algoritmo 16 demonstra com

mais detalhes os passos da construcao da solucao.
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Algoritmo 16: MOCHILACONSTROI(n, v, w, ¢, A, (W, V)

Entrada: Quantidade n de objetos disponiveis, funcao valor v, funcao
peso w, vetor de listas A e par (W, V') devolvidos pelo
Algoritmo 14

Saida: Conjunto de objetos Sol com v(Sol) =V

(Watual; Vatual) = (VV; V)

2 para i =n até 2 faga

=

3 se (W —w(i),V —wv(1)) € Ali — 1] entao
4 Sol = Sol U {i}

5 (Watuah Vatual) = (W - w(i>7 V- 'U(Z)>
6 fim

7 fim

8 se (Watuala V;Ltual) ?A (07 0) entao
o | Sol=Solu{1}
10 fim

11 retorna Sol
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3.2 Empacotamento (Bin Packing)

Considere o seguinte problema.

Problema 3.2 (Empacotamento). Dados um conjunto de objetos Obj =
{1,2,...,n} e uma fungdo tamanho t : Obj — (0,1], desejamos empaco-
tar todos objetos de Obj em pacotes de tamanho 1 de forma a minimizar a

quantidade de pacotes usados e respeitando o tamanho dos pacotes.

O problema do Empacotamento possui diversas aplicagoes em problemas
logisticos [6]. Veja que uma instancia do problema é composta pelo nimero
n de objetos e a fungao t de tamanhos. Uma solugao vidvel desse problema
¢ um empacotamento dos objetos em pacotes de tamanho 1. Trata-se de
um problema de minimizacao sobre a quantidade de pacotes usados, logo
OPTgmy(n,t) refere-se a uma quantidade de pacotes.

Vamos prosseguir nossa analise demonstrando que existe um limite para
o fator de aproximacao que podemos encontrar para um algoritmo que trata
desse problema. Tal resultado é enunciado no Teorema 3.2. Mas antes de
prosseguirmos para esse teorema, vamos apresentar um problema de decisao

relacionado ao Empacotamento.

Problema 3.3 (Particdo). Dados k inteiros positivos by, b, ... by e B =
Zle b;. Desejamos saber se podemos particionar o conjunto {1,...,k} em

dois conguntos S e T de forma que Y, obi =, cr bi.

O problema da Particao é N'P-completo [6]. Usamos uma redugao da
Particao para o Empacotamento para demonstrar um limitante no fator de
aproximacao possivel para o Empacotamento no Teorema 3.2. A reducao

entre esses problemas é dada da seguinte forma:

e Dada uma instancia (by,...,by, B) para a Particao, definimos uma
fungao ¢, onde t(i) = 2b;/ B, e assim obtemos uma instancia (k,¢) para

o Empacotamento;
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e Ao dividirmos os objetos de (k,t) em pacotes, se obtivermos dois pa-
cotes na resposta do Empacotamento devolvemos sim para Partigao,

caso contrario devolvemos ndo para Particao;

e Essas conclusoes sao possiveis pois, embora cada pacote comporte até o
valor 1, devido a funcao ¢ definida, cada pacote comporta objetos cuja
a soma do valor total é B/2. Entao se temos exatamente dois pacotes,
podemos concluir que cada um deles possui valor de B/2, afinal caso
contrario a soma de todos os valores nao resultaria em B, o que seria

um absurdo.

Teorema 3.2. Para todo ¢ > 0, so existe algoritmo de aproximacgao com

fator 3/2 — € para o problema do Empacotamento se P = NP.

Demonstracdo. Suponha que o algoritmo A seja uma aproximacao para o
Empacotamento com fator 3/2 — e.

Perceba que se reduzirmos o problema da Particao para o Empacota-
mento, podemos usar o algoritmo A para encontrar uma solucao viavel do
problema da Particdo. A solucao devolvida teria fator menor que 3/2 de
distancia da quantidade 6tima de pacotes.

Caso a solucao devolvida possua apenas dois pacotes, entao devido ao
fator de aproximacao conseguiriamos decidir um problema N P-completo em
tempo polinomial.

Assim, o algoritmo A s6 existe se P = N'P. ]

Nao ¢ dificil obter um algoritmo de aproximagao com fator 2 para o pro-
blema do empacotamento. Esse algoritmo é conhecido como First-Fit (Pri-
meiro a encaixar). Ele é guloso e funciona baseado na seguinte decisao, sendo
1 um elemento a ser colocado em um pacote e dados os pacotes Py, ..., Py

existentes até o momento:

1. Tente empacotar o elemento ¢ em cada pacote P; até encontrar um que

comporte 7;
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2. Caso nenhum pacote P; comporte ¢ crie um novo pacote Py e coloque

7 nele.

Como esse capitulo tem um enfoque maior em esquemas de aproximagao
nao vamos apresentar o algoritmo, mas devido a sua simplicidade vamos

demonstrar seu fator de aproximagcao. Segue o teorema que enuncia o mesmo.

Teorema 3.3. O algoritmo FIRST-FIT € uma 2-aproximacdo para o pro-

blema do Empacotamento.

Demonstragao. Seja (n,t) uma instancia do Empacotamento.
Veja que a soma dos pesos de todos os n objetos é um limite inferior para

o valor 6timo do problema. Assim,

n

> (i) < OPTgpy(n, t).

=1

Veja que se a solucao devolvida pelo FIRST-FIT possui m pacotes, entao
devido ao critério de criacao de novos pacotes, podemos afirmar que temos
ao menos m — 1 pacotes que estao com mais de metade de sua capacidade.

Para entender essa iltima afirmacao veja que quando vamos criar um
novo pacote sempre sabemos que o tamanho do objeto a ser alocado é muito

grande para os pacotes existentes, dessa forma:

e Se o objeto a ser alocado possui tamanho maior 1/2, entao com certeza
temos no maximo um pacote com tamanho menor que 1/2; pois caso
contrario o algoritmo teria alocado em apenas um pacote os objetos

desses pacotes com tamanho menor que 1/2;

e Se 0 objeto a ser alocado possui tamanho menor que 1/2; entao todos

0s pacotes ja existentes possuem tamanho maior que 1/2.

Assim,



Unindo as duas desigualdades anteriores obtemos que

m—1

< OPTgmp(n,t) = m < 20PTgmp(n,t) + 1.
Como OPTgpy(n,t) é um nimero inteiro, temos
m < 20PTgmp(n,t).

O

Agora comecaremos a falar sobre o esquema de aproximagao que usare-
mos. Para isso comecaremos apresentado a definicao de Esquema de Apro-

ximagao Assintético em Tempo Polinomial (APTAS).

Definigao 3.5 (Esquema de Aproximacao Assintético em Tempo Polino-
mial). Um Esquema de Aproximagao Assintético em Tempo Poli-
nomial € uma familia de algoritmos A. em conjunto com uma constante c.
Nessa familia, para cada valor € > 0 existe um algoritmo A, que devolve
uma solugao de valor no mdzimo (14 €)OPT(I) + ¢ para problemas de mi-
nimizagao, sendo que OPT(I) é o valor da solug¢do dtima para o problema

tratado sobre a instancia I e ¢ € constante.

A seguir vamos apresentar dois lemas que serao usados para demonstrar
o fator de aproximacao do APTAS que apresentaremos. O primeiro lema
garante que existe um algoritmo polinomial que resolve o Empacotamento se
a instancia possui algumas restrigoes. Ja o segundo garante que existe um al-
goritmo de aproximagao com fator (14€) para o problema do empacotamento

com algumas restrigoes.

Lema 3.1. Dados € > 0 e k € Z" e dada uma instancia I = (n,t) para o
problema do Empacotamento onde todos os objetos tém tamanho maior ou
igual a € e que existem k valores de tamanhos diferentes. Eziste um algoritmo

de tempo polinomial que resolve I de maneira otima.
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Demonstracao. Veja que como s6 temos objetos com tamanho maior que e,
entao com certeza o nimero de objetos em cada pacote sera menor do que
|1/€| = m, uma constante.

Como para compor cada pacote usamos até m objetos sendo que temos
k tamanhos de objeto distintos, entao existem (m;rk) = r composicoes de
pacote possiveis, outra constante.

Como temos n objetos, entao qualquer solugao viavel terda até n paco-
tes. Entao, podemos concluir que existem menos do que ("jT) = p solugoes
viaveis, valor que é polinomial em n. Logo, listar todas as solucoes viaveis e
escolher uma que tenha menor quantidade de pacotes garante encontrar uma
solucao 6tima em tempo polinomial, o que nos permite afirmar que existe
algoritmo polinomial em n que resolve o empacotamento para I de maneira

Otima. O

Lema 3.2. Dado € > 0 e dada uma instincia I = (n,t) do Empacotamento
onde todos os objetos possuam tamanho maior ou igual a €. Existe algoritmo
de aproximacdo que devolve uma solucdo para o empacotamento com fator

de aprorimacgao (1 + €) para I.

Demonstracao. Primeiro, vamos ordenar os n objetos segundo seu tamanho
de forma crescente. Apds isso vamos particionar os objetos ordenados em
[1/€*] = k grupos de forma que cada um dos k grupos nao pode ter mais
do que |[ne?| = q objetos. Vamos chamar cada grupo dessa particao de Gj,
onde i € {1,...,k} indexa os grupos, sendo que G; é o grupo dos menores
objetos e G o grupo dos maiores.

Vamos construir uma nova instancia para o problema do empacotamento
chamada de J. Essa instancia possui os mesmos n objetos de I, porém o
tamanho de cada objeto j € GG; é igual ao tamanho do maior objeto em G;.
Perceba que, dessa forma, J é uma instancia com objetos de no maximo k
tamanhos diferentes, sendo que todos os objetos possuem tamanho maior ou
igual a €, um valor positivo. Entao segundo o Lema 3.1 existe algoritmo

polinomial que nos d4 um empacotamento 6timo sobre J.
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Observe que qualquer solucao para J pode ser facilmente transformada
em um solugao para I, porque cada objeto de I cabe no seu correspondente
em J.

Vamos construir uma outra instancia para o empacotamento chamada L.
Essa instancia também possui os n objetos de I, porém, o tamanho de cada
objeto [ € (G; é igual ao do menor objeto pertencente a ;. Dessa forma, é

evidente que

OPTppp(L) < OPTgpy(I).

Veja que para as instancias L e J cada grupo G; contém objetos de
apenas um tamanho. Dito isso, vamos denotar por G;(J) o tamanho dos
objetos do i-ésimo grupo da instancia J e por G;(L) o tamanho dos objetos
do i-ésimo grupo da instancia L. Observe que Vi € {1,...,k — 1} vale que

Gi(J) < Gi11(L). Entao, um empacotamento para J que

e aloque os objetos pertencentes aos k — 1 primeiros grupos da mesma

forma que em um empacotamento 6timo para L, e
e empacote cada um dos até ¢ objetos de G(J) em um pacote proprio,

é uma solucao viavel para a instancia J, assim

OPTgpp(J) < OPTgy(L) + ¢ < OPTgmy(I) + q.

Veja que, por hipoétese, todo elemento possui tamanho maior do que € e

como temos n objetos, entao

ne < OPT(I) gmyp-

Mas lembre-se que ¢ = |ne?], logo ¢ < ne?, o que em conjunto com as

desigualdades acima nos leva a

q < OPTgmp(I)e = OPTgn,(J) < (14 €)OPTg,(I).
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Dessa forma, sabemos que existe um algoritmo polinomial que encontra
OPTg,(J) e também provamos que tal algoritmo é uma (1+€) aproximacao
para o Empacotamento em I. Assim concluimos nossa demonstracao.

Como ja comentado, a solucao otima para J é facilmente convertida em
uma solugdo S para I com valor igual a OPTgy,,(J). Logo, o algoritmo
polinomial do Lema 3.1 é uma (1 + €)-aproximagao para o problema do em-
pacotamento.

]

Enunciados esses lemas vamos apresentar o esquema de aproximacao que
usaremos. Ele comeca retirando todos os objetos da instancia com tamanho
menor ou igual a um determinado € e usa diferentes algoritmos para diferentes
partes da instancia. Ele primeiro usa o algoritmo previsto no Lema 3.1 que
resolve de maneira 6tima instancias restritas. Depois disso ele usa o First-Fit,

que conforme demonstrado, é uma 2-aproximagao.

Algoritmo 17: EMPACOTAMENTO(n, t, €)
Entrada: Quantidade n de objetos disponiveis e funcao tamanho ¢
Saida: Conjunto de pacotes P
1 Tome € > 0
2 Construa uma instancia J para o Empacotamento usando os objetos
de tamanho > € como descrito no Lema 3.2
3 Use o Algoritmo do Lema 3.1 para a instancia J que devolve um
empacotamento R
4 Em R, devolva seus objetos ao tamanho original obtendo o
empacotamento P
5 Empacote os outros objetos de tamanho < € em P usando o First-Fit
6 retorna P

Segue o teorema que demonstra o fator de aproximacao do Algoritmo 17.

Teorema 3.4. Dada uma instancia I = (n,t) para o empacotamento. Para
todo €, onde 0 < € < 1/2, existe um algoritmo A, que possui tempo polinomial

em n e encontra um empacotamento com até (14 2€)OPTry,,(I)+1 pacotes.
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Demonstragao. Vamos denotar por >, a instancia obtida quando descarta-
mos todos os objetos com valor menor que €. Também considere que R e P
tem o mesmo significado que no Algoritmo 17.

Pelo Lema 3.2 sabemos que o empacotamento R possui no méaximo (1 +
€)OPTgm,(I>.) pacotes. Veja que R ja considera todos os objetos com ta-
manho > € da instancia I, logo isso também vale para P na linha 4.

Obtido P, quando comecarmos a empacotar os objetos de I que possuem

tamanho menor do que € pelo First-Fit podemos ter duas situacoes:

1. Nao é necessario criar nenhum novo pacote, entao temos que

|P| = (1+€)OPTgm,(J) < (1 +€)OPTgy,(1).

2. Se for necessario criar novos pacotes é evidente que todos os pacotes
exceto o ultimo tém no minimo tamanho ocupado de 1 — €, ou seja,
sabemos que ao final do algoritmo temos no minimo |P| — 1 pacotes

preenchidos até 1 — € (veja a demonstragao do Teorema 3.3). Assim,

OPTpup(I)

(IPI=1)(1 =) < OPTumy (1) = |P| £ =272

+1

Por hipétese, sabemos que 0 < € < 1/2, logo

|P| < (1+ 2€)OPTpmy(I) + 1.

Em ambos os casos temos um algoritmo polinomial que nos devolve uma
solugdo com fator de aproximagao de até (1 + 2¢)OPTg,(1) + 1.
]
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Capitulo 4
Programacao Linear

Uma das principais ferramentas usadas no desenvolvimento de algoritmos
para problemas de otimizacao é o método de otimizacao chamado de pro-
gramacdo linear (PL). Boa parte da teoria sobre algoritmos de apro-
ximagao é construida envolta de PL [6].

A PL usa problemas de otimizacao especificos que visam otimizar o valor
de uma dada funcao linear, sendo que existe um conjunto de restrigoes que
as variaveis dessa funcao devem respeitar. Esses problemas de otimizacao
sao chamados de programas lineares e podem ser de minimizacao ou de
maximizagao.

Observe que chamamos de programacao linear o método de otimizagao
em si, jd o problema de minimizagao (ou de maximizacao) é chamado de
programa linear (PL'). A funcao que desejamos minimizar (ou maximizar)
é chamada de func¢ao objetivo e o sistema de equacoes e inequacgoes que déa
as restrigoes das variaveis é chamado de conjunto de restricoes. Segue

abaixo o enunciado do programa linear de minimizacao.

Problema 4.1 (Programa Linear de Minimizagao). Dados uma matriz A =

(a;j) € Q™" um vetor ¢ = (¢;) € Q" e um vetor b = (b;) € Q™, desejamos

Vamos usar a sigla PL tanto para nos referirmos & Programacio Linear quanto a um
Programa Linear.
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encontrar um vetor x = (z;) € Q™ que minimize a sequinte func¢dao
C1T1 + CoTg + -+ - + Cr Ty,
ao mesmo tempo que respeite as sequintes condicoes

1171 + a12%2 + -+ ATy > by

9171 + A99Xo + -+ - + G2, T, > bo

Am1T1 + Am2T2 +---+ Amnln Z bm

Como o préprio nome ja indica, tanto a fungao objetivo quanto as res-
tricoes devem ser lineares em relagao as varidveis do vetor z. O conjunto de
todos os vetores x que respeitam as restricoes do programa ¢ chamado de
poliedro do programa. Cada vetor que o compoe o poliedro é uma solugcao
vidvel. As solucoes de um programa linear sao chamadas de solugoes
otimas. Cada solugao viavel também é chamada de ponto do poliedro.

Segue abaixo um exemplo de programa linear de minimizacao.

Exemplo 4.1. Desejamos encontrar os valores de x1, x5 € Q que minimizem
o valor de

—2.]71 — T

Ao mesmo tempo que respeitem

1+ 22 <5

201 + 39 < 12
1 <4
z1 >0
xo >0

O poliedro desse programa linear € representado pela drea hachurada na

Figura 4.1. Também veja que cada restricao do programa é representada por
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uma reta delimitante dessa drea na Figura 4.1.

A definicao do programa linear de minimizagao, bem como o de maxi-
mizacao, ¢ de certa forma genérica. Gragas a isso podemos reduzir muitos
outros problemas de otimizacao a programas lineares de maneira bem intui-
tiva. Dada essa praticidade que programas lineares nos oferecem, é possivel
perceber que dados a reducao de algum problema de otimizagao para um
programa linear e um método que resolve programas lineares no geral, entao

conseguimos encontrar a solugao do problema reduzido.

vl

—2 1 1 2 3 4 5. 6N7 8 9

Figura 4.1: Representacao do poliedro do PL do Exemplo 4.1.

De fato, para problemas com resolucao em tempo polinomial é possivel
aplicar amplamente a PL, de forma a obter algoritmos para a resolucao desses
problemas [6]. Porém, devemos nos perguntar se também podemos aproveitar
a PL para resolver problemas que sejam N P-dificeis.

Para trabalhar com problemas discretos N'P-dificeis nao usamos PL, mas
sim a programacdo linear inteira (PLI), sendo que a grande mudanca
¢ a de que agora as variaveis do programa sé podem assumir valores intei-

ros. Segue abaixo um exemplo em que descrevemos o problema da mochila
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(Problema 3.1) através de um programa linear inteiro de maximizagao.

Exemplo 4.2. Dados um valor n € Z, uma funcgao v : {1,2,...,n} — Z,
uma fungao s : {1,2,...,n} = Z, um valor B € Z e um vetor x = (x;) € Z",

desejamos encontrar x para

n
mazrimizar E V; T

=1
n

sujeito a Z s;x; < B

i=1
z; € {0,1} 1<i<n

Veja que acabamos de reduzir um problema N P-dificil para um programa
linear inteiro, e é justamente por causa disso que, por mais que pareca uma
mudanca pequena, existem grandes diferencas computacionais entre um PL

e um PLI. Segue o teorema que demonstra isso .
Teorema 4.1. [/] Um programa linear inteiro é N'P-dificil.

Ao modelarmos um problema NP-dificil por PLI, geralmente usamos

duas estratégias:

e Modelagem por varidveis bindarias, onde uma variavel do programa li-
near s6 pode assumir valores 0 ou 1, sendo normalmente usada em
problemas onde temos que decidir se um objeto faz ou nao parte da

solugao, como no problema da Mochila;

e Modelagem por variaveis inteiras, onde a variavel pode assumir valores
inteiros nao necessariamente binarios, um exemplo seria o programa

linear para o Empacotamento (Problema 3.2).
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4.1 Dualidade

Na teoria da PL temos o teorema da dualidade que relaciona um pro-
grama linear de minimizacao com um problema linear de maximizacao. Para
entender a ideia por tras desse teorema, vamos usar ao longo dessa segao o

seguinte exemplo de programa linear de minimizacao.

Exemplo 4.3. Seja v = (11,22, 73) € Q*. Desejamos

mimimaizar (xy, + To + OT3
sujeito a 1 — o + 3wz > 10
51’14-2332-133 26

Ty, 22,73 >0

Veja que cada valor de x que respeite as condi¢oes impostas é uma solugao
viavel do PL. Vamos denotar por x* a solucao 6tima desse programa e por
f(z*) o valor dessa solugdo 6tima. Agora, dado um a € Q sera verdade que
flz*) < a?

Para obtermos uma resposta “sim” para essa pergunta basta encontrar-
mos uma soluc¢ao vidvel x qualquer tal que f(z) = a. Por exemplo, seja
a = 30, como x = (2,1,3) é solugao viavel e f(z) = 30, entao f(z*) < 30,
pois esse é um problema de minimizacao.

Agora, como podemos obter uma resposta “nao” para aquela pergunta?
Observe que, se conseguirmos encontrar algum valor « tal que o < f(x*),
entao encontramos um limitante inferior para o valor étimo do problema.
Nossa primeira acao pode ser olhar as restricoes do programa. No Exem-

plo 4.3, x1, x5, 23 > 0, logo,
Tx1 + To + Drs > 1 — T + 33 > 10.

Assim, podemos concluir que qualquer solugao viavel possui como limi-

tante inferior o valor 10. Se somarmos as duas restri¢oes que nos foram dadas
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obtemos um limitante ainda mais justo, pois
7131 —+ x9 + 51‘3 2 (Il — T + 31‘3) + (51‘1 + 21’2 — ZE3) Z 16.

A expressao acima sugere que uma combinagcao linear das restrigoes pode
fornecer um limitante inferior melhor para o problema. O mais interessante
nesse processo ¢ que podemos escrever um PL de maximizacao com base na
combinagao linear das restricoes. Para enxergamos isso, vamos desenvolver

as seguintes inequagoes, para yi,ys € Z:
Txy + oo + b3 > (11 — 9 + 313)ys + 5y + 225 — x3)y2 > 10y; + 6ys

Txy + xg + 573 = T1Y1 — Tay1 + 3T3y1 + ST1Y2 + 2x2y2 — T3y2 = 10y; + 6y
Txy + x2 + 5z > x1(y1 + dy2) + xa(—y1 + 2y2) + 23(3y1 — y2) > 10y; + 6y2

As inequagbes acima resultam no seguinte PL. de maximizacao.

Exemplo 4.4. Sejay = (y1,y2) € Q% Desejamos

maximizar 10y, + 6ys
sujeito a Yy +0ys <7
—y+2y <1
3y1 —y2 <9
Y1,92 > 0

Veja que encontramos um PL de maximizac¢ao (Exemplo 4.4) a partir de
um PL de minimizagao (Exemplo 4.3). Quando fazemos esse tipo de cons-
trugao relacionando PLs sempre chamamos o primeiro programa de pro-
grama primal e o segundo de programa dual. O programa dual de um
programa dual é sempre o proprio programa primal. Por construcao, também
podemos notar que qualquer solucao viavel do dual é sempre um limitante

de otimizacao para o programa primal, sendo que a inversa também vale.
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Um outro fato muito importante é que se encontrarmos uma solugao para o
primal e uma solucao para o dual que possuam o mesmo valor, entao esse é
o valor da solugao 6tima para os dois PLs. Essa propriedade dos PLs que
exemplificamos através de nossos exemplos é resultado do teorema central
da Programacao Linear [6]. Antes de enunciarmos esse teorema, dado o Pro-
grama Linear de Minimizagao (Problema 4.1), considere agora seu dual, o

seguinte problema de maximizacao.

Problema 4.2 (Programa Linear de Maximizacao). Dadas uma matriz A =
(a;;) € Q™ um vetor ¢ = (¢;) € Q™ e um vetor b = (b;) € Q™, desejamos

encontrar um vetor y = (y;) € Q™ que mazximize a sequinte fun¢do
biyr + bay2 + -+ + b,
Ao mesmo tempo que respeite as sequintes condigcoes

anyr + apyz + -+ Y < €
a21Y1 + a2y + -+ + AamYn < C2

Ap1Y1 + ApaY2 + -+ + Apm¥Yn < Cp

Teorema 4.2 (Teorema da Dualidade [6]). Dados o Programa Linear de Mi-
nimizagao como primal e o Programa Linear de Maximizacao como dual, se
as varidveis das funcgoes objetivo de ambos s6 podem assumir valores positi-
vos, entdo o programa primal possui uma solug¢ao otima finita se, e somente
se, seu programa dual também tem solugao otima finita. Mais do que isso,
dada uma solugdo otima para o primal x* = (x1,29,...,x,) e dada uma

solugao dtima para o seu dual y* = (y1,Y2,- -, Ym), entdo

n m

* *
E CjT; = E biy;.
j=1 i=1
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Ao enunciarmos o Teorema 4.2 usamos os Problemas 4.1 e 4.2, pois ambos
sao programas genéricos, no sentido de que podemos escrever qualquer pro-
grama de minimiza¢ao ou maximizacao usando um dos dois como modelo.
Além disso, ao enunciarmos o Teorema 4.2 utilizamos como primal o pro-
blema de minimizacao, mas nao faz diferenca qual seja o programa primal,
esse teorema é sempre valido. Como ja falamos, o dual do dual é o préprio

primal.

Voltando um pouco, vimos que dado um problema primal de minimizacao,
qualquer solucao viavel de seu programa dual da um limitante inferior para a
solucao 6tima. Esse resultado é interessante, mas nao é tao forte quanto o Te-
orema da Dualidade Fraca e acaba sendo chamado de Teorema da Dualidade
Fraco. Enquanto muitos algoritmos exatos possuem seu projeto baseados no
Teorema da Dualidade. Para algoritmos de aproximagao muitas vezes apenas

o Teorema da Dualidade Fraca é suficiente .

Teorema 4.3 (Teorema da Dualidade Fraca). [6/ Dados o Programa Li-
near de Minimizagao como primal e o Programa Linear de Maximizagao
como dual, se v = (x1,%s,...,%,) € solugdo vidvel para o primal e y =

(Y1, Y2, - - -, Ym) € Solugdo dtima para o dual, entao

Z cjrj > Z biy;.
i=1

J=1

Demonstracao. Como y ¢ solucao vidvel do dual e todo z; é nao negativo,

pelas restricoes do dual obtemos que
n n m
>z ) | iy | o
j=1 j=1 \i=1

Da mesma forma, como x é solucao vidvel do primal e todo y; ¢ nao
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negativo, pelas restricoes do primal obtemos que

Zbi?/i < Z (Z aiﬂj) Yi-
i=1 i—1 \j=1

Mas veja que a seguinte igualdade é vélida
j=1 \i=1 i=1 \j=1

Entao, concluimos que

n m
Z Cjili'j Z Z bzyz
j=1 i=1

]

Veja que o Teorema da Dualidade s6 é valido quando no Teorema da
Dualidade Fraca temos uma igualdade. Caso isso aconteca obtemos o que
chamamos de Condigoes de Folga Complementares, que sao extremamente
importantes para o projeto de algoritmos eficientes, sejam exatos ou de apro-

ximagao [6]. Segue o teorema que enuncia o que sao essas condigoes.

Teorema 4.4 (Condigoes de Folga Complementares). [6]/ Dados o Programa
Linear de Minimizacao como primal e o Programa Linear de Maximizagao
como dual, se x = (x1,%2,...,2T,) € solu¢dao vidvel para o primal e y =
(Y1,Y2, - - -, Ym) € solugdo dtima para o dual, entdo x ey sao solugdes dtimas

se, e somente se, as sequintes condicoes sao satisfeitas:
e Folga Primal: Para cada 1 <j<n,z; =0 oud ;" a;y; = ¢;; €
e Folga Dual: Para cada 1 <i<m, y; =0 ou Z?Zl a;jT; = b;.

O que o resultado acima nos diz é que dadas duas solugoes 6timas x e

y para um primal e um dual respectivamente, sendo que ambas sao vetores,
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entao ou cada variavel de cada uma delas assume valor 0 ou as condigoes de

restricao do problema também assumem valor de igualdade.

4.2 Relaxacao

Dados dois PLs, PA e PB, que possuem a mesma funcao objetivo, nés falamos
que PB é relaxagao de PA, se qualquer solucao viavel de PA é solucao vidvel
de PB, mas o inverso nao ¢é necessariamente verdade. Para obtermos uma
relaxacao de um determinado PL nés excluimos algumas de suas restricoes,
o que leva a um aumento do poliedro de solugoes viaveis, porém, obtemos
um outro PL que é uma relaxacao.

De maneira geral, uma relaxacao ¢ um programa linear que escrevemos a
partir de outro, porém, conforme o proprio nome indica, as restrigoes do novo
programa sao mais permissivas. Relaxacoes geralmente sao usadas, pois as
vezes conseguimos usar uma solucao viavel de uma relaxagao para encontrar
uma boa solucao viavel do programa original. Além disso, é evidente que
qualquer solucao viavel de uma relaxacao ¢ um limitante para a solucao
otima do programa, o que é verdade pois o dominio de solugoes vidveis da
relaxacao inclui todas as solugoes viaveis do PLI.

Quando a relaxacao de um PLI consiste em desconsiderar as restri¢oes
de integralidade das variaveis do problema, chamamos essa relaxacao de re-
laxagao linear do PLI. Perceba que o poliedro de qualquer relaxacgao linear
¢ infinitamente maior que as solugoes vidveis de um PLI. No Exemplo 4.1 te-
mos um PL que poderia muito bem representar a relaxacao linear de um PLI
que tivesse a mesma funcao objetivo e as mesmas restricoes. Na Figura 4.2
representamos através de pontos as solugoes viaveis do PLI para o qual o
Exemplo 4.1 seria a relaxacao linear, veja a diferenca na quantidade solugoes
vidveis entre os dois.

Caso a solugao 6tima da relaxagao seja composta sé por valores inteiros,

entao essa solugao também é 6tima para o PLI. Isso é verdade por causa
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Figura 4.2: Representacao das solugoes viaveis do PLI cuja relaxacao linear
¢ o Exemplo 4.1.

da relacao dos dominios de solugoes viaveis dos dois, afinal com certeza nao
existe solucao viavel para o PLI que otimize mais a funcao objetivo, senao

tal solucao seria a solugao 6tima também da relaxacao.

4.3 Algoritmos e PL

Conforme ja falamos, podemos modelar diversos problemas de otimizacao
combinatéria através de PLI, mas ainda nao chegamos a falar como a mo-
delagem por PLI auxilia na construcao de algoritmos. Feita a modelagem
de um problema por PLI, a relaxacao linear desse PLI nos da uma excelente
forma de encontrar limitantes de otimizacao para o problema original. Mas
veja que a relaxacao linear de um problema é sempre um PL e, diferente de
um PLI, existem bons algoritmos que nos permitem encontrar sua solucao
6tima [2]. Ent@o, nds aproveitamos da existéncia desses algoritmos eficientes

para PLs e, de alguma forma, encontramos solugoes exatas ou aproximadas
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para o PLI e, consequentemente, para o problema original.

Existem muitos detalhes e peculiaridades de cada algoritmo existente para
resolver PLs, porém, nao cabe a esse projeto fazer isso, afinal, estamos inte-
ressados no uso de PLs para projetar de algoritmos de aproximacao. Dessa
forma, vamos nos limitar a uma breve descricao dos principais algoritmos
existentes.

O mais famoso algoritmo usado para resolver PLs é o algoritmo sim-
plex, que resolve qualquer par dual de programas lineares. Ao receber um
primal e um dual o simplex decide se os dois problemas sao viaveis e, em caso
afirmativo, ele produz solugoes 6timas, dentro dos racionais, para ambos os
problemas [2]. O funcionamento do simplex consiste em usar um método
numérico iterativo. O simplex é em média eficiente, mas nao é limitado
por uma funcao polinomial. Existem algoritmos muito diferentes do simplex
que sao capazes de resolver PLs em tempo polinomial como, por exemplo,
o algoritmo das elipsoides. Mesmo com a existéncia desses algoritmos

eficientes, o método simplex costuma ser o mais utilizado para resolver PLs.

4.4 Algoritmos de Aproximacao e PL

Agora que temos uma visao geral sobre a relacao entre o projeto de algoritmos
e a programacao linear, vamos falar sobre o uso da programacao linear para
obtencao de algoritmos de aproximagao. Segundo Vazirani [6], existem duas
técnicas que sao as mais utilizadas para obter algoritmos de aproximacao de
um PLI. A primeira e mais 6bvia consiste em encontrar a solu¢ao étima da
relaxacao em que estamos trabalhando e converter tal solugao em uma boa
solucao viavel para o PLI, técnica conhecida como arredondamento. A
outra técnica, menos 6bvia e mais sofisticada, trabalha com uma sequéncia
de solucoes das relaxacoes do primal e do dual para, de maneira iterativa, ir
estabelecendo limitantes para a solucao devolvida, técnica conhecida como

esquema primal-dual.
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Veja que o arredondamento é uma técnica que usa somente a relaxacao
linear do programa para obter a relacao aproximativa, o que a caracteriza
como uma técnica primal. J& o esquema primal-dual, como o proprio nome
sugere, constroi o fator de aproximacao baseando-se nas relagoes existentes
entre a relaxagao linear do programa e seu dual, sendo assim uma técnica
que usa os dois programas.

Para nos aprofundarmos um pouco mais na teoria utilizada para cons-
trugao de algoritmos de aproximacao usando PLs, vamos apresentar um con-
ceito importante que sera usado para estabelecer o melhor fator de apro-
ximagao que podemos esperar encontrar para qualquer algoritmo de apro-

ximagao.

Definigao 4.1 (Gap de Integralidade). Dado um problema de minimizacao
A, que possa ser escrito através de um PLI, denotaremos por B a relaxa¢ao
linear do PLI de A. Vamos denotar por OPTA(I) a solu¢do dtima de A,
logo solugao dtima de seuw PLI, e vamos denotar por OPTg(I) a solugdo

otima de sua relaxacao linear. Seja I uma instancia para A. A razao

OPTu(I)
OPTy(1)’

¢ chamada gap de integralidade para a instancia I.

No caso de um problema de maximizacao, o gap de integralidade é o
inverso da razao apresentada acima. Dessa forma, tanto para problemas de
minimizag¢ao quanto para os maximizagao, o valor do gap de integralidade
¢ maior ou igual a 1. O motivo de termos definido esse novo conceito é a

apresentacao do seguinte teorema.

Teorema 4.5. Dados um problema de otimizacao combinatoria e uma instancia
I para tal problema. Qualquer algoritmo de aproximacdo que tenha sido pro-
jetado para determinado problema, usando a relaracao linear do problema,
nao pode alcancar um fator de aprozimacdo melhor, para a instancia I, do

que a lacuna de integralidade do problema para essa instincia [6].
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Para a maioria dos problemas, tanto a técnica de arredondamento quanto
o esquema primal-dual fornecem bons algoritmos que conseguem atingir um
fator de aproximagao basicamente igual ao valor do gap de integralidade [6].

A principal diferenca entre as técnicas que citamos é o tempo de execugao
dos algoritmos produzidos. Geralmente, algoritmos que usam o arredonda-
mento limitam-se a resolver o PL primal e fazer o processo de arredonda-
mento, o que pode levar a tempos de execucao exorbitantes dependendo do
PL que deve ser resolvido. Ja algoritmos que usem primal-dual conseguem
aproveitar-se das estruturas combinatorias do problema e de subproblemas
que possam vir a ser usados, possuindo um tempo de consumo geralmente

menor que o de algoritmos por arredondamento.

132



Capitulo 5

Algoritmos Probabilisticos e
Satisfatibilidade Maxima

Nesse capitulo falaremos sobre algoritmos probabilisticos e sua relacao com
algoritmos de aproximacao. Comecaremos definindo conceitos importantes
para a teoria de algoritmos probabilisticos e depois disso apresentaremos
o problema da Satisfatibilidade Maxima e trés algoritmos de aproximacao
probabilisticos para o mesmo. Também é importante destacar que um des-
ses algoritmos usard programacao linear. Os conteudos apresentados nesse

capitulo foram retirados de Carvalho et al. [2] e Vazirani [6].

5.1 Algoritmos Probabilisticos

Nessa secao apresentaremos alguns conceitos relacionados a algoritmos pro-
babilisticos cujo conhecimento é importante para que entendamos o uso e fun-
cionamento desse tipo de algoritmo. Basicamente apresentaremos diversas
definicoes e algum detalhamento da relagao entre algoritmos de aproximacao
e algoritmos probabilisticos. Vamos comecar relembrando de algumas de-

finigoes basicas da teoria das probabilidades.
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Definigao 5.1 (Experimento Aleatério). Entendemos por experimento
aleatdrio qualquer fenomeno que possua resultados imprevisiveis mesmo se

repetido nas mesmas condicoes.

Definigao 5.2 (Espago Amostral). Dado um experimento aleatdrio, chama-
mos de espago amostral o conjunto de todos os resultados possiveis desse
experimento. Denotamos o espaco amostral de um experimento aleatorio

por §2.

Defini¢ao 5.3 (Medida Discreta de Probabilidade). Uma medida discreta
de probabilidade sobre um espaco amostral €2 finito e nao vazio € uma

fungdo P : Q — [0,1] que respeita a sequinte igualdade:

P(Q):=) Plw)=1
we
Definigao 5.4 (Espago Discreto de Probabilidade). Seja P uma medida
discreta de probabilidade sobre um conjunto ), dizemos que o par (2, P) é

um espago discreto de probabilidade.

Definigao 5.5 (Variavel Aleatéria Discreta). Uma variavel aleatéria sobre

um congunto S finito e nao vazio é uma funcao X : Q — R.

Definigao 5.6 (Evento). Dada uma varidvel aleatéria X sobre um espago
amostral Q e um congunto S C I'mg[X|, chamamos S de evento. Represen-

tamos um evento S por [X € S] ou, caso S = {z}, por [X = z].

Definig¢ao 5.7 (Probabilidade de um Evento). Sejam uma varidvel aleatoria
discreta X em Q, um evento S € Img[X| e uma medida discreta de probabi-
lidade P em Q. Dizemos que a probabilidade do evento [X € S] ¢ dada
pela soma dos valores P(w), onde w € todo elemento de 2 tal que X (w) € S.

Representamos a probabilidade desse evento por Pr[X € S].
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Definicao 5.8 (Esperanga Matematica). A esperanga matemdtica de

uma varidvel aleatoria discreta X € definida como

E[X]:=) aP[X =a).

z€eS

Apresentados todos esses conceitos segue um exemplo que exemplifica o

usa praticamente todos esses conceitos de maneira bem intuitiva.

Exemplo 5.1. Vamos considerar o experimento aleatorio de lancar duas
vezes uma moeda. Sabemos que a cada langamento s podemos ter dois re-
sultados, cara (c) ou coroa ('), e dessa forma jd sabemos qual é o nosso
espago amostral, Q = {cc,cc, e, '}

Agora, como poderiamos relacionar esse experimento aleatorio com varidveis
aleatorias? Para fazer isso vamos definir uma varidvel aleatoria X que res-
ponda “Quantas caras obtivemos nesse evento?”. Veja que X(0) =1, X (1) =
2eX(2)=1.

Veja que devido a forma como mossa varidvel aleatoria foi definida, os
resultados c'c e cc sdao equivalentes, representado apenas um resultado.

Considere a defini¢cao da sequinte funcao de probabilidade P[X = x] =
X(x)/|Q. Logo, P[X = 0] = 1, Plx = 1] = 5. Dessa forma, a esperanga
matemdtica dessa varidvel aleatoria € dada por:

1 1 1
[X] 4 * 2 * 4
Agora, vamos comecar a falar sobre conceitos relacionados a algoritmos

probabilisticos.

Definicao 5.9 (Gerador de Aleatério Bits). Considere que tenhamos um al-
goritmo chamado RAND e que ele receba como entrada um valor racional
p que esteja no intervalo [0,1]. RAND devolve como saida o valor 1 com
probabilidade p ou devolve o valor 0 com probabilidade 1 — p. Qualquer al-

goritmo que possuir um comportamento igual ao de RAND € chamado de
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gerador de aleatoério de bits.

Ao longo desse capitulo, quando nos referirmos a RAND estaremos fa-

lando de um gerador aleatoério de bits.

Definig¢ao 5.10 (Algoritmo Probabilistico). Se um algoritmo usa um gerador
aleatorio de bits, seu comportamento nao depende apenas da instancia de
entrada, mas também dos valores devolvidos por RAND. Devido a isso,

chamamos esse tipo de algoritmo de algoritmo probabilistico.

Apresentado o que é um algoritmo probabilistico vamos definir o que é

ser um algoritmos probabilistico polinomial.

Definigao 5.11 (Algoritmo Probabilistico Polinomial). Dado um algoritmo
probabilistico que resolva um problema H, dizemos que esse algoritmo € um
algoritmo probabilistico polinomial se para toda instancia I de H existe
um polinomio p(|I|), onde |I| é o tamanho da palavra de I, que respeite as

sequintes condigoes:
1. O nimero de chamadas de RAND feitas pelo algoritmo é O(p(|I|)); e

2. 0 consumo de tempo das operagoes no algoritmo ndo relacionadas a
RAND ¢ limitado por O(p(|1])).

Agora que nao s6 apresentamos o que é um algoritmo probabilistico como
também apresentamos as condigoes para que esse tipo de algoritmo seja po-
linomial, vamos apresentar uma definicao que faz a ponte entre algoritmos

probabilisticos e algoritmos de aproximacao.

Definig¢ao 5.12 (Algoritmo de Aproximagao Probabilistico e Razao de Apro-
ximacao Esperada). Considere um algoritmo probabilistico A para um pro-
blema de otimizacao combinatoria H. Para qualquer instancia I de H, vamos
representar por X a varidvel aleatoria que possua o mesmo valor da solugao
produzida por A para I. Dizemos que A € um algoritmo de aproximacao

probabilistico com razao de aproximacao esperada «, se:
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e E[X;]| > aOPTy(I), caso H seja de mazimiza¢ao; ou
o E[X;| <aOPTy(I), caso H seja de minimizagdo;
Também dizemos que A é uma a-aproximacao probabilistica.

Na definicao acima nao apresentamos « como dependente de I, porém,
isso é uma situacao que pode ocorrer. Por mais que a esperanca do resultado
devolvido por um algoritmo de aproximagao probabilistico seja boa, podemos
provar algo ainda melhor. Vamos agora apresentar alguns argumentos que
provam que, dadas certas condigoes, uma a-aproximacao probabilistica pro-
duz, com alta probabilidade, uma solucao aproximada do problema. Antes

de apresentarmos esse resultado vamos enunciar a desigualdade de Markov.

Teorema 5.1 (Desigualdade de Markov). Dados um espago discreto de pro-
babilidade (2, P), uma varidvel aleatdria X sobre Q, onde todo valor de X €
nao negativo, e dado também um valor nao negativo A, entao
E
pix > a < 25
A

Agora, considere que temos uma a-aproximacao probabilistica A para um
problema de minimizagao, e uma variavel aleatéria X, relacionada a saida
de A para cada instancia I do problema, que s6 assume valores positivos.

Sabemos que por A ser uma a-aproximacao vale que
E[X/] > aOPTy(I).
Agora, pela Desigualdade de Markov apresentada, sabemos que para cada
e > 0 também ¢ valido que

E[X[] < o

P[X; > (o +€)OPTy(I)] < (a +€)OPTy(I) — a+¢€

Sendo que a segunda desigualdade ¢ valida justamente pela definigao de uma

a-aproximacao probabilistica.
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Vamos definir k£ = [logz A], onde § = o+~ Considere que nos executamos
nosso algoritmo k vezes sobre a instancia I e que ele devolve ao final o menor
dos valores encontrados. Vamos chamar tal valor de Y;. Veja que Y; é em si
uma variavel aleatéria derivada do experimento que é repetir a aplicagao do
algoritmo k vezes obtendo k valores para X;. Assim, se definimos o espaco
de probabilidade de cada X; como (€2, P), entdao o espaco de probabilidade
de Y7 é (9, P).

Para cada uma das k vezes que rodamos o algoritmo vale que P[X; >
(v +€)OPTy(I)] < . Como Y7 é o menor valor assumido por um X, para
que ele seja maior ou igual a algo, cada X; tem que ser maior ou igual a esse
mesmo algo, ou seja, k eventos envolvendo a escolha dos X; devem ocorrer

juntos. Esses dois 1ltimos argumentos nos levam a seguinte conclusao:

P[Y; > (a+ € OPTy(I)] < * < A,

Assim, o algoritmo A devolve uma solu¢ao com valor menor ou igual a
(o + €)OPTy(I) com probabilidade de pelo menos (1 — \), o que é especial-
mente bom quando A é muito pequeno.

Para encerrar a secao vamos falar de duas classes de problemas de de-
cisao que envolvem em sua definicao algoritmos probabilisticos. Ambas as

defini¢oes foram retiradas de Trevisan [5].

Defini¢ao 5.13 (Classe BPP). Seja P um problema de decisdo. Dizemos
que P faz parte da classe BPP se P pode ser resolvido por um algoritmo
probabilistico polinomial tal que para toda instancia de P a probabilidade de

erro € no mdzimo 1/3.

Defini¢ao 5.14 (Classe RP). Seja P um problema de decisao. Dizemos
que P faz parte da classe RP se P pode ser resolvido por um algoritmo
probabilistico polinomial tal que para toda instancia de P cuja resposta €
NAO a probabilidade de acerto é 1 e para toda instincia de P cuja resposta é

SIM a chance de erro é no mdximo 1/2.
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Definicao 5.15 (Classe ZPP). Seja P um problema de decisio. Dizemos
que P faz parte da classe ZPP se P pode ser resolvido por um algoritmo

probabilistico em tempo polinomial tal que para toda instancia de P.

BPP significa bounded-error probabilistic polynomial time, R'P significa
randomized polynomial time e ZPP significa zero-error probabilistic polyno-

maial time.

5.2 Satisfatibilidade Maxima (Mazx-Sat)

Nessa secao apresentaremos o problema da Satisfatibilidade Maxima e alguns
algoritmos de aproximagao probabilisticos para o mesmo. Vale destacar que
o problema da Satisfatibilidade Maxima foi muito importante no desenvol-
vimento da teoria da complexidade de aproximagoes [6]. Antes de apresen-
tarmos de fato o problema temos que introduzir alguns conceitos e alguma
notacao para facilitar o entendimento do mesmo.

Suponha que tenhamos um conjunto finito V' de objetos que vamos cha-
mar de vartdveis. Dizemos que uma cldusula booleana sobre V é um par
ordenado {Cjy, C;} de subconjuntos de V' que sejam disjuntos entre si, sendo
que ao menos um desses conjuntos nao ¢ vazio. Vamos denotar um desses
dois conjuntos por C, conjunto das varidveis nao complementadas, e o
outro conjunto por Cy, conjunto das variaveis complementadas. Dizemos
que o nimero de variaveis em um clausula é definido por |Cy| + |Cy|.

Uma valoragao das variaveis de V' é um vetor z, indexado pelas variaveis
v € V, onde cada x, € {0,1}. Dizemos que uma valoragao especifica sa-
tisfaz uma clausula C' se para cada x, = 1 existe ao menos um v € C; ou
se para cada x, = 0 existe ao menos um v € Cy. Entao Cy é o conjunto
das varidveis complementadas (valor 0 satisfaz) e que C} é o conjunto das
variaveis nao complementadas (valor 1 satisfaz).

Outra maneira de ver esses conceitos é através de expressoes boole-

anas. Podemos usar expressoes booleanas para representar uma clausula
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booleana da seguinte forma. Uma clausula C' que use k variaveis de V' pode
ser representada como uma expressao booleana F = V¥_,x; onde z é um ve-
tor de valoracao de V', sendo que sempre que x satisfaz C' também é verdade
que F = 1. Ao longo dessa secao usaremos essas duas notacoes, clausula e

expressao.

Exemplo 5.2. SejaV = {a,b,c,d, e} e as sequintes clausulas: ({a,b},{d,e}),
({a,c} {b.e}) e ({a,d, e}, {0}).

Para as cldusulas dadas, um exemplo de valoragao seria (0,0,1,1,1). Per-
ceba que essa valoragao satisfaz as trés cldusulas apresentadas.

Usando notacao de expressao booleana podemos representar esse conjunto
de cldusulas por (¢’ V¥ VdVe),(a’ VbV Ve)e(aVd Ve). Perceba que
as valoracoes que satisfacam essas cldusulas fazem com que essas expressoes

booleanas assumam valor logico 1.

Apresentadas essas notacoes e terminologias relacionadas ao problema,

segue a descrigao formal da Satisfatibilidade Méxima.

Problema 5.1 (Satisfatibilidade Méxima). Dado um conjunto de varidveis
V' e dada uma colecio C de cldusulas booleanas, desejamos encontrar uma

unica valoracao x de V' que satisfaca o maior numero possivel de cldusulas.

Perceba que a entrada do problema consiste em uma colecao C de clausulas
e em um conjunto de variaveis. Sua saida é uma valoracao das varidveis em
V feita através de um vetor x, ou seja, uma valoracao das variaveis é uma
solucao viavel do problema. Além disso, esse é um problema de maximizacao
onde o que desejamos maximizar é a quantidade de clausulas cobertas pela
nossa valoragao resposta.

Infelizmente o problema da Satisfatibilidade Méxima é N'P-dificil até
mesmo quando cada clausula em C tem duas varidveis [2]. Ao longo dessa
se¢ao, ao nos referirmos ao Problema 5.1 vamos usar o termo MaxSat.

O primeiro algoritmo probabilistico que veremos para o MaxSat é o Al-

goritmo de Johnson, que é um algoritmo muito simples e que consegue ser
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uma (1/2)-aproximacao para o problema. Sua simplicidade é tanta que nem

se da ao trabalho de saber quais as clausulas em C. Segue o algoritmo.

Algoritmo 18: MAXSAT-JOHNSON(V, C)
Entrada: Conjunto de variaveis V' e o conjunto de clausulas C
Saida: Valoracao de variaveis x
x é o vetor devolvido que representa uma valoragao
para cada v € V faga
x, = RAND(1/2)
fim

retorna x

[SLEN NV R

Nao ha nem muito o que falar sobre esse algoritmo, mas ele basicamente
funciona da seguinte forma. Para cada variavel v € V| decidimos se v = 0 ou
se v = 1 jogando uma moeda, que no caso usaria o RAND. Nesse algoritmo
o nimero de chamadas ao RAND, bem como todas as outras operagoes
realizadas ¢ O(|V]).

Vamos definir que X¢ é a variavel aleatoria que devolve a quantidade
de clausulas em C que sao satisfeitas pelo vetor z, devolvido pelo algoritmo
18. O espaco de probabilidade dessa varidvel aleatéria é (€2, P)IVI, sendo que
Q={0,1} e P(0) = P(1) = %

Dadas essas informagoes sobre nosso algoritmo probabilistico, segue o

teorema que enuncia seu fator de aproximacao.

Teorema 5.2. Dada uma instancia (V,C) para o Problema 5.1, sendo que o
numero minimo de varidveis em uma clausula de C € k e seja X¢ a varidvel
aleatoria que representa o numero de clausulas satisfeitas por x devolvido,
entao )

E[Xc] > (1 - ﬁ) OPTys(V,C).

Demonstracao. Para cada clausula C' € C, vamos definir como Zs uma
variavel aleatoria que assume valor 1 se C' é satisfeita e assume valor 0 caso

contrario.
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Considere que, dada uma clausula C' € C, errar a atribui¢do de uma
variavel v em C significa atribuir v = 1 caso v € Cjy ou atribuir v = 0
caso v € (.

Tomemos entao uma clausula C) com menor nimero de varidveis, ou
seja, uma cldusula com k varidveis. Veja que para que essa clausula nao
seja satisfeita terifamos que errar a atribuicao de todas as suas k variaveis.
Porém, para essa clausula, nao interessa a atribuicao das outras variaveis de
V. Dessa forma, a probabilidade do evento [Z¢, = 0] é dada por (3)* e a
probabilidade de [Z¢, = 1] ¢ dada por (1 — ).

Por hipétese, Cy, ¢ a cldusula com menor nimero de varidveis, logo P[Z¢,

0] > P[Zc = 0], isso para todo C' € C. De forma andloga também vale que
P|Z¢, = 1] < P[Z¢ = 1], para todo C € C.

Assim, podemos concluir que

2 %

ceC

E[Xc]=E

=> ElZc] > [C|P[Zg, = 1] = [C| (1 - 217) ~

ceC

Veja que o resultado acima prova o teorema, pois |C| > OPTys(V,C).
O

Como toda clausula possui ao menos uma variavel, podemos usar o Teo-

rema 5.2 para chegar diretamente ao teorema seguinte.

Teorema 5.3. O Algoritmo 18 € uma 0, 5-aproximacao probabilistica poli-

nomial para o problema de Satisfatibilidade Mdxima.

Vamos agora apresentar um algoritmo um pouco mais sofisticado para a
Satisfatibilidade Maxima. Esse proximo algoritmo usa programagcao linear,
mais especificamente, arredondamento probabilistico. Dado um ntmero
p € (0, 1), seu arredondamento probabilistico consiste em arredondar p “para
cima” com probabilidade p e “para baixo” com probabilidade (1 — p). Nosso
primeiro passo vai ser adaptar a Satisfatibilidade Maxima para programagao

linear.
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Problema 5.2 (PL de Satisfatibilidade Maxima). Dada uma instancia (V,C),
desejamos encontrar um par de vetores (x,z), onde x é indexado por V e z

€ indexado por C, que

maximize E 2o

cec
sujeito a Z(l —Ty) + Z Ty > 20, vC e,

veCyh veCt

0<zc <1, vC e C,

Suponha que tenhamos 2/, uma solucao étima da Satisfatibilidade Méxima
para a instancia (V,C). Vamos construir um vetor z’ da seguinte forma. Para
cada clausula C' € C, se 2’ satisfaz C, entao faca 2. = 1, se nao faca 2, = 0.
Veja que dessa forma o par (2, 2’) é uma solugao vidvel para o PL da Satisfati-
bilidade Méaxima, sendo que o valor da fungao objetivo obtido é a quantidade

de clausulas em C satisfeitas por z’. Com isso podemos concluir que

D 20> OPTys(V,C) = 2,

ceC ceC

Onde (z,z) é uma solugao étima do PL.
Apresentadas essas nogoes iniciais segue o algoritmo de arredondamento

probabilistico para o Problema 5.1.

Algoritmo 19: MAXSAT-PL(V,C)
Entrada: Conjunto de variaveis V' e colecao de clausulas C
Saida: Valoragao de variaveis x
Seja (2', 2") uma solucao 6tima do PL da Satisfatibilidade Méxima
para cada v € V faga
|z, =RAND(z))
fim
retorna z

U A W N =
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Veja que o processo realizado pelo algoritmo acima consiste em fazer o
arredondamento probabilistico para decidir qual valor atribuir a cada varidvel
v, sendo que o parametro da funcao RAND usada para cada v vem da solugao
6tima do PL do problema.

Esse algoritmo pode ser considerado eficiente ja que sabemos que existem
resolvedores de PL eficientes, e as outras partes do algoritmo estao em um
lago com tamanho |V|, fazendo com que o nimero de chamadas para RAND
também seja polinomial. Dessa forma, o Algoritmo 19 é um algoritmo pro-
babilistico polinomial.

Segue o teorema que enuncia o fator de aproximacao desse algoritmo.

Teorema 5.4. Dada a instancia (V,C) para o problema da Satisfatibilidade
Maxima, sejam k o nimero mdximo de varidveis em qualquer cldusula em C
e Xc¢ a varidvel aleatoria cujo valor é o numero de clausulas satisfeitas por

uma valorag¢ao devolvida pelo Algoritmo 19. Entdo

E[Xc] > (1 - <1 - %>k> OPTuys(V,C).

Demonstrag¢ao. Para cada clausula C' € C, defina Zg, varidvel aleatoéria,
da seguinte forma: se a valoracao x, saida do algoritmo, satisfaz C, entao
Zo =1, e se a valoragao x nao satisfaz C, entao Zo = 0.

Para que Z¢ = 0, todas as variaveis v da clausula C' devem ser valoradas
de forma que a cldusula C' nao seja satisfeita. A probabilidade de [Z¢o = 0],
portanto é dada pelo produto das probabilidades de cada variavel nao assumir
o valor que satisfaz a clausula, ou seja, x! , parav € Cy, e (1—z.), parav € C}.

Se t é a quantidade de varidveis de C', entao

Pr(Ze =1]=1-Pr(Zc=01=1- [] «, [[ (1 -

UEC() veCy

Como a média aritmética de um conjunto de valores é sempre maior ou

igual a média geométrica do mesmo conjunto de valores, entao
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1/t
(Hw@H(l—x@)) S(Zx;%—Z(l—x;)) %

veCy veCq veCyh veCq

Dessa forma,

Zo=0]= ][ = [T (1==0) _(Zvecoxﬁ%ecl(l—x;))t‘

veCy veCy

Mas perceba que

Zx;—i—Z(l—x;):t—Zl—x Zx

veCyh veCy veCy veCq

e, pelas restricoes do PL da Satisfatibilidade Méxima, sabemos que

Logo, chegamos ao seguinte resultado:

<52 <) - (5]

Com o resultado obtido acima chegamos na seguinte relagao

N
Pr[Zczl]:l—Pr[ZC:O]zl—( —ZTC) .

Agora, definida a seguinte fungao f(z) = 1—(1—%)", veja que no intervalo
[0,1], f'(z) > 0 e f"(z) <0, logo f(z) é concava e crescente no intervalo,
sendo que devido a isso f(z) ¢é delimitada inferiormente pela reta entre os
pontos (0, f(0)) e (1, f(1)). Tal reta é dada por y = f(0)+zf(1)—=2f(0), mas
como f(0) = 0, entdao f(z) > zf(1). Esse resultado nos leva até a seguinte
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desigualdade:
2% 0y
(1-%) = (-0-7) )=

Agora, como 1 — (1/t)" é crescente quando ¢ > 1 e por hipGtese sabemos

que t < k, entao

Prize =1z (1- (1_%))25 > (1- (1_%))'}0.

Depois de tudo isso podemos calcular o valor esperado de Xe:
E[Xc] =Y ElZc] =) PrlZc=1].
ceC ceC

Devido as desigualdades obtidas, podemos concluir que

E[Xc] > CZEC (1 - (1 - %>k> 2 > (1 — (1 - %>k> OPTys(V,C),

sendo que a ultima desigualdade segue do fato de que z; é solucao 6tima
do PL e, como sabemos, isso significa que é maior ou igual do que a solucao

6tima do problema original. Com isso provamos o teorema. O

O teorema a seguir segue diretamente do resultado do Teorema 5.4 e do

fato de que
k
1 1
lim (1 — —) =-<0,37.
k—00 k e
Teorema 5.5. O Algoritmo 19 € uma 0, 63-aproximacao probabilistica poli-

nomaial para o problema da Satisfatibilidade Mdxima.

O primeiro algoritmo apresentado para a Satisfatibilidade Médxima (Al-
goritmo 18) costuma devolver um resultado melhor quando as clausulas tém
muitas varidveis. Ja o segundo algoritmo (Algoritmo 19) obtém melhores re-

sultados quando as clausulas possuem no maximo duas varidveis [2]. Devido
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a caracteristica dos algoritmos probabilisticos serem eficientes, parece natu-
ral tentar combinar os dois algoritmos até agora estudados e obter um um
novo algoritmo. Sera justamente essa combinagao o ultimo algoritmo para a

Satisfatibilidade Maxima que apresentaremos. Segue o algoritmo.

Algoritmo 20: MAXSAT-COMBINADO(V,C)
Entrada: Conjunto de variaveis V' e colecao de clausulas C
Saida: Valoracao de variaveis x
1 = MAXSAT-JOHNSON(V)
9 = MAXSAT-PL(V,C)
Seja ny o numero de clausulas satisfeitas por
Seja no 0o ntimero de clausulas satisfeitas por o
se n; > ny entao

‘ r = T
fim
senao

‘ T = X2
fim
retorna z

© 00 N O Uk W =

=
=]

O interessante do algoritmo acima é que ele apresenta um fator de apro-
ximagao probabilistico melhor do que os dos outros dois algoritmos. Segue o

teorema que enuncia tal fator de aproximacao.

Teorema 5.6. Dada uma instancia (V,C) para a Satisfatibilidade Mdzxima,
o Algoritmo 20 € uma 0,75-aproximacao probabilistica polinomial da Satisfa-
tibilidade Mdzima.

Demonstracao. Vamos considerar que C; é o conjunto de todas as clausulas
com ¢ variaveis

Sejam X, X1 e Xeoo varidveis aleatérias que indicam quantas clausulas
sao satisfeitas por uma valoracao produzida pelos Algoritmos 20, 18 e 19,

respectivamente.
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Veja que X pode assumir o valor de X1 ou de Xego. Se X¢g = Xeu,
entao

1
Xo=Xc1 2> Xeg = Xeo > §(Xc1 + Xea),

e o caso em que X¢ = X¢o apresenta um resultado analogo. Esse resultado
em conjunto com a linearidade da esperanca de varidveis aleatérias nos leva

até a seguinte desigualdade:
1 1 1
E[X¢| > E §(X01 + X)) | = §E [(Xe1 4+ Xeo] = §E [Xe1] + E [ X -

Antes de prosseguirmos vamos definir que:
e k é o numero maximo de variaveis em qualquer clausula em C; e
e 2/ ¢ a solugao étima do PL do MaxSat com instancia (V,C).

Da demonstracao do Teorema 5.2, que demonstra o fator de aproximagao

do MAXSAT-JOHNSON, temos que

E[Xc1] > [C| (1 - —) 2.2 (1 B _)

k ceCy

Ja da demonstracao do Teorema 5.4, do fator de aproximacao do MAXSAT-

PL, temos que

Veja que temos dois somatorios em cada uma das expressoes acima como
uma forma de garantir que todas as clausulas sejam consideradas. Juntando

as duas relagoes apresentadas, obtemos que

(0300 )+
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Vamos agora dividir nossa andlise em trés casos, cada um analisando um
conjunto de clausulas com valores de k diferentes. Nossa analise consistira
em entender o quanto cada um desses tipos de clausulas contribui para o

somatorio dado acima.

Vamos comecar pelo caso em que temos uma clausula em Cj, ou seja,

k = 1. Tal clausula contribuiria para o somatoério acima com o valor

1
l—=4+1-(1-1)=~.
2+ ( ) 2

Agora no segundo caso considere uma clausula Cy, ou seja, k = 2. Esse

tipo de clausula contribui com
1 1\* 3
l——+1-(1-2) =2
2T ( 2) 2

Para o terceiro e tultimo tipo de cldusula considere C's3, ou seja, k > 3.

Para esse tipo de clausula vamos definir uma funcao

o= (- )+ 0-0-2))

Para w > 2 essa funcao é estritamente crescente, além disso também veja

que

lim f(w) =2 -

w—00

1
-2
e

l\DIOJ

Assim, podemos concluir que para k > 3 a clausula sempre contribui com

valor > 32 5 para o somatorio.

Antes de continuarmos vamos definir que

|02 (-0
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Agora, com os trés possiveis valores de k analisados podemos concluir que

1 3

k ceCy

sendo que isso nos leva a
E[Xc] > 3 E E z
C - c)

mas veja que agora esse somatério representa o valor da solugao do PL da
satisfatibilidade maxima, valor com certeza maior do que o da solucao 6tima

para o problema combinatério. Entao

E[Xc] > ZOPTMS(‘/; C).
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Capitulo 6

Cobertura por Conjuntos por

Programacao Linear

Nesse capitulo mostraremos o uso da programacao linear (PL) em problemas
computacionais. Para isso, apresentaremos como a PL pode ser usada para
analisar e projetar algoritmos para um problema. O problema que analisa-
remos nesse capitulo sera o da Cobertura por Conjuntos, ja apresentado no
Capitulo 2 (Problema 2.10).

Comecaremos o capitulo apresentando uma técnica de analise de algorit-
mos chamada dual-fitting, que usa a dualidade de PLs. Depois, apresentare-
mos algoritmos de aproximacao para a Cobertura por Conjuntos que usam

a técnica de arredondamento e a técnica de primal-dual.

6.1 Cobertura por Conjuntos e Dual-Fitting

O dual-fitting é um técnica de andlise usada em algoritmos combinatorios
que usa a dualidade dos programas lineares para estabelecer qual o fator de
aproximacao do algoritmo. Nessa se¢ao analisaremos um algoritmo combi-
natério para a Cobertura por Conjuntos através do dual-fitting, provando

que tal algoritmo é uma H,-aproximacao do problema, como o Algoritmo 7,
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apresentado para o mesmo problema na Secgao 2.5.

Para entender como o uso do dual-fitting nos da um fator de aproximagao
para um algoritmo, temos que primeiro entender como um algoritmo para
um problema pode ser relacionado ao dual de sua relaxacao linear. Para
facilitar, vamos explicar essas coisas através de um exemplo, que no caso é
o problema da Cobertura por Conjuntos. Para comecar, vamos descrever o
problema da Cobertura por Conjuntos (Problema 2.10) através de um PLI

de minimizagao.

Problema 6.1 (PLI da Cobertura por Conjuntos). Dados um conjunto finito
E, uma colegcio de conjuntos S, composta por subconjuntos de E, e uma
fungdo de custo ¢: S — Q. Associe a cada S € S uma varidvel bindria (sé

pode assumir valor 0 ou 1) xs. Nds desejamos minimizar a fungdo

> e(S)as,

Ses

sendo que as sequintes restricoes sao impostas

Ve € E, Z g > 1.
S:eeS

Veja que da forma que a Cobertura por Conjuntos esta definida acima,
nos desejamos minimizar o custo dos conjuntos escolhidos, sendo que cada
conjunto é representado por uma varidvel binaria em nossa fungao objetivo.
Além disso, veja as restrigoes, nada mais sao do que uma forma de dizer que
dentre todos os conjuntos que contém o elemento e € E, ao menos um desses
conjunto deve ser escolhido.

Feito o PLI do problema partimos em busca de sua relaxacao linear. Para
o caso da Cobertura por Conjuntos, sua relaxacao linear teria o seguinte
significado: podemos pegar certas porcentagens de cada conjunto S para

compor uma solucao final. Assim, segue a relaxacao linear do problema.
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Problema 6.2 (Primal da Cobertura por Conjuntos). Dados um conjunto
finito E, uma cole¢ao de conjuntos S, composta por subconjuntos de E, e
uma fungdo de custo ¢ : S — QF. Associe a cada S € S uma varidvel

zg € [0,1]. Nds desejamos minimizar a fungdo

Z c(S)zg,

Ses

sendo que as sequintes restricoes sao impostas:

Pode parecer estranho que as restrigoes ainda exijam que a soma das
variaveis xg, para os conjuntos S que contém um determinado elemento e,
seja ao menos 1. A questao é que nao temos certeza quais elementos dos
conjuntos estaremos selecionando, ja que agora, no PL, podemos tomar uma
parte fracionaria de um conjunto para compor a cobertura devolvida. Assim,
a unica maneira de termos certeza que todos os elementos de E estao sendo

cobertos é através dessa restricao.

Agora, uma parte menos trivial que as outras, vamos desenvolver o dual
da Relaxacao de Cobertura por Conjuntos. Sabemos que para desenvolver o
dual nés temos que introduzir novas variaveis relacionadas a uma combinacao

linear das restrigoes. Segue o dual do Problema 6.2.

Problema 6.3 (Dual da Cobertura por Conjuntos). Dados um conjunto
finito E, uma cole¢ao de conjuntos S, composta por subconjuntos de E, e
uma fungdo de custo ¢ : S — Q. Associe a cada elemento e € E uma

varidavel y. > 0. Nds desejamos maximizar a fun¢ao

Zyea

ecE
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sendo que as sequintes restricoes sao impostas:

VS €8, ye < ().

ecS

Nao vamos tentar encontrar um significado para o dual do problema pois,
como diz Vazirani [6], mais importante do que entendermos o significado in-
tuitivo do dual é entendermos que trata-se de um processo mecanico que
sempre nos resulta em um novo programa linear que esta diretamente rela-
cionado com o primal.

Agora, segue o algoritmo combinatério que analisaremos nessa se¢ao através
do dual-fitting. Esse é um algoritmo guloso que se baseia em uma relacao

custo/cobertura para tomar suas decisoes.

Algoritmo 21: COBERTURA-PL(E, S, ¢)
Entrada: Conjunto E, cole¢ao de conjuntos finitos S e fungao de

custo nos conjuntos de &
Saida: Cobertura T de F

1C=0

2 T =10

3 enquanto C' # FE faga

4 Encontre o conjunto S € S tal que a = ¢(S5)/|S — C| é minimo

5 Para cada e € S — C defina p(e) = «, caso S seja o primeiro
conjunto selecionado que cobre e

6 C=CuSs

7 T=TU{S}

8 fim

9 retorna T’

Sendo OPTpp(FE,S,c) o custo da solugdo 6tima dos problemas primal
e dual, OPT¢c(FE,S,c¢) o custo da solugao étima da Cobertura por Con-
juntos e ¢(T') o custo da solugao devolvida pelo nosso algoritmo, veja que,

independente da solucao viavel devolvida pelo algoritmo, é verdade que
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OPTpp(E,S,c) < OPToo(E,S,¢) < o(T). (6.1)

Também nao podemos nos esquecer que o custo de qualquer solugao viavel
do dual tem custo menor que o custo de uma solucao 6tima para o problema
original. Vamos analisar a relacao dos problemas primal e dual com nosso
algoritmo. E importante observar que mesmo que o primal e o dual pos-
suam uma relagao matematica entre si, eles podem ser tratados de maneira

independente.

Vamos comegcar analisando a relagao do algoritmo com o primal, algo mais
facil de ser visualizado. E evidente, por construcao, que qualquer cobertura
T devolvida pelo nosso algoritmo representa uma atribuicao das varidveis
rg. Além disso, qualquer cobertura T devolvida é uma solucao viavel do
problema original da Cobertura por Conjuntos, logo também é solucao viavel
de seu PLI e de sua relaxacao linear. Concluindo, o nosso algoritmo sempre

consegue encontrar uma atribuicao de variaveis valida para o primal.

Agora, vamos refletir um pouco sobre as variaveis y. do dual. A questao
que surge é: como podemos usar nosso algoritmo combinatorio para encontrar
uma atribuicao das variaveis y,? Lembre-se que por mais que a relagao prima-
dual exista, ambos nao sao o mesmo problema. Pode parecer que encontrar
uma forma de atribuir valores aos y. é simples, ja que qualquer solucao vidvel
do primal pode ser traduzida para uma solucao do dual. De fato, qualquer
solucao viavel do primal pode ser traduzida para uma solucao do dual, mas
nem sempre essa solugao obtida para o dual é viavel. E justamente nessa

atribuicao de valores as variaveis do dual que encontra-se o coracao do dual-
fitting.

Observe que a atribuicao de variaveis realizadas no primal esta relacio-
nada aos conjuntos, enquanto a atribuicao de variaveis do dual esté relaci-

onada aos elementos. Veja que na linha 4 nds definimos uma funcao p que

atribui o valor « (custo/cobertura) para cada elemento e, sendo que o valor
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« depende do conjunto selecionado para cobrir e. Se estabelecermos que

ye = ple),

temos uma atribuicao de valores para as varidaveis y. que relaciona o nosso
algoritmo com uma possivel solugao do dual. Porém, devemos verificar se
essa forma de atribuir valores sempre déd uma solugao viavel para o dual. No

caso dessa atribuicao a resposta é nao. Veja no exemplo a seguir.

Exemplo 6.1. Sejam S; = {1,2,3},5y = {3,5,7},5; = {2,4,5},5, =
{3,4,5},S5 = {6,7,8}, sendo que VS; vale que ¢(S;) = |S;|, desejamos en-
contrar uma cobertura para o conjunto E = {1,2,3,4,5,6,7,8}.

Considerando que a solugao devolvida pelo Algoritmo 21 seja T = {Sy, Sy,
S5}, entdo obtemos uma solugdo vidvel para o problema, seu PLI e sua re-
laxacao linear.

Mas veja que ao considerarmos y. = p(e), entao obtemos, para Sy,

D ye=pB)+pA) +p(5) =1+1,5+15>3=c(Sy),

e€Sy

ou seja, desrespeitamos a restri¢cao do dual, logo nao temos uma solugao

viavel para o dual.

Nesse ponto, duas duvidas podem surgir. A primeira seria sobre como
encontrar uma atribuicao para ., usando nosso algoritmo, que sempre seja

viavel. Essa é uma pergunta vélida que é respondida com o lema a seguir.

Lema 6.1. Dados uma instancia (S, E, c¢) para a Cobertura por Conjuntos e
o Algoritmo 21 para esse problema. Se considerarmos a sequinte atribuicao
de valores para as varidveis y. do Dual da Cobertura por Conjuntos sempre

obteremos uma resposta vidvel para esse dual:




Demonstracao. Para que o lema seja valido temos que demonstrar que a
atribuicao de valores para g, sempre respeita as restricoes do problema.

Considere um conjunto S € S tal que |S| = k. Vamos enumerar todos
os elementos de S pela ordem que eles sao cobertos pelo algoritmo, sendo
que empates podem ser decididos de maneira arbitraria. Assim, obtemos
€1,€2,...,€E.

Considere a iteracao que o algoritmo cobre o elemento e;. Veja que nessa
iteragao, antes de cobrir o elemento, temos ao menos k—i+1 elementos ainda
nao cobertos. Entao, nessa iteracao, o custo da cobertura de S é no maximo

c(S)

i—1- Como sabemos que o algoritmo escolhe para cobrir e; o conjunto com

melhor custo-cobertura vale que

L ¢9)

o S T
Yo = H h—i—1

Sabendo que a desigualdade acima vale para toda iteragao que cobre um

elemento de S, obtemos que

- 2
=1

D> e < C;i) S %C(S) < c(S).

Com isso, concluimos que as condicoes de restricao do dual sao respeitadas
para todo conjunto S € §, e obtemos uma forma de atribuir valores a y, que
usa o algoritmo e que sempre devolve uma solugao viavel para o dual.

]

Agora, a segunda duvida que surge é como tal atribuicao para 7. nos
ajudaria na demonstracao do fator de aproximagao do algoritmo. Isso é

respondido no seguinte teorema.

Teorema 6.1. O Algoritmo 21 € uma H,-aproximacao para o problema da

Cobertura por Conjuntos.
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Demonstracao. Seja I = (S, E, ¢) uma instancia da Cobertura por Conjun-
tos.
Sejam eq,...,ep € E elementos que sejam cobertos pela primeira vez no
algoritmo pelo conjunto S € S. Logo,
k
o(S) =Y ple:).

i=1

Veja que a relagao acima é verdade para todo conjunto que for selecionado

para compor a cobertura 7' devolvida. Logo, vale que

o(T) = ple)=H,» ye < H,OPTpp(I) < H,OPTcc(I)

eek eel
sendo que as duas dltimas desigualdades valem devido & equagao (6.1). [

Agora que conseguimos provar o fator de aproximacao do algoritmo usando
o dual do programa, vamos fazer um resumo da técnica de dual-fitting através
de uma lista de passos que a técnica usa. Para isso, considere um problema
de otimizacao combinatoéria e considere que nés temos um algoritmo combi-

natério que devolve solugoes vidveis do problema. Segue a lista:
1. Encontre o PLI do problema;
2. Encontre a relaxacao linear do problema e considere ela o primal,
3. Encontre o dual da relaxacao linear;

4. Encontre uma funcao para atribuir valores as variaveis do dual e que

tenha relacao de custo com as solucoes devolvidas pelo algoritmo;

5. Verifique se a fungao encontrada sempre da uma atribuicao que resulte

em solucao viavel;

6. Baseado na relagao entre a funcao e o valor de uma solucao viavel para

o problema original encontre o fator de aproximagao.
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Nao se esqueca o coracao da técnica esta na forma como atribuimos valo-
res as variaveis do dual. Também, é bom citar que esse fator de aproximacao é

justo para o Algoritmo 21, como mostra o exemplo dado ao final da Secao 2.5.

6.2 Cobertura por Conjuntos por Arredon-

damento

Nessa se¢ao apresentaremos dois algoritmos de aproximacao para a Cobertura
por Conjuntos (Problema 2.10) que usam a técnica de arredondamento. O
primeiro algoritmo que apresentaremos pode ser chamado de algoritmo de
arredondamento simples, sendo que seu fator de aproximacao esta relacionado
a solucao viavel devolvida. O segundo algoritmo ja nao pode ser considerado
simples, pois faz uso de aleatorizacao no arredondamento.

Vamos comecar pelo algoritmo que usa arredondamento simples. Na secao
anterior ja apresentamos o PLI da Cobertura por Conjuntos (Problema 6.1)
e sua relaxacao linear (Problema 6.2). Uma maneira simples de arredondar
uma solucao do PL para uma solu¢ao do PLI ¢ alterando o valor de todas
as variaveis x do PL que tém valor maior ou igual a 0 para 1, ou seja, todo
conjunto que foi parcialmente tomado no PL é tomado inteiro no PLI. Além
de considerar a ideia de arredondamento comentada, vamos adicionar uma
heuristica também muito simples que geralmente diminui a quantidade de
conjuntos selecionados. O fator de aproximacao desse algoritmo é f, onde f
¢ a quantidade de conjuntos méaxima que qualquer elemento e € E participa,
ou seja, em quantos conjuntos o elemento mais frequente aparece. Segue o
algoritmo.

Veja que no Algoritmo 22 temos um procedimento muito simples que usa
uma solucao 6tima da relaxagao linear da Cobertura por Conjuntos para
nos devolver uma solucao viavel para o problema. Na linha 2 obtemos uma
solugao 6tima do PL da Cobertura por Conjuntos, o conjunto U possui uma

atribuicao de variaveis que representa uma resposta Otima desse PL. Na
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Algoritmo 22: COBERTURA-ARREDONDAMENTOSIMPLES(E, S, ¢)

Entrada: Conjunto E, colecao de conjuntos finitos § e fungao de
custo nos conjuntos de §
Saida: Cobertura T de E
1 T=10
2 Seja x a solu¢ao do PL para a instancia (E, S, ¢)
3 Adicione a T todo conjunto S € S tal que xs > 1/f
4 retorna T’

linha 3 construimos a solucao viavel T para a Cobertura por Conjuntos com
base no critério citado.
Agora, vamos demonstrar que esse algoritmo extremamente simples é uma

f-aproximagao para o problema no seguinte teorema.

Teorema 6.2. Dada uma instancia I = (E,S,¢) da Cobertura por Conjun-

tos, o Algoritmo 22 € uma f-aproximacgdo para o problema.

Demonstracao. Dada a colecao T' de conjuntos escolhidos pelo algoritmo e
um elemento arbitrario e € E, sabemos que e esta presente em no maximo
f conjuntos.

Pela condigao de restri¢cdo do PL da Cobertura por Conjuntos (Problema
6.2), sabemos que a soma dos xg para todos os conjuntos que contém o
elemento e deve ser ao menos 1. Como e faz parte de no maximo f conjuntos,
ao menos um desses conjuntos possui zg > 1/f, caso contrario nao haveria
como atender a restricao. A juncao dessas coisas garante que o algoritmo
sempre devolve uma solucao viavel para o problema.

O arredondamento feito para obter uma solucao viavel para a Cobertura
por Conjuntos aumenta o custo de cada conjunto ja selecionado por um fator
méximo de f, logo ¢(T) < f.OPTprima(I). Lembrando que x é a solugao
6tima da relaxacao e T' é a solucao viavel devolvida pelo algoritmo.

Assim, podemos concluir que
OPTPM’mal(I) < OPTCC<[) < C(T) = C(T) < f'OPTPrimal<[) < fOPTCC([)
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O Algoritmo 22 é extremamente simples e como temos métodos de re-
solu¢ao de PLs em tempo polinomial o algoritmo acaba sendo polinomial,

devolvendo uma solu¢ao nao sé viavel mas com garantia de aproximagao.

Apresentaremos agora um segundo algoritmo para Cobertura por Con-
juntos que usa a técnica de arredondamento do PL. Esse algoritmo é pro-
babilistico e se baseia na ideia de arredondamento probabilistico, como o
Algoritmo 18 no Capitulo 5. A ideia do algoritmo é pegar uma solucao
otima para o PL e realizar sorteios enviesados usando os valores fracionarios
atribuidos pela solucao 6tima do PL, que determinam, para cada conjunto,
se ele faz parte da solugao. Diferente de outros algoritmos apresentados, de-
senvolveremos primeiro a ideia do algoritmo matematicamente e s6 depois
apresentaremos o algoritmo em si, pois esse algoritmo depende de alguns
conceitos que sao melhor introduzidos em sua prova.

Entao vamos comecar a apresentar a notacao que usaremos pelo resto
da segao. Vamos considerar que tenhamos uma instancia (F,S,c) para a
Cobertura por Conjuntos e uma solucao 6tima = para a relaxacao linear
desse problema, ou seja, para cada S € § temos um elemento xg associado
referente a solucao x. Vamos agora definir uma funcao probabilidade p(.5)
para cada S € &8, sendo que esse valor representa a probabilidade desse
conjunto S compor a solugao para o nosso problema. Para determinarmos
se cada S compdem a solu¢ao vamos usar um RAND (Gerador aleatério de
bits), sendo que p(S) dependera desse RAND. Se RAND devolver 1, entao
S participa da solucao, mas caso RAND devolva 0, entao S nao participa da
solucao. O processo de sorteio onde temos uma colecao de conjuntos como
resposta nao é feito s6 uma vez, mas sim é realizado diversas vezes por razoes
probabilisticas, cujos detalhes serao explicados mais a frente.

Seja C a colecao dos conjuntos S € S tais que RAND(p(S)) = 1, ou seja,

os conjuntos devolvidos em uma iteracao do algoritmo. O valor esperado do
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custo de C é determinado por

Ele(C)] =) p(S).c(S) =Y _ws.c(S) = OPTpL(E,S,c),

Ses SeS

sendo que o ultimo termo ¢é o custo da solugao étima da relaxacao linear do

El.

problema. Além disso, lembramos que n =

Agora, vamos falar sobre a probabilidade de um elemento a € FE ser
coberto por C, a colecao de conjuntos devolvida ao final de um sorteio. Lem-
brando que estamos considerando que os conjuntos S nao possuem elementos
fora de E. Suponha que a pertenca a k conjuntos em S. Sabemos que cada
um desses k conjuntos possui uma probabilidade p(S) associada. Vamos
entao indexar esses conjuntos e essas probabilidades, o que nos da os conjun-

tos Si,..., Sk e as probabilidades associadas p(S1), ..., p(Sk).

Lembrando das restricoes do PL. da Cobertura por Conjuntos sabemos
que para o nosso elemento a ¢ verdade que p(S7) + -+ + p(Sx) > 1. Dessa
forma, é possivel ver que a probabilidade de a ser coberto é minimizada, de
forma a ainda atender as restri¢oes, quando todo p(S;) = 1/k. Entdo, a
probabilidade de a nao ser coberto nessa situacao ¢ dada pelo produto da

probabilidade dos k conjuntos nao serem selecionados, ou seja,

1\ F
Prla nao é coberto por C| < (1 - %> )

o que implica que a probabilidade dele ser coberto é dada por

1\* 1
Prla é coberto por C] > 1 — (1 - E) >1-—-,
e

sendo que os sinais de desigualdade sao usados pois estamos assumindo va-
lores de probabilidade que minimizem ao maximo a probabilidade de a ser

coberto, nao se trata de uma atribuicao de probabilidades tinica.

Agora, consideremos uma constante d que respeite a seguinte desigual-
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dade

1 dln(n) 1
l <=,
e " dn

onde dIn(n) é a quantidade de vezes que repetiremos o processo de sorteio.
Entao, a cada uma dessas vezes teremos como resposta uma subcolecao dos
conjuntos S, sendo que a resposta final do algoritmo é a uniao de todas essas
subcolegoes, que chamaremos de C'. Como repetimos o processo diversas
vezes, vamos indexar as cole¢oes de conjuntos devolvidas a cada iteragao
como Cy, . ..,Cam(n)-

Considerando que repetiremos o processo dIn(n) vezes, veja que podemos
determinar a probabilidade do nosso elemento a nao ser coberto ao final de

todas essas iteracoes, tal valor é dado por

1 dln(n) 1
Pr[a nao é coberto por C'] < (—) < —.
e 4dn

Podemos ver pela desigualdade acima que a escolha do valor de d nao foi
arbitraria.

Agora vamos falar sobre a probabilidade de C' ndo ser uma cobertura
viavel para o problema. Para que isso aconteca, algum dos elementos per-
tencentes a E nao foi coberto. A probabilidade de tal evento é dada pela

soma das probabilidades de um dos n elementos nao ser coberto, ou seja,

1 1
Pr[C' na bert <n—=-.
r[C" nao ser cobertura] < n el

Devido a linearidade das esperancas e devido a quantidade de colegoes
geradas ser dIn(n), o seguinte resultado é vélido
dlIn(n)
Ele(C)] = > E[e(C)] < dIn(n)OPTpL(E,S,c).
i=1

Mas veja que como OPTpr(I) < OPTeco(I) para toda instancia, o re-
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sultado acima prova que o algoritmo descrito é uma O(In(n))-aproximagao
probabilistica para o problema da Cobertura por Conjuntos. Isso em si é um
resultado significativo, porém, podemos ir mais longe ao falarmos sobre esse
algoritmo.
Aplicando a Desigualdade de Markov (Teorema 5.1), teorema visto no
Capitulo 5, e considerando que dIn(n)OPTpr(E,S,c) = t, obtemos que
(€]

Pre(C') > 4t] < Bl

t 1
At 4t 47

< =
Mas afinal para que serve essa tultima constatagao? Porque veja que nos
obtivemos limitantes para o valor da probabilidade dos eventos nao desejados,

que sao

e (' nao ser uma cobertura, onde vimos que a probabilidade de tal evento
é < 1/4;

e O custo da cobertura C’' devolvida ser superior a OPT¢c(E, S, ¢) por

um fator maior que dIn(n) = O(In(n)).

Dessa forma, obtivemos dois resultados relevantes que referem-se a qua-

lidade da solugao devolvida. Também podemos concluir que:

=~ =
)

+

o |

Pr[C" ndo ser cobertura valida ou ¢(C") > 4t] <

logo,
Pr[C" ser cobertura vélida e ¢(C") < 4t] > %
Veja que por mais que nao tenhamos formalizado um teorema para esse
algoritmo, ainda assim conseguimos definir seu fator de aproximacao proba-
bilistico e descobrir alguns outros detalhes sobre o mesmo, sempre justifi-
cando os resultados.
Para finalizar a se¢ao, segue uma formalizacao do algoritmo descrito, que

nao termina a execucao até encontrar uma solucao aceitavel para o problema.
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Algoritmo 23: COBERTURA-RANDOMIZADO(E, S, ¢)

Entrada: Conjunto E, colecao de conjuntos finitos S e funcao c de
custo dos conjuntos de §

Saida: Cobertura C' de F

1 Seja x a solucao do programa linear do problema

2 enquanto C' ndo € cobertura de E ou c¢(C') > 4tc(x) faga

3 para i = 1 até dIn(n) faga

4 Adicione cada S € S a C; com probabilidade p(S) e de maneira
independente usando RAND(p(5))

5 fim
7 fim

8 retorna C’

6.3 Cobertura por Conjuntos por Esquema

Primal-Dual

Como ja discutimos no Capitulo 4, o esquema primal-dual nos d4 um al-
goritmo combinatério com um bom fator de aproximagao e um bom tempo
de execugao [6], por isso podemos falar que ele é o método preferivel para o
projeto de algoritmos de aproximacao.

Nessa se¢ao, apresentaremos primeiro uma visao geral do esquema primal-
dual e depois uma f-aproximacao para a Cobertura por Conjuntos, onde f
é a quantidade de conjuntos em que o elemento mais frequente aparece.

O esquema primal-dual tem suas origens no projeto de algoritmos exatos
sendo responsavel por algoritmos extremamente eficientes para alguns pro-
blemas em P [6]. Também usa-se muito as condigoes de folga complementares
para o projeto desse tipo de algoritmo (Teorema 4.4).

Vamos comecar com uma visao geral sobre o esquema primal-dual. Para
isso, vamos considerar o seguinte problema de minimizacao genérico como

nosso primal e em seguida apresentaremos seu dual.

Problema 6.4 (Primal). Dada uma entrada que especifique a;;,b; e ¢; dese-
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Jjamos minimizar

n

E :CJ'IJW

=1

sujeito as sequintes condigoes

Zaij$j2bi VZG{l,,m}
j=1

.1,’]20 VJE{L,’H}

Problema 6.5 (Dual). Dada uma entrada que especifique a;;,b; e ¢; deseja-

Z bzy27
i=1

mMos Marimizar

sujeito as sequintes condigoes

Zaijyigcj iE{l,...,m}
i=1
yzZO je{]-?"'an}
Apresentados esses PLs podemos aplicar neles as Condigoes de Folga

Complementares (Teorema 4.4) da seguinte forma.

Condigao de folga do primal: Seja o > 1, entao
Vje{l,...,n} vale que ou z; =0, ou ¢;/a < Zaijyi <g¢j.
i=1
Condigao de folga do dual: Seja § > 1, entao
Vi e {1,...,m} vale que ou y; = 0, ou b; < Zaijxj < f3b;.
i=1
Veja que devido as variaveis a e 3, a forma como as condicoes de folga
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foram descritas acima nao é igual a forma como esta descrito no Teorema 4.4.
Eventualmente, se uma dessas variaveis assumir o valor de 1 com certeza uma
das condigoes serd satisfeita. A maioria dos algoritmos que usa esquema
primal-dual relaxa uma dessas condi¢oes mas impoe a outra. Agora, segue
uma proposicao que usa das condicoes de folga da forma que foram descritas

acima.

Proposicao 6.1. [6] Se x e y sao, respectivamente, solug¢des vidveis do pri-
mal e do dual de um PL e que respeitam as condigcoes de folga descritas

acima, entao
n

Z c;jx; < aff Z biy;.
i=1

j=1

A proposi¢ao acima nos ajudara a demonstrar como o esquema primal-
dual é extremamente vidvel como ferramenta em algoritmos de aproximacao.

Sobre os algoritmos primal-dual, eles comecam com uma solugao inviavel
para o primal e uma solugao viavel para o dual, normalmente as solugoes
triviais x = 0 e y = 0. Depois desse comeco vao sendo feitas iteragoes que
vao incrementando a viabilidade de z e a qualidade de y. Quando falamos
viabilidade de z queremos dizer que = pode comecar como solucao inviavel,
porém, a cada iteracao x vai se aproximando dos valores de uma solucao
viavel do problema.

Ao final de um algoritmo primal-dual, obtemos uma solucao viavel do
primal que respeite as condicoes de folga, para valores de v e § cabiveis. A
solucao primal obtida é sempre convertida em uma solucao para a versao
inteira do problema, e a solucao dual é usada como limitante inferior para a
solucao otima do problema. Isso em combinacao com a Proposicao 6.1 nos

déa que
Zle’j S OZBZblyl S aﬁOPTp
j=1 i=1

Logo, um algoritmo que use o esquema primal-dual é uma a/3-aproximagcao

para o problema. Na desigualdade acima, OPTp é o custo de uma solucao
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6tima do problema.

A forma como a construgao do primal-dual ocorre se da por melhoras uma-
a-uma, ou seja, a cada iteracao o primal sugere para o dual como melhorar
o primal, e vice versa [6].

Apo6s essa descricao mais geral sobre o método primal-dual e como algo-
ritmos desse tipo funcionam, vamos voltar nossas atencoes ao problema da
Cobertura por Conjuntos. Lembrando que as descri¢oes do problema (Pro-
blema 2.10), seu PL (Problema 6.2) e o seu dual (Problema 6.3), j& foram
apresentados.

Vamos aqui apresentar um algoritmo para a Cobertura por Conjuntos que
possui fator de aproximacao f, onde f é a quantidade de conjuntos em que o
elemento mais frequente aparece. Para esse algoritmo vamos considerar que
a=1lef=f.

Com os valores que definimos para a e 3, vamos agora analisar como essa
decisao afeta as condicoes de folga do primal e do dual para a Cobertura por
Conjuntos.

Primal: VS € §: Se x5 # 0 deve valer que

(/1S p <elS) = 3y =elS).

eesS eesS

Dual: Ve : Se y. # 0 deve valer que

1§Z$s§f-

Ses

Referente a condicao de folga do primal descrita acima, vamos definir que
um conjunto S do primal é justo se Y ¢ y. = c(5), ou seja, a soma de todos
os y. referentes aos elementos de S tem que ser igual a ¢(.5).

Referente a condicao de folga do dual, sabemos que no final vamos en-
contrar uma solucao exata envolvendo os valores xg, ou seja, no final todo

xg vai ter valor 0 ou 1, entao com certeza cada elemento pode ser coberto
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até f vezes por f conjuntos diferentes.

Apresentadas essas ideias, temos o Algoritmo 24 que é uma f-aproximagao.

Algoritmo 24: COBERTURA-PRIMALDUAL(E, S, ¢)

Entrada: Conjunto F, colecao de conjuntos finitos S e funcao de
custo nos conjuntos de §
Saida: Cobertura z de £
Considere 0 representacao do vetor nulo
x=0
y=20
enquanto existe elemento em E ainda nao coberto faga
Tome um elemento e ainda nao coberto e aumente ¥, até que
algum conjunto S esteja justo
6 Adicione todos os conjuntos justos, no momento, a solugao x
7 Declare todos os elementos que estejam em x como cobertos
8
9

U W =

fim
retorna x

O Algoritmo 24 inicia, como ja citamos, com valores de solucao triviais
para o primal e o dual. Enquanto nao obtivermos uma solugao viavel para
o primal, o algoritmo vai alterando os valores de ., ou seja, do dual, até
que obtenhamos uma solucao viavel. Nessa relacao entre primal e dual que
temos a aplicagao do esquema primal-dual. Veja que o algoritmo é polinomial
pois o lago é O(|F|), sendo que os processos dentro desse laco consumem
O(|E| + |S|), logo o algoritmo é polinomial.

Segue o teorema que enuncia o fator de aproximacao desse algoritmo.

Teorema 6.3. Dada uma instancia (E,S,c) para a Cobertura por Conjun-

tos, o Algoritmo 24 € uma f-aprorimacao para esse problema.

Demonstra¢ao. Da maneira que o algoritmo funciona é impossivel que algum
elemento seja deixado como nao coberto, logo temos como resposta sempre
uma solucao viavel para o problema. Além disso, veja que as restrigoes do

dual também sao sempre atendidas, ja que nunca iremos aumentar um y,
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caso pelo menos um conjunto esteja justo. Dessa forma, a solucao do primal
e a solucao do dual sao viaveis.

Como a =1 e = f, pela Proposicao 6.1 sabemos que

ng.c(S) </ ZZye

Ses SeS ecS

mas, como ja desenvolvemos anteriormente nessa se¢ao, podemos chegar a

seguinte relagao

> 25.0(5) < f.OPTee(E, S, o).

Ses
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Consideracoes Finais

Nessa secao, a ultima desse relatorio, apresentaremos nossas consideracoes
finais sobre o trabalho. Comecaremos com uma revisao dos objetivos gerais
e especificos estabelecidos no inicio do projeto, depois apresentaremos como
cada um desses objetivos foi trabalhado ao longo do projeto. Com essa
estrutura, esperamos expor as consideragoes do aluno beneficiario sobre cada
parte do projeto e como o projeto influenciou em sua formacao.

Vamos comecar relembrando o objetivo geral do projeto, que era introdu-
zir o aluno a pesquisa na area de otimizacao combinatoria através do estudo
de algoritmos de aproximacao e suas técnicas. Devido a esse objetivo, nessa
se¢ao, tentaremos a todo momento citar como cada parte do projeto contribui
para que esse objetivo fosse atingido.

Na proposta do projeto foi definido um cronograma com diversos objetivos
especificos relacionados ao assunto principal do projeto, que sao os algoritmos

de aproximacao. Segue a lista de objetivos especificos estabelecidos:

1. Revisao de conceitos de projeto de analise de algoritmos e alguns con-
ceitos em teoria dos grafos;

2. Estudo dos conceitos de reducao entre problemas e complexidade (clas-
ses P, NP, N'P-completo e N'P-dificil);

3. Introdugao a algoritmos de aproximagao e algoritmos bésicos (cober-
tura por vértices, escalonamento, caixeiro viajante e arvore de Steiner);

4. Estudo de algoritmos que utilizam redugao entre problemas (cobertura

por conjuntos e supercadeia minima);
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5. Estudo de algoritmos em grafos (corte multiseparador, k-corte e k-
centro);
Estudo de esquemas de aproximagao (mochila e empacotamento);
Revisao de conceitos de programacao linear;
Estudo do problema da Cobertura por Conjuntos e seus algoritmos com
as técnicas de arredondamento, dual-fitting e primal-dual;

9. Estudo da inaproximabilidade.

Perceba que essa lista de objetivos pode ser vista como uma lista de
assuntos que o beneficidrio deveria estudar. Cada um dos assuntos listados
foi estudado de alguma forma pelo aluno ao longo do projeto. Todos os

assuntos foram trabalhados seguindo um mesmo roteiro:

1. O beneficidrio estudou o assunto através de livros e artigos selecionados
pela orientadora;

2. O beneficiario e a orientadora se reuniram para discutir o assunto e
sanar duvidas;

3. O beneficiario escreveu no relatério sobre o assunto discutido em reuniao;
A orientadora notificou o beneficidrio de possiveis melhorias no re-
latorio;

5. O beneficiario, apos compreender o porqué das melhorias, corrigiu o

relatdrio.

Todo esse processo contribuiu com o aprendizado do aluno, pois permitiu
que o conteido nao fosse somente estudado de maneira passiva. Veja que
houve a discussao de ideias em reunioes com a orientadora e o exercicio
da escrita por meio desse relatério. Essas etapas permitiram que o aluno
desenvolvesse sua escrita académica e a capacidade de lidar com conceitos
matematicos.

A formacao do aluno também foi beneficiada pelo projeto, pois permitiu
que ele entrasse em contato com assuntos que nao seriam normalmente vistos

em sua graduacao em ciéncia da computagao.
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No Capitulo 1 foram apresentados os assuntos referentes aos Objetivos 1
e 2, conceitos basicos de otimizacao combinatdria, necessarios para comecar
a estudar os problemas de otimizagao e o algoritmos de aproximacao para os
mesmos. Vale destacar que o aluno também estudou esses assuntos nas dis-
ciplinas de Analise de Algoritmos e Teoria dos Grafos, cursadas em paralelo
ao projeto.

O Capitulo 2 cobriu os Objetivos 3, 4 e 5, permitindo que o aluno entrasse
em contato com uma vasta gama de problemas combinatérios e conceitos
matematicos, além de algoritmos e técnicas de demonstracao. Um assunto
que teve muito destaque nesses capitulos foram os grafos, isso porque varios

dos problemas estudados nesses capitulos envolvem grafos em sua defini¢ao.

No Capitulo 3 foi definido o que é um esquema de aproximacao e foram
apresentados alguns exemplos de esquemas de aproximagao, ou seja, foi onde
o Objetivo 6 foi trabalhado. Isso permitiu ao beneficiario ampliar sua visao
sobre algoritmos de aproximacao no geral, especialmente porque os fatores de
aproximacao dos esquemas de aproximagao sao uma generalizagao que cobre

os fatores de aproximagao dos algoritmos estudados no Capitulo 2.

No Capitulo 4 foram apresentados conceitos fundamentais de programagao
linear, assunto que refere-se ao Objetivo 7. Como o aluno ainda nao tinha
tido contato com a programacao linear, a escrita desse capitulo também
serviu como uma oportunidade para o aluno entender a importancia da pro-

gramagao linear no projeto de algoritmos de maneira geral.

Os assuntos e conceitos apresentados no Capitulo 4 foram aplicados nos
capitulos seguintes. Em especial, o Capitulo 6, que trata do Objetivo 8, teve
como foco aplicar técnicas que envolvem programacao linear a um problema
de otimizacao combinatoria ja conhecido, no caso, a Cobertura por Conjun-
tos. No Capitulo 6, o aluno teve a possibilidade de ver como a programagao
linear e seus conceitos, como dualidade e relaxacao, podem ser aplicados no

projeto e andlise de algoritmos.

Embora o tépico de inaproximabilidade, Objetivo 9, nao tenha sido tra-
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tado em um capitulo ou secao especifica do relatorio, foram vistos ao longo
do projeto resultados relacionados a inaproximabilidade que permitiram con-
tato do beneficidrio com o assunto. Por exemplo, na Secao 2.4 mostramos
que o problema do Caixeiro Viajante é inaproximével a nao ser que P # NP.
Com esse resultado e sua demonstracao ja foi possivel entender o que faz um
problema ser inaproximével e a importancia das redugoes nas demonstragoes
de resultados desse tipo.

Entao, podemos ver que cada um dos objetivos especificos introduziu, de
alguma forma, para o beneficidrio um tépico diferente de otimizacao combi-
natoria.

Algo destacavel é que o estudo de algoritmos probabilisticos nao foi ini-
cialmente proposto no projeto. Porém, devido a um desejo do préprio aluno
em estudar o tema, visando complementar o projeto, o tépico foi adicio-
nado a lista de assuntos a serem estudados resultando no Capitulo 5. Esse
capitulo possibilitou tanto o estudo de algoritmos probabilisticos aproxima-
tivos quanto de algoritmos probabilisticos em geral.

Agora, voltando nossas atengoes ao objetivo geral do projeto. O presente
relatorio técnico, que foi escrito pelo aluno, teve papel fundamental para que
o objetivo geral fosse atingido, pois sua redacao exigiu que o beneficiario nao
somente estudasse os conteidos, mas também discutisse ideias e as organi-
zasse suficientemente bem a ponto de redigir um texto claro sobre o assunto.

Pelas razoes apresentadas nessa se¢ao, podemos dizer que esse projeto de
iniciacao cientifica cumpriu seu papel e realmente iniciou o aluno a area de
otimizac¢ao combinatoria, enquanto ao mesmo tempo contribuiu no desenvol-
vimento de diversas habilidades como a escrita académica, a compreensao de

conceitos matematicos e a exposicao de ideias de maneira clara.
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