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Algoritmos para Problemas de Roteamento de Veiculos

Resumo

Na versao mais simples do problema de Roteamento de Veiculos, temos um
depdsito de onde saem veiculos carregados com produtos e que devem passar
por algumas cidades. O objetivo do problema é minimizar o custo total (por
exemplo, distancia percorrida) para entregar todos os produtos a todas as
cidades respeitando a capacidade dos veiculos. Esse é um problema classico
na area de otimizacao combinatéria, com diversas aplicagoes praticas.

Este relatério descreve as atividades desenvolvidas pela aluna Leticia Al-
meida Santos durante sua iniciagdo cientifica. FElas envolveram o estudo de
algumas variagoes do problema mencionado, bem como outros problemas re-

lacionados.
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1 Resumo das atividades desenvolvidas

O principal objetivo desse projeto foi introduzir o aluno a pesquisa na &area de
otimizacao combinatéria por meio do estudo de problemas de roteamento de veiculos
e variacoes do mesmo. Nossa énfase se deu no estudo de formulagoes dos problemas

e métodos exatos baseados em programacao linear inteira.

Ao comego do projeto revisamos as praticas de computagao basica como algorit-

mos recursivos, estruturas, listas, pilhas, filas e arvores.

Passamos entao para a analise de algoritmos em sua eficiéncia e corretude com
as notagoes O(f(n)), O(f(n)) e Q(f(n)) com f(n) sendo uma fungdo qualquer no
tamanho da entrada. Também revisamos os conceitos de algoritmos gulosos e de
programagao dinamica, para problemas em geral, e de algoritmos heuristicos, algo-
ritmos de aproximacao e algoritmos exatos, para problemas de otimizacao combi-
natéria. Para isso vimos os algoritmos de divisao e conquista (MergeSort), a mochila
fracionaria e o problema do escalonamento de tarefas. Por fim vimos ainda alguns

conceitos de complexidade computacional, com as classes P, NP e NP-dificil.

Estudamos também alguns conceitos de teoria dos grafos e algoritmos classicos
que trabalham com grafos. Nesse sentido estudamos os conceitos de vértices, arestas,
arcos, pesos, grafos completos, grafos direcionados e nao direcionados, o algoritmo
de Kruskal para arvores geradoras minimas, Dijkstra para caminhos minimos em

grafos, o problema da cobertura por vértices e o problema do caixeiro viajante.

Por fim revisamos os conceitos e estruturas de Programacao Linear (PL), Pro-
gramagao Linear Inteira (PLI) e o conceito de Problemas de Otimizacdo, tais como

os problemas de roteamento cujos resultados se encontram nas secoes seguintes.

2 Introducao

Um problema de otimizagao é um problema onde desejamos maximizar ou minimizar
uma funcao real objetivo f, da forma f: S — R, onde S é um conjunto finito de

solugdes vidveis [8], isto é, solugoes que respeitam as restrigoes do problema.

Quando o conjunto S vem a partir de um conjunto 2€ (conjunto de todos os
subconjuntos de F), para algum conjunto F, temos um problema de Otimiza¢do
Combinatoria e nos cabe encontrar s* € S que otimize a fungao objetivo. Um
exemplo de problema de otimizacao combinatoria é, dados possiveis investimentos,
encontrar quais investimentos gerariam mais lucro em uma determinada janela de

tempo.

Para que encontremos s* podemos enumerar o conjunto .S, porém isso nao é

eficiente quanto maior o tamanho de S. As solugoes vidveis costumam poder ser



descritas de uma maneira concisa, entao o desafio é encontrar algoritmos que se-
jam provavelmente ou comprovadamente mais eficientes do que enumerar todas as

solugoes e as testar.

Para alguns dos problemas de otimizacao combinatéria, os melhores algoritmos
tém tempo de execucao que crescem de maneira polinomial dado o tamanho da
entrada, mas ha outros para os quais nao ha esperanca de que existam algoritmos
eficientes que resolvam qualquer entrada. Duas das técnicas que existem para tra-
tar problemas desse tipo sao programacao linear e algoritmos de aproximacao, que
serao descritos nas Secoes 2.1 e 2.2, respectivamente. Serao mostradas aplicagoes
dessas técnicas sobre o classico problema wertex cover, descrito na Secao 2.3. Na
Secao 2.4 apresentamos alguns resultados para o também classico problema do cai-
xeiro viajante, que é bem relacionado com problemas de roteamento. Os problemas
principais que foram estudados durante o periodo da iniciagao cientifica sao descritos

na Secao 3.

2.1 Programacao Linear

Programacao linear é uma forma de descrever um problema de otimizacao combi-
natéria por meio de de equagdes e/ou inequagoes lineares [2]. Desta maneira, todo
programa linear apresenta uma expressao que queremos otimizar (a fungao obje-
tivo), isto é, maximizar ou minimizar, e vdrias equagoes e inequagoes que indicam
restricoes do problema. Todas essas expressoes sao descritas utilizando varidveis de

decisao, que indicam as escolhas feitas para se chegar a uma solucao.

Em geral um programa linear com n variaveis e m restricoes é descrito da seguinte

forma: .
minimizar chxj
j=1
sujeito a Zaijxj >b, Vie{l,...,m}
j=1
Onde:

® a;j, b; e Cj sao constantes
e 1; sao as variaveis de decisao

n ~ .~
® > 0, ai;x; > b; sdo as restrigoes

n ’ ~ . .
° ijl c;x; ¢ a fungao objetivo

Considere uma empresa de producao de computadores mono-processados que

fabrica méaquinas cujas diferencas estao na quantidade de placas de memoéria de
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256KB que elas possuem e na quantidade de discos para expansao [2].

As especificacoes de cada maquina sao dadas a seguir:

Maquina | Prego | Disco | Placas
GP1 60 0 4
GP2 40 1 2
GP3 30 0 2
WS1 30 1 2
WS2 15 0 1

Esta empresa quer garantir lucro maximo de venda. Suponha que todo com-
putador produzido seja vendido e sejam a, b, ¢, d e e a quantidade produzida das
maquinas GP1, GP2, GP3, WS1 e WS2, respectivamente. Gostariamos entao de
maximizar:

¢ = 60a + 40b + 30c + 30d + 15e

Precisamos considerar ainda que a empresa tem as seguintes restrigoes:

1. o suprimento de processadores é limitado a 7000 unidades;
2. o suprimento de discos é incerto, variando de 3000 a 7000 unidades;
3. o suprimento de placas também ¢ incerto e varia de 8000 a 16000 unidades;

4. uma placa de 512KB pode substituir as placas usadas no modelo GP1 e tem-se

um suprimento de até 4000 unidades dessas ;

5. a demanda esperada para as maquinas é de 1800 unidades da GP1, 200 da
GP2, 3800 para a familia GP e 3200 para a familia WS;

6. dentro da demanda esperada existem pedidos de 500 unidades do GP2, 500
do WS1 e 400 do WS2.

Formalmente, podemos descrever essas restricoes da seguinte maneira:

Restricao 1. O total de processadores utilizados na fabricagao tem que ser no

maximo o total de processadores em estoque:

a+b+c+d+e <7000

Restricao 2. O total de discos utilizados deve ser no méaximo o valor em estoque.

Como o estoque de discos é incerto, podemos ou considerar o menor valor



possivel ou podemos criar uma nova variavel que represente o valor real em

estoque. Neste caso, seja D o nimero de discos que de fato estda em estoque:

3000 < D < 7000
Oa+b+0c+d+0e<D

Restricoes 3 e 4. O total de placas utilizadas deve ser no maximo o valor em
estoque. Como o estoque de placas de memoria também é incerto, usaremos
a variavel P para identificar o valor. O computador GP1 pode ser produzido
com duas placas diferentes, entao usaremos as variaveis a; para indicar as
unidades que foram produzidas com as placas de 256KB e a variavel a, para

as que utilizam a placa de 512KB. Assim:

8000 < P < 16000
day +2b+2c+2d+e < P
2a9 < 4000

a;+a=a

Restricao 5. Nao podemos produzir mais do que a demanda esperada, ja que nao

teremos expectativa de vender unidades excedentes:

a < 1800
b <200
a+b+c <3800
d+e <3200

Restricao 6. Nao podemos deixar de atender os pedidos que ja foram feitos:

b > 500
d > 500
e > 400

Assim, o programa linear referente ao problema dessa empresa é descrito da



seguinte maneira:

maximizar

60a + 40b + 30c + 30d + 15e

sujeitoa a+b+c+d+ e <7000

3000 < D <7000
b+d<D

8000 < P < 16000

4da; +2b+2c+2d+e < P
2a2 < 4000

a1 +as=a

a < 1800

b <200

a+ b+ c <3800

d+ e <3200

b > 500

d > 500

e > 400
a,b,c,d,e,ay,as, D, P >0

2.1.1 Programacao Linear e Programacgao Inteira

Um Programa Linear Inteiro é estruturado da mesma forma que um Programa
Linear, porém as variaveis podem apenas assumir valores inteiros.
algoritmos que resolvam este tipo de problema em tempo polinomial sao desconhe-
cidos, ao contrario dos programas lineares [11]. Infelizmente, muitos dos problemas

de otimizagao combinatoria interessantes podem apenas ser descritos por meio de

programas lineares inteiros.

2.1.2 Programacao Linear e Programacao Nao Linear

Uma problema é considerado um problema de Programacao Nao Linear (PNL) se a

funcao objetivo ou qualquer uma das restrigoes for uma expressao nao linear sobre

as variaveis de decisao [4].

No entanto,



Por exemplo,

n
Maximizar E Ci%;

i=1
sujeito a Z ai(r;)? = by
i=1

Sin(.Iz‘) Z bQ

x; >0 Viel,...,n

é um programa onde temos duas restrigdes que usam de fungoes nao lineares (as

fungoes quadratica e seno), sendo portanto um programa nao linear.

2.2 Algoritmos de Aproximacao

Algoritmos de aproximacao sao algoritmos rapidos, geralmente de tempo polinomial,
que devolvem uma solugao para um problema de otimizagao cujo custo estd a um
fator a de distancia do custo da solucao 6tima, sendo o muito bom quando préximo
de 1 [9].

Dada uma instancia de um problema, seja £ o custo da solucao calculada pelo
algoritmo e seja £* o custo de uma solucao 6tima. Se estivermos falando de um

problema de minimizacao e a expressao
{ < al*

vale para qualquer instancia do problema, entao dizemos que o algoritmo é uma

a-aproximacao. Se o problema for de maximizacao e a expressao
(> al*

vale para qualquer instancia, entao dizemos que o algoritmo é uma a-aproximacao.

Por exemplo, suponha que queremos minimizar o tempo que impressoras em uma

grafica ficam ligadas [5], sabendo que:

Temos 3 impressoras exatamente iguais em funcoes e tempo para executar

tarefas;

Precisamos copiar 1 apostila, o que leva 1 hora;

Precisamos imprimir 2 banners, levando 2 horas cada e podendo ser impressos

separadamente;

Precisamos imprimir 1 album de fotos, o que leva 5 horas;



e Precisamos fazer a tiragem de 1 lote de anudrios, o que leva 6 horas;

e Precisamos fazer a tiragem de 1 revista, o que leva 7 horas.

Sem entrar em detalhes da resolucao deste problema, sabemos que o menor tempo

que vamos usar para completar todas as tarefas é de 9 horas, isto é, * = 9.

Digamos agora que foi utilizado um algoritmo para organizar as tarefas e que ele
indicou que sao necessarias 10 horas para executa-las. Nesse caso, £ = 10 e podemos

escrever a seguinte informacao sobre o algoritmo:

10

=10<ax9=al = azgzl.l.

Isto é, o fator de aproximagcao dele é pelo menos 1.1. Mas dependendo da lista de
tarefas a serem realizadas, o algoritmo poderia entregar uma solugao ainda pior,
com um tempo sendo o dobro do étimo, por exemplo. Por isso a definicao de fator
de aproximagao ¢ feita sobre todas as entradas possiveis. Esse fator de aproximagao
serve, portanto, para termos ideia de quao ruim pode ser a solucao feita pelo algo-

ritmo.

Assim, se o pior valor que o algoritmo devolver para qualquer entrada for ¢ = 10,

entao temos que

10

(=10>ax9=al" = aggzl.l

e nesse caso podemos dizer que o algoritmo ¢ uma 1.1-aproximagao, pois esse é o

maior valor de «.

2.3 Cobertura por vértices

O problema de cobertura por vértices ( Vertex Cover) consiste em, dado um grafo
qualquer, escolher o menor niimero possivel de vértices tal que toda aresta perten-
cente ao grafo seja incidente a pelo menos um dos vértices escolhidos. Este problema
é NP-dificil [9], isto é,um dos problemas para os quais nao se conhece nenhum algo-

ritmo eficiente que possa resolvé-lo para qualquer instancia.

Por exemplo, imagine que vocé precisa decidir onde serao instaladas cameras de

seguranca em um prédio:

e existe um numero n de locais possiveis para instalar as cameras;
e cada local cobre uma area do prédio;

e nao podem haver pontos cegos, isto é, areas que nao tenham uma camera que

as cubra; e



e cada camera tem um mesmo custo de instalacao que vocé precisa minimizar,

isto é, instalar o menor nimero possivel de cameras.
Podemos modelar esse problema por um grafo da seguinte forma:

e Cada vértice é um possivel ponto para instalar uma camera

e Dois vértices sao ligados por uma aresta quando as duas cameras que eles

representam podem cobrir a mesma area

Claramente, uma cobertura por vértices desse grafo resolve o problema da ins-

talacao de cameras.

Seja x,, uma variavel que tem valor 1 se o vértice u for escolhido para a cobertura
ou o valor 0, caso contrario. O sistema em programacao linear para o problema de

cobertura por vértices é da seguinte forma:

minimizar Z Ty, (1)

ueV
sujeito a  x, + 2, > 1 Yuv € E (2)
x, €{0,1} YueV (3)

Note que ele representa o problema pois (1) indica que queremos minimizar a
quantidade de vértices escolhidos e (2) indica que, para cada aresta do grafo, pelo

menos um dos seus extremos precisa ser escolhido para a solucao.

Resolver o programa linear acima nem sempre é possivel em tempo razoavel,
uma vez que ele é um programa linear inteiro. O Algoritmo 1 apresenta outra forma

de resolver esse problema.

Algoritmo 1 Algoritmo para o vertex cover.
1: funcao VERTEXCOVER(G = (V, F))

2 C+ 0

3 enquanto F # () faga

4: Seja (u,v) € E uma aresta qualquer
5: C + CU{u,v}
6

7
8

9

E «— E\{(u,v)}
E + E\{(u,z): Y(u,z) € E}
E + E\{(v,z): V(v,z) € E}

devolve C

Este algoritmo retorna um conjunto de vértices C' do grafo G em que os vértices
pertencentes a C fazem parte de um emparelhamento maximal' M em G, pois

quando uma aresta é escolhida, ambos seus extremos sao colocados em C' e todas

'Um emparelhamento é um conjunto de arestas sem vértices em comum. Ele é maximal quando
tem o maior nimero possivel de arestas de G.
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as arestas incidentes a esses extremos sao removidas (linhas 6, 7 e 8). Note ainda
que C' cobre todas as arestas do grafo, pois todas as arestas incidentes a vértices
colocados em C' sao removidas de F e o algoritmo s6 para quando F fica vazio. Nao

é dificil perceber que esse algoritmo executa em tempo polinomial.

O algoritmo é também uma 2-aproximacao conforme demonstrado no seguinte

teoremas:

Teorema 1. O algoritmo VERTEXCOVER € uma 2-aproximacao para o problema

de cobertura por vértices.

Demonstracao. Seja C = V(M) = VERTEXCOVER(G = (V, E)), onde V(M) é o
conjunto de vértices do emparelhamento M e seja OPTy¢(G) uma solucao 6tima

do vertex cover para o mesmo grafo G.

Note que OPTy¢(G) deve cobrir as arestas de M, isto é, para cada aresta de M,
existe pelo menos um vértice na solugdo étima que a cobriu. Por isso, |OPTy¢(G)| >
| M.

Como o algoritmo retorna C, cujo tamanho é 2| M|, temos que o custo do algo-

ritmo é

|IC| = |V(M)| =2|M| <2|0OPTyvc(G)|

Assim, esse algoritmo é uma 2-aproximacao. O

2.4 Caixeiro viajante

O problema do caixeiro viajante consiste em, dado um grafo com custos nas arestas,
partir de um desses vértices, passar por todos os vértices uma tnica vez e retornar
ao vértice inicial fazendo um percurso cuja soma das arestas utilizadas seja minima.
Formalmente, dado um grafo G = (V, E) onde a aresta ij tem custo ¢;;, queremos
encontrar um ciclo hamiltoniano (ciclo que passa por todos os vértices uma unica

vez) de custo minimo.

Este problema costuma aparecer em varias situacoes reais onde deve-se encontrar
rotas de entrega e os trechos a serem percorridos tém custos, como pedégio, tempo
de duracgao, distancia percorrida, etc. Muitas vezes o grafo de entrada é orientado,

para representar, por exemplo, ruas de mao tunica.

Suponha um caminhao de entregas saindo do centro fornecedor. Ele precisa ir
a varios enderecos diferentes deixar a sua mercadoria e depois retornar a garagem.
Passar mais de uma vez por um endereco nao é interessante, sendo inclusive um
desperdicio de recursos. No caso, a melhor estratégia para o caminhao é passar
uma unica vez em cada endereco e, s6 depois de visitar todos, retornar a garagem.

Podemos representar os enderecos como vértices de um grafo e as ruas que levam de
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um local para o outro como suas arestas. Nesse caso temos o problema do caixeiro

viajante.

Seja x;; uma varidvel de decisao que tem valor 1 caso a aresta 7j seja escolhida
para o percurso e tem valor 0 caso contrario. A representacdo em programagcao

linear deste problema é feita da seguinte maneira:

n n
minimizar E E CijTij (4)

j=1 i=1

sujeito a inj =2 VjieV (5)
i=1
d ay <8 -1 VSV (6)
ijes

Note que ele formaliza o problema do caixeiro viajante:

e (4), a funcdo objetivo, indica que queremos minimizar o custo das arestas

escolhidas,

e (5) garante que cada vértice serd visitado uma vez pelo ciclo (pois duas arestas

devem sair desse vértice),

e (6) garante que nao serao formados ciclos que nao sejam hamiltonianos (todo
subconjunto de vértices de GG que nao seja o proprio V deve ter no maximo
|S| — 1 arestas ligando seus vértices (dessa forma, nao ¢é possivel S conter um

ciclo, ja4 que um ciclo com t vértices possui ¢ arestas).

Este também é um problema da classe NP-dificil na computagao [9]. Infeliz-
mente, o problema geral do caixeiro viajante nao admite um algoritmo que apro-
xime a solu¢ao com taxa de aproximagao constante [10]. No entanto, uma versao
particular do problema que tem muita relevancia prética e contorna essa dificuldade
é o caixeiro viajante métrico. Para esta versao temos de entrada um grafo G
com custos ¢ nas arestas é dito métrico se, para todo trio de vértices u, v, w temos
que Cupw < Cuy + Cow- Um dos algoritmos de aproximacao que trata deste problema

¢ dado no Algoritmo 2.

Algoritmo 2 Algoritmo para o caixeiro viajante.
1: fungao DOUBLETREE(G = (V, E), ¢)
2: T <~ ARVOREGERADORAMINIMA(G, ¢)
3: T? < T com as arestas duplicadas
4:  F « TRILHAEULERIANA(T?)
)
6

C < CiICLOHAMILTONIANO(G, F)
devolve C
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Figura 1: Representagao de passeio (b, a, ¢, a,b) em um grafo completo.

Figura 2: Atalho feito no passeio da Figura 1.

Note que o algoritmo 2 de fato retorna um ciclo hamiltoniano para o grafo G. O
funcionamento do algoritmo se da da seguinte maneira: Primeiro, ele encontra uma
arvore geradora T' de G (ela passa, portanto, por todos os vértices do grafo). Em
seguida, ele duplica as arestas de T, formando 72. Claramente, todos os vértices
de T? possuem grau par, de forma que é possivel encontrar uma trilha euleriana F
sobre T2, que é uma trilha que passar por todas as arestas de 7 uma unica vez.
Essa trilha F' também passa por todos os vértices do grafo (G, mas ela certamente
ird repetir vértices. Como o grafo é completo, podemos fazer atalhos em F' para

criar um ciclo hamiltoniano C.

Um atalho ¢é dado, por exemplo da seguinte maneira. Seja L um grafo completo.
Um passeio P = (b, a, c,a,b) por L esta representado na Figura 1 para um exemplo.
Esse passeio leva b para ¢ passando por a: b — a — c¢. Um atalho seria pegarmos
uma nova aresta que faca o caminho diretamente entre b e c. Como F' ¢é um grafo
completo, essa aresta existe e o atalho é viavel, de forma que basta substituirmos o

trecho de P pela nova aresta, como mostrado na Figura 2.

O algoritmo 2 é uma 2-aproximacao conforme demonstrado no teorema 2:

Teorema 2. O algoritmo DOUBLETREE € uma 2-aproximac¢ao para o problema do

caixeiro viajante métrico.

Demonstragao. Seja OPTrsp(G) uma solugao 6tima para o caixeiro viajante no
grafo G. Note que se removermos uma aresta de OPTrgsp(G), teremos uma arvore
geradora 7" para o mesmo grafo. Claramente, a arvore geradora minima 7" encon-
trada pelo algoritmo tem custo no maximo o custo de 7", entao ¢(OPTrsp(G)) >
co(T") > ¢(T).
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Temos também que c¢(F) = ¢(T?) = 2¢(T) e que ¢(C) < ¢(F), pois C foi obtido

de F' por meio de atalhos e o grafo é métrico.

Portanto, o custo da solugao dada pelo algoritmo é

c(C) <2¢(T) < 2¢(OPTrsp(@))

e assim vemos que o algoritmo é uma 2-aproximacao. O

Note que o DOUBLETREE usa outros algoritmos que tém tempo de execucao

polinomial para calcular sua resposta:

e ARVOREGERADORAMINIMA(G, ¢): dado um grafo G, busca uma arvore ge-
radora minima em G, isto é, um grafo conexo que contém todos os vértices de
G e nao possui ciclos, logo, nao necessariamente possui todas as arestas de G.

O algoritmo de Prim ou Kruskal pode ser utilizado aqui.

e TRILHAEULERIANA(G): dado um grafo G, retorna um ciclo que passa por
todas as arestas de G exatamente uma vez, podendo repetir vértices. O algo-

ritmo de Fleury pode ser utilizado aqui.

e CICLOHAMILTONIANO(G, F'): dados um grafo completo G e um ciclo eule-
riano F' sobre (G, percorre o ciclo F' sem repetir vértices para poder devolver
um ciclo hamiltoniano — no momento que um vértice de F' se repetir, faz

substituicoes por arestas diretas ja que o grafo é completo.

Sendo assim, o algoritmo também executa em tempo polinomial.

Ha& outro algoritmo que aproxima a solugao para o problema do caixeiro viajante
métrico em tempo polinomial, que é uma alteracao do algoritmo anterior [3]. Ele é

dado no Algoritmo 3.

Algoritmo 3 Algoritmo para o caixeiro viajante alterado.

1: fungao CHRISTOFIDES(G = (V, E), ¢)

2 T < ARVOREGERADORAMINIMA(G, ¢)

3: M + EMPARELHAMENTOPERFEITOMINIMONOSVERTICESIMPARES(T)
4: F + TRILHAEULERIANA(T + M)
5
6

C < CiICLOHAMILTONIANO(G, F)
devolve C

Note que o algoritmo acima também retorna um ciclo hamiltoniano para o grafo
G. Primeiro, ele encontra uma arvore geradora 1" de G, e entao ele encontra um
emparelhamento na arvore geradora 7' que cobre todos os vértices de grau impar de
T. Assim, T + M tera todos os vértices com grau par. Podemos entao encontrar
uma trilha euleriana F' sobre T'+ M. O ciclo hamiltoniano é gerado percorrendo a

trilha euleriana e fazendo atalhos da mesma forma que no algoritmo anterior.
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Encontrar um emparelhamento perfeito de menor custo nos vértices de grau
impar de G, que é um grafo completo, ¢ um passo que pode ser feito em tempo
polinomial [3]. Os outros passos, como mencionado anteriormente, também podem
ser feitos em tempo polinomial. Logo, este algoritmo também funciona em tempo

polinomial.

Teorema 3. O algoritmo CHRISTOFIDES € uma (3/2)-aprozimac¢ao para o problema

do caixeiro viajante métrico.
Demonstracao. Pela construgao da solugao C' temos que
c(C)<c(F)=c(M+T)=cM)+cT) . (8)

O custo do ciclo hamiltoniano é menor que o da trilha euleriana pois o grafo é
métrico e fizemos atalhos em F' para criar C. O custo de F' por sua vez é igual ao

custo do grafo M + T que é o mesmo custo que dos grafos T" e M.

Sabemos, pela prova do Teorema 2, que:

co(T) < c(OPTrsp(G)) . 9)

Seja H um ciclo sobre os vértices impares da arvore geradora minima 7" encon-
trada no algoritmo, construido a partir de atalhos feitos no ciclo hamiltoniano da
solugao 6tima O PTrgp(G). Para este ciclo H, podemos tomar dois emparelhamen-

tos My e M,. Temos entao que
C(Ml) + C(MQ) = C(H) S C(OPTTSP(G)) . (10)

Considerando o emparelhamento M gerado no algoritmo, que é um emparelhamento

minimo sobre os vértices de grau impar de T, entao vale que

(M) < e(My) (11)
(M) < c(Ms) (12)

Somando as trés equagoes acima temos que:

C(OPTTSP(G))
5 .

2¢(M) < ¢(My) + (M) < c(OPTrgp(G)) = ¢(M) < (13)

Entao, juntando (8) com (9) e (13), temos que

OPTrsp(G 3
o(C) < e(M)+e(T) < & ;SP( ) (OPTrsp(G)) = 5C(OPTrsp(G)) . (14)
de onde vemos que o algoritmo é uma %—aproxima(;éo. O]
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3 Problemas de Roteamento
O problema do roteamento de veiculos é um problema que resolve a seguinte tarefa:

Determine um conjunto de rotas para fazer todos (ou alguns) transportes
requisitados com a frota de veiculos dada, com o menor custo; em parti-
cular, decida qual veiculo lida com qual requisicao e em qual sequéncia,

de maneira que todas as rotas sejam vidveis [12].

Os problemas do tipo VRP (Problema do Roteamento de Veiculos) aparecem em
grande variedade, por se tratarem de problemas de aplicacao muito especifica que
exigem, diversas vezes, uma modelagem especial para otimizar diferentes relagoes.

Os problemas podem ser, assim, classificados de acordo com algumas caracteristicas:

1. Capacidade do Veiculo. Problemas que consideram a demanda dos clientes
e a capacidade de as atender de acordo com a capacidade de carga transportada

por um veiculo (a entrega de jornais em uma rota, por exemplo).

2. Estrutura da Rede. Consideram as caracteristicas da rede de movimentagcao
e suas restrigoes (se a rede representa grandes ou pequenas distancias, por

exemplo).

3. Tipo de Requisicao de Transporte. Consideram o tipo de servigo (coleta,

entrega, coleta e entrega, etc.) e suas restrigoes.

4. Restricoes Intra-Rotas. Problemas que consideram se um solugao é viavel
a partir de outras restri¢oes internas de uma rota (agendamento de servigos,

tipo de veiculo necessério, tamanho da rota, capacidade de carga, etc.).

5. Caracteristicas da Frota. Considera o problema para frotas nao homogéneas
podendo variar em capacidade de carga (ex.: motos, carros e fiorinos), o tipo
de carga que pode ser transportada (ex.: caminhao de carga seca, caminhoes

pipa, veiculos refrigerados), velocidade e habilidade de acessar certas areas.

6. Restrigcoes Inter-Rotas. Considera se uma solucao é vidvel com base nas
relagoes das rotas e no agendamento do servigo (evitar que a rota de um
veiculo seja muito mais longa que a de outro ou movimentos que precisam ser

sincronizados ou executados em uma determinada ordem).

7. Objetivos Alternativos. Problemas interessados nao em apenas modelar o
menor comprimento das rotas, mas em atender outros objetivos, como tempo

de duracao ou satisfacao dos clientes.

Nas secoes a seguir descreveremos melhor algumas variagoes do VRP.
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3.1 Problema de Roteamento de Veiculos Capacitados

A variagao mais comum dos problemas de roteamento é o problema de roteamento
de veiculos capacitados (CVRP), onde buscamos encontrar as rotas de menor custo
para uma frota de veiculos com uma mesma capacidade de carga para atender uma

demanda de clientes. Definimos o C'VRP formalmente a seguir.

Sejam

N ={1,...,n} um conjunto de clientes,

e ¢; a solicitacao de transporte de 7 € N, isto é, o peso de entrega relacionado

com o cliente ¢ (a quantidade de materiais a ser carregada, por exemplo),
e K um conjunto de veiculos ou frota de veiculos,
e () a capacidade de carga de cada veiculo,
e S C N o conjunto de clientes cujas solicitagoes de transporte serao atendidas,
e iy = (0 a garagem da frota,

e ¢;; o custo de ir de um ponto ¢ a um ponto j (distancia, pedagio existente,
etc.),

o 7 = (ig, i1, -,im,%), uma rota, que é uma sequéncia tal que iy,... 4, € S e
ela serd executada por um tnico veiculo.

Uma rota r é viavel se g g, < @, isto é, se a demanda atendida pela rota
1<t<m
for menor ou igual a capacidade de carga do veiculo,

e 1R o conjunto de todas as rotas viaveis.

O objetivo do CVRP é determinar os elementos r € R de menor custo que

atendam a maior quantidade de requisicoes de transportes.

O problema pode ser representado por um grafo G = (V, E') (ndo orientado) ou

um digrafo G = (V, A) (orientado), ambos grafos completos?, com:

e V(G)={is} UN,
® Desos ¢; j nas arestas,

® pesos ¢; nos vértices.

2Um grafo onde cada vértice é ligado a todos os demais.
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Ele é comumente descrito em um problema de programacao linear da seguinte

maneira. Considerando sua representacao em um digrafo e sendo z; ; uma variavel

que indica se um veiculo passou pela aresta (i, ) € A:

minimizar

sujeito a

Neste formato do problema, minimizamos o custo das arestas escolhidas (15),

onde se garante que:

E Cijwij
(ij)eA

VYne N

YneN

VSCN,S#0

(15)

=

e (16) cada vértice n € N tem uma tunica aresta saindo dele (um veiculo sai de

um cliente);

e (17) cada vértice n € N tem uma tnica aresta entrando nele (um veiculo chega

a um cliente);

e (18) do vértice inicial ig, isto é, da garagem, temos | K| arestas saindo, uma

para cada veiculo da frota;

e (19) a quantidade de veiculos que atendem cada subconjunto S de clientes deve

ser maior ou igual a quantidade minima de veiculos necessarios para atender

a demanda ¢; destes clientes.

Esta formulagao ainda nao é a ideal pois tem uma quantidade exponencial de

restri¢oes do tipo (19), onde buscamos V.S C N e verificamos se a demanda atendida

respeita a capacidade de carga. Isto porque para |N| elementos temos 2!V | possiveis
conjuntos S C N. A formulacdo CVRP-MTZ [12] mostrada a seguir substitui esta

restricao para contornar este problema. Introduzimos as variaveis u;, que indicam

a demanda acumulada do veiculo até encontrar o cliente i, isto é, a capacidade de
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carga utilizada pelo veiculo até atender ¢, o incluindo. Entao, temos:

minimizar Z CijTij (21)
(ij)eA

sujeito a Z Tnj =1 Vne N (22)
(nj)eA

Y wm=1 Vn € N (23)
(in)eA

> wo; = |K| (24)
(0j)eA

U; — Uj + Q!L‘ij < Q —(qj \V/(Zj) €A (25)

e (206) garante que u; é de fato a capacidade de acumulada até o cliente i (¢; < u;)

e garante que a carga do veiculo nunca seja excedida (u; < Q);

e (25) garante que a variavel u; serd preenchida com o valor correto, isto é, que
se um veiculo atende os clientes 7 e j um em sequéncia do outro (z;; = 1),

entao a diferenca entre u; e u; ¢ justamente g;:

se x;; = 1: neste caso a restrigao equivale a u; —u; < —g;
Sabemos que se j foi atendido em sequéncia de 7, entao u; = u; + ¢;, logo
w —u; < —q; & Q+u; —u; < Q —g; e caso o contrario a restricao nao

serd valida.

se x;; = 0: neste caso a restricao é equivalente a u; —u; < Q — g;

Sabemos que u; < @ e que u; > ¢; < —u; < —g;, ambas por (26).

Somando ambas as equagoes acima, chegamos na restrigao (25).

Quando garantimos que a capacidade de carga do veiculo seja respeitada, garan-
timos que ha um numero de veiculos maior ou igual o necessario para atender as
demandas dos clientes, o que torna as restrigoes (25) e (19) equivalentes.

A formulagdo CVRP-MTZ produz cerca de |N|? restrigoes (uma para cada
aresta) e |N| varidveis (uma w; para cada ¢ € N), porém o relaxamento linear®

feito ao inserir v produz um limite inferior mais fraco que a CVRP-1.

O CVRP é uma generalizacdo do TSP (Problema do Caixeiro Viajante,ver
Sec¢ao 2.4), pois o TSP é uma versao do problema com um tnico veiculo (o cai-
xeiro) que tem capacidade de carga infinita e todos os clientes tém demandas iguais
al.

3Relaxamento Linear é a aproximacao usada ao resolvermos um PLI como se fosse um PL.
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Figura 3: Exemplo de entrada para o CDARP onde temos 5 clientes e a conexao
entre eles é um caminho simples. Os arcos orientados de R estao representados de
forma vertical a direita, para melhor visualizacao.

Por se tratar de uma classe muito extensa, o CVRP também tem subdivisao de

classes para as quais se buscam algoritmos eficientes para os resolver.

3.2 Problema Capacitado Dial-a-Ride - CDARP

O Problema Capacitado Dial-a-Ride (CDARP) é um problema da familia CVRP
onde cada demanda é um item de carga que deve ser retirado de um ponto e entregue

em outro ponto da rede, isto é, retirado em um vértice e entregue em outro vértice

do grafo [7].

Formalmente, para o problema Capacitado Dial-a-Ride temos como entrada um
grafo misto G = (V, E, R) (veja a Figura 3 para um exemplo), uma fungao w e um

vértice 1, onde

e VV é um conjunto de vértices onde ip € V' é a garagem da frota e i1,...,7, € V

sao os clientes,
e F é um conjunto de arestas (conexdes que os veiculos podem seguir),

e R é um conjunto de arcos orientados (representam as requisi¢oes de transporte

entre vértices),

e w: F — R é uma fungao de peso nas arestas tal que w(ij) é a distancia entre

os vértices i e j.

Na versao do CDARP que tratamos, temos um tnico veiculo com capacidade )
de carga, que deve servir as requisi¢oes de transporte (arcos de R) da sua origem ao

seu destino, sem nunca ultrapassar sua capacidade de carga.
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Definimos um movimento do veiculo como sendo sua ida de um vértice ¢ para
outro j carregando um subconjunto R’ C R de requisigbes. Ele é valido se |R'| < @
e 1] € F, isto é, se as requisicoes sendo atendidas por ele nao ultrapassarem a

capacidade de carga do veiculo e houver caminho entre os pontos.

O objetivo nesse problema é encontrar uma sequéncia 7" de movimentos que
comega e termina em 7y tal que se uma requisicao r € R é atendida, com r = ij,
entao uma existe uma subsequéncia continua de movimentos em 7T que comeca em
1 e termina em j carregando 7, no maximo () requisi¢oes estao em cada movimento

e o custo das arestas de seguidas pelo veiculo (dado por w) é minimo [6].

O problema CDARP ¢é NP-dificil [6]. Krumke, Rambay e Weider [7] desenvol-
veram um algoritmo de 3-aproximacao para quando o grafo formado por V e E é
um caminho (como no exemplo da Figura 3), a capacidade de carga é Q) e o vértice

inicial desse caminho é a garagem iy. Esse algoritmo funciona da seguinte maneira:

1. Encontra o conjunto R' com todas as requisicoes de R que vao de um vértice

i para um vértice j com j > i (arcos que sobem).

2. Cria subconjuntos M de R' onde as requisicoes de M nunca estao simultane-

amente no veiculo, isto é, se ij € M e kl € M, entao j < k.

3. Encontra o conjunto R* com todas as requisicdes que vao de um vértice j para

um vértice i com j > ¢ (arcos que descem).

4. Cria subconjuntos N de R* onde as requisicoes nunca estdo simultaneamente

no veiculo.

5. Cria um novo conjunto de arestas direcionadas R’ tal que ' € R’ corresponde
a no maximo ) conjuntos de M VY N, isto é, ' é um tnico arco direcionado
que comega e termina nos mesmos vértices de seu conjunto correspondente.
Dessa forma, cada ' € R’ corresponde a uma quantidade de arcos de R que

pode ser carregados ultrapassar a capacidade de carga () do veiculo.

Por exemplo, para o grafo na Figura 3, se a capacidade é () = 2, temos um
ri = {1,4} que corresponde ao primeiro e ultimo arcos e um 75, = {1,5}

correspondente ao segundo e antepeniltimo arcos.

6. Busca o menor percurso s’ que atenda todos os ' € R’ isto é, encontra o
menor passeio que passe pelos arcos r’ que comece e termine na garagem.
Para isso, usamos o algoritmo proposto por Atallah e Kosaraju [1], que en-
contra este passeio para grafos caminho com frotas de apenas um veiculo de

capacidade unitaria.

7. Reescrevemos o s’ em para gerar um s que faga sentido no conjunto R, isto é,

para cada r’ de &, transformamos de volta em algum elemento de M U N.
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Como a solucao s’ é valida para um veiculo com capacidade de carga 1, entao
podemos usar um veiculo de capacidade () para atender as requisi¢oes originais
equivalentes de s.

A solugao proposta pelo algoritmo € s.

Este algoritmo foi aprimorado por Hu [6] de maneira que se tornasse uma 2.5-

aproximacao.

3.3 Problema Dial-a-Ride - DARP

Problemas de Agendar um Transporte (Dial a Ride) sao problemas da familia do
Tipo Requisicao de Transporte 3. Estes problemas modelam visitas a uma de-
terminada localizagao, sem necessariamente coletar ou entregar algo. Por exemplo,
visitas de uma empresa de manutencao aos seus clientes, planejamento de transporte

publico, etc [6].

Este problema pode ser modelado de forma estatica ou dinamica, dependendo do
momento em que as requisi¢oes de transporte chegam para o algoritmo. A variagao
mais simples do DARP ¢ a situacao estatica, que é considerada uma generalizacao do
TSP com Precedéncias, também conhecido como Problema de Ordenamento Sequen-
cial, onde a origem de cada requisicao deve ser atendida antes do seu destino. Na
ocasiao de haver também restricoes de capacidade de carga, o problema é chamado

Problema Capacitado do Caizeiro Viajante com Coleta e Entrega [12].

O que o diferencia de sua versao capacitada para transporte de commodities (ver
Segao 3.2) é que nao buscamos otimizar apenas o problema para a demanda de carga,
mas também minimizar os custos com relagao a ordem e horario estabelecidos para
as rotas considerando uma inconveniéncia para o cliente. A inconveniéncia pode ser
o tempo que um passageiro fica dentro do carro ou quanto de atraso ele tem para

chegar no destino [12].

Para todas as variagoes do DARP devemos considerar a conveniéncia para o
cliente com as janelas de tempo em que as requisi¢oes de transporte devem ser
atendidas, isto é, considerar se tentamos minimizar o tempo que leva para o cliente

ir da sua origem ao destino levando o tempo minimo possivel para esse trajeto [6].

Um exemplo atual é o CarPool, onde um motorista busca diversas pessoas, sendo
que cada uma é buscada em um local e deixada em outro. Este problema pode ser
considerado um problema capacitado quando consideramos a quantidade maxima
de pessoas no carro, mas é mais completo quando pensamos que as pessoas Nao
s6 devem ir de um ponto ao outro e sim devem ser buscadas em um determinado
horario. Além disso, ao contrario de cargas simples, elas nao podem passar o dia
inteiro no veiculo, mas tem um tempo em que devem ser deixadas em seu destino e

quais as tolerancias de atraso do motorista e do passageiro.
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Considere a notacao para os parametros que recebemos no problema:

\)

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

. n é o numero de clientes;
. 1 é a origem de uma solicitagao de transporte (um cliente);

. 1+ n é o destino de uma solicitacao de transporte;

P ={1,2,...,n} é o conjunto de todas as origens;

D={n+1,n+4+2,...,2n} é o conjunto de todos os destinos;

. 0 e2n+ 1 sao as garagens da frota,;

N =PUDU{0,2n + 1} é o conjunto de vértices que representam as origens

e destinos das solicitacoes de transporte e a garagem da frota;

. A o conjunto de arcos entre todos os pares de vértices i, j € N, salvo:

e i=0ej=2n+1 (ndo ha arco entre as garagens),

e i=0¢ej€ D (nao ha arco entre a garagem inicial e um destino),

e ic Pej=2n+1 (ndo ha arco entre uma origem e a garagem final);
[ei; ;] é a janela de tempo em que podemos visitar o vértice i € N onde e; é
o mais cedo e [; o mais tarde que podemos atender o vértice i. Por exemplo,

se uma solicitagao precisa ser retirada na origem (ou deixada no destino) 7 as

9 horas com tolerancia de 15 minutos, um carro deve estar em ¢ entre as 8h45
e 9h15;

L; é o tempo maximo que a solicitacao de transporte do cliente ¢ € P pode

estar dentro do veiculo;
K é o conjunto de veiculos da frota;
Q. € a capacidade de carga do veiculo k € K;

¢; ¢ a quantidade de espaco que a solicitacao ¢ toma em um veiculo, onde
1€ P=qi=—(nvi € o= G2ns1 = 0;

k

ci;j € o custo de ir de i para j, com ij € A, usando o carro k € K;

Ty é o tempo maximo que a rota do carro k pode durar. Por exemplo, para
um carro dirigido por um motorista que trabalha 8 horas por dias ele deve sair

e voltar para a garagem em no méaximo 7} = 8 horas;

ti; ¢ o tempo que leva para ir de i para j, com ij € A.
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Podemos considerar o DARP como um problema onde recebemos um grafo G =

(N, A) formado pelo subgrafo O = (PUD, A) completo que conecta todos os clientes

e destinos, a garagem de saida 0 conectada as origens de todos os servigos e a garagem

de chegada 2n + 1 conectada a todos os destinos.

Considere as varidveis de decisao:

® If‘j

t,7 e 0 caso contrario;

é uma variavel de decisdo tal que z¥

= 1 se o carro k passou pela aresta

e L' indica o tempo que a solicitacdo i € P de fato esteve dentro do veiculo k;

)

e BF indica o tempo em que o veiculo k chega no vértice i € N;

QF indica a quantidade de carga acumulada do veiculo k ao atender o vértice

1 € N, que deve ser igual a soma de toda a carga no veiculo mais a carga ¢;,

da solicitagao ¢ € N.

Temos entao o seguinte modelo para o DARP:

c e . kE k
minimizar E g g Ci i Ti

sujeito a

Note que o modelo descreve o problema pois:

keK ieP jeD

szﬁﬁl

k€K jeD

k k _
Z Lij — Z Tpyij =0

JEN JEN
kK _

> a, =1

jEN

k k
> k=Y ;=0

JEN jEN

E Tion+1 = 1

BY > (B +d; + t; )}
L¥ > Bi, — (Bf +dy)
Bgn—l—l - B(])C S Tk’

e; < Bf <1

tingi < LF <L,
Q? > (Qf + Qj)x'ﬁj

xfj €{0,1}
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Vie PUD,

Vie N, Vj €N,

Vie N, Vj €N,

Vie N, Vj €N,

(28)
Vie P (29)
Vk € K (30)
Vk e K (31)
Vk e K (32)
Vk e K (33)

34
35

Vk e K (34)
Vk e K (35)
Vk e K (36)
Vk e K (37)
Vk e K (38)
Vk e K (39)
Vk € K (40)
Vk e K (41)



(28) Minimizamos o custo total das rotas dos carros, que vao de vértices i para

vértices j

(29) Garante que todos os vértices de origem sejam visitados por algum carro

k

(30) Garante que o carro k atenda um servigo 7,n + ¢ em sua rota. Isto é, que
se ele passar por uma origem ¢ € P, independente do caminho que ele faca

pelo grafo, ele deve chegar e sair do destino n + ¢

(31) Garante que todos os veiculos k sejam utilizados, ou seja, partam da

garagem

(32) Garante que o mesmo veiculo k chegue em um vértice i e saia do mesmo,

se ¢ nao for nenhuma garagem.

(33) Garante que todo carro k vé para a garagem de destino 2n + 1 apenas

uma vez

34) Se o carro k vai do né i para o j, entdo o tempo B* em que ele chegou
J
k

i, mais o

em j ¢ maior ou igual a soma do tempo em que ele chegou em 7, B
tempo que ele passou parado em ¢, d;, mais o tempo do trajeto de ¢ para j,
t; ;. Caso o carro nao tenha passado por %, j, o tempo precisa apenas ser maior

ou igual a zero.

35) Garante que L* armazene o tempo que o cliente i € P passou no carro k
K] Y
que ¢é a diferenca entre o momento de chegada em 7 + n, Bﬁrn, e 0 momento

em que i saiu da origem somado ao tempo que ele passou na origem, B¥ + d;.

(36) Garante que nenhum carro k passe mais que o seu limite de operagao T},

em rota.

(37) Garante que um carro atenda o vértice ¢ € N dentro da janela de to-

lerancia de tempo [e;; [;].

(38) Garante que o tempo que o cliente i passa dentro do veiculo k, LF, seja
pelo menos o tempo minimo de atendimento ¢;,1; (se o servigo for atendido
imediatamente) e no maximo o tempo limite que o cliente pode passar dentro

do veiculo, L;.

(39) Se o carro k vai do né i para o j, garante a quantidade de carga acumulada
k
YR
quantidade de carga a ser pega ou deixada em j. Caso o carro nao tenha

em j, seja pelo menos a quantidade de carga acumulada em ¢ mais a

passado por ¢, j, a carga precisa apenas ser maior ou igual a zero.
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e (40) Garante que a quantidade de carga acumulada pelo veiculo k ao passar
em i, QF, seja pelo menos a quantidade de carga a ser retirada em ¢; (note
que se i for um destino ¢; é negativo, por isso no minimo é 0) e no maximo a

capacidade de carga do veiculo Q)

Por causa das restri¢oes (34) e (39), o programa acima é Nado-Linear. Para

torna-lo um PL precisamos considerar os novos parametros:
o M}, =max{0, l; + d; — ¢;}
° ij = min{Q, Qr + ¢}

E substituimos as restri¢oes (34) e (39) por, respectivamente:
BE > BF +di+ 1ty — MF(1—af)) Vie N,VjeN, Vke K (42)
QY > QF +q; — W1 —zf)) Vie N,VjeN, Vke K (43)
Dessa maneira, o PL do DARP fica:

minimizar Z Z Z cgl?wf?

keK ieP jeD

sujeito a ZZdﬁj:l Vie P

keK jeD
chﬁj—zxﬁ+i,j=0 Vie P, Vke K
JEN jJEN

> oag, =1 Vk € K
JEN

Sk =N ak =0 Vie PUD, Vk € K
JEN jEN

D Tionpr =1 Vk e K
1EN

(42) B > Bf +d; + t;; — M}

1,J

(1—2aF) Vi€ N, VjeN, Vk € K

LY > Bi, + (B + dy) Vie P, Vke K
B, — By < T, Vk e K
e; < BF <1 Vie N, Vk € K
tings < LF < L Vie P, Vke K
(43) Q% > QF +q; — WE (1 —af) Vie N,Vje N, Vke K
max{0, ¢;} < QF < min{Q, Qr + ¢} Vie N, Vk e K
zy; € {0,1} Vi€ N, VjeN, Vk € K
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4 Conclusao

Apresentamos alguns resultados sobre trés variagoes de problemas de roteamento.
Eles se encaixam em duas das sete classes mencionadas na Secao 3, de forma que nao
cobrem, de forma alguma, todas as particularidades que podem surgir em problemas
de roteamento. Mesmo assim, pudemos estudar varias delas e cumprir o objetivo
da iniciacao cientifica. Notamos ainda que os trés problemas escolhidos sao bem

relacionados, no sentido que um generaliza o outro.
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