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Algoritmos para os problemas do Caixeiro Viajante

e da Arvore de Steiner

Resumo

No problema do Caixeiro Viajante temos um conjunto de cidades e que-
remos encontrar uma rota de comprimento minimo que passa por todas elas
exatamente uma vez. No problema da Arvore de Steiner temos temos um con-
junto de pontos e queremos conectia-los por uma rede que pode utilizar outros
pontos intermedidrios de forma que a soma dos comprimentos das linhas que
ligam os pontos seja minima. Ambos problemas sdo cldssicos e centrais na
area de otimizacgao combinatéria, com diversas aplicagoes praticas.

Este relatorio descreve as atividades desenvolvidas pelo aluno Marcelo
Tranche de Souza Junior sua iniciagao cientifica. Elas envolveram o estudo
de diferentes algoritmos para os problemas mencionados, bem como outros
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1 Resumo das atividades desenvolvidas

Nos primeiros cinco meses do projeto, o aluno estudou técnicas e resultados bésicos

da ciéncia da computacao, indicados a seguir:

e Revisao de conceitos basicos de algoritmos e programagao

e Algoritmos recursivos e provas por inducgao

e Estruturas de dados bésicas (listas, pilhas, filas, drvores)

e Conceitos bésicos de anélise de algoritmos (notagao assintética)
e Divisao e conquista (MergeSort)

e Algoritmos gulosos (problema do escalonamento, mochila fracionéria)
e Programagao dinamica (problema da mochila inteira)

e Grafos e buscas em grafos

e Arvore geradora minima (Kruskal)

e Caminhos minimos em grafos (Dijkstra)

e Programacao linear e programacao linear inteira

e Ideia sobre NP-dificuldade e abordagens para lidar com os problemas

Nao cobrimos todos esses itens com detalhes, mas esse estudo serviu para dar uma
base inicial ao aluno, que estava em seu primeiro ano. Note como algumas aborda-

gens envolveram o estudo de um tnico algoritmo daquele tipo.

Nos meses seguintes o aluno estudou resultados classicos referentes aos dois pro-
blemas escolhidos. O foco foi em algoritmos de aproximagao, de forma que inici-
almente foi visto um algoritmo simples para o problema da cobertura por vértices,
para introducao e compreensao do conceito, para que em seguida o aluno estudasse
de fato detalhes sobre o que sao ambos os problemas e fazer um levantamento dos
resultados classicos existentes para que posteriormente tais resultados fossem estu-
dados.

2 Metodologia

A drea de otimizacao combinatoria é muito rica em técnicas e abordagens. Algu-
mas dessas abordagens envolvem experimentagao pratica com algoritmos, como por
exemplo quando o estudo trata de heuristicas ou de algoritmos exatos como branch
and bound ou programas lineares. Nesses casos, a implementacao dos algoritmos
para comparagoes faz parte da metologia de pesquisa. No entanto, nosso foco foi a
pesquisa tedrica dos problemas mencionados dando énfase ao estudo de algoritmos de
aproximacao. Nesse caso, a metodologia de pesquisa mais encontrada na literatura
considera apenas analise assintética dos algoritmos e demonstracoes matematicas de

seus fatores de aproximacao.



Sendo assim, no inicio do projeto o candidato estudou técnicas e resultados
bésicos da area da ciéncia da computacao, em particular com relacao a projeto e
analise de algoritmos. Também foi necessdrio que o candidato adquirisse conhe-
cimentos sobre técnicas especificas para elaboracao de solugoes para problemas de
otimizacao, sendo elas a descricao de problemas por meio de programacao linear e
programagcao linear inteira, e também a elaboracao de algoritmos de aproximagao.
Isso feito por meio de estudo de livros da area de ciéncia da computacao, sendo o

livro “Algoritmos” [2] usado como base principal.

Em seguida, o candidato estudou resultados importantes referentes a primeira-
mente o problema de cobertura de vértices, para em seguida partir para os problemas
do Caixeiro Viajante e da Arvore de Steiner, problemas foco do projeto, sendo isso
feito também por meio do estudo de livros e, eventualmente, de artigos cientificos,

cujos acessos sao fornecidos pela UFABC.

Esses métodos, inclusive, sao usuais na area de teoria da computagao e otimizacao
combinatéria: aprender técnicas ja existentes podem no futuro auxiliar o aluno a

resolver problemas similares, na busca de novos resultados.

Partindo disso, o estudante documentou os enunciados dos problemas abordados,
suas descrigoes por programacao linear, e também solugoes importantes para eles,

apresentando seus respectivos algoritmos e suas provas por meio de lemas e teoremas.

3 Resultados

z

Otimizacao combinatéria é uma area da ciéncia da computacao que estuda proble-
mas nos quais o objetivo é encontrar a melhor solugao, ou a que mais se aproxima

da melhor, dentro de um conjunto de dominio finito de solucoes.

Problemas de otimizagao combinatéria em geral sao NP-dificeis, ou seja, nao po-
demos resolvé-los em tempo polinomial, a menos que P = NP, fazendo com que seja
necessario utilizar outras técnicas para encontrar solucoes razodveis para eles. A se-
guir contemplaremos duas dessas técnicas: programacao linear, na Secao 3.1, e algo-
ritmos de aproximacao, na Secao 3.2. Como exemplo de aplicacao das técnicas, serao
mostradas aplicagoes sobre o classico problema Vertex cover, descrito na Secao 3.3.
Os problemas principais que foram estudados durante o periodo da iniciacao ci-
entifica sao descritos em seguida. O Traveling salesman problem e seus resultados
principais sao descritos na Secao 3.4 enquanto o Steiner tree problem e seus resul-

tados sao descritos na Secao 3.5.



3.1 Programacao linear

Programacao linear é uma maneira formal de descrever um problema de otimizagao,
seja ele de maximizacao (Programa linear de maximiza¢ao) ou de minimizagao ( Pro-
grama linear de minimizagao). De forma geral, todo programa linear tem um con-
junto de variaveis de decisao, que indicam as escolhas feitas para chegar a uma
solugao, de restricoes, que descrevem as caracteristicas do problema, e uma fungao
de objetivo, que indica o custo das solugoes e se o programa linear é de maximizacao
ou de minimizacao. A funcao de objetivo e as restricoes de um programa linear sao

representadas por equagoes ou inequacoes lineares.
Em geral um programa linear com n variaveis e m restricoes ¢ descrito da seguinte

forma:

n

minimizar E CjT;

j=1
sujeito a Zaijxj >b Vie{l,...,m}
=1
x; >0 Vie{l,...,n}

onde a;j, b; e ¢; sao constantes, x; sao as variaveis de decisao, 2?21 a;jrj > by sao

as restrigoes e )", c;z; é a fungao objetivo.

Qualquer conjunto de valores que as varidaveis possam assumir de maneira que
continuem respeitando as restrigoes é chamado de solugao viavel, e o valor resul-
tante da funcao de objetivo de acordo com os valores das solugoes viaveis é chamado
de valor de objetivo. Entao, pode-se chamar qualquer conjunto de valores das
variaveis que melhor otimiza o valor de objetivo de solucao 6tima, e o seu resul-

tado de valor de objetivo 6timo.

3.1.1 Teorema fundamental de programacao linear

Todo programa linear pode ter uma solucao 6tima com valor de objetivo finito, ser

impossivel ou ser ilimitado [2, p. 647].

Para que um algoritmo que se proponha a resolver programas lineares funcione,
este, quando receber qualquer programa linear, deve retornar algo coerente para

cada uma das possibilidades citadas.

3.1.2 Procedimento grafico

Uma maneira de representar e solucionar um problema de programagcao linear é
através da observagao da area formada pelas restri¢oes lineares quando representadas

em um grafico que possui as varidveis de decisao 1, xs, ..., T, COMO €iXos.
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Figura 1: Gréfico do programa linear mostrado em (1).

A regiao delimitada pelas restrigoes conterd todas as solucbes possiveis para o
problema e é chamada de simplex. Para se encontrar a solucao 6tima para a
fungao objetivo f(xy1,zs,...,x,) do problema, deve-se encontrar a interse¢ao da
regiao simplex com f(xq,xs,...,z,) = b, tal que b seja o valor de objetivo maximo
(ou minimo) do problema. Caso a intersegao acontega com algum vértice do simplex,
entao o problema possui apenas uma solucao étima, mas caso a funcao passe por

mais pontos da regiao delimitada, entao todos esses pontos serao solugoes 6timas.

Como exemplo [2, p. 613], considere o seguinte programa linear:

maximizar =z + o
sujeito a 4xr; —x9 < 8
221 + 22 < 10 (1)
5x1 — 2x9 > —2

L1, T2 2 0

A Figura 1 representa o grafico do problema em questao. A regiao destacada
em azul contém todas as solugoes possiveis para o problema. O grafico mostra que
x1 + x9 = 4 possui pontos para algumas solugoes possiveis, mas nao apresenta o
valor de objetivo maximo, uma vez que z1 + 3 = 8 (P) e x1 + x5 = 7 (P) também
intersectam o simplex. Como esses pontos sao intersecoes nos vértices da regiao,
isso mostra que o problema possui apenas uma solugdo 6tima, sendo P; = (2,6)
ou P, = (3,4). Portanto, basta escolher o vértice que resultard no maior valor de

objetivo que, no caso desse problema, sera P;.



3.1.3 Formas de representacgao

Existem duas formas de representar um programa linear que facilitam o entendi-
mento e solucao do problema que ele esta tentando resolver. Essas sao chamadas de

forma padrao e forma relaxada, apresentadas a seguir.

Um programa linear estd na forma padrao se sua fungao objetivo é de ma-
xXimizagao, suas restricoes sao desigualdades com sinal de menor ou igual e
as variaveis tenham restricoes de nao negatividade. Se alguma dessas carac-
teristicas nao estiver sendo seguida por um dado programa, é possivel converté-lo

para que assuma a forma padrao, mantendo-o equivalente ao programa original.

Caso a fungao de objetivo f(x1,zs,...,x,) com solu¢ao de objetivo z seja de

minimizacao, para que ela vire uma fun¢ao de maximizacao ainda equivalente basta

fazer —f(x1,xa,...,x,) €, consequentemente, sua solugao de objetivo sera —z.
Caso exista uma restrigdo de igualdade g(z1,xs,...,2,) = b, basta criar duas
restrigoes g(z1, a...x,) < be —g(xy, 29, ..., 2,) < —b.

Por fim, caso alguma varidavel x nao tenha restricao de nao negatividade, sera
necessario substituir essa varidvel x por duas varidveis z, e z,, de maneira que

T = X, — T4, € a restricao x,, r, > 0 deve ser adicionada.

A forma relaxada se diferencia da forma padrao pois todas suas restrigoes,

exceto as restricoes de nao negatividade, devem ser restrigcoes de igualdade.

Também ¢é possivel transformar um programa linear com restri¢oes de desigual-
dade g(xy, z2...x,) < b para a forma relaxada. Basta utilizar z, = b — g(x1, xa...x,),
sendo x, chamada de varidvel relaxada, e essa também deve possuir a restricao de
nao negatividade (z, > 0). Todas as variaveis relaxadas criadas devem ficar ao lado
esquerdo da nova restricao e sao chamadas de variaveis basicas, e as que ficaram

do lado direito sao chamadas de variaveis nao basicas.

3.1.4 Algoritmo Simplex

O algoritmo Simplex é um algoritmo para solucao de programas lineares de tempo
de execucao nao polinomial nos piores casos, porém bastante &gil na maioria das

vezes.

Esse algoritmo primeiramente assume que o programa linear esta na forma rela-
xada. A partir disso, ele determina uma solugao basica, que é uma configuracao
de valores basicos aq,as,...,a, para as variaveis x1, s, ..., x, do problema que dé
uma solucao possivel para o programa. FEssa solucao basica pode ser dada esco-
lhendo valores possiveis para as variaveis nao basicas, e a partir das restrigoes de
igualdade determinar os valores das varidveis basicas. Vale lembrar que os valores

das variaveis ainda devem seguir as restri¢oes de nao negatividade. Uma forma sim-



ples de construir a solucao bésica, se possivel, é escolhendo o valor 0 para todas as

varidveis nao basicas.

A partir disso, o algoritmo simplex consiste na substituicao algébrica de deter-
minadas varidveis nao basicas por variaveis basicas, de maneira que o programa
linear resultante seja equivalente ao inicial e, portanto, suas solugoes 6timas sejam
as mesmas. As substitui¢oes devem seguir o processo de criagoes de pivos descrito

a seguir.

A partir da solucao basica, deve-se escolher uma das varidveis nao basicas, que
nao faca o valor de objetivo diminuir conforme ela aumente, e aumenta-la até um
valor maximo que ainda faga com que todas as varidveis basicas respeitem a restrigao
de nao negatividade. A variavel escolhida é chamada de variavel de entrada.
Com isso, a restricao que permitir o menor valor para a variavel de entrada serd a
restricao mais rigida, e a variavel basica associada a essa restricao sera chamada

de variavel de saida.

Apés isso, deve-se fazer uma substituigdo algébrica entre a varidvel de entrada
e a variavel de saida, e com isso se obterd um programa linear diferente do inicial,
porém equivalente. Entao, os valores das varidveis nao basicas que foram escolhidos
durante a formacao da solugao basica continuam os mesmos e, consequentemente,
os valores das variaveis basicas devem ser calculados novamente, resultando em uma

nova solucgao basica.

Esse processo deve ser repetido até que a funcao de objetivo do programa linear
resultante possua apenas variaveis que, se aumentadas, diminuam o valor de obje-
tivo. Quando isso acontecer, a solugao basica desse programa também serda uma de

suas solugoes 6timas e, consequentemente, também serd do programa inicial.

3.1.5 Dualidade

A dualidade de programacao linear é uma propriedade que prova que todo problema
de programacao linear possui uma outra estrutura de programagao linear associada
chamada de programa linear dual, que muitas vezes ajuda na compreensao do
problema original. Em particular, a resolu¢ao de um deles constitui na resolucao do

outro.

A criagao dessa nova estrutura acontece a partir do programa linear original,

chamado de programa linear primitivo. Considere o seguinte programa linear



primitivo na forma padrao:

maximizar airy + asTs + - + apT,
sujeito a  byyxy + bisws + -+ - + b1, >

borx1 + bogws + -+ - + bopx, > o

bmlxl + bm2x2 + -+ bmnxn Z Cm

T1, T2, ..., Ty >0

Seu programa dual tera as variaveis de decisao y1, s, ..., Ym. A ideia para gerd-
lo é multiplicar cada uma das m restricoes do programa primitivo por uma dessas
variaveis. Com isso, a fungao de objetivo do programa dual serd ciy; + coys + - - - +
YmTm, enquanto que as restrigoes serao formadas pelas constantes b;; e a;,. Como

resultado, temos:

minimizar ci1y1 + coyYs + - - + CrlYm
sujeito a by + barya + -+ bpiym > a4
bioyr + baoya + - -+ + bo¥m > as

blnyl + b2ny2 + -+ bmnym Z Ap,
Y, Y92, - - - Ym Z 0

Pode-se provar que a solucao desenvolvida para o problema ¢é étima se a solucao
resultante do programa linear primitivo for igual a solucao resultante do programa
linear dual. Ou seja, o algoritmo encontra a solugao étima se, e somente se, a;x, +

AsTo + -+ + apXy = C1Y1 + C2Y2 + - + ClYm-

3.1.6 Programacao linear inteira (PLI)

Um programa linear inteiro é uma classe dos programas lineares cujas variaveis que

formulam o problema determinado podem apenas assumir valores inteiros.

Problemas que sao formulados em PLI sao NP-dificeis [14], ou seja, sdo proble-
mas cuja a solucao 6tima provavelmente nao pode ser encontrada em tempo poli-
nomial. Assim, eles ndo podem ser resolvidos através do algoritmo simplex (veja
Segao 3.1.4), por exemplo, fazendo com que seja necessaria a implementacao de ou-
tros métodos, como algoritmos de aproximacao (veja Secao 3.2), para desenvolver

solucoes aproximadas.
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Figura 2: Grafo GG a esquerda e uma cobertura por vértices de G em destaque a
direita.

3.2 Algoritmos de aproximacgao

Algoritmos de aproximagao sao algoritmos de tempo polinomial que devolvem uma

solugao cujo custo tem garantia de ser proximo ao custo da solugao 6tima.

Seja C' o custo da solugao produzida por um algoritmo e C* o custo da solugao
6tima. Em problemas de minimizacao claramente vale que 0 < C* < ', enquanto
que em problemas de maximizagao vale que 0 < C' < C*. O algoritmo é uma p(n)-
aproximagao, ou tem uma taxa de aproximagao p(n), se, considerando um problema
de minimizagao, a relagdo C' < p(n)C* for sempre verdade para qualquer entrada

de tamanho n. Se o problema for de maximizagao, a relagao deve ser p(n)C* < C.

Note que para problemas de maximizagao vale que p(n) > 1, enquanto que para
problemas de minimizacao vale p(n) < 1. Entao, fica claro que quanto mais préximo

p(n) estiver de 1, melhor serd a aproximagao garantida pelo algoritmo.

3.2.1 Esquema de aproximagao

Um esquema de aproximacao é um algoritmo de aproximacao que recebe, além da
instancia do problema a ser resolvido, um valor £ > 0 fixo, tal que o fator p(n) de
aproximacao do algoritmo é (1 + ¢) se o problema é de minimizacao e é (1 — ¢)
se o problema é de maximizacao. Em outras palavras, se um problema admite
um esquema de aproximacao, entao ele permite que a aproximacao seja feita em
qualquer grau requerido. Em geral, no entanto, o tempo de execucao do algoritmo

tende a ser maior quanto menor o valor de €.

3.3 Problema de cobertura por vértices

O problema Vertex cover, ou problema de cobertura por vértices, ¢ um pro-
blema NP-dificil [2, p. 794-795] bem conhecido. Nele, um grafo nao orientado
G = (V, E) é dado na entrada. O objetivo é achar um subconjunto V' C V' com o
menor numero de vértices tal que todos os vértices de V' cubram as arestas, ou seja,
cada aresta uv € F é tal que u € V' ou v € V’. A Figura 2 mostra um exemplo de

uma cobertura de vértices para um determinado grafo.
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3.3.1 Abordagem com programacao linear inteira

Seja x,, uma variavel cujo valor é 1 se o vértice u fizer parte da solugao ou é 0, caso

contrario. Considere o seguinte programa linear:

minimizar Z Ty, (2)

ueV
sujeito a  x, + 2, > 1 Yuv € E (3)
z, € {0,1} VueV (4)

Note que ele formaliza o problema de cobertura por vértices: a funcao obje-
tivo em (2) indica que queremos minimizar o nimero de vértices escolhidos e a

restrigao (3) garante que cada aresta tenha pelo menos um vértice cobrindo-a.

3.3.2 Abordagem com algoritmo de aproximacao

Considere o algoritmo APPROX-VERTEX-COVER a seguir.

Algoritmo 1: APPROX-VERTEX-COVER
Entrada: G = (V, E)

1 inicio

2 C+0

3 E +— F

4 repita

5 seja uv uma aresta arbitraria de £’

6 C <+ CU{u,v}

7 remover de E’ toda aresta incidente a ambos u e v
8 até B = (;

9 retorna C'

10 fim

No algoritmo, o conjunto C' sera a cobertura por vértices construida e na linha 2
ele é inicializado com o conjunto vazio. Na linha 3, o conjunto E’ é inicializado com
as arestas do grafo. O loop das linhas 4 & 8 escolhe uma aresta uv qualquer de E’ a
cada passo, faz com que C' seja incrementado com ambos os vértices u e v e elimina
todas as arestas cobertas por u e v de E'. E facil perceber que o algoritmo executa
em tempo polinomial. O Teorema 1 mostra que esse algoritmo é de aproximagao

para o vertex cover.

Teorema 1. O algoritmo APPROX-VERTEX-COVER ¢ uma 2-aproximacao

para o vertex cover.

Demonstracao. Note que os vértices escolhidos para fazerem parte da solucao C'

11



cobrem todas as arestas do grafo, jd que s6 sdo removidas arestas de E’' que sao

cobertas por vértices em C' e que o laco executa até que E’ fique vazio.

Note ainda que a solucao é feita a partir de escolhas de arestas arbitrarias que nao
possuem vértices em comum e, portanto, essas arestas formam um emparelhamento
maximal no grafo G. Seja M o emparelhamento que contém as arestas que foram

escolhidas pelo algoritmo.

Note que uma solugao 6tima C* para o vertex cover possui pelo menos um vértice
para cobrir cada aresta de M, de modo que |M| < |C*|. Como a soluc¢ao C' oferecida
pelo algoritmo possui os dois vértices de cada aresta de M, temos que |C| = 2|M|.

Portanto, |C| < 2|C*|, de onde vemos que o algoritmo é uma 2-aproximagao. O

3.4 Problema do caixeiro viajante

Traveling salesman problem, ou o problema do caixeiro viajante, ¢ um famoso
problema NP-dificil [2, p. 799], que tem como objetivo achar o caminho de menor
custo que um vendedor deve viajar, de maneira que ele visite todas as cidades uma

unica vez e depois volte para sua cidade de partida.

Formalmente, a entrada do problema pode ser modelada por um grafo nao ori-
entado completo G = (V, E), onde cada vértice representa uma cidade e cada aresta
ij possui um peso c(ij), que representa o custo de viajar da cidade i a cidade j.
Deseja-se encontrar um ciclo hamiltoniano de custo minimo em G, ou seja, um
percurso que comeca em um vértice r e passa por cada um dos vértices do grafo
uma tunica vez retornando ao vértice r e cuja soma das arestas percorridas seja a

menor possivel.

3.4.1 Abordagem com programacao linear inteira

Seja x;; uma variavel cujo valor é 1 se a aresta ¢j € £ for escolhida para fazer parte

do ciclo ou é 0, caso contrario. Considere o seguinte programa linear inteiro [5]:

minimizar Z Z c(ig)zi; (5)

j=1 i=1

sujeito a inj =2 vjev (6)
i=1
d ay <8 -1 VS CV,S # () (7)
ijeS

12
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(a,d,c,b,a,c,e) (a,d,c,b,a,ce) (a,d,c,b, e)

Figura 3: Suponha que temos um grafo completo com os vértices {a, b, c,d,e}. Na
figura da esquerda, mostramos um passeio nesse grafo, (a,d,c,b,a,c,e). Na figura
central, destacamos o tltimo trecho desse passeio, b,a,c,e. A figura da esquerda
mostra a substituicao desse trecho pela aresta direta entre b e e.

Note que ele formaliza o problema do caixeiro viajante: a fun¢ao objetivo em (5)
indica que queremos minimizar o custo das arestas escolhidas, a restrigao (6) garante
que cada vértice serd visitado uma vez pelo ciclo (pois duas arestas devem sair desse
vértice), e a restricdo (7) garante que nao serdao formados ciclos que nao sejam
hamiltonianos (todo subconjunto de vértices de G que nao seja o préprio V(G) deve
ter no maximo |S| — 1 arestas ligando seus vértices — dessa forma, nao ¢é possivel S

conter um ciclo).

Note que existem O(2V(A) restricdes do tipo (7), uma para cada possivel sub-
conjunto de vértices, fazendo que essa formulacao seja invidvel conforme o tamanho

do grafo aumenta.

3.4.2 Abordagem com algoritmo de aproximacao

O problema geral do caixeiro viajante nao admite um algoritmo que aproxime a
solugao com taxa de aproximagcao constante [13]. Uma versao particular do problema
que tem muita relevancia pratica e contorna essa dificuldade é o caixeiro viajante
métrico. Um grafo G' com custos nas arestas é dito métrico se o custo de ir de um
vértice u a um vértice w nao for maior do que o custo de um caminho alternativo
que, antes de chegar a w, passa por um vértice intermediario v. Formalmente, G
¢ métrico se para todo trio de vértices u,v,w temos que c(uw) < c(uv) + c(vw).

Apresentaremos a seguir alguns algoritmos para o caixeiro viajante métrico.

O algoritmo que iremos apresentar, bem como outros nas segoes seguintes, utiliza
shortcuts. Eles sao uteis para remover trechos ja visitados em passeios. Dado
um passeio (ag,as,as,ay, - ..,a;) em um grafo, onde cada a; é um vértice e todo
a;a;,1 € aresta do grafo, definimos um shortcut como a substituicao de um trecho
@, Qiy1, - - ., a; pela aresta direta a;a;. A Figura 3 mostra um exemplo de um shortcut

em um determinado passeio.
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Figura 4: Exemplo de execucao do algoritmo METRIC-TSP-Double-Tree.

Algoritmo double tree. O algoritmo a seguir recebe o grafo G e a funcao c¢ de
custo nas arestas.
Algoritmo 2: METRIC-TSP-DOUBLE-TREE
Entrada: G = (V, E),c

1 inicio

2 | T + ARVOREGERADORAMINIMA(G, ¢)
3 T? < T com arestas duplicadas

4 F + Trilha Euleriana sobre T2

5 H < Ciclo Hamiltoniano fazendo shortcuts em F
6 retorna H
7 fim

Na linha 2 o algoritmo chama uma funcao que retorna uma arvore geradora
minima do grafo G e armazena essa drvore em T (isso pode ser feito com o algoritmo
de Kruskal ou Prim, por exemplo). Na linha 3, as arestas de 7" sao duplicadas, de
maneira que agora todos os vértices possuem grau par. Com isso, na linha 4 cria-
se uma trilha Euleriana F sobre T2, ou seja, uma trilha onde todas as arestas de
T? sao visitadas e nenhuma delas é repetida, porém vértices muito provavelmente
sao. A partir da trilha Euleriana F formada, podemos criar um ciclo Hamiltoniano
eliminando vértices que se repetem em F' por meio de shortcuts. A Figura 4 da um

exemplo de como o algoritmo funciona.

Teorema 2. O algoritmo METRIC-TSP-DOUBLE-TREE ¢ uma 2-aproximacao.

Demonstracao. Seja H* uma solucao 6tima. Note que se uma aresta dessa solucao
for removida, teremos uma arvore geradora para GG, porém de custo maior ou igual

ao custo da arvore T', que é minima. Logo, ¢(T") < ¢(H™).
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Figura 5: Exemplo de execucao do algoritmo METRIC-TSP-Christofides.
E fécil observar que ¢(F) = ¢(T?) = 2¢(T), e como arestas de F sao retiradas

para formar H, temos que c¢(H) < ¢(F'). Portanto, ¢(H) < 2¢(T) < 2¢(H*), de onde

vemos que o algoritmo é uma 2-aproximagcao. ]

Algoritmo de Christofides. O algoritmo a seguir é uma melhoria do anterior [1].

Algoritmo 3: METRIC-TSP-CHRISTOFIDES
Entrada: G = (V, E),c

1 inicio

2 | T + ARVOREGERADORAMINIMA(G, c)

3 M <+ Emparelhamento perfeito de custo minimo sobre os vértices de grau
impar de T’

4 F' <+ Trilha Euleriana sobre 7'+ M

5 H «+ Ciclo Hamiltoniano fazendo shortcuts em F

6 retorna H

7 fim

Na linha 2 o algoritmo chama uma funcao que retorna uma arvore geradora
minima do grafo G e armazena essa arvore em 7'. Na linha 3 é criado um empare-
lhamento apenas sobre os vértices de grau impar da arvore T'. Isso é feito pois no
grafo T+ M todos os vértices possuem grau par. Assim, na linha 4 podemos criar
uma trilha Euleriana F' sobre T+ M. A partir da trilha Euleriana formada, criamos
um ciclo Hamiltoniano H eliminando vértices que se repetem em F', da mesma forma

do algoritmo anterior. A Figura 5 d4 um exemplo de como o algoritmo funciona.

Lema 3. O emparelhamento M gerado na linha 3 do algoritmo METRIC-TSP-
CHRISTOFIDES tem custo (M) < 1OPT, onde OPT € o custo de uma solug¢do
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otima para o caixeiro viajante.

Demonstrac¢ao. Note que podemos fazer shortcuts na solugao 6tima do TSP para
obter um ciclo R sobre os vértices de grau impar da arvore 7' que é gerada na
linha 2, de forma que ¢(R) < OPT. Esse ciclo R d4 origem a dois emparelhamentos
M e Ms, e como M é um emparelhamento perfeito de custo minimo, ¢(M) <

min{c(My), c(Ms)}.
Supondo, sem perda de generalidade, que ¢(M;) < ¢(Ms), logo ¢(M;) < L(e(My)+

2
¢(M>)), e como a uniao dos dois emparelhamentos resulta em R, temos que 3 (c(M;)+

¢(My)) = 3¢(R). Portanto ¢(M) < OPT. O

Teorema 4. O algoritmo METRIC-TSP-CHRISTOFIDES € uma g—apmximagdo.

Demonstragao. Note que ¢(H) < ¢(F') uma vez que arestas de F sdo retiradas para
formar H. Por sua vez, ¢(F) = c¢(M) + ¢(T).

Como mostrado no Lema 3, ¢(M) < %OPT e, se considerarmos uma solucao
6tima H* para o TSP e tirarmos uma aresta dela, teremos uma arvore geradora
porém de custo maior ou igual ao custo da arvore T, que é uma arvore geradora
minima. Logo, ¢(T) < OPT.

Portanto, ¢(H) < %OPT , de onde vemos que o algoritmo é uma g—aproxima(;éo.
O

Algoritmo cheapest insertion. O algoritmo a seguir se baseia em um método
apresentado por Nicholson [11] e analisado por Rosenkrantz et al. [12]. Ele recebe
o grafo G, uma fungao de custo ¢ sobre as arestas e um vértice inicial ¢ (pode ser

escolhido aleatoriamente).

Algoritmo 4: METRIC-TSP-CHEAPEST-INSERTION
Entrada: G = (V, E),c,q

1 inicio

2 seja r um vértice de G que minimize c¢(qr)
3 T < Subtour(q,r,q)
4 para cada z € V — V(T) faga

5 seja (i,7) €T

6 insira x em T que minimize c(iz) + c¢(zj) — c(ij)
7 fim

8 retorna 1’

9 fim

A ideia do algoritmo é manter um ciclo 7" sobre um conjunto de vértices e
aumentar 7', para que eventualmente ele vire um ciclo hamiltoniano, escolhendo

um vértice que nao estd em T da seguinte forma. Seja ij uma aresta do ciclo T’
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atual e x um vértice que nao estd em T'. O ciclo T pode ser aumentado trocando a

aresta ij pelas arestas 1x e xj. Esse ciclo T' é chamado subtour.

Na linha 3 inicia-se um subtour que comeca e termina no vértice inicial ¢ e passa
pelo vértice 7, sendo esse o vértice que proporcionara o menor valor ¢(gr). O loop
das linhas 4 a 7 seleciona vértices x que estao no grafo de entrada G mas que ainda
nao estao em 7', escolhe arestas ij de T' de maneira que inserindo = entre i e j
minimize c(iz) + c(xj) — ¢(ij). Assim, os vértices inseridos em 7" tentam aumentar
seu custo da menor maneira possivel. Cada repeti¢ao do loop cria um novo subtour
de acordo com o método de inser¢ao descrito por Nicholson [11], até que todos os

vértices de V estejam dentro do tour T.

Definimos Tour (T, k) como um subtour obtido apds a inser¢ao do vértice k no
subtour T através do método demonstrado no loop das linhas 4 a 7. Com isso,
também definimos ¢( Tour(T, k)) como o custo de cada substour feito, o que impli-

citamente define que o custo do tour final ¢(T) serd S~ ¢(T, k).

Lema 5 (. 1977-rose-cheap-insert] Dado um grafo de entrada G = (V,E), um
subtour T e uwm vértice k tal que k ndo esta em T, entao c(Tour(T,k)) < 2¢(kj),

onde ij € a aresta de T que foi removida para a insercao de k.

Demonstracao. Quando T possui apenas um vértice, o resultado é 6bvio.

Quando o T possuir mais que um vértice, sendo 77 uma aresta de dentro de T" e
k o préximo vértice a ser inserido, temos que ¢(Tour (T, k)) < c(ik) + ¢(kj) — c(ij),

devido ao fato que a aresta 75 é escolhida para minimizar a expressao a esquerda.

Como o grafo de entrada G' é métrico, temos que c(ik) — c¢(ij) < ¢(jk). As duas

inequagoes, e sendo ¢(jk) = c(kj), nos mostram que c(Tour(T, k)) < 2¢(kj). O

Lema 6 (. 1977-rose-cheap-insert] Dado um grafo de entrada G = (V,E), e a
solu¢do T dada pelo algoritmo, entiao c¢(T) < 2MST(G), onde MST(G) € o custo

da drvore geradora minima de G, e ¢(T) € o custo da solugdo T

Demonstragao. Seja (a,as, ..., a,) asequéncia dos vértices de G que indica a ordem
que eles foram inseridos em T'. Seja T” o subtour que contém apenas os vértices

(ay,...,a;) para algum ¢ < n.

Note que a MST(G) terd sempre pelo menos uma aresta e; = a;z;, sendo
a; pertencente a 1" e x; nao. Com isso, a partir do Lema 5 temos entdo que
o(Tour(T, z;)) < 2c(e;), e somando para todo 4, temos S 7' ¢(Tour(T,z;)) <
22;:11 c(e;). Com isso, como todo vértice do grafo estd em T, por definigao te-

mos que ¢(T) < 2MST(G). O

Teorema 7 (. 1977-rose-cheap-insert] O algoritmo TSP-CHEAPEST-INSERTION

€ uma 2-aprorimacao.
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Demonstracao. Seja T™ uma solugao 6tima do TSP, de custo OPT'. Note que alguma

OPT OoPT

aresta de T tem custo pelo menos == (se todas tivessem custo menor do que =—,

terfamos uma contradicdo).

Assim, se tirarmos uma aresta e da solugdo 6tima 7™, temos que MST(G) <
(1 = 2)OPT, o que mostra implicitamente que MST(G) < OPT.

Como mostrado no Lema 6, ¢(T) < 2MST(G), entao, juntando as duas ex-
pressoes temos ¢(T') < (2—2)OPT < 20PT, de onde vemos que o algoritmo é uma

2-aproximacao. [

O algoritmo de Christofides [1] é, até o momento, o algoritmo de aproximacao
com a melhor taxa de aproximacao para o TSP métrico. Porém, existem outras
variacoes do TSP, que possuem solugoes por algoritmos de aproximagao que valem

ser citadas.

Uma dessas variacoes é conhecida como graphic TSP, onde nos é dado um grafo
G’ qualquer (ndo necessariamente completo), e um grafo completo G é construido
sobre os mesmos vértices V(G') tendo custo ¢(uv) de uma aresta dado pelo niimero
de arestas no menor caminho entre u e v em G’. Como sempre, deve-se encontrar um
ciclo de custo minimo que passe por todos os vértices de G mas que, em ', acabard
podendo passar pelos mesmos vértices mais de uma vez. Para essa variagao, Gha-
ran, Saberi e Singh [4] mostram uma (1.5 — ¢)-aproximagcao, Momke e Svensson [9]

mostram uma 1.461-aproximacao, e Mucha [10] mostra uma 1.444-aproximacao.

Existe também uma variacao do TSP chamada de st-path TSP, onde nos é
dado um grafo completo G = (V, E) com uma funcado de custo ¢ nas arestas e
dois vértices, s,t € V(G), e deve-se encontrar o caminho de custo minimo que li-
gue s a t e passe por todos os outros vértices. Para essa variagao, Hoogeveen [§]
mostra uma 1.667-aproximacao, An, Kleinberg e Shmoys [7] mostram uma 1.618-
aproximacao, Seb6 [15] mostra um 1.6-aproximacao, Vygen [19] mostra uma 1.599-
aproximagao, Gottschalk e Vygen [6] mostram uma 1.566-aproximacao, Sebd e
Zuylen [16] mostram uma 1.529-aproximacao, Traub e Vygen [17] mostram uma
(1.5 + e)-aproximacao sendo € > 0, e, bem recentemente, Zenklusen [20] mostra

uma 1.5-aproximacao.

3.5 Problema da arvore de Steiner

Steiner tree, ou arvore de Steiner, é um problema NP-dificil [3], similar ao TSP,
que tem como objetivo encontrar o caminho de custo minimo que conecte um de-
terminado conjunto de terminais, podendo passar por outros objetos fora desse

conjunto, com o intuito de tornar o custo do caminho menor.

Formalmente, o problema recebe como entrada um grafo nao orientado completo
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G = (V, E), cujos vértices sao divididos em duas categorias: um conjunto R de
vértices que queremos conectar e um conjunto V'\ R, dos vértices chamados vértices
de Steiner. Com isso, deseja-se encontrar uma arvore de custo minimo em G que

contenha todos os vértices de R, e eventuais vértices de Steiner que sejam necessarios.

3.5.1 Abordagem com programacao linear inteira

Seja x;; uma variavel cujo valor é 1 se a aresta ij € E(G) for escolhida para fazer

parte da arvore ou ¢é 0, caso contrario. Considere o seguinte programa linear inteiro:

n n
minimizar E E CijTij 9)

j=1 i=1

sujeito a inj >1 VjeR (10)

i=1
Y ay>1 VS CV,S#0 (11)

i€S j¢s

> wy <8 -1 VS CV,S#0 (12)
1,jES

zy; € {0,1} Vi,j € R)i < j (13)

Note que ele formaliza o problema da arvore de Steiner: a funcao de objetivo
em (9) indica que queremos minimizar o custo das arestas escolhidas, a restri¢ao (10)
faz com que haja pelo menos uma aresta selecionada de cada um dos vértices exi-
gidos, a restrigao (11) garante que uma estrutura conexa seja formada, for¢ando
com que haja sempre uma aresta conectando todos os subconjuntos de vértices, e
a restricao (12) garantird que nao sejam formados ciclos, garantindo a formagao de

uma arvore. Essa ultima restricao é equivalente a presente no programa linear do
TSP.

Note que existem O(2IV(I) restricoes dos tipos (12) e (11), uma para cada
possivel subconjunto de vértices, assim como na formulacao do TSP, fazendo que

essa formulacao seja inviavel conforme o tamanho do grafo aumenta.

3.5.2 Abordagem com algoritmo de aproximacao

Utilizaremos uma versao particular do problema, a arvore de Steiner métrica,
onde assumimos que o grafo de entrada G' é métrico, assim como no TSP métrico.movemos

eventuais arestas repet
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Algoritmo baseado em MST. O algoritmo a seguir recebe o conjunto de vértices
exigidos R e a funcao ¢ de custo nas arestas. A notacao G[R] indica o grafo induzido
pelos vértices de R, isto é, o subgrafo de G cujo conjunto de vértices é R e contém

apenas arestas cujos extremos sao vértices de R.

Algoritmo 5: METRIC-ST
Entrada: G = (V=RUX,FE),c

1 inicio

2 | S+« ARVOREGERADORAMINIMA(G[R], c)
3 retorna S

4 fim

Lema 8 ([18]). Dado um grafo G = (V, E) e um conjunto de vértices exigidos R
para a drvore de Steiner, entao MST(G[R]) < 20PT(G), onde MST(G[R]) € o
custo de uma drvore geradora minima sobre os vértices de R, e OPT(G) o custo de

uma solucdo otima da drvore de Steiner para G.

Demonstracdao. Seja S* uma solucao 6tima para a arvore de Steiner contendo todos
os vértices exigidos, e possivelmente vértices de Steiner. Note que se duplicarmos
as arestas de S*, conseguiremos estabelecer uma trilha Euleriana F' sobre elas de
custo 20PT(G). Agora, fazemos shortcuts sobre essa trilha para chegar a um ciclo
Hamiltoniano H que contém apenas vértices de R. Por causa dos vértices eliminados
nos shortcuts, vale que ¢(H) < ¢(F'). Logo, c¢(H) < 20PT(G).

Agora, se eliminarmos uma das arestas de H obteremos uma arvore geradora

T que contém todos os vértices exigidos de R e, claramente, ¢(T) < ¢(H). Como

MST(G[R]) < ¢(T), temos que MST(G[R]) < 20PT(G). O

Corolario 9. O algoritmo METRIC-ST € uma 2-aproximacao.

Algoritmo para Steiner tree nao métrico. O algoritmo a seguir recebe o
conjunto de vértices exigidos R que estao presentes em um grafo G nao métrico, e

a funcao ¢ de custo nas arestas.

Algoritmo 6: NOT-METRIC-ST
Entrada: G = (V=RUX,FE),c

1 inicio

2 G' +— COMPLEMENTO METRICO DE G COM CUSTOS ¢
3 T' + ARVOREGERADORAMINIMA(G'[R], ¢)
4 T + ARVORE DE MENOR CUSTO COM AS ARESTAS DE 7" EM (G

5 retorna T

6 fim

Na linha 2 cria-se um grafo G’ que é completo e tem os mesmos vértices do grafo

de entrada G. Sendo ¢ a funcado de custo das arestas de G, fazemos ¢'(uv) igual
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el T’

T
Figura 6: Exemplo de execucao do algoritmo NOT-METRIC-ST.

ao custo do menor caminho entre u e v em G com a fungao de custo c. Na linha 3
o algoritmo chama uma fungao que retorna uma éarvore geradora minima de G'[R]
e armazena essa arvore em 71’. Assim, na linha 4 cria-se uma arvore geradora T
de GG, de maneira que as conexoes dessa arvores serao baseadas nas arestas de 17,
sendo que se ab é uma aresta de 7", entao deve haver um caminho em 7" que conecte
a e b, podendo ter quantos vértices intermediarios necessarios. Devido a possivel
repeticao, removemos eventuais arestas repetidas para gerar 7. A Figura 6 dd um

exemplo de como o algoritmo funciona.

Teorema 10. O algoritmo NOT-METRIC-ST € uma 2-aprorimacao.

Demonstracao. Seja S uma solucao 6tima do ST no grafo G, nao necessariamente
completo, de custo OPT(G), e seja S’ uma solucao 6tima do ST no grafo G’, que é

o complemento métrico de G, de custo OPT(G").

Note que o algoritmo retorna 7' como solugao, e que ¢(T') < ¢(T"), uma vez que
T’ faz conexodes entre todos os vértices de R e a transformacao de T em T pode
conter vértices intermediarios que, ao serem removidos, podem diminuir o custo.
Como mostrado no Lema 8, ¢(T") < 20PT(G").

~—

Dado que S também é uma solugao para G', entao temos que OPT(G') < ¢(S),
e como G’ é um complemento métrico de G, ¢(S) = ¢(5), fazendo que OPT(G")
OPT(G). Juntando as expressoes, temos ¢(T) < ¢(T") < 20PT(G") < 20PT(G

de onde vemos que o algoritmo é uma 2-aproximacao.

IN
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