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Introducao



Computacao = Algoritmos e Complexidade

Computacao € a ciéncia de resolver problemas!

“Beating heart of Computing is algorithms and
complexity”
Downey, Fellows



Um problema exemplo: race condition

Descricao:

Um conjunto de processos precisa ser executado, mas
alguns deles compartilham os mesmos arquivos. Se dois
processos acessarem o mesmo arquivos simultaneamente,
pode haver colisao.

Perguntas possiveis:

1. Otimizagao: Qual o menor nimero k de processos eu
preciso enfileirar?

2. Decisao: E possivel enfileirar so k processos?
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Problema mais conhecido como Cobertura por vértices
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Problema: Cobertura por Vértices € NP-dificil

EXISTECOBERTURA(G, R):

1. Para cada subconjunto C C V(G):
- Se |C| = ke G — Cnao contém arestas,
+ responda sim

2. Responda nao

Complexidade:

- testamos (}) possibilidades

- ese k=107
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Motivagao: nem tao ruim assim

Na pratica, o nimero de processos que precisamos enfileirar
é “pequeno”

Pequeno: menor que uma constante
Exemplo: k < 10 = algoritmo polinomial: (}) < O(n*)

Rapido?
Testando um bilhao de possibilidades por segundo!

n (%) tempo gasto

100 () ~ 1,73 x 10" mais de 4 horas
1000 ("99°) ~ 2,63 x 102 8 milhGes de anos
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Separando a dependénciade ke n

« Suponha k=10

. k2 __nt
Comparando 2*n“ versus 10000000

800000 -

600000 -

400000 |-
200000 ] /

Queremos fun¢oes do primeiro tipo!



Problemas parametrizados

Definicao (Problema parametrizado)

Um problema parametrizado P C ¥* x N & um problema de
de decisao em que cada instancia contém um parametro kR
associado, que € um nimero inteiro.

- Representamos uma instancia como (x,R) € P

+ O parametro k € uma medida da instancia x
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Definicao (Problema parametrizado)
Um problema parametrizado P C ¥* x N & um problema de
de decisao em que cada instancia contém um parametro kR
associado, que € um nimero inteiro.

- Representamos uma instancia como (x,R) € P

+ O parametro k € uma medida da instancia x

Exemplos de parametros:

« um valor explicito na instancia:
+ o tamanho na Cobertura por vértices
+ atamanho da mochila
« uma medida estrutural da instancia:
+ propriedades de grafo: largura arborea, grau maximo
+ tamanho minimo de um item 8
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Isolando a dificuldade

Ideia principal: isolamos o parametro que contribui
fundamentalmente para a dificuldade:

Entrada:x, n := || bits
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Isolando a dificuldade

Ideia principal: isolamos o parametro que contribui
fundamentalmente para a dificuldade:

Entrada:x, n := || bits

11101111
00110010
01110011

Parte dificil: pardmetro k

10



Uma mudanca de paradigma

+ 1992: trabalhos de (in)tratabilidade com parametros fixos
+ 1999: livro de Downey e Fellows
Muitos recursos disponiveis

- Diversos livros
+ Wiki de parametrizados: http://fpt.wikidot.com/
* Escolas: http://fptschool.mimuw.edu.pl/

L


http://fpt.wikidot.com/
http://fptschool.mimuw.edu.pl/

“The future of algorithmics is multivariate”
Downey, Fellows

- Conferéncias especializadas: IPEC
+ Diversos artigos: ICALP, STOC, FOCS, ESA, LATIN...

Google Scholar Papers on FPT and Kernelization

—e—Fixed-parameter tractability & kernelization ~ —B—Kernelization

(Fonte: Bart Jansen, http://fpt.wikidot.com/) .


http://fpt.wikidot.com/

Formalizando FPT

Definicao (Fixed Parameter Tractable)

Dizemos que um problema parametrizado P C ¥* x N é
tratavel por parametro fixo (FPT) se, e somente se, existe um
algoritmo A, uma constante ¢ e uma fun¢ao computavel f
tais que, para todo par (x,R) € ©* x N,

1. A({x, R)) executa em tempo f(R)|x|;
2. (X,R) € PsssA({x,R)) =1.

13
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Definicao (Fixed Parameter Tractable)

Dizemos que um problema parametrizado P C ¥* x N é
tratavel por parametro fixo (FPT) se, e somente se, existe um
algoritmo A, uma constante ¢ e uma fun¢ao computavel f
tais que, para todo par (x,R) € ©* x N,

1. A({x, R)) executa em tempo f(R)|x|;
2. (X,R) € PsssA({x,R)) =1.

Notagao: Para fungoes g: N x N — N e f: N — N, escrevemos:

g(k,n) = O*(f(R)) sss existe constante c tal que g(k,n) = O(f(R) n°).

13
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Separando a dificuldade

Considere um problema N P-dificil

« Nem toda instancia é “dificil”

+ Parte de uma instancia pode ser “facil”

Ideia: se concentrar na dificuldade

Pré-processamento

« resolver instancias faceis
« revolver a parte facil

« diminuir o tamanho da instancia

14
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Pré-processamento

Visao classica

« rapido: polinomial
- efetivo: diminui o tamanho da instancia

Nao é muito Gtil:
- se P tem pre-processamento = entao P é polinomial
- se P é NP-dificil = P = N'P!

Visao parametrizada
+ rapido: polinomial

- efetivo: diminui o tamanho da instancia:
se a instancia ja nao for muito pequena

Recuperamos o lost continent do pré-processamento! 1



Formalizando: reducao

« SejaQ C ©* x N um problema parametrizado

Definicao (Regra de reducao de dados)

Uma regra de reducao é uma transformacao
A:Y* x N — ¥* x N tal que, dada uma instancia
(x,R) € T* x N,

1. A executa em tempo polinomial em |x| e k;
2. (x,R) € Qsss A(x,R) € Q.
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Formalizando: reducao

« SejaQ C I* x N um problema parametrizado

Definicao (Regra de reducao de dados)

Uma regra de reducao é uma transformacao
A:Y* x N — ¥* x N tal que, dada uma instancia
(x,R) € T* x N,

1. A executa em tempo polinomial em |x| e k;
2. (x,R) € Qsss A(x,R) € Q.

Uma transformacao que satisfaz a segunda condicao é dita
segura.

16



Formalizando: Kernelizagao (niicleo)

Dado um algoritmo de pré-processamento A, definimos o
tamanho de saida

size4(R) = sup{|X| + K : (X,R) = A(x,R), x € ¥*}.
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Formalizando: Kernelizagao (niicleo)

Dado um algoritmo de pré-processamento A, definimos o
tamanho de saida

size4(R) = sup{|X| + K : (X,R) = A(x,R), x € ¥*}.
Note que size ,(R) = oo quando |x'| ndo depende de k.
Definicao (Kernelizagao)
Um algoritmo de kernelizagao ou nucleo para um problema

parametrizado Q € uma transformacao .A que mapeia
(X,R) € ¥* x Nem (x', k") € ©* x N tal que

1. A executa em tempo polinomial;
2. (x,R) € Qsss A(x,R) € Q;
3. size 4(R) < g(R) para alguma fungao computavel g(R).

17
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- se g(R) < k¢, o problema admite um nicleo polinomial
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Observacoes

+ Queremos nucleos com g(k) menor possivel:
- se g(R) < k¢, o problema admite um nicleo polinomial

+ 0 algoritmo de kernelizacao pode devolver sim ou nao:

+ quando o pré-processamento ja decide a instancia
+ formalmente, substituimos por uma instancia trivial

+ Podemos medir uma instancia reduzida pelo parametro:

+ ex: O(R®) vértices, ou O(k®) arestas

+ O parametro R’ da instancia reduzida pode mudar:

+ normalmente temos R’ < Rk

18
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Voltando ao nosso problema

Enfileiramos e diminuimos k k = 3

Perguntas:
1. O processo P8 sera enfileirado?
+ nao, um vértice isolado nao tem conflito k? arestas
2. Existe solucao com valor k = 3, mas que nao enfileira P5?

+ nao, P5 tem 4 conflitos!



Voltando ao nosso problema

k=2

Perguntas:
1. O processo P8 sera enfileirado?
+ nao, um vértice isolado nao tem conflito k? arestas
2. Existe solucao com valor k = 3, mas que nao enfileira P5?

+ nao, P5 tem 4 conflitos!
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Voltando ao nosso problema

Agora podemos simplificar uma instancia dada.

Jo!
Respondemos nao! k 3

Mais uma pergunta:

4. Existe solucao para essa instancia com valor k = 3?

+ ndo, uma instancia sim tem no maximo k? arestas

20



FPT e nucleos

Lema

Se um problema parametrizado Q é FPT, entao ele admite um
algoritmo de Rernelizagao.

21
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Problema equivalente

Lema
Seja G um digrafo e F C E(G). Sao equivalentes:
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Problema equivalente

Lema
Seja G um digrafo e F C E(G). Sao equivalentes:

« F é um conjunto de retroalimentacdo minimal de G;

* F é conjunto de arcos minimal tal que G ® F é aciclico.

Arestas de reversao em torneios
Dado um torneio T, existe um conjunto de arcos F, |F| < k tal
que G ® F é aciclico?

24
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Reducao FAST.1: Se uma arco e é contido em pelo menos kR + 1
triangulos, devolva (G @ {e},k —1).
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triangulos, devolva (G @ {e},k —1).

Reducao FAST.2: Se vértice v nao é contido em nenhum triangulo,
devolva (G — v, R).
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Reducao FAST.1: Se uma arco e é contido em pelo menos kR + 1
triangulos, devolva (G @ {e},k —1).

Reducao FAST.2: Se vértice v nao é contido em nenhum triangulo,
devolva (G — v, R).

Teorema

O problema de conjunto de retroalimentacao em torneios
admite um nicleo com no maximo R? + 2k vértices.
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Decomposicao em Coroa




Emparelhamento

Dados conjuntos de vértices disjuntos U e W, um conjunto de
arestas M & um emparelhamento de U em W se:

1. M & um emparelhamento
2. cada aresta tem exatamente um extremo em U e um em W

3. Msatura U (i.e., todo vértice de U &€ um extremo de alguma
aresta de M)
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Decomposi¢ao em coroa

Definicao (Decomposicao em coroa)
Uma decomposicao em coroa de um grafo G € uma particao
de V(G) em trés partes C, H e R tal que:
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Decomposi¢ao em coroa

Definicao (Decomposicao em coroa)
Uma decomposicao em coroa de um grafo G € uma particao
de V(G) em trés partes C, H e R tal que:

1. C é nao vazio;

2. C & um conjunto independente;

3. H é um separador de (C,R);

4. G contém um emparelhamento de H em C
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Teoremas estruturais

Teorema (Konig)

Se G e um grafo bipartido, entao o tamanho do
emparelhamento maximo é igual ao tamanho da cobertura
por vértices minima.
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Teoremas estruturais

Teorema (Konig)

Se G e um grafo bipartido, entao o tamanho do
emparelhamento maximo é igual ao tamanho da cobertura
por vértices minima.

Teorema (Hall)

Seja G um grafo bipartido com parti¢ao V4, V,. Existe um
emparelhamento que satura V, sss para todo X C V; vale
INX)| = 1X].
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Encontrando um emparelhamento

Teorema (Hopcroft-Karp)
Seja G um grafo bipartido com n vértices e m arestas e
particao Vy, Vs.
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Encontrando um emparelhamento

Teorema (Hopcroft-Karp)
Seja G um grafo bipartido com n vértices e m arestas e
particao Vy, Vs.

« Existe um algoritmo que encontra um emparelhamento
maximo e uma cobertura por vértices minima em tempo

O(m+/n).
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Encontrando um emparelhamento

Teorema (Hopcroft-Karp)
Seja G um grafo bipartido com n vértices e m arestas e
particao Vy, Vs.

« Existe um algoritmo que encontra um emparelhamento
maximo e uma cobertura por vértices minima em tempo
O(m+/n).

« Além disso, o algoritmo encontra:

« ou um emparelhamento que satura V;,
+ ou um conjunto minimal X C V; tal que |N(X)| < |X|.
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Lema da coroa

Lema (Lema da coroa)

Seja G um grafo sem vertices isolados e com pelo menos
3k + 1 vertices. Existe um algoritmo polinomial que:
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Lema da coroa

Lema (Lema da coroa)

Seja G um grafo sem vertices isolados e com pelo menos
3k + 1 vertices. Existe um algoritmo polinomial que:

« encontra um emparelhamento de tamanho kR +1em G; ou

- encontra uma decomposi¢do em coroa de G.
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Lema da coroa

Lema (Lema da coroa)

Seja G um grafo sem vertices isolados e com pelo menos
3k + 1 vertices. Existe um algoritmo polinomial que:

« encontra um emparelhamento de tamanho kR +1em G; ou

- encontra uma decomposi¢do em coroa de G.

Aplicacao: Se um parametro k for limitante superior para a
cobertura por vértices, entao pode ser uma ferramenta para
encontrar um nicleo pequeno

31



Aplicagao: Cobertura por veértices

NUCLEO-VC(G, R):

1. Remova vértices isolados ;
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NUCLEO-VC(G, R):

1. Remova vértices isolados ;
2. Se |V| > 3R + 1, obtenha uma coroa (C, H, R)
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21 Se ha um emparelhamento M, com M| = k + 1:
- responda nao;
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2. Se |V| > 3R + 1, obtenha uma coroa (C, H, R)

21 Se ha um emparelhamento M, com M| = k + 1:
- responda nao;

2.2 Senao:
- Faca (G,R) « (G — H,k —|H|);
- Volte ao passo 1
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Aplicagao: Cobertura por veértices

NUCLEO-VC(G, R):

1. Remova vértices isolados ;
2. Se |V| > 3R + 1, obtenha uma coroa (C, H, R)

21 Se ha um emparelhamento M, com M| = k + 1:
- responda nao;

2.2 Senao:
- Faca (G,R) « (G — H,k —|H|);
- Volte ao passo 1

3. Devolva (G, R)
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Aplicagao: Cobertura por veértices

NUCLEO-VC(G, R):

1. Remova vértices isolados ;
2. Se |V| > 3R + 1, obtenha uma coroa (C, H, R)

21 Se ha um emparelhamento M, com M| = k + 1:
- responda nao;

2.2 Senao:
- Faca (G,R) « (G — H,k —|H|);
- Volte ao passo 1

3. Devolva (G, R)

Teorema
Cobertura por vértices admite um nicleo com 3k vertices.
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Problema de satisfatibilidade maxima

Problema de satisfatibilidade maxima

Dada uma formula normal conjuntiva (CNF) F, e um inteiro R,
existe uma atribuicao de verdade nas variaveis que satisfaz
pelo menos k clausulas?

Exemplo:

F= (Xo \/X1) N (Xo vV —\X1) AN (—\Xo \/X1) A (ﬂXo V _|X1)
k=3

33



Aplicagao: Satisfatibilidade maxima

Teorema

Satisfatibilidade maxima admite um nicleo com no maximo
k variaveis e 2k clausulas.
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Ramificacao




Arvore de busca

Ideia: backtracking

+ Fazer uma sequéncia de decisoes

« Em cada decisao, obter um subproblema
« Uma folha representa:

+ uma solugao; ou

+ um certificado de que nao ha solucao
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Arvore de busca: genérica
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Arvore de busca: genérica

Decisdo A?

Decisdo B?
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Arvores limitadas

Pergunta: Como usar arvores de busca para obter FPT?

+ Tamanho da arvore é pequeno (funcdo de k)

+ Tempo gasto em cada no é polinomial
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Arvores limitadas

Pergunta: Como usar arvores de busca para obter FPT?

+ Tamanho da arvore é pequeno (funcdo de k)

+ Tempo gasto em cada no é polinomial
Vamos considerar:

« Uma instancia | de um problema de minimizacao
« Uma medida p(/):
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Arvores limitadas

Pergunta: Como usar arvores de busca para obter FPT?

+ Tamanho da arvore é pequeno (funcdo de k)

+ Tempo gasto em cada no é polinomial
Vamos considerar:

« Uma instancia | de um problema de minimizacao
« Uma medida p(/):

+ queremos que p(l) dependa so do parametro R

37



Em cada no da arvores executamos uma ramificacao
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Em cada no da arvores executamos uma ramificacao

Ramificacao de |
Crie instancias I, ..., I, tais que:
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Em cada no da arvores executamos uma ramificacao
Ramificacao de |

Crie instancias I, ..., I, tais que:

1. dada solucao S; de I;:

- existe solucao h;(S;) de I e
+ {hi(S)}1<i<e contém solucdo otima;
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Em cada no da arvores executamos uma ramificacao
Ramificacao de |

Crie instancias I, ..., I, tais que:

1. dada solucao S; de I;:

- existe solucao h;(S;) de I e
+ {hi(S)}1<i<e contém solucdo otima;

2. ¢ é uma fungao do parametro u(l) somente;

3. existe ¢ > 0 tal que u(l;) < u(l) — c para cada i.

38



Limitando a altura

Um algoritmo de ramificagao tem altura limitada:

- se u(l) < 0, entdo instancia é facil;
- grau de ramificacao ¢ de um no é limitado;

+ altura é limitada

39



Arvores e FPT

Framework para FPT
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Arvores e FPT

Framework para FPT
Solugao € um subconjunto de algum universo U:
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Arvores e FPT

Framework para FPT
Solugao € um subconjunto de algum universo U:

1. Identificamos S C U pequeno (em tempo polinomial)
2. Adivinhamos que elemento de S esta em uma solucao

3. Garantimos que a medida p(l) diminui
(i.e., 0 “nimero” de decisdes que faltam diminui)

40



Cobertura por vertices

Recapitulando:
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Cobertura por vertices

Recapitulando:
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Cobertura por vertices

Recapitulando:

+ Queremos X C V(G) tal que E[G — X] = 0
« Ndcleo: 3k vertices usando o Lema da coroa
- Melhor atual: O(mv/n + 4fROM)

4



Cobertura por vértices

Recapitulando:

+ Queremos X C V(G) tal que E[G — X] = 0

 Nucleo: 3k vértices usando o Lema da coroa

- Melhor atual: O(my/n + 4fROM)
Observacao

Para v € V(G):
- ou v esta na solugado;

- ou N(v) esta na solucao.
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Cobertura por vértices

Recapitulando:

- Queremos X C V(G) tal que E[G — X] = 0
- Nucleo: 3k vertices usando o Lema da coroa
- Melhor atual: O(my/n + 4fROM)
Observacao
Para v € V(G):
- ou v esta na solugado;

- ou N(v) esta na solucao.

Observacao

Se, para todo v € V(G), d(v) < 1, entdo Cobertura por vértices
é polinomial.
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Ramificacao

+ Escolha v € V(G) com d(v) > 2;
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Ramificacao

+ Escolha v € V(G) com d(v) > 2;

+ Temos S = {v} U N(v) contém elemento de uma solucao;
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Ramificacao

+ Escolha v € V(G) com d(v) > 2;

+ Temos S = {v} U N(v) contém elemento de uma solucao;
+ Ramificamos em:
1. Se v esta na solucao:

11 remova v de G;
1.2 facak«+ kR —1
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Ramificacao

+ Escolha v € V(G) com d(v) > 2;

+ Temos S = {v} U N(v) contém elemento de uma solucao;
+ Ramificamos em:
1. Se v esta na solucao:

11 remova v de G;
1.2 facak«+ kR —1

2. Se N(v) esta na solucao:

21 remova N[v] de G;
2.2 faga R < R —|N(v)|.
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Tempo de execu¢ao
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- cada no da arvore gasta temo n®"
- seja 7(R) o nimero de nos
« TOTAL: 7(R)n®™,
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Tempo de execu¢ao

- cada no da arvore gasta temo n®"
- seja 7(R) o nimero de nos
« TOTAL: 7(R)n®™,

Observacao

Dada uma arvore de ramificagdo T com ¢ folhas, entdo o nimero
de nos de T é no maximo 2¢ — 1.

- Seja T(R) o nUmero de folhas na arvore de ramificacao da
Cobertura por vértices

. Ti—1)+T(i—-2) sei>2;
(i) = (i=1)+T(-2) 2%
1 caso contrario.
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Lema
Para todo k > 0, T(R) < 1,6181%.
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Observacao: a base impacta muito no tempo de execucao
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+ se v nao é parte da solugao, diminuimos k em |[N(v)| > 2
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Observacao: a base impacta muito no tempo de execucao
Conclusao: tentar melhorar o passo de ramificacao
Quando ramificamos:

* se v nao é parte da solugao, diminuimos k em |[N(v)| > 2;

« mas se |N(v)| > 2 a arvore & menor!

Observacao

Cobertura por vertices e polinomial quando d(v) < 2 para
todo v € V(G).
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Agora resolvemos um no em tempo polinomial sempre que
A(G) < 2:
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Agora resolvemos um no em tempo polinomial sempre que
A(G) < 2:

Ti—1)+T(i—-3) sei>3;

1 caso contrario.

T(i) =
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Agora resolvemos um no em tempo polinomial sempre que
A(G) < 2:

Ti—1)+T(i—-3) sei>3;
1 caso contrario.

T(i) =

Teorema

Cobertura por vertices pode ser resolvida em tempo
O(ny/m 41,4656 ROM).
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