Topologia - Lista 2

Em sala de aula, vimos que se (X, d) é um espago métrico, entao d induz
uma topologia em X dada por:

174 ={U C X : U é aberto com respeito a d}.

Definigao 1. Sejam X um conjunto e d; e dy duas métricas em X. Dizemos
que di e do sao equivalentes se elas induzem a mesma topolgia em X. Ou
seja, di e dp sao equivalentes se 74, = Tq,.

Exercicio 1. Sejam X um conjunto e d; e do métricas em X.

(a) Mostre que d; e dg sdo equivalentes se, e somente se toda bola aberta
segundo qualquer dessas métricas contém uma bola aberta de mesmo
centro segundo a outra métrica.

(b) Mostre que se existem nimeros reais a, b > 0 tais que:
del(ﬂf,y) < dQ(SU,y) < bdl(xuy)v Vfﬂ,?/ € X7

entao dy e do sao equivalentes.

Observagao 1. No item (b) do Exercicio 1 nao vale a volta. Ou seja, existem
métricas equivalentes di e dy tais que nao existem numeros reais a,b > 0
satisfazendo:

adl(xvy) < dQ(SU,y) < bdl(xuy)v V‘T’y € X.

Se existem a, b > 0 tais que a desigualdade acima é satisfeita, entao dizemos
que di e do sao fortemente equivalentes. No préximo exercicio, veremos um
exemplo de duas métrica equivalentes que nao sao fortemente equivalentes.

Exercicio 2. Fixe um nimero natural n > 1 e denote por d a métrica
euclidiana em R"™.

(a) Mostre que a fungao d’' : R"™ x R™ — [0, +o00] definida como:

d(z,y)

d(z,y) = ——2

Ve,y € R"

é uma métrica em R”.

Sugestao. Para mostrar que d’ satisfaz a desigualdade triangular,
use o fato que a fungao f : [0, +oo[— R dada por f(t) = para
todo t € [0, +00], é crescente.

i
1+t

(b) Mostre que d e d’ ndo sdo fortemente equivalentes.

(¢) Mostre que d e d’' sdo equivalentes.
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O objetivo do préximo exercicio é mostrar que as métrica euclidiana, do
maximo e da soma induzem a mesma topologia em R"”

Exercicio 3. Fixado n > 1, denote por dsoma a métrica da soma, por d a
métrica euclidiana e por dp.x a métrica do maximo em R".

(a) Mostre que:
dmax(®,y) < d(z,y) < V0 dmax(z,y) e
dmax (2, Y) < dsoma (2, y) < 1 dimax(,y),
para todos z,y € R™.

(b) Use o item anterior para mostrar que:

1
E dsoma(xay) < d(%’,y) < \/E dsoma(x;y)a

para todos x,y € R™.

(c) Conclua que as métricas d, dsoma € dmax S280 fortemente equivalentes
e portanto, equivalentes.

Exercicio 4. Seja X um conjunto com mais de um ponto e considere X
munido da topologia cadtica. Mostre que {z} nao é fechado, para todo
xzeX.

Exercicio 5. Seja X um conjunto.
(a) Mostre que a seguinte cole¢do é uma topologia em X:

T={0}U{AC X : X\ A é finito}.
Essa topologia é chamada de topologia cofinita.

(b) Mostre que a topologia cofinita coincide com a topologia discreta em
X se, e somente se, X é finito.

(c) Mostre que se X é infinito e x,y € X com = # y, entdo nao existem
abertos disjuntos U e V de X taisquex e U ey e V.

Exercicio 6. Considere p(R) munido da topologia concorda num finito
discutida em sala de aula.

(a) Mostre que o seguinte subconjunto de p(R) nao é aberto e nao é
fechado:

Fin(R) = {A € p(R) : A é finito}.
(b) Fixados A € p(R) e t1,...,t, € R, mostre que o conjunto
U{‘él’m’tn} ={B e p(R): Bestd {t1,...,t,}-proximo de A}

é fechado em p(R). Portanto, temos que U él it} ¢ um subconjunto
clopen de p(R), j4 que esse conjunto também é aberto.
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Note que Fin(R) satisfaz uma condigdo bem mais forte que a de nao ser
aberto.

Definigao 2. Sejam (X,7) um espago topoldgico e A C X. Dizemos que
um ponto x € A é um ponto interior de A se A é vizinhanca de z, ou seja,
se existe um aberto U que contém z e estda contido em A. O conjunto dos
pontos interiores de A é denotado por int(A).

Note que um subconjunto A de um espago topoldgico (X, 7) é aberto se,
e somente se, A = int(A). Portanto, para que A nao seja aberto é necessério
e suficiente que exista um ponto a € A tal que a nao é ponto interior de A.
Ao provar que Fin(RR) nao é aberto no item (a) do Exercicio 6, vocés devem
ter percebido que nenhum ponto de Fin(R) é ponto interior de Fin(R).

Exercicio 7. (a) Mostre que a reta de Sorgenfrey é first-countable.

(b) Mostre que se t e s sdo nimeros reais com t < s, entao o conjunto
[t, s[ é um subconjunto clopen da reta de Sorgenfrey.

Exercicio 8. Seja (X, 7) um espago topolégico e para cada = € X denote
por V, a colegao de todas as vizinhancas de x. Mostre que:

(a) Vi # 0, para todo x € X.

(b) Se A € V,, entao x € A.

(c) Se A,B €V, entao ANB € V,.

(d) Se AeV, e AC B, entao B € V;.
)

(e) Se A € V,, entdo existe B € V, tal que B C A e B € V,, para todo
y € B.

(f) U € 7 se, e somente se, U € V,, para todo x € U.

Exercicio 9. Seja X um conjunto nao vazio e para cada x € X, seja V,
uma colecao de subconjuntos de X satisfazendo as condigoes (a), (b), (c),
(d) e (e) do Exercicio 8, entao:

T={UCX:UecV,, VxeU}

é uma topologia em X e para cada x € X, V, é a colecao de todas as
vizinhancas de z com respeito a 7.

Exercicio 10. Sejam Y um conjunto e p um elemento que nao pertence a
Y. Para cada y € Y, seja S, = {{y}} e seja:

Sp={AU{p}: ACY eY \ A é finito}.
Denote por X =Y U {p} e para cada x € X, seja:
Ve={ACX: 3BeS, com BC A}.



(a)

(2)

4

Mostre que a colegao {V, : © € X} satisfaz as condigoes (a), (b), (c),
(d) e (e) do Exercicio 8 e portanto

T={UCX:UE€V,, VxeU}

é uma topologia em X e para cada x € X a colegdo de todas as
vizinhancas de z coincide com V.

Mostre que para cada z € X, S, é um sitema fundamental de vizi-
nhancas de x, com respeito a 7.

Descreva 7 de uma forma mais concreta.

Mostre que todos os pontos de Y sao pontos isolados com respeito a
T, i.e., {y} é aberto em (X, 7), para todo y € Y.

Mostre que o ponto p ¢é isolado com respeito a 7 se, e somente se, Y
¢ finito.
Mostre que o ponto p possui um sistema fundamental de vizinhancas
enumeravel com respeito a 7 se, e somente se, Y é enumeravel.
Sugestao. Para mostrar que se Y é enumerdvel, entao p possui
um sistema fundamental de vizinhancas enumerével, use o fato que
da enumerabilidade de Y segue que existe apenas uma quantidade
enumeravel de subconjuntos finitos de Y.

Mostre que se (X, 7) é metrizavel, entao Y é enumeravel.



