Topologia - Lista 5

Exercicio 1. Sejam X um espacgo topoldgico e A e B subconjuntos de X.
(a) Mostre que se A C B, entao A C B.

(b) Mostre que AUB = AU B.

(c) Encontre um exemplo em que nao vale que AN B = AN B.

Exercicio 2. Sejam X um espago topoldgico e A um subconjunto de X.
Mostre que as seguintes afirmacoes sao equivalentes:

(i) int(A) = 0.
(i) X \ A é denso em X.

Exercicio 3. Sejam X um espago topoldgico e A um subconjunto de X.
Mostre que as seguintes afirmacoes sao equivalentes:

(i) A é denso em X.
(i) A= X.

Exercicio 4. Sejam X um conjunto munido da métrica discreta e z um
elemento de X.

(a) Mostre que B(z;1) = B(z;1).
(b) Mostre que Blz;1] = X.
(c) Conclua que em geral, nao vale que:

B(z;r) = Blz;7].

No préximo exercicio, veremos um exemplo de um ponto do fecho de
um conjunto que nao é limite de nenhuma sequéncia de elementos desse
conjunto.

Exercicio 5. Seja X um conjunto nao enumeravel e denote por 7 a topologia
co-enumeravel em X:

T={0}U{AC X: X\ Aéenumeravel}.
Seja Y um subconjunto nao enumeravel e préprio de X.
(a) Mostre que Y = X.

(b) Mostre que as dnicas sequéncias convergentes em X sao as eventu-
almente constantes.

(c) Fixe x € X \'Y e mostre que z nao é limite de nenhuma sequéncia
de elementos de Y.
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Exercicio 6. Sejam X e Y espacos topoldgicos e f : X — Y uma funcao.
Mostre que as seguintes afirmacoes sao equivalentes:
(i) f é continua.

(ii) f[ A } C f[4], para todo subconjunto A de X.

Exercicio 7. Seja X um conjunto e denote por 7 a topologia cofinita em
X:
T={0}U{AC X : X\ A Eéfinito}.

Mostre que (X, 7) é compacto.

Exercicio 8. Mostre que se X é um espaco topoldgico compacto, Y é um
espaco topolégico Hausdorff e f : X — Y é uma funcao continua e sobreje-
tora, entao f é uma funcao quociente.



