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Resumo

No presente trabalho, estudamos a propriedade da cy-extensao no con-
texto de espagos de funcoes continuas definidas numa reta compacta e to-
mando valores em R. Nosso principal resultado é que se K é uma reta
compacta, entdo todo subespago fechado e com dual separdvel de C(K)
possui a propriedade da cp-extensao em C(K) e portanto, o espago C'(K)
tem a propriedade de Sobczyk. Também apresentamos uma caracterizagao
das funcoes ¢ : K — L continuas, crescentes e sobrejetoras entre retas com-
pactas para as quais a subdlgebra de Banach ¢*C(L) possui a propriedade
da cp-extensao em C(K).

Abstract

In this work, we study the cy-extension property in the context of spaces
of continuous real-valued functions defined in a compact line. Our main
result states that if K is a compact line, then every closed subspace of C'(K)
with separable dual has the ¢p-extension property in C'(K) and therefore, the
space C'(K) has the Sobczyk property. We also present a characterization
of the continuous order-preserving surjective maps ¢ : K — L between
compact lines such that the Banach subalgebra ¢*C(L) has the cp-extension
property in C(K).
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Introducao

No presente trabalho, estudamos a propriedade da cg-extensao no con-
texto de espagos de Banach da forma C'(K), onde K é uma reta compacta.
Por uma reta compacta entende-se um conjunto totalmente ordenado que
é compacto, se munido da topologia da ordem. Propriedades topoldgicas
das retas compactas e propriedades estruturais de seus espagos de fungoes
continuas foram recentemente estudadas numa série de artigos ([4], [6], [7],
[13], [14] e [18]). Como veremos a seguir, a propriedade da cp-extensao
surge naturalmente quando se estuda o problema da extensao de operadores
limitados entre espagos de Banach. O mais famoso teorema sobre extensao
de operadores limitados é o Teorema de Hahn—Banach. Esse teorema ga-
rante que todo funcional limitado definido num subespago de um espaco
normado admite uma extensao limitada ao espacgo todo. Dessa forma, segue
do Teorema de Hahn—Banach que o problema da extensdao de operadores
limitados estd completamente resolvido no caso em que o contradominio
tem dimensao finita. No entanto, assim como na maioria dos fendmenos da
teoria de espacos de Banach, o problema da extensao de operadores é mais
interessante em dimensao infinita e vai muito além do Teorema de Hahn—
Banach. Note que uma generalizacao bastante natural dos espagos vetoriais
de dimensao finita é o espaco I, da sequéncias limitadas de ntimeros reais,
munido da norma do supremo. Facilmente mostra-se que dado um espaco de
Banach, os operadores limitados definidos nesse espaco e tomando valores em
I~ estao em bijecao com as sequéncias limitadas no dual desse espaco. Dessa
identificacdo e do Teorema de Hahn—Banach segue que se X é um espaco
de Banach e Y é um subespago fechado de X, entao todo operador limitado
definido em Y e tomando valores em [, admite uma extensao limitada a
X. Nesse ponto, o leitor pode se perguntar o que acontece se trocarmos I
por seu famoso subespaco ¢y das sequéncias de niimeros reais que tendem a
zero. Bem, no momento em que olhamos para o problema da extensao de
operadores tomando valores em cg, a rigidez que ocorre com os espagos de
dimensao finita e com o I, é quebrada. Por exemplo, o operador identidade
do espaco ¢y nao admite uma extensao limitada a [, ([25]). Nesse contexto,
o celebrado Teorema de Sobczyk ([30]) desempenha um papel central. Esse
teorema garante que se um espaco de Banach X é separdvel, entao todo
operador limitado definido num subespaco fechado de X e tomando valores
em cg admite uma extensao limitada a X. Na verdade, uma adaptacao sim-
ples da prova de Veech ([33]) do Teorema de Sobczyk garante que dados um
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espaco de Banach X e um subespago fechado Y de X, uma condicao sufici-
ente para que todo operador limitado definido em Y e tomando valores em
¢p possua uma extensdo limitada a X é que o quociente X/Y seja separdvel
([6, Proposition 2.2 (a)]). Assim, com o desejo de estudar generalizagoes do
Teorema de Sobczyk para pares de espagos de Banach (X,Y), onde Y é um
subespago de X, no artigo ([6]), introduzimos a propriedade da cy-extensao.
Dado um espaco de Banach X e um subespaco fechado Y de X, dizemos
que Y possui a propriedade da co-extensdo (abreviadamente copEP) em X
se, e somente se, todo operador limitado T : Y — ¢y admite uma extensao
limitada definida em X e tomando valores em ¢p. Se todo subespaco (resp.,
separavel) de X tiver a coEP em X, entao dizemos que X possui a coEP
(resp., separavel). Dessa forma, o Teorema de Sobczyk implica que todo
espaco de Banach separdvel tem a cgEP. Além disso, usando o fato que se o
quociente X/Y é separdvel, entdao Y tem a coEP em X, concluimos que todo
espaco de Banach WCG possui a ¢coEP ([6, Proposition 2.2 (b)]). Recorde
que um espago de Banach X é dito weakly compactly generated (abreviada-
mente WCG) se, e somente se, existe um subconjunto fracamente compacto
de X cujo subespaco gerado é denso em X.

Com o objetivo de contextualizar os resultados que nds obtivemos e que
serao apresentados nesse trabalho, faremos a seguir, uma breve discussao
sobre os resultados ja conhecidos sobre a propriedade da cp-extensao no
contexto de espagos de Banach da forma C(K). Aqui, como sempre, C'(K)
denota o espago das fungoes continuas definidas num compacto Hausdorff
K e tomando valores em R, munido da norma do supremo. Note que o
resultado mencionado acima garante que se K é um compacto de Eberlein,
entdao C'(K) tem a coEP, ja que o espaco C(K) é WCG se, e somente se, K
¢ um compacto de Eberlein ([10, Theorem 14.9]). Dizemos que um espago
topoldgico é um compacto de Eberlein se, e somente se, ele é homeomorfo a
um subconjunto fracamente compacto de um espago de Banach, munido da
topologia fraca. Uma outra classe de espagos de Banach que possuem a coEP
separavel como uma consequéncia direta do Teorema de Sobczyk é a classe
dos espagos que possuem a SCP. Dado um espaco de Banach X, dizemos
que X tem a separable complementation property (abreviadamente SCP) se,
e somente se, todo subespaco fechado e separavel de X estd contido num
subespago fechado, separavel e complementado de X. Em ([32, Lemma,
p. 494]), foi mostrado que se K é um compacto de Valdivia, entdao o espago
C(K) tem a SCP e portanto, a coEP separavel. Lembramos que um espago
compacto Hausdorff é dito um compacto de Valdivia se, e somente se, existem
um conjunto / e uma familia de funcoes continuas (f;);cs definidas em K a
valores reais que separa pontos de K e tal que o conjunto:

{peK:{iel: fi(p) # 0} é enumerdvel}
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¢é denso em K. Além disso, note que do fato da coEP separavel ser uma
propriedade hereditaria para subespacos fechados segue que se K é uma
imagem continua de um compacto de Valdivia, entdao C(K) possui a coEP
separavel, embora a classe dos compactos de Valdivia nao seja fechada por
imagens continuas ([31]). Em ([6]), nés mostramos que se K é um com-
pacto Ng-monolitico, entao o seu espaco de fungoes continuas possui a coEP
separavel ([6, Corolary 2.7]). Recorde que dizemos que um espago compacto
Hausdorff K é Rg-monolitico se, e somente se, todo subespaco separavel de
K possui uma base enumeravel de abertos. Finalmente, em ([4]), nés carac-
terizamos as retas compactas cujos espacos de fungoes continuas possuem
a coEP e a cgEP separavel. Surpreendentemente, as tinicas retas compac-
tas cujos espacos de funcoes continuas possuem a cgEP separdvel sao as
No-monoliticas e além disso, se K é uma reta compacta, entao a coEP se-
pardvel e a coEP sao propriedades equivalentes para o espago C(K) ([4,
Theorem 2.2]).

Note que se X é um espaco de Banach com a cyEP separével, entao toda
copia isomorfa de ¢y em X é complementada. Em particular, temos que o
Teorema de Sobczyk implica que toda cépia isomorfa de ¢y num espaco de
Banach separavel é complementada. Dessa forma, uma outra maneira de
generalizarmos o Teorema de Sobczyk é obter resultados sobre a comple-
mentacao de copias isomorfas de ¢y em espacos de Banach nao separaveis.
Dado um espaco de Banach X, dizemos que X possui a propriedade de
Sobczyk se, e somente se, toda cépia isomorfa de ¢y em X é complemen-
tada. O problema da caracterizacao dos espacgos de Banach que possuem
a propriedade de Sobczyk é um problema classico na teoria dos espagos de
Banach, sendo que sua restricdo & classe dos espacos de Banach da forma
C(K) foi colocada em ([2, Remark 2]). E interessante observar que a mai-
oria das provas encontradas na literatura de que uma classe de espagos de
Banach possui a propriedade de Sobczyk é na verdade, uma prova de que
esses espacos possuem a coEP ou a cgEP separavel. Assim, quando inici-
amos nossa pesquisa sobre a propriedade de Sobczyk para os espacos de
fungoes continuas definidas numa reta compacta e tomando valores em R,
nossa primeira idéia foi tentar estabeler a coEP ou a ¢gEP separavel para
esses espacos. No entanto, rapidamente percebemos que o espago double-
arrow era uma reta compacta cujo espaco de funcgoes continuas nao tinha
a coEP separavel e no entanto, nao éramos capazes de mostrar que esse
espaco nao tinha a propriedade de Sobczyk. Recorde que o espaco double
arrow é definido como sendo o conjunto DA = [0, 1] x {0,1}, munido da
ordem lexicografica e da topologia da ordem. Em ([23]), Patterson mostrou
que toda cépia isométrica de ¢y em C'(DA) é complementada. O argumento
de Patterson, pode ser facilmente adaptado para mostrar que se K é uma
reta compacta, entao toda copia isométrica de ¢p em C(K') é complementada
(o ponto central nesse argumento é o fato que toda reta compacta possui
a propriedade do extensor). No entanto, como observado por Godefroy em
([11]), Patterson nao deu nenhum exemplo de uma cépia isomorfa de ¢
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nao complementada em C(DA). Como veremos no Capitulo 4, embora o
espaco de fungoes continuas de uma reta compacta possua a coEP separavel
se, e somente se, essa reta é Ng-monolitica, em ([4, Corollary 2.5]), nés mos-
tramos que o espago de funcao continuas de toda reta compacta possui a
propriedade de Sobczyk. Esse resultado é uma consequéncia imediata de
([4, Theorem 2.4]), que garante que se K é uma reta compacta, entao todo
subespaco fechado e com dual separdvel X de C(K) tem a ¢oEP em C(K).
Observamos que a hipdtese do espaco dual de X ser separdvel ¢ fundamen-
tal na prova de ([4, Theorem 2.4]), pois essa hipétese garante que X é um
espaco de Banach fraca*-fragmentédvel. A apresentacao da prova de [4, The-
orem 2.4] é o principal objetivo do presente trabalho e é feita na Segao 4.2.
Note que esse resultado generaliza ([6, Theorem 3.1]), j4 que uma subalgebra
de Banach ¢*C(L) de C(K) tem dual separavel se, e somente se, 0 espago
compacto L é enumerdvel.

No Capitulo 3, apresentamos alguns resultados sobre a coEP para as
subélgebras de Banach com unidade do espacgo de fungoes continuas de uma
reta compacta. Como usual, estamos considerando a estrutura de dlgebra
de Banach que o espago C(K) possui, se também estiver munido da multi-
plicagao de fungdes ponto a ponto. Segue do Teorema de Stone—Weierstrass
que se K é um espago compacto Hausdorff, entdo toda subalgebra de Ba-
nach com unidade de C(K) é da forma ¢*C(L), para algum espago compacto
Hausdorff L e uma fungao continua e sobrejetora ¢ : K — L. Dada uma
funcao continua e sobrejetora ¢ : K — L entre compactos Hausdorff, deno-
tamos o operador de composi¢ao de ¢ por ¢* : C(L) — C(K) e esse operador
¢ definido como ¢*f = f o ¢, para toda f € C(L). E facil ver que a com-
plementagao da subdlgebra ¢*C(L) em C(K) é equivalente a existéncia de
um averaging operator T para a fungao ¢, ie., T : C(K) — C(L) é um
operador limitado e é uma inversa a esquerda de ¢*. Dessa forma, a busca
por condicbes sobre a ¢ que garantam que ela possui um averaging operator
é um problema cléssico na teoria de espagos de Banach ([1], [8] e [24]). Com
esse espirito, em ([7, Theorem 2.6]), estabelecemos uma caracterizacao das
fungdes ¢ para as quais a subélgebra ¢*C(L) tem a ¢coEP em C(K), no caso
em que K e L sdo retas compactas e ¢ : K — L é uma funcgdo continua,
crescente e sobrejetora. E interessante observar que nossa caracterizagao
tem pontos em comum com a caracterizagao, dada em ([13, Lemma 2.7]),
das fungbes ¢ : K — L continuas, crescentes e sobrejetoras entre retas
compactas K e L para as quais a subdlgebra ¢*C(L) é complementada em
C(K). Mais precisamente, as duas caracterizagoes envolvem a estrutura de
ordem de L e o conjunto Q(¢) dos pontos de L que possuem pré-imagens
(pela ¢) com mais de um elemento. Ainda no Capitulo 3, apresentamos
um critério para a extensao a C'(K) dos operadores limitados definidos na
subdlgebra ¢*C(L) e tomando valores em c¢q ([7, Proposition 2.5]). Note
que esse critério de extensdo é uma generalizacao de ([6, Lemma 3.2]). Na
ultima se¢do do Capitulo 3, discutimos algumas questoes que surgem di-
ante da caracterizagao obtida em ([7, Theorem 2.6]), no caso em que a reta
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compacta L é separavel. Surpreendentemente, concluimos que uma dessas
questoes é independente dos axiomas de ZFC.

O presente trabalho se divide em 4 capitulos e 3 apéndices. No Capitulo
1, introduzimos o conceito da propriedade da cy-extensao e estabelecemos
algumas condicoes suficientes para que um subespaco fechado de um espacgo
de Banach X tenha a cgEP em X, no caso de espacos de Banach em geral
e também na classe dos espagos de Banach da forma C(K). No Capitulo
2, desenvolvemos toda a teoria sobre as retas compactas que sera necessaria
nos demais capitulos, tanto do ponto de vista de propriedades topoldgicas
das retas compactas como de propriedades estruturais dos seus espagos de
funcoes continuas e dos duais desses espagos. Como dito acima, o Capitulo
3 é dedicado & apresentagao dos resultados que obtivemos em ([7]) sobre a
coEP para as subdlgebras de Banach dos espacos de funcoes continuas das
retas compactas e no Capitulo 4, apresentamos os resultados obtidos em
([4]) sobre a caracterizagao das retas compactas cujos espagos de fungoes
continuas possuem a coEP e sobre a propriedade de Sobczyk para esses
espacos. No Apéndice A, discutimos a relacao entre as subdlgebras de Ba-
nach com unidade de C(K) e os quocientes de K, onde K é um espaco
compacto Hausdorff arbitrario. No Apéndice B, apresentamos alguns resul-
tados sobre a classe dos compactos de Eberlein. Finalmente, no Apéndice
C fazemos uma pequena discussao sobre o Axioma de Martin, que é usado
no Capitulo 3, para estabelecermos que uma determinada questao sobre a
coEP é independente dos axiomas de ZFC.

Ao longo desse trabalho, nao apresentaremos as demonstracoes de mui-
tos resultados bdsicos, pois os consideramos pré-requisitos para a leitura
desse texto. Dessa forma, julgamos conveniente indicar ao leitor alguma
bibliografia. Para os resultados basicos sobre espagos de Banach, sugerimos
[9] e [10]. Para tépicos de teoria da medida, sugerimos [28]. Para resulta-
dos de topologia geral, sugerimos [34] e finalmente, para tépicos de teoria
de conjuntos, recomendamos [19].






CAPITULO 1

A propriedade da cy-extensao

O objetivo desse capitulo é introduzir a propriedade da cg-extensao e
provar alguns resultados bésicos sobre essa propriedade. Na Sec¢ao 1.2, es-
tabelecemos alguns resultados gerais sobre a propriedade da cp-extensao no
contexto de espagos de Banach da forma C(K).

1.1. Definigoes e resultados iniciais

Iniciamos essa se¢ao, motivando a definigdo da propriedade da cg-exten-
sao. Para isso, precisamos entender melhor os operadores limitados definidos
num espago de Banach e tomando valores em I, e em cg. Por um operador
entre espagos de Banach, entendemos uma tranformacao linear entre esses
espacos. Dados espagos de Banach X; e Xo, denotamos por B(Xi, Xs)
o espaco de Banach dos operadores limitados de X; em X5, munido da
norma usual de operadores. Fixado um espaco de Banach X, considere um
operador T' em B(X,ls). Se m, : loo — R denota a projegao na n-ésima
coordenada, entao a sequéncia (7, oT),>1 é uma sequéncia limitada em X*.
Reciprocamente, dada uma sequéncia limitada (as,)n>1 em X*, o operador
definido como:

(1.1.1) X3z (an(a)) €l

n>1

pertence a B(X,ls). Dado T em B(X,l), dizemos que (7, o T),>1 ¢ a
sequéncia associada a T. Analogamente, dada uma sequéncia (ay)n>1 li-
mitada em X*, dizemos que o operador definido por (1.1.1) é o operador
associado a (ou,)n>1. Na verdade, é facil ver que a funcdo que a cada ope-
rador T em B(X, ) associa a sequéncia (7, 0T"),>1 é uma isometria linear
entre B(X,l) e o espaco das sequéncias limitadas em X*, munido da se-
guinte normas:
[(an)n=1ll = sup [|an],
n>1

para toda sequéncia limitada (am,)p>1 em X*. Além disso, é claro que essa
isometria leva B(X,cp) no subespaco das sequéncias fraca™-nulas em X*.
Dizemos que uma sequéncia (o, )n>1 de elementos de X* é fraca*-nula se,
e somente se, ela converge a zero na topologia fraca®* de X*. Dessa iden-
tificacdo dos operadores limitados de um espago de Banach em [, segue
facilmente o seguinte resultado.



2 1. A PROPRIEDADE DA ¢o-EXTENSAO

PROPOSICAO 1.1.1. Sejam X um espaco de Banach e Y um subespaco

fechado de X. SeT :Y — Iy € um operador limitado, entdo existe uma
extensao T' : X — loo de T tal que | T'|| = ||T.

DEMONSTRAGAO. Seja (a,)n>1 a sequéncia limitada em Y* associada a
T. Fixado n > 1, o Teorema de Hahn-Banach ([9, Theorem 2.4]) garante

que existe a), € X* que estende «, e tal que ||| = ||an||. Finalmente,

tome T" : X — l5 como sendo o operador associado & sequéncia limitada
/

(ah)n>1- O

Fixado um espaco de Banach X, um subespaco fechado Y de X e um
funcional o de Y*, dizemos que um elemento o/ de X* é uma extensdo de
Hahn—Banach de « se, e somente se, o' estende « e ||o/|] = ||a||. Analo-
gamente, se T' pertence a B(Y,ly), entdo dizemos que um operador S de
B(X,lx) é uma extensio de Hahn—Banach de T se, e somente se, S estende
T e ||S]| = ||T'||. Dessa forma, a Proposicao 1.1.1 garante que todo ope-
rador limitado definido num subespaco fechado de um espago de Banach e
tomando valores em [, admite uma extensao de Hahn-Banach.

Agora, o que acontece se trocarmos o espago ls por c¢p? Como dito
anteriormente, fixado um espaco de Banach X, os operadores limitados de
X em ¢y estdo em bijecao com as sequéncias fraca*-nulas em X*. Note
que se Y é um subespaco fechado do espago de Banach X e (ay,)n>1 € uma
sequéncia fraca*-nula em Y*, entdo a sequéncia (a},),>1 nao é necessaria-
mente fraca*-nula, onde cada «, é uma extensdo de Hahn-Banach de «,. No
entanto, alguém poderia se perguntar se é possivel modificar uma sequéncia
de extensoes de Hanh-Banach de (ay,)n>1 de forma que a nova sequéncia
continue estendendo (ay)n>1 € seja fraca*-nula. A Proposicao 1.1.3 mostra
que isso nao é possivel em geral. Nesse trabalho, denotaremos o conjunto
dos ntimeros naturais e o primeiro cardinal infinito por w, a cardinalidade do
continuo por 2% e o n-ésimo cardinal nao enumeravel por w,. Além disso, se
M é um conjunto, entao denotaremos por |M| a cardinalidade de M. Para
provar a Proposigao 1.1.3, precisamos do Lema 1.1.2 abaixo.

LEMA 1.1.2. Eziste uma familia {N; : i € 2°} de subconjuntos infinitos
dos naturais tal que se i # j, entao N; N N; € finito.

DEMONSTRAGAO. Escreva o conjunto dos niimeros irracionais de R como
{u; : i € 2*}. Paracadai € 2¥; considere uma sequéncia (z,),,>1 de nimeros
racionais que converge para u;. Agora, tome ® : QQ — w uma bijecao, onde
Q denota o conjunto de todos os ntimeros racionais de R, e note que a con-
clusao segue se definirmos NV; como sendo o conjunto ® [{x% tn > 1}], para

cada 7 € 2¢¥. O

Dados um espaco de Banach X e um subconjunto S de X, denotamos
por spanS o subespaco vetorial de X gerado por S e por spansS o fecho na
topologia da norma do spanS. Dizemos que S é linearmente denso em X
se, e somente se, o spanS é denso em X. Um subespago Y de X ¢ dito
complementado em X se, e somente se, existe uma projecdo limitada de X
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em Y, ou seja, existe um operador limitado P : X — Y tal que Ply é a
identidade. Equivalentemente, temos que Y é um subespago complementado
de X se, e somente se, Y é fechado e existe um subespaco fechado Z de X
tal que X =Y @ Z. Dado um conjunto I, denotamos por ¢o(I) o espago das
fungoes f : I — R tais que para todo € > 0, o conjunto {i € I : |f(i)] > €}
é finito, munido da norma do supremo e por [1(I) o espago das fungodes
f 1 — R tais que a soma ) _,;|f(i)| é finita, munido da norma [, ou seja,

If1l = 2ier |f(9)], para toda f € li(I).

PROPOSIGAO 1.1.3. O operador identidade do espago ¢y ndo admite uma
extensdo limitada o l. Equivalentemente, co nao € complementado em lo.

DEMONSTRACAO. Note que a conclusao segue se mostrarmos que Iy
nao contém cépias isomorfas do espago de Banach [ /co. Para isso, vamos
provar que o espago ln/co contém uma cépia isomorfa de ¢o(2¥) e que nao
existe um operador limitado e injetor de ¢p(2“) em . Inicialmente, vamos
mostrar que nao existe um operador limitado e injetor de ¢o(2¥) em lq.
Suponha, por absurdo, que T' : ¢p(2*) — I seja um operador limitado e
injetor. Seja (ap)n>1 a sequéncia limitada em [;(2%) associada a T'. Note
que, fixado n > 1, o conjunto E,, = {i € 2* : a,(i) # 0} é enumerdvel e
portanto, existe um elemento nao nulo f € ¢p(2*) tal que f’Un>1En = 0.
Dessa forma, vale que T'(f) = 0, o que contradiz a injetividade de 7. Agora,
vamos mostrar que l /¢y possui uma cépia isomorfa de ¢o(2*). Na verdade,
vamos construir uma cépia isométrica de ¢o(2*) em I /co. Para cadai € 2%,
denote por F; € I a funcado caracteristica do conjunto IN; construido no
Lema 1.1.2. Vejamos que o subespaco:

span{F; + co:1 € 2°} Cls/co

é isométrico a ¢o(2*). Fixado i € 2*, denote por e; o elemento de ¢y(2¥) que
satisfaz e;(j) = 0;;, para todo j € 2%, onde 0;; = 1 se i = j e §;; = 0 caso
contrario. Defina T : span{e; : i € 2¥} — Span{F; + co : i € 2¥} como a
unica transformacao linear satisfazendo T'(e;) = F; 4 ¢p, para todo i € 2%.

Afirmamos que dados n > 1, A1,..., A\, € Redq,...,i, € 2¥, vale que:
n

(1.1.2) | Z()\kF% + )| = sup |Ail-
=1 k=1,....n

Para mostrar que vale a igualdade (1.1.2), inicialmente observe que existe
uma cole¢ao de subconjuntos infinitos e dois a dois disjuntos dos naturais
{My : k =1,...,n} tal que se Gy denota a fungao caracteristica de My,
entdo Gy, + co = F;, + co, para todo k. Logo, o vetor >}, \yG}, pertence
4 classe de equivaléncia de ), _; A\gFj, e portanto, segue diretamente da
definicao da norma de I /co que:

(1.1.3) 1> (Fy, + co)|| < sup .
k=1 -

=1,...,n
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Suponha, por absurdo, que a desigualdade (1.1.3) seja estrita. Isso implica
que existe uma funcdo F em ly tal que F — >} | A\yGy, pertence a ¢y e
| F'|| < supg—y, .|| Seja ko um elemento do conjunto {1,...,n} tal que

| Akl = supg—y. ., |A| e note que a sequéncia (F(m) — )\ko)meMk é uma
0

subsequéncia de F' — >}, A\yG}, e portanto, pertence a c¢y. Considere um
numero real positivo ¢ satisfazendo € < |Ag,| — || F||. Do fato da sequéncia
(F(m) - )\ko)mEMkO convergir para zero, segue que existe m € My, tal que:

Aty — F(m)| <.
Usando a desigualdade acima e a definicao de A, ficamos com:
e < Akol = [I1FI] < [Akol = [F(m)| < [Agy — F(m)| <.

Assim, essa contradicdo mostra que vale a igualdade em (1.1.3). Note que
(1.1.2) implica que T' é uma imersao isométrica. Portanto, existe uma tinica
extensdo limitada 7" de T" a ¢(2*)([17, Theorem 2.7-11]). Além disso, te-
mos que 7’ também é uma imersao isométrica, j4 que 7’ é uma extensao

limitada de T e a igualdade (1.1.2) garante que ||Tz| = ||z| num sub-
conjunto denso de ¢p(2*). Finalmente, é ficil ver que a imagem de T’ é
span{F; + ¢ : i € 2¥} e portanto, 77 é uma isometria linear. U

OBSERVACAO 1.1.4. Dado um espaco de Banach E, dizemos que E é
injetivo se, e somente se, todo operador limitado definido num subespaco
fechado Y de um espaco de Banach X e tomando valores em E admite uma
extensao limitada a X. Assim, a Proposigao 1.1.1 nos diz que o espaco lo é
injetivo. Além disso, note que as Proposicoes 1.1.1 e 1.1.3 implicam que se
E é um subespago de [ isomorfo a ¢y, entdo E nao é complementado em
l. De fato, se E fosse complementado em [, entao da Proposi¢ao 1.1.1
e do fato da propriedade da injetividade ser hereditdria para subespagos
complementados seguiria que £ é um espago de Banach injetivo e portanto,
co seria injetivo. Mas, isso contradiz a Proposicao 1.1.3.

Diante da Proposigao 1.1.3, a seguinte defini¢ao é natural.

DEFINICAO 1.1.5. Dado um subespaco fechado Y de um espaco de Ba-
nach X, dizemos que Y possui a propriedade da cy-extensao (abreviadamente
coEP) em X se, e somente se, todo operador limitado definido em Y e to-
mando valores em ¢y admite uma extensao limitada a X. Se todo subespaco
fechado (resp., separavel) de X possuir a ¢coEP em X, diremos que X possui
a coEP (resp., separdvel).

Como sempre, € interessante ter algum controle sobre a norma da ex-
tensao de um operador. Na Proposicao 1.1.7, veremos que se Y possui a
coEP em X, entdo existe um niimero real A tal que a norma da extensao a
X de qualquer operador limitado 7" : Y — ¢y é majorada por A||T||.

DEFINIGAO 1.1.6. Sejam Y um subespaco fechado de um espago de Ba-
nach X e A > 1 um nimero real. Dizemos que Y possui a propriedade da
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co-extensao com constante A (abreviadamente A-coEP) em X se todo ope-
rador limitado T : Y — ¢y admite uma extensao limitada 7" : X — ¢g com
177 < AT

PROPOSICAO 1.1.7. Sejam X um espago de Banach e Y um subespaco
fechado de X. Se Y possui a coEP em X, entao existe A > 1 tal que Y
possui a A-coEP em X.

DEMONSTRAGAO. Note que se Y tem a cgEP em X, entdo o operador
de restrigao v : B(X,cy) = B(Y,cp) é sobrejetor e portanto, induz um iso-
morfismo t : B(X, ¢g)/ Ker(tr) — B(Y, ¢p), onde Ker(t) denota o nicleo de t.
Tome A > |t~} e note que Y tem a \-coEP em X. O

O Teorema classico de Sobczyk ([30]) afirma que se X é um espago de
Banach separével, entao todo subespaco fechado de X tem a 2-coEP em X.
Na Proposigao 1.1.13, apresentaremos uma generalizacao desse resultado,
que ¢ obtida através de uma adaptacao simples da prova de Veech ([33]) do
Teorema de Sobczyk. Na prova da Proposicao 1.1.13, usaremos alguns lemas,
que desenvolvemos a seguir. Ao longo desse trabalho, dado um espaco de
Banach X, denotaremos por Bx a bola unitaria fechada de X, denotaremos
a topologia fraca®™ de X* por w* e a topologia fraca de X por w. Além disso,
quando estivermos considerando mais de uma topologia num conjunto X,
a fim de evitar confusbes, denotaremos esse conjunto munido da topologia
7 por (X, 7). Recorde que dado um conjunto X', um espago topolégico )
e uma familia de fungoes f; : X — Y, a topologia induzida por {f; :i € I}
em X é definida como a menor topologia em X que faz com que cada f;
seja continua. Note que dada uma rede (x))) de elementos de X e z € X,
temos que x) — = na topologia induzida por {f; : i € I} se, e somente
se, (fz(.TUA)))\ converge para f;(x), para todo ¢ € I. Dessa forma, se X ¢
um espaco de Banach e A é um subconjunto de X, entao dizemos que a
topologia induzida por {Z : x € A} em X* é a topologia da convergéncia nos
pontos de A, onde & denota o elemento de X** definido como #(a) = a(x),
para todo o € X*.

LEMA 1.1.8. Sejam K um espago compacto e T uma topologia Hausdorff
em K. Se a topologia original de K é mais fina que 7', entdo essas topologias
coincidem.

DEMONSTRAGAO. Denote por 7 a topologia original de K e note que o
fato de 7 ser mais fina que 7/ garante que a aplicacao identidade

(1.1.4) i (K, 7)— (K,

é continua. Além disso, temos que ¢ é uma aplicacao fechada, pois é uma
funcao continua entre um espaco compacto e um espago Hausdorff. Por-
tanto, a fungao ¢ é um homeomorfismo, o que estabelece nosso resultado. [

O Lema 1.1.9 caracteriza a convergéncia fraca®* de redes limitadas no
dual de um espago de Banach.
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LEMA 1.1.9. Sejam X um espaco de Banach, D um subconjunto linear-
mente denso em X e a € X*. Se («;)ier € uma rede limitada em X*, entdao

*
o —— a se, e somente se, a;(z) — a(x), para todo x € D.

DEMONSTRAGAO. A conclusdo seguird se mostrarmos que em Bxx, a
topologia 7p da convergéncia nos pontos de D coincide com a topologia
fraca*. Note que a topologia fraca* é mais fina que a topologia 7p e que o fato
de D ser linearmente denso em X implica que 7p é uma topologia Hausdorff.
Dessa forma, nosso resultado segue do Lema 1.1.8, ja que (Bx+,w*) é um
espaco compacto. O

Nos dois préximos lemas, veremos o que acontece com a topologia indu-
zida num espaco vetorial por uma familia enumeravel de funcionais lineares.

LEMA 1.1.10. Sejam X um espacgo vetorial real e {ay, : n > 1} uma
sequéncia de funcionais lineares em X. Se T é a topologia induzida em
X pela sequéncia {a, : n > 1}, entdo existe uma pseudo-métrica d em
X cuja topologia induzida coincide com 1. Além disso, d pode ser tomada
invariante por translacdes e d é wma métrica se, e somente se, a topologia
7 € Hausdorff.

DEMONSTRACAO. Basta considerar a seguinte pseudo-métrica em X:

+00 1
d(z1,2) = Z 27’0%(951) — an(72)],
n=1
para todos x1,z5 € X. O

LEMA 1.1.11. Sejam X um espaco de Banach e E um subconjunto enu-
merdvel de X. FExiste uma pseudo-métrica invariante por translacoes que
induz em X* a topologia da convergéncia nos pontos de E.

DEMONSTRAGAO. Aplique o Lema 1.1.10 para o espaco vetorial X* e a
sequéncia de funcionais lineares {z : x € E} C X**. ]

LEMA 1.1.12. Sejam K um espago compacto Hausdorff, f : K — R uma
fungdo continua € (pn)n>1 uma sequéncia de elementos de K. Se f(p) =0,
para todo valor de aderéncia p da sequéncia (pp)n>1, entao f(p,) — 0.

DEMONSTRAGAO. Suponha, por absurdo, que f(p,) -~ 0. Passando a
uma subsequéncia, podemos supor que existe € > 0 tal que | f(p,)| > €, para
todo n > 1. Como K ¢ compacto, a sequéncia (pp)n,>1 admite um valor de
aderéncia p em K. Além disso, da continuidade de f em p, segue que existe
uma vizinhanga V' de p tal que |f(q)| < €, para todo ¢ € V. O que implica
que existe n > 1 tal que |f(py)| < €, pois V' é uma vizinhanga de p e p é valor
de aderéncia de (p,)n>1. Essa contradicao estabelece nosso resultado. O

PROPOSIGAO 1.1.13. Sejam X um espago de Banach e Y um subespago

fechado de X. Se o quociente XY ¢é separdvel, entio Y tem a 2-coEP em
X.
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DEMONSTRAGAO. Sejam T : Y — ¢p um operador limitado e (ay,)n>1
a sequéncia fraca™nula em Y™* associada a T. Sem perda de generalidade,
assuma que sup,,s; ||a,|| < 1. Para cada n > 1, seja o), uma extensao de
Hahn-Banach de «,. Note que a conclusdo segue se mostrarmos que existe
uma sequéncia (3,)n>1 de elementos de F' = YN By tal que (o, — Bn)n>1
é fraca®*-nula. Seja E um subconjunto enumeravel de X que é levado pela
aplicagao quociente X — X /Y num subconjunto denso de X/Y. Como E é
enumeravel, o Lema 1.1.11 garante que existe uma pseudo-métrica invariante
por tranlacoes d em X* que induz a topologia da convergéncia nos pontos de
E. Para cada n > 1, defina (§,, como sendo um elemento de F' que satisfaz:

(1.1.5) d(al,, Bn) < d(a, F) +1/n

e vamos mostrar que a sequéncia (o), — f,)n>1 € fraca*-nula. Note que
a fungao distancia d(., F') é d-continua e portanto, fraca*-continua. Além
disso, temos que Bx+ é fraca*-compacta e todo valor de aderéncia fraca®
da sequéncia (a,)n>1 pertence a F. Logo, o Lema 1.1.12 garante que
d(al,,F) — 0. Disso e de (1.1.5) vem que d(c,,3,) — 0, 0o que im-
plica que d(a), — B,,0) — 0, i.e., (), — Bn)n>1 converge a zero nos pontos
de E. Além disso, note que a sequéncia (o), — f,)n>1 também converge a
zero nos pontos de Y. Dessa forma, como o conjunto £ UY é linearmente
denso em X e a sequéncia (o, — B, )n>1 ¢ limitada, o Lema 1.1.9 garante que
essa sequéncia é fraca*-nula. Para ver que £ UY & linearmente denso em
X, note que a aplicacdo quociente X — X/Y é uma aplicagao aberta. [

Na Proposicgao 1.1.16, apresentaremos um corolédrio da Proposicao 1.1.13
que generaliza o Teorema de Sobczyk para uma classe de espagos de Banach
que estende a classe dos espacos separaveis.

DEFINICAO 1.1.14. Dado um espaco de Banach X, dizemos que X é we-
akly compactly generated (abreviadamente WCG) se existe um subconjunto
fracamente compacto de X que é linearmente denso em X.

E interessante observar que a classe dos espagos de Banach WCG estende
a classe dos espagos de Banach separaveis e a classe dos espacos de Banach
reflexivos (]9, Examples (i) e (ii), pg. 357]). Na verdade, vale que a classe
dos espacos de Banach WCG estende propriamente essas classes. De fato,
se I' é um conjunto nao enumerdvel, entdao o espago ¢o(I") é um espago de
Banach WCG que néao é separavel nem reflexivo. Note que na prova do
préximo lema e da Proposigao 1.1.16, usaremos o fato que dado um espago
de Banach X, vale que o dual de X é fraca*-separdvel se, e somente se,
existe uma sequéncia de elementos de X™* que separa os pontos de X ([10,
pg. 161, Exercise 3.94]).

LEMA 1.1.15. Seja X um espago de Banach. Se X é um espagco WCG
e X* € fraca™-separdvel, entao X € separdvel.

DEMONSTRAGAO. Seja K um subconjunto fracamente compacto e line-
armente denso em X. Note que a conclusao segue se mostrarmos que X é
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fracamente separavel, ja que todo espaco de Banach fracamente separavel é
separavel na norma ([10, Proposition 3.105]). Para isso, basta mostrarmos
que K é fracamente separavel. Seja {ay, : n > 1} uma sequéncia de elemen-
tos de X™* que separa os pontos de X e denote por 7 a topologia induzida em
X pela familia {«a,, : n > 1}. Como essa topologia é Hausdorff, a topologia
fraca é mais fina que 7 e o espago (K, w) é compacto, o Lema 1.1.8 garante
que a topologia 7 coincide com a topologia fraca em K. Dessa forma, de
acordo com o Lema 1.1.10, do fato da topologia 7 ser Hausdorff segue que o
espaco (K, w) é metrizédvel. Logo, temos que K é fracamente separdvel. [

PROPOSICAO 1.1.16. Seja X um espaco de Banach WCG. Se'Y é um
subespaco fechado de X, entdao Y possui a 2-coEP em X.

DEMONSTRAGAO. Seja T : Y — ¢p um operador limitado e considere
S : X — lw uma extensdo de Hahn—Banach de T, cuja existéncia é ga-
rantida pela Proposi¢ao 1.1.1. Note que a conclusao segue se mostrarmos
que X /S o] é separdvel. De fato, se X/S~1[co] é separdvel, entdao a Pro-
posicdao 1.1.13 garante que o operador S|g-1[¢ : S~co] — co admite uma
extensao T : X — c¢g tal que |T']] < 2||S]| e portanto, T" estende T e
||| < 2||IT||. Denote por S : X/KerS — Iy o operador limitado que S
induz no quociente, ou seja, S é o tinico operador limitado que satisfaz a
igualdade Soq = S, onde ¢ : X — X/KerS denota a aplicacao quoci-
ente. Note que S é um operador injetor e portanto, o dual de X/Ker S é
fraca*-separavel; de fato, a sequéncia {m, o S : n > 1} separa os pontos de
X/KerS. Além disso, o quociente X/ Ker S é WCG, ja que esse espago é a
imagem de X por um operador limitado e X é WCG. Assim, de acordo com
o Lema 1.1.15, temos que X/ Ker S é separavel. Isso implica que X/S~![co]
¢é separavel e conclui nossa prova. O

OBSERVAGAO 1.1.17. Embora um subespaco fechado de um espaco de
Banach WCG néao seja necessariamente WCG ([26]), segue do fato que a
propriedade da cy-extensao é hereditaria para subespacos fechados e da Pro-
posicao 1.1.16 que todo subespaco fechado de um espaco de Banach WCG
tem a coEP.

1.2. A propriedade da cp-extensao para espagos C(K)

Nessa sec¢ao, iniciamos o estudo da propriedade da cg-extensao no con-
texto de espagos de Banach da forma C(K). Como usual, C(K) denota
o espaco das funcoes continuas definidas num compacto Hausdorff K e to-
mando valores em R, munido da norma do supremo. Quando trabalhamos
com espagos de Banach da forma C'(K), em geral, estamos interessados em
entender como propriedades topoldgicas de um espago compacto Hausdorff
se traduzem em propriedades estruturais de seu espaco de fungoes continuas
([16]). Dessa forma, o objetivo dessa se¢ao é relacionar algumas proprie-
dades topoldgicas de K com as propriedades da coEP e da coEP separavel
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do espaco C(K). Note que a Proposi¢ao 1.1.16 garante que fixado um com-
pacto Hausdorff K, se o espago C(K) é WCG, entao C(K) tem a 2-coEP.
Além disso, recorde que um espago da forma C'(K) é WCG se, e somente
se, K é um compacto de Eberlein ([10, Theorem 14.9]). Portanto, a Pro-
posigao 1.1.16 implica que se K é um compacto de Eberlein, entao C'(K)
tem a 2-coEP. A seguir, relembramos a definicdo dos compactos de Eber-
lein. Sugerimos que o leitor interessado em mais detalhes sobre essa classe
de compactos leia o Apéndice B.

DEFINICAO 1.2.1. Dizemos que um espaco topolégico K é um compacto
de Eberlein se, e somente se, K é homeomorfo a algum subconjunto fraca-
mente compacto de um espaco de Banach, munido da topologia fraca.

Note que o espago C'(K) possui uma estrutura natural de algebra de
Banach com unidade, para isso, basta considerarmos esse espago também
munido da operagdo de multiplicacdo de funcbes ponto a ponto. Como
discutido no Apéndice A, as subdlgebras de Banach com unidade de C'(K)
estdo em bijecdo com os quocientes de K. Mais precisamente, a Proposicao
A.12 nos diz que toda subélgebra de Banach com unidade de C'(K) é da
forma ¢*C(L)!, onde L é um espaco compacto Hausdorff, ¢ : K — L é uma
funcao continua e sobrejetora e ¢* denota o operador de composicao da ¢
que definimos abaixo.

DEFINICAO 1.2.2. Dados K e L compactos Hausdorfl e ¢ : K — L
uma fungao continua, denotamos por ¢* : C(L) — C(K) o operador de
composicao da ¢ que é definido como ¢*(f) = f o ¢, para toda f € C(L).

Note que ¢* é um homomorfismo de dlgebras de Banach com unidade.
Além disso, se ¢ é sobrejetora, entao ¢* é uma imersao isométrica de C'(L) em
C(K). Se L é um subespago de K, entao definimos o operador de restri¢ao
de K a L como sendo o operador pr, : C(K) — C(L) que a cada elemento
f de C(K) associa a restricao de f a L. Nesse caso, é ficil ver que pp = i*,
onde ¢ : L — K denota a inclusao de L em K. Na proxima proposi¢ao,

veremos uma condi¢ao sobre a funcao ¢ que garante que todo subespaco
fechado de ¢*C(L) tem a coEP em C(K).

PROPOSICGAO 1.2.3. Sejam K e L espagos compactos Hausdorff e seja
¢ : K — L uma funcdo continua. Assuma que existe um subconjunto F de

K que é um compacto de Eberlein e tal que ¢|p é sobrejetora. Entao, todo
subespago fechado de ¢*C(L) tem a 2-coEP em C(K).

DEMONSTRAGAO. Considere um subespago fechado ¢*[X] de ¢*C(L),
onde X é um subespago fechado de C'(L). Devemos mostrar que dado um
operador T' € B(X,¢), existe T" € B(C’(K),CO) tal que T" o ¢*|x = T e
|T')| < 2||T||. Como ¢|r é sobrejetora, temos que a restrigdo de (¢|p)* a X
é uma imersao isométrica de X em C(F'); De acordo com o observado no
inicio dessa segao, como F' é um compacto de Eberlein, dado T' € B(X, ¢p)

IDenotamos por ¢*C(L) a imagem de C(L) pelo operador de composicao da ¢.
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existe Ty € B(C(F),co) tal que Ty o (¢|p)*|x = T e |T1| < 2||T|. Para
concluir a prova, tome 7" como sendo T} o pp. [l

No proximo corolario, estendemos a coEP separavel para uma classe de
compactos estritamente maior que a classe dos compactos de Eberlein. Veja
as Proposicoes B.10 e B.11 para uma prova de que a classe dos compactos
Ng-monoliticos contém propriamente a classe dos compactos de Eberlein.

DEFINICAO 1.2.4. Dizemos que um espago compacto Hausdorff K é Rg-
monolitico se, e somente se, todo subespago separdvel de K possui uma base
enumeravel de abertos.

COROLARIO 1.2.5. Se K ¢ um compacto Hausdorff e No-monolitico,
entdo o espaco C(K) tem a 2-co EP separdvel.

DEMONSTRAGAO. Um subespago fechado e separdvel de C(K) gera uma
subélgebra de Banach com unidade e separdvel € de C(K) e portanto, as
Proposicoes A.12 e A.14 garantem que € = ¢*C(L), para algum espago
compacto metrizavel L e uma fungao continua e sobrejetora ¢ : K — L.
Denote por F' o fecho de um subconjunto enumeravel de K que é levado pela
¢ num subconjunto denso de L. Assim, F' é metrizavel, ¢|r é sobrejetora e
portanto, a conclusao segue da Proposicao 1.2.3. [l



CAPITULO 2

Retas compactas

Nesse capitulo, desenvolvemos toda a teoria sobre as retas compactas
que sera necessaria para o estabelecimento dos principais resultados desse
trabalho. Na Secao 2.1, introduzimos o conceito de retas compactas e esta-
belecemos algumas propriedades topolégicas desses espagos. Na Segao 2.2,
estudamos propriedades estruturais do espaco das funcoes continuas defini-
das numa reta compacta e tomando valores em R. Na Se¢ao 2.3, discutimos
o espago dual de C(K), para um compacto arbitrdrio K. Finalmente, na
Segao 2.4, estudamos de forma mais profunda o espago dual de C'(K), no
caso particular em que K é uma reta compacta.

2.1. Propriedades topolégica das retas compactas

Nessa secao, vamos estudar propriedades de conjuntos totalmente orde-
nados munidos da topologia da ordem. Daremos especial énfase ao caso em
que esse conjunto totalmente ordenado é uma reta compacta.

DEFINIGAO 2.1.1. Seja X um conjunto. Uma relagdo bindria < em X
¢é dita uma ordem total em X se, e somente se, as seguintes condicoes sao
satisfeitas:

(i) z < z, para todo z € X
(ii) Dados z,y,z € X,se x <y ey < z, entdo x < z;

(iii) Dados z,y € X, se x <y ey < z, entdo x = y;

(iv) Se z,y € X, entao vale que z < y ou que y < x.

Se X é um conjunto totalmente ordenado, entao existe uma topologia
natural induzida pela ordem em X. Essa topologia é chamada de topologia
da ordem.

DEFINICAO 2.1.2. Dado um conjunto totalmente ordenado X a topologia
da ordem em X é a Unica topologia em X com a seguinte base de abertos:

{1-o00,y[:ye X} U{]z,4oo[:z € X} U{]z,y[: 2 <y} U{X},
onde |—oo,y[ ={s € X : s <y}, |z,+00[ = {s € X : z < s} e finalmente,
lz,y[={s € X : 2 < s <y}, para todos z,y € X.

Fixado um conjunto totalmente ordenado X, os intervalos de X sao os

subconjuntos de X da forma:

]_Oo7y[7]_oovy] ,]l‘7y[, [a:,y[,]:c,y] ’ [xa y] ’]x’ +OO[ e [x’ —I—OO[,
11
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onde x e y sao elementos de X e todos esses conjuntos sao definidos de forma
analoga aos da Definicao 2.1.2. Nesse trabalho, sempre que nos referirmos
a propriedades topoldgicas de um conjunto totalmente ordenado, estaremos
considerando esse conjunto munido da topologia da ordem, a menos que o
contrario seja dito. O exemplo mais cldssico de um conjunto totalmente
ordenado é a reta real R, munida da ordem canénica. A topologia da ordem
de R é a topologia usual de R. Aqui, sempre que considerarmos a reta real
ou algum subconjunto dela, estaremos considerando-os munidos da ordem
usual e da topologia induzida por essa ordem, a menos que o contrario seja
dito. Outros exemplos cléssicos de conjuntos totalmente ordenados sao os
segmentos de ordinais, munidos da ordem usual.

Nas Definicoes 2.1.3, 2.1.4 e 2.1.5, introduzimos conceitos basicos no
estudo dos conjuntos totalmente ordenados.

DEFINIGAO 2.1.3. Sejam X um conjunto totalmente ordenado e Y um
subconjunto de X. Dado x € X, dizemos que x é um ponto de acumulacdo a
direita de Y, relativamente a X, se x nao é o maior elemento de X e se para
todo 2’ em X com 2’ > x, vale que |z, 2’[NY # (. Analogamente, define-se
ponto de acumulagcdo a esquerda de Y, relativamente a X. Um ponto y de
Y que nao é um ponto de acumulacdo & direita (resp., a esquerda) de Y,
relativamente a X, é dito um ponto isolado a direita em Y (resp., isolado a
esquerda em Y'), relativamente a X. Se um elemento z de X é um ponto de
acumulacao de Y, relativamente a X, & direita e a esquerda, entao dizemos
que x é um ponto de acumulacdo bilateral de Y, relativamente a X.

Se X é um conjunto totalmente ordenado e um elemento x de X é um
ponto de acumulacao a direita de X, relativamente a X, entdao diremos
apenas que x é um ponto de acumulagao a direita de X. Analogamente
para os demais conceitos dados na Definigao 2.1.3.

DEFINIGAO 2.1.4. Dado um conjunto totalmente ordenado X, dizemos
que um elemento x de X é um ponto interno de X se, e somente se, z é um
ponto de acumulagao bilateral de X. Um ponto de X que nao é interno é
chamado de ponto externo.

DEFINIGAO 2.1.5. Sejam X um conjunto totalmente ordenado e x um
elemento de X. Dizemos que x admite sucessor em X se, e somente se, T é
um ponto isolado a direita de X e z nao é o maior elemento de X. Nesse
caso, o sucessor de x é o inico elemento 2’ de X tal que x < 2’ e |z, 2'[ = 0.
Analogamente, dizemos que x admite antecessor em X se, e somente se,
¢ um ponto isolado a esquerda de X e x nao é o menor elemento de X.
Nesse caso, o antecessor de x é o unico elemento x’ de X tal que 2/ < z e

|2, [ = 0.

Dados um conjunto totalmente ordenado X e dois elementos x e y de X
com z < y, dizemos que = e y sao pontos consecutivos se, e somente se, x é
o antecessor de y.
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Uma generalizacao do conceito de ponto de acumulagao de um subcon-
junto de um conjunto totalmente ordenado é o de ponto de condensacao,
cuja definicao apresentamos a seguir.

DEFINICAO 2.1.6. Dado um conjunto totalmente ordenado X, um sub-
conjunto Y de X e um elemento x de X, dizemos que x é um ponto de
condensacao a direita de Y, relativamente a X se, e somente se, x nao é
o maior elemento de X e dado 2/ € X com z < 2’ vale que o conjunto
Y N]z,2'[ é ndo enumerdvel. Analogamente define-se ponto de condensagao
a esquerda de Y, relativamente a X. Se x é um ponto de condensagao a
direita e a esquerda de Y, relativamente a X, entao dizemos que x é um
ponto de condensacao bilateral de Y, relativamente a X.

Embora os conjuntos totalmente ordenados possam ter propriedades to-
poldgicas muito distintas, na préxima proposicao, veremos que a topologia
da ordem sempre é uma topologia Hausdorff.

PROPOSIGAO 2.1.7. Se X € um conjunto totalmente ordenado, entao X
€ um espaco topologico Hausdorff.

DEMONSTRAGAO. Sejam x e y dois elementos distintos de X. Sem perda
de generalidade, podemos assumir que x < y. Se y é o sucessor de x, entao
os intervalos abertos e disjuntos |—oo, y[ e |x, +00[ separam os pontos z e y.
Caso contrario, existe um elemento z de X com z < z < y. Nesse caso 0s
abertos disjuntos |—o0, z[ e |z, 400 separam z e y. O

Dados um conjunto totalmente ordenado X e um subconjunto Y de X,
existem duas topologias naturais que podemos considerar em Y. A saber, a
topologia de subespaco e a topologia da ordem em Y induzida pela restrigao
da ordem de X. O préximo exemplo mostra que, em geral, essas topologias
nao coincidem.

ExEmMPLO 2.1.8. Considere X = R, munido da ordem usual, e defina
Y ={1+1/n:n>1}U{0}. Note que Y ¢é discreto quando munido da
topologia de subespaco. No entanto, se Y estd munido da topologia da
ordem induzida pela restricao da ordem de X, entdao 0 ndao é um ponto

isolado, pois é limite da sequéncia (1 + %)n>1.

Embora essas topologias nem sempre coincidam, é facil ver que a to-
pologia de subespaco é sempre mais fina que a topologia da ordem num
subespaco de um conjunto totalmente ordenado. Dados um conjunto total-
mente ordenado X e um subconjunto Y de X, se um elemento y de Y é um
ponto isolado a direita de Y, relativamente a Y, entao é claro que y também
é isolado a direita em Y, relativamente a X. Na préxima proposicao, ve-
remos que uma condi¢ao necessaria e suficiente para que as topologias de
subespaco e da ordem coincidam em Y é que a reciproca da afirmacao acima
seja verdadeira. Note que se Y é um subconjunto de um conjunto totalmente
ordenado e a e b sdo elementos de Y, entdo denotaremos por |a, b[Y o inter-
valo aberto de Y com extremos a e b. Analogamente, para os outros tipos
de intervalos de Y.
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PROPOSICAO 2.1.9. Sejam X um conjunto totalmente ordenado e Y um
subconjunto de X. Para que a topologia de subespaco e a topologia induzida
pela restricao da ordem de X coincidam em Y € necessdrio e suficiente que
as sequintes condigoes sejam satisfeitas:

(a) Dado y € Y, se y € isolado a direita em Y, relativamente a X,
entao y € isolado a direita em Y, relativamente a Y ;

(b) Dado y €Y, sey € isolado a esquerda em Y, relativamente a X,
entao y € isolado a esquerda em 'Y, relativamente a Y .

DEMONSTRAGAO. Inicialmente, suponha que as topologias de subespaco
e da ordem coincidam em Y e vamos mostrar que vale (a). A prova de (b)
é andloga. Seja y € Y um ponto isolado a direita de Y, relativamente a X.
Se y é o maior elemento de X, entdo y é o maior elemento de Y. Se y nao
é o maior elemento de X, entdo existe z € X tal que y < z e Jy,z[NY = 0.
Note que |—oo,z[NY é um aberto da topologia de subespaco de Y e que
y € |—00,z[NY. Logo, assumindo que y nao é o maior elemento de Y, nossa
hipdtese garante que existe ¥’ € Y tal que y < ¢ e o intervalo |—o0, 3/ [Y de
Y estd contido em |—oo, 2[NY. O que implica que 3’ é o sucessor de y em Y’
e estabelece a condigao (a). Reciprocamente, suponha que as condigoes (a)
e (b) sejam satisfeitas. Como discutido anteriormente, para estabelecermos
nosso resultado, basta mostrarmos que a topologia da ordem é mais fina
que a topologia de subespaco de Y. Para isso, devemos mostrar que todo
aberto basico da topologia de subespaco pertence a topologia da ordem.
Vamos mostrar isso no caso em que o aberto basico é da forma Ja,b[NY,
com a,b € X e |a,b|NY # (. A prova para os outros tipos de abertos
bésicos é andloga. Fixado y € ]a,b[NY, vejamos que existe um aberto U
da topologia da ordem de Y tal que y pertence a U e U esta contido em
Ja,b[NY. Inicialmente, vamos analisar o caso em que y nao é o menor nem
o maior elemento de Y. Nesse caso, note que existem y1,y2 € Y tais que
o aberto U pode ser tomado como ]yl,yg[y. De fato, se [a,y[NY # 0,
entdo tome y; nessa interseccao. Caso contrario, y é isolado & esquerda
em Y, relativamente a X e assim, a condigao (b) garante que y admite
antecessor em Y, ja que y nao é o menor elemento de Y. Defina y; como
sendo o antecessor de y em Y. Analogamente, se |y,b] NY # 0, tome yo
nessa intersecgdo. Caso contrario, temos que y € isolado a direita em Y,
relativamente a X. Como y nao é o maior elemento de Y, a condicao (a)
garante que y admite sucessor em Y. Defina ys como sendo o sucessor de
y em Y. Finalmente, é facil ver que |y1,y2 [Y é um aberto da topologia da
ordem de Y que contém y e estd contido em Ja, b[NY . Agora, vamos analisar
0s casos em que y € o menor ou o maior elemento de Y. Se y é o menor
elemento de Y e nao é o maior elemento de Y, entao [y, y2 [Y ¢ um aberto
da topologia da ordem de Y que contém y e estd contido em Ja,b[NY,
onde ys é definido como discutido acima. Analogamente, se y é o maior
elemento de Y e nao é o menor elemento de Y, entao |y, y]Y é um aberto
da topologia da ordem de Y que contém y e esta contido em |a,b[NY", onde
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y1 ¢ definido como discutido acima. Finalmente, se Y = {y}, entao temos
que {y} é um aberto da topologia da ordem de Y e claramente, esté contido
em Ja,b[NY. O

Uma propriedade fundamental da reta real é que ela é um conjunto to-
talmente ordenado completo, ou seja, todo subconjunto de nimeros reais
nao vazio e limitado superiormente possui supremo. Na verdade, a proprie-
dade da completude é gozada por todos os conjuntos totalmente ordenados
que sao compactos, quando munidos da topologia da ordem.

DEFINIGAO 2.1.10. Dados um conjunto totalmente ordenado X, um sub-
conjunto Y de X e um elemento x de X, dizemos que x é o supremo de Y
em X, denotado por supY se, e somente se, x é a menor cota superior de
Y. Analogamente, definimos o infimo de Y, que é denotado por inf Y. Di-
zemos que X é completo se, e somente se, todo subconjunto de X nao vazio
e limitado superiormente possui supremo em X.

OBSERVAGAO 2.1.11. Note que um conjunto totalmente ordenado X é
completo se, e somente se, todo subconjunto nao vazio e limitado inferior-
mente de X possui infimo em X

A préxima proposicdo mostra que se X é um conjunto totalmente or-
denado e completo, entao uma condicao suficiente para que as topologias

de subespaco e da ordem coincidam num subconjunto Y de X é que Y seja
fechado.

PROPOSICAO 2.1.12. Seja X um conjunto totalmente ordenado e com-
pleto. Se Y é um subconjunto fechado de X, entdo as condigées (a) e (b)
do enunciado da Proposicdo 2.1.9 sdo satisfeitas. Portanto, as topologias de
subespaco e da ordem coincidem em Y .

DEMONSTRAGAO. Vamos mostrar que vale (a). A prova de (b) é andloga.
Seja ¥y € Y um ponto isolado a direita de Y, relativamente a X. Se
y é o maior elemento de X, entdo y é o maior elemento de Y. Caso
contrério, existe z em X tal que y < z e Jy,z[NY = 0, o que implica
que [z,+o0[NY # (), se assumirmos que y nao é o maior elemento de Y.
Dessa forma, da completude de X segue que existe ¢y’ = inf([z, +o0[NY) e
além disso, temos que 3’ pertence a Y, pois Y é um subconjunto fechado de
X. Para concluir nosso resultado, note que 3’ é o sucessor de y em Y. [

Note que se um conjunto totalmente ordenado X nao é completo, podem
existir subconjuntos fechados de X nos quais as topologias de subespaco e
da ordem nao coincidem. O préximo exemplo ilustra essa situacao.

ExEMPLO 2.1.13. Defina X como sendo o conjunto de todos os ntimeros
racionais, munido da ordem induzida de R e fixando um ntimero irracional
positivo u, defina Y como sendo {0} U {uy : n > 1}, onde (up)pn>1 é uma
sequéncia de ndmeros racionais maiores que u € que converge para u, na
topologia de R. Claramente, Y é um subconjunto fechado de X. Se Y esta
munido da topologia de subespago, entdao 0 é um ponto isolado a direita de
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Y, relativamente a X. No entanto, 0 nao é o maior elemento de Y e nem
admite um sucessor em Y.

Dados um conjunto totalmente ordenado X e um subconjunto Y de
X, podemos considerar os pontos de acumulagao de um subconjunto de Y,
relativamente a X e também relativamente a Y, onde Y estd munido da
restricao da ordem de X. E f4cil ver que se A é um subconjunto de Y
ey € Y é um ponto de acumulagao de A, relativamente a X, entao y é
ponto de acumulacao de A, relativamente a Y. O préximo resultado, que
é um corolario da Proposicao 2.1.12, garante que se X é completo e Y é
um subconjunto fechado de X, entao os elementos de Y que sao pontos
de acumulacao de um subconjunto de Y, relativamente a Y, também sao
pontos de acumulacao desse conjunto, relativamente a X.

COROLARIO 2.1.14. Sejam X um conjunto totalmente ordenado e com-
pleto, Y um subconjunto fechado de X e A um subconjunto de Y. Dado um
ponto y €Y, as sequintes condigoes sao satisfeitas:

(a) Se y € ponto de acumulacao a direita de A, relativamente a Y,
entao y € ponto de acumulacao a direita de A, relativamente a X ;
(b) Se y € ponto de acumulagao a esquerda de A, relativamente a 'Y,

entdo y € ponto de acumulacdo d esquerda de A, relativamente a
X.

DEMONSTRAGAO. Vamos mostar (a). A prova de (b) é andloga. Como
y é ponto de acumulacao & direita de A, relativamente a Y, temos que y
nao é o maior elemento de Y e portanto, y nao é o maior elemento de X.
Considere z € X com y < x e vamos mostrar que |y, [N A # (). Note que
a conclusao segue se mostrarmos que |y, 2] MY # (. Suponha, por absurdo,
que |y,z] NY = (. Nesse caso, temos que y é isolado a direita em Y,
relativamente a X e portanto, a condi¢do (a) da Proposi¢ao 2.1.12 garante
que y admite um sucessor y’ em Y. Mas, isso implicaria que |y,y'[NA =0,
o que contradiz o fato de y ser um ponto de acumulacdo & direita de A,
relativamente a Y. (]

Em face da Proposicao 2.1.12, o leitor pode se perguntar se dado um con-
junto totalmente ordenado e completo X, uma condicao necessaria para que
as topologias de subespaco e da ordem coincidam num subconjunto Y de X é
que Y seja fechado. A resposta para essa pergunta é negativa. Mais precisa-
mente, na proxima proposicao, veremos que as topologias de subespaco e da
ordem coincidem em todo subconjunto de um conjunto totalmente ordenado
que possui a propriedade do valor intermedidrio.

DEFINIGAO 2.1.15. Sejam X um conjunto totalmente ordenado e Y um
subconjunto de X. Dizemos que Y tem a propriedade do valor intermedidrio,
relativamente a X (abreviadamente pvi), se e somente se, dados =,y € Y
com x < y, vale que o intervalo [z, y] estd contido em Y.
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PROPOSICAO 2.1.16. Seja X um conjunto totalmente ordenado e Y um
subconjunto de X. Se'Y tem a puvi, entdo as topologias de subespaco e da
ordem coincidem em Y .

DEMONSTRAGAO. Vamos mostrar que vale a condigao (a) da Proposigao
2.1.9. A prova de (b) é andloga. Seja y um elemento de Y isolado a direita
em Y, relativamente a X. Note que se y for o maior elemento de X, entao
y é o maior elemento de Y. Agora, suponha que y nao é o maior elemento
de X nem de Y. Nesse caso, existe z € X tal que y < z e Jy,z[NY = 0.
Observe que a conclusao segue se mostrarmos que z pertence a Y. De
fato, se x pertencer a Y, entao x serd o sucessor de y em Y. Mas, isso segue
diretamente do fato de y nao ser o maior elemento de Y e de Y ter a pvi. [

Claramente, todo intervalo de um conjunto totalmente ordenado tem a
pvi. O proximo resultado mostra que num conjunto totalmente ordenado e
completo, os intervalos sdao os Uinicos subconjuntos com a pvi.

PROPOSIGAO 2.1.17. Seja X um conjunto totalmente ordenado e com-
pleto. Um subconjunto Y de X tem a pui se, e somente se, Y é um intervalo.

DEMONSTRAGAO. Suponha que Y tenha a pvi. Se Y = (), entdao Y é um
intervalo. Vamos mostrar a tese no caso em que Y ¢ limitado inferiormente
e superiormente, os outros casos sao andlogos. Defina a e b como sendo o
infimo e o supremo de Y em X, respectivamente e vamos mostrar que Y é
um intervalo com extremidades a e b. Para isso, basta mostrarmos que se
x € |a,b|, entdo x € Y. Do fato de a ser o infimo de Y e de z ser maior que
a, segue que existe um elemento a’ de Y tal que a < @’ < x. Analogamente,
por b ser o supremo de Y e x ser menor que b, existe um elemento ¢’ de Y
tal que x < b’ < b. Portanto, temos que x € Y, jd que = € [a/,b/] e Y tem a
pvi. O

Agora, vamos mostrar que todo subconjunto Y de um conjunto total-
mente ordenado pode ser escrito como uma uniao disjunta de subconjuntos
com a pvi e maximais dentre os subconjuntos de Y com a pvi.

DEFINIGAO 2.1.18. Sejam X um conjunto totalmente ordenado e Y um
subconjunto de X. Definimos uma relacao de equivaléncia em Y declarando
que dados =,y € Y, = ~ y se, e somente se, o intervalo fechado com ex-
tremidades x e y estd contido em Y. As classes de equivaléncia de ~ sao
chamadas de componentes convexas de Y .

PROPOSICAO 2.1.19. Sejam X wum conjunto totalmente ordenado e Y
um subconjunto de X. As sequintes afirmacgdes sao verdadeiras:

(a) As componentes converas de Y tém a pvi;

(b) Se I é um subconjunto de Y com a puvi, entdo I estd contido em
alguma componente convexa de Y ;

(c) As componentes converas de Y sao mazimais dentre os subconjun-
tos de'Y com a pvi, ou seja, se D € uma componente convexa de Y
e I é um subconjunto de'Y com a pvi tal que D C I, entao D = 1.
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(d) As componentes converas de'Y sao subconjuntos fechados de 'Y, se
Y estiver munido da topologia de subespaco;

(e) SeY éum subconjunto aberto de X, entdo as componentes convezxas
de Y sao subconjuntos abertos de X.

DEMONSTRAGAO. A prova de (a) ¢ trivial. Vamos provar (b). Sem
perda de generalidade, podemos supor que I # (). Considere z € I e vamos
mostrar que I estd contido na classe de equivaléncia de z. Seja y € I,
como I tem a pvi, o intervalo fechado de extremidades y e x estd contido
em [ e portanto, contido em Y. Isso implica que y ~ z, o que prova (b).
Agora, vamos provar (¢). Como I tem a pvi, de acordo com (b), existe um
elemento y € Y tal que I C F, onde E denota a classe de equivaléncia de
y. A conclusao segue do fato que duas classes de equivaléncia distintas sao
disjuntas. Para mostrar (d), fixe y € Y e vejamos que a classe de equivaléncia
de y é fechada em Y. Faremos isso, mostrando que o complementar em Y
da classe de equivaléncia de y é aberto. Seja x € Y tal que x nao pertence
a classe de equivaléncia de y. Sem perda de generalidade, suponhamos
que y < z. Entdo, existe 2’ € Jy,z[\ Y. A conclusdo segue do fato que
J2',400[NY é um aberto de Y que contém x e é disjunto da classe de
equivaléncia de y. Finalmente, o item (e) segue diretamente do fato de Y
ser aberto. O

Finalmente, vamos introduzir as retas compactas, que sao o principal
objeto de estudo desse capitulo.

DEFINIGAO 2.1.20. Uma reta compacta é um conjunto totalmente orde-
nado que é compacto na topologia da ordem.

Como comentado anteriormente, toda reta compacta é um conjunto to-
talmente ordenado completo. No entanto, ser completo nao é uma condigao
que garante a compacidade. De fato, a reta real é um conjunto totalmente
ordenado completo que nao é compacto. Além da completude, quais propri-
edades um conjunto totalmente ordenado deve satisfazer para que ele seja
uma reta compacta? Como veremos na Proposicao 2.1.22 a classe das retas
compactas coincide com a classe dos conjuntos totalmente ordenados que
sao completos e limitados.

DEFINICAO 2.1.21. Dado um conjunto totalmente ordenado X, dizemos
que X é limitado se, e somente se, X possui mdximo e minimo. Denotaremos
o minimo de X por min X e o maximo de X por max X.

PROPOSICAO 2.1.22. Seja X um conjunto totalmente ordenado. Temos
que X € uma reta compacta se, e somente se, X € limitado e completo.

DEMONSTRAGAO. Suponha que X seja compacto e vamos mostrar que
X ¢é limitado e completo. Primeiro, vamos mostrar que X é limitado. Supo-
nha, por absurdo, que X nao possui maximo e portanto, {|—oo, z[: z € X} é
uma cobertura aberta de X. Da compacidade de X segue que existe um sub-
conjunto finito F' de X tal que X = (J, . ]—00,z[. Tomando z¢ = max F,
temos que X = |—o0, xg| e portanto, o ¢ X. Essa contradicao estabelece
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nosso resultado. Analogamente, mostra-se que X possui minimo. Agora, ve-
jamos que X é completo. Suponha, por absurdo, que X nao seja completo.
Entéo existe um subconjunto néo vazio A de X limitado superiormente que
nao admite supremo. Seja A o conjunto de todas as cotas superiores de A.
Do fato de A néo possuir supremo em X, segue que:

X = U ]—o0,al) U ( U ]b, +00l).

acA be A

Como X é compacto, existem subconjuntos finitos F' e G de A e A, respec-
tivamente, tais que:

X = U ]—o00,al) U ( U ]b, +00l).

acF beG

Sem perda de generalidade, podemos supor que F' e G sdo nao vazios, e
portanto, X = |—oo, max F'[U]min G, 4+o0o[. No entanto, note que max F' ndo
pertence a |—oo, max F[ nem a |min G, +oo[. Essa contradigao estabelece
nosso resultado. Reciprocamente, suponha que X seja limitado e completo
e vamos mostrar que X é compacto. Defina ¢ = min X e b = max X, e seja
{U; : i € I} uma cobertura aberta de X. Considere o seguinte conjunto:

S = {x € X : [a,z] pode ser coberto por um nimero finito de U/s}.

Como S é nao vazio e limitado superiormente e X é completo, temos que S
admite supremo em X. Denote esse supremo por s e note que a conclusao
segue se mostrarmos que s pertence a S e que s = b. O caso interessante
é quando a < b. Nesse caso, vale que a < s. De fato, existe i € I tal que
a € U;. Como U; é aberto, existe x > a tal que [a,z[ C U; e assim, [a, z]
pode ser coberto por um nimero finito de U;’s. Isso implica que = pertence a
S e portanto, vale que a < x < s. Agora, vamos mostrar que s pertence a S.
Note que existe ¢ € I tal que s € U;. Assim, do fato de U; ser aberto segue
que existe t € X tal que t < s e t, s] C U;. Como t é estritamente menor que
s, existe um elemento x de S tal que t < x < s. Note que [a, s|] = [a, z]U[t, $]
e portanto, s pertence a S. Finalmente, vamos mostrar que s = b. Suponha,
por absurdo, que s < b. Analogamente ao discutido anteriormente, existe
x € X tal que s < z e [s,x] pode ser coberto por um nimero finito de U;’s.
O que implica que x pertence a S, ja que [a,z] = [a,s] U [s,z]. Mas, isso
contradiz o fato de s ser o maximo de S. U

Note que se K é uma reta compacta e F' é um subconjunto fechado de K,
entao F' é uma reta compacta, se munido da restricao da ordem de K. De
fato, como K é completo e F' é um subconjunto fechado de K, a Proposigao
2.1.12 garante que as topologias de subespago e da ordem coincidem em F'.
Mas, munido da topologia de subespaco, F' é um espaco compacto.

Um exemplo interessante de reta compacta é o espaco double-arrow, que
¢é denotado por DA. O espaco double-arrow é o conjunto:

DA =[0,1] x {0,1},
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munido da ordem lexicogrédfica. Dados conjuntos totalmente ordenados X
e Y, a ordem lexicogrifica no produto X X Y é a ordem total definida
declarando-se que (z1,y1) < (z2,y2) se, e somente se, 1 < Tg OU T] = Ty €
y1 < y2. Usando a Proposigao 2.1.22, o fato que [0, 1] é uma reta compacta
e a primeira projegao de DA em [0,1] é facil mostrar que DA é uma reta
compacta. Mais geralmente, temos a seguinte definigcao.

DEFINIGAO 2.1.23. Dado X C [0, 1], denotamos por DA (X)) o conjunto:
DA(X) = ([0,1] x {0}) U (X x {1}) c [0,1] x {0, 1},

munido da ordem lexicografica.

Note que a primeira projec¢ao 71 : DA(X) — [0, 1] é uma fungao continua,
crescente e sobrejetora. Mais geralmente, a cada inclusao Y C X de sub-
conjuntos do intervalo [0, 1], associamos uma func¢ao continua, crescente e
sobrejetora de DA(X) em DA(Y'), de acordo com a definigao abaixo.

DEFINIGAO 2.1.24. Se X e Y sao subconjuntos de [0,1] com ¥V C X,
entao a sobrejecao continua e crescente associada a inclusdo de' Y em X é a
funcao continua, crescente e sobrejetora ¢ : DA(X) — DA(Y") definida por
o(u,i) = (u,i), 1 = 0,1, se u € Y, ¢(u,i) = (u,0), i =0,1,se u € X \Y e
6(u,0) = (u,0), se u € [0,1] \ X.

E facil ver que, dado qualquer subconjunto X de [0, 1], o espaco DA(X)
é uma reta compacta separavel. No entanto, a Proposicao 2.1.26 mostra que
a metrizabilidade de DA(X) depende da cardinalidade de X.

LEMA 2.1.25. Seja X um conjunto totalmente ordenado. Se X tem uma
base enumerdvel de abertos, entdo X so possui uma quantidade enumerdvel
de pontos isolados a direita.

DEMONSTRAGAO. Seja U uma base enumeravel de abertos de X e note
que a conclusdao segue se mostrarmos que existe uma funcao injetora do
conjunto dos pontos isolados a direita de X em L. Considere a funcao que a
cada ponto x isolado & direita em X associa um elemento U, de U tal que x
pertence a U, e U, estd contido no aberto |—oo, z]. Para ver que essa funcao
¢é injetora, observe que z é o maximo de U,. O

PROPOSIGAO 2.1.26. Seja X um subconjunto de [0,1]. Vale que DA(X)
€ metrizdvel se, e somente se, X € enumerdvel.

DEMONSTRAGAO. Suponha que DA(X) seja metrizével e vamos mostrar
que X é enumeravel. Como DA(X) é um compacto metrizivel, temos que
DA(X) possui uma base enumerdvel de abertos. A conclusao segue do Lema
2.1.25 e da observacao que os pontos da forma (u,0) sdo isolados & direita
em DA(X), para u € X. Reciprocamente, suponha que X seja enumerével e
vamos mostrar que DA (X)) tem uma base enumeravel de abertos e portanto,
¢é metrizavel. Para isso, note que a seguinte colecao é uma base enumeravel
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de abertos de DA(X):

{1(u,0), (v,0)[ : u,v € Reu <v}U
{1(u,0),(v,0)] :u€ R,ve XU{l} eu<v}U
{l(w,1),(v,0)[:vERue X eu<v}U{[(0,0),(v,0)[:veERe0<v}U
EU{DA(X)},

onde R denota o subconjunto de numeros racionais do intervalo [0,1] e

E={{0,1}.{(0,0)} } N p(DA(X)). 0

Uma outra generalizacao interessante do espago double arrow é um
espago topoldgico formado a partir de uma reta compacta arbitraria. Fi-
xada uma reta compacta K, considere o conjunto K x {0,1}, munido da
ordem lexicogréafica. Usando a Proposicao 2.1.22 é facil ver que esse espago
é uma reta compacta. Note que essa construcao é um caso particular da
construcao descrita na proposicao abaixo, que nos da uma “fabrica” de re-
tas compactas.

PROPOSICAO 2.1.27. Dadas uma reta compacta K e uma familia de
retas compactas nao vazias (Ly)ierc, o conjunto J,e i ({t} x Lt), munido da
ordem lexicogrdfica, € uma reta compacta.

DEMONSTRAGAO. De acordo com a Proposi¢ao 2.1.22, basta mostrar-
mos que o conjunto totalmente ordenado M = J,cx ({t} x L¢) ¢ limitado
e completo. E facil ver que se a é o minimo de K, entdo (a,min L,) é o
minimo de M. Analogamente, temos que se b = max K, entao (b, max Lj)
é o maximo de M. Agora, vamos mostrar que M é completo. Seja A um
subconjunto nao vazio de M e defina:

A={teK:An{t} x L) #0}.

Entao, 20 é um subconjunto de K nao vazio e limitado superiormente (todo
subconjunto de K ¢ limitado, pois K é limitado). Seja s = sup € K e
note que se s ¢ A, entdo (s,min Lg) é o supremo de A. Caso contrério,
temos que (s,supS) é o supremo de A, onde S = my [A N ({s} X LS)] e

7y : M — | J;c i Lt denota a projegao na segunda coordenada.

Note que a relevancia dos espagos da forma K x {0,1}, onde K é uma
reta compacta, reside no fato que esses espacos sao zero-dimensionais.

DEFINICAO 2.1.28. Dizemos que um espago topoldgico é zero-dimensio-
nal se, e somente se, existe uma base de sua topologia formada por conjuntos
aberto-fechados.

PROPOSIGAO 2.1.29. Seja K uma reta compacta. O conjunto K x {0, 1},
munido da ordem lexicogrdfica, € uma reta compacta zero-dimensional.
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DEMONSTRAGAO. Basta observar que a seguinte colecao é uma base da
topologia de K x {0, 1} formada por subconjuntos aberto-fechados:

{[(a, 1), (b, 0)] ta< b} U {{(t,O)} : t é ponto isolado & esquerda de K}
U {{(t, 1)} : ¢ é ponto isolado & direita de K} U{K x{0,1}},
onde a,b € K. O

No presente trabalho, as funcoes continuas, crescentes e sobrejetoras
entre retas compactas desempenham um papel de destaque. Sendo que
grande parte da informacao sobre essas fungoes sera dada pelos conjuntos
que definimos a seguir.

DEFINIGAO 2.1.30. Sejam K e L retas compactas e ¢ : K — L uma
funcao continua, crescente e sobrejetora. Definimos os seguintes subconjun-
tos de L:

Q(¢) ={teL:lp~"(t)]>1}
Qo(¢) = {t € Q(¢) : t é ponto interno de L}.

Por exemplo, se X e Y sado subconjuntos de [0, 1] tais que ¥ C X e
¢ : DA(X) — DA(Y') é asobrejegao continua e crescente associada a inclusao
de Y em X, entao é facil ver que Q(¢) = (X \Y) x {0}. Além disso, temos
que Qo(¢) = Q(4)\ {(0,0),(1,0)}, j& que o conjunto dos pontos internos de
DA(Y) é (]0,1[\ Y) x {0}.

Se K é uma reta compacta, entdo K é um espago topolégico normal, ja
que é um espago compacto e Hausdorff (Proposigao 2.1.7). Portanto, o Lema
de Urysohn garante que dados fechados disjuntos F' e G de K, existe uma
fungao continua f : K — [0,1] tal que flp =0e flg =1 ([34, 15.6]). Na
préxima proposicao, veremos que se F' e G forem conjuntos unitdrios, entao
a funcdo f pode ser tomada crescente. Ao longo desse texto, geralmente
denotaremos o minimo de uma reta compacta por 0.

PROPOSICAO 2.1.31. Sejam K uma reta compacta e a e b dois elementos
distintos de K. Se a < b, entdo existe uma fungdo continua e crescente
f: K —[0,1] tal que f(a) =0 e f(b) = 1.

DEMONSTRAGAO. Considere a fungao continua h : K — [0, 1] tal que
h(a) = 0 e h(b) = 1, cuja existéncia é garantida pelo Lema de Urysohn.
Sem perda de generalidade, podemos supor que h\[oﬂ} =0 e h|pmax k] = 1.
Defina f(t) = sup{h(s) : s < t}, para todo ¢t € K. E facil verificar que a
funcao f satisfaz a tese da presente proposicao. O

Agora, vamos nos concentrar no estudo das retas compactas separaveis.
E interessante observar que embora existam retas compactas separaveis que
nao sao metrizaveis (por exemplo, o espago double-arrow), as retas com-
pactas separaveis compartilham muitas propriedades com os espagos me-
trizaveis. No que segue, estabeleceremos algumas propriedades topoldgicas
das retas compactas separaveis.
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PROPOSICAO 2.1.32. Toda reta compacta separdvel satisfaz o primeiro
axioma da enumerabilidade.

DEMONSTRACAO. Sejam K uma reta compacta separdvel, D um sub-
conjunto enumeravel e denso em K e t um elemento de K. Se t é um ponto
isolado dos dois lados de K, entao {{t}} ¢ um sistema fundamental de vi-
zinhangas enumeravel de ¢t. Caso ¢ nao seja um ponto isolado a esquerda
de K, considere {t, : n > 1} uma enumeragao de D N |—o0,t[. Analoga-
mente, caso ¢ nao seja um ponto isolado & direita, considere {s, : n > 1}
uma enumeragao de D N |t,4+o00[. Se t ndo é um ponto isolado a direita
nem a esquerda, note que {]tn, Sm[ i n,m > 1} é um sistema fundamental
de vizinhangas enumeravel de t. No caso em que t é um ponto isolado a
esquerda e nao ¢ isolado a direita, temos que { [t,sn[:n > 1} é um sistema
fundamental de vizinhancas enumeravel de ¢. Finalmente, se ¢ é um ponto
isolado a direita e nao é isolado a esquerda, entao {]tn,t] tn > 1} é um
sistema fundamental de vizinhangas enumeravel de t. ([

Para mostrar que toda reta compacta separavel é hereditariamente Lin-
delof e perfeitamente normal, precisamos do seguinte lema. Recorde que
dado um espago topologico &', dizemos que um subconjunto S de X é um
subconjunto F, de X se, e somente se, S se escreve como uma uniao enu-
meravel de fechados. Se o complementar de S é um subconjunto F, de &,
entao dizemos que S é um subconjunto G5 de X.

LEMA 2.1.33. Seja K uma reta compacta separdvel. Se U é um subcon-
junto aberto de K, entao U é um subconjunto F, de K.

DEMONSTRAGAO. Podemos escrever U como a unido disjunta de suas
componentes convexas. Como K ¢é separavel e as componentes convexas
de U sao abertos dois a dois disjuntos de K (Proposicao 2.1.19, item (e)),
temos que U s6 tem uma quantidade enumeravel de componentes convexas.
Assim, a conclusao segue se mostrarmos que se I é uma componente convexa
de U, entao I é um subconjunto F, de K. Usando as Proposigoes 2.1.19
e 2.1.17, concluimos que I é um intervalo aberto de K. Portanto, temos
que I = [0,b], I = ]a,b] ou I = Ja,max K], onde a e b sdo elementos de
K. Vamos analisar o caso em que I = [0,b[. Os outros casos sao analogos.
Note que se b ¢é isolado a esquerda, entdo I é fechado. Caso contrario,
como K satisfaz o primeiro axioma da enumerabilidade (Proposicao 2.1.32),
existe uma sequéncia estritamente crescente (¢,),>1 de elementos de K que
converge para b. Dessa forma, temos que I = J,,~1 [0,%,]. Isso conclui a
prova. ([

PROPOSICAO 2.1.34. Toda reta compacta separdvel é hereditariamente
Lindeldf.

DEMONSTRAGAO. Note que para estabelecer que um espago topoldgico
X ¢ hereditariamente Lindelof, basta mostrarmos que todo subespaco aberto
de X ¢é Lindel6f. Sejam K uma reta compacta separavel e U um subespaco
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aberto de K. De acordo com o Lema 2.1.33, temos que U é um subconjunto
F, de K. Isso estabelece nosso resutado, ja que um subconjunto F, de K é
o-compacto e portanto, Lindelof. O

Na Proposicao 2.1.7, vimos que todo conjunto totalmente ordenado é
Hausdorff. Na verdade, vale que a topologia da ordem é hereditariamente
normal ([29, Example 39]). Agora, vamos mostrar que se K é uma reta
compacta separavel, entao K satisfaz um axioma de separagao mais forte
que a normalidade hereditaria.

DEFINIGAO 2.1.35. Dado um espaco topolégico X, dizemos que X é per-
feitamente normal se, e somente se, dados subconjuntos fechados e disjuntos
F e G de X, existe uma funcio continua f : X — [0,1] tal que f~1(0) = F
e f1(1)=aG.

Segue diretamente da Definicao 2.1.35 que um espago topoldgico X é
perfeitamente normal se, e somente se, dado um subconjunto fechado F' de
X, existe uma funcdo continua f : X — [0,1] tal que F = f~1(0). Usando
essa caracterizagao de perfeitamente normal, é facil ver que ser perfeitamente
normal é uma propriedade hereditaria, o que implica que todo espago per-
feitamente normal é hereditariamente normal. Além disso, dado um espaco
topologico X, vale que X é perfeitamente normal se, e somente se, X é nor-
mal e todo subconjunto fechado de X' é um G desse espago (|20, Theorem 2,
pg. 135]). Na préxima proposigao, veremos que se K é uma reta compacta
separavel, entao K é perfeitamente normal

PROPOSICAO 2.1.36. Toda reta compacta separdvel € perfeitamente nor-
mal.

DEMONSTRAGAO. Seja K uma reta compacta separavel. Como K é
um espacgo compacto Hausdorff, temos que K é normal. Portanto, para
estabelecermos nosso resultado, basta mostrarmos que todo fechado de K é
um subconjunto G5 de K. Mas, isso segue diretamente do Lema 2.1.33. [

OBSERVAGAO 2.1.37. Note que a reta compacta nao separavel [0,w;] é
um exemplo de uma reta compacta que nao satisfaz nenhuma das propri-
edades discutidas acima. De fato, é facil ver que esse espaco nao satisfaz
o primeiro axioma da enumerabilidade, j4 que o ponto w; nao admite um
sistema fundamental de vizinhancas enumerdvel. Além disso, [0,w;] nao é
hereditariamente Lindel6f, pois {[0, o[ : & € w1} é uma cobertura aberta de
[0, w1 [ que nao admite subcobertura enumerdvel. Por fim, temos que [0, w1 ]
também nao é perfeitamente normal, pois o subconjunto fechado {w;} nao
é um Gj.

Finalmente, na préxima proposicao, mostraremos que para uma reta
compacta separavel, a separabilidade é uma propriedade hereditaria.

PROPOSICAO 2.1.38. Uma reta compacta separdvel € hereditariamente
separdvel.



2.1. PROPRIEDADES TOPOLOGICA DAS RETAS COMPACTAS 25

DEMONSTRAGAO. Seja K uma reta compacta separdvel. Como K satis-
faz o primeiro axioma da enumerabilidade (Proposi¢ao 2.1.32), basta mos-
trarmos que todo subconjunto fechado Z de K é separavel. Seja D um
subconjunto enumeravel e denso em K e para cada t € Z \ {max Z} isolado
a direita em Z, denote por t’' o sucessor de t em Z. Defina:

S={te Z\{maxZ}:t éisolado a direita em Z e ]t,t'[ # 0}.

Os intervalos abertos |¢,t'[, t € S, sdo nao vazios e dois a dois disjuntos;
portanto, a separabilidade de K implica que S é enumerdvel. Afirmamos
que o conjunto enumeravel:

E=(DNZ)U{minZ max Z} U | J{t,t'} C Z
tesS
é denso em Z. De fato, se s € Z, entao os intervalos abertos [min Z, s e
]s,max Z] cortam E. Agora, dados t1,to € Z com [t1,t2[ N Z # 0, se vale
que Jt1,te] C Z, entdo |t1,to[ intersecta D N Z. Caso contrario, considere
s € Jt1,t2[\ Z e defina s; = max ([t1,s] N Z) e s = min ([s, 2] N Z). Note
que sy é o sucessor de s1 em Z e portanto, temos que s1 pertence a S. Para
concluir a prova, observe que s; > t1 ou sy < to L O

Agora, vamos discutir um pouco sobre quocientes de conjuntos total-
mente ordenados. Como vimos anteriormente, se K é uma reta compacta,
entao todo subconjunto fechado de K é uma reta compacta, se munido da
restricao da ordem de K. Podemos nos perguntar se dado um quociente
L de uma reta compacta K, existe uma ordem total em L cuja topologia
induzida coincide com a topologia quociente. Como veremos a seguir, no
caso em que as classes de equivaléncia da relagao de equivaléncia associada
a esse quociente sao intervalos fechados de K, a resposta para essa pergunta
¢é afirmativa

LEMA 2.1.39. Sejam X um conjunto totalmente ordenado e ~ wuma
relacao de equivaléncia em X . Se as classes de equivaléncia de ~ tém a puvi,
entao existe uma dnica ordem total em X/ ~ que faz com que a aplicagdo
quociente X — X/ ~ seja crescente.

DEMONSTRAGAO. Considere a relacao bindria no quociente obtida de-
clarando-se que para u e v em X/ ~, vale que:

(2.1.1) u=vEu=vou (VreuVycvx<y).

A relagao < definida acima é uma ordem total em X/ ~. De fato, para ver

que a ordem = é total, note que a condicao (2.1.1) é equivalente a:
uzvEsu=vou(utveIre€udycvr<y),

pois as classes de equivaléncia de ~ tém a pvi. E claro que se X/ ~ estiver
munido da ordem =, entao a aplicagao quociente é crescente. Além disso,

INote que nessa prova, estamos usando o fato que a topologia de subespago e da
ordem coincidem em Z. Isso vale, pois K é completo e Z é um subconjunto fechado de K
(Proposicao 2.1.12).



26 2. RETAS COMPACTAS

a unicidade de uma ordem total no quociente que faz com que a aplicacao
quociente seja crescente é evidente. O

PROPOSICAO 2.1.40. Sejam K uma reta compacta e ~ uma relacdo de
equivaléncia em K. Se as classes de equivaléncia de ~ sao intervalos fe-
chados, entao eriste uma unica ordem total no quociente K/ ~ que faz com
que a aplicagdo quociente q : K — K/ ~ seja crescente e continua, se o
quociente K/ ~ estiver munido dessa ordem e da topologia que ela induz.
Além disso, as topologias quociente e da ordem coincidem em K/ ~.

DEMONSTRAGAO. Considere a relagao binaria < definida em K/ ~ por
(2.1.1). Note que como as classes de equivaléncia de ~ tém a pvi, o Lema
2.1.39 garante que < é uma ordem total em K/ ~ e além disso, essa é
a Unica ordem total no quociente que faz com que a aplicacdo quociente
q: K — K/ ~ seja crescente. Agora, mostremos que a aplicagdo quociente
q: K — K/ ~ é continua, se K/ ~ estiver munido da topologia da ordem.
Vejamos que g é continua a direita, a continuidade a esquerda é demonstrada
de forma andloga. Como ¢ é sobrejetora e crescente, para estabelecermos
a continuidade a direita de ¢ num ponto ¢, nao isolado a direita em K,
basta mostrarmos que se s é um elemento de K tal que ¢(t) < ¢(s), entdo
existe t’ € K com t < t’ e tal que a imagem de [t,t'[ por g estd contida em
[q(t),q(s)]. Como K é completo e ¢(s) é um subconjunto nao vazio de K,
tome t' como sendo o infimo de ¢(s). Note que t’' € ¢(s), pois ¢(s) é fechado,
o que implica que ¢t < t’. Dessa forma, temos que a imagem de [t,t'[ por
q estd contida em [g(t),q(s)], o que estabelece a continuidade & direita de
q em t. Denote por 7, a topologia quociente e 7< a topologia da ordem no
quociente e vejamos que 7, = 7<. Como ¢ : K — (K/ ~, 7<) é continua, da
definicao da topologia quociente segue que 7, ¢ uma topologia mais fina que
7<. Portanto, o Lema 1.1.8 garante que essas topologias coincidem, ja que
K/ ~, munido da topologia quociente, é compacto e a topologia da ordem
é Hausdorfl. |

Uma nogao relevante no contexto de conjuntos totalmente ordenados é
a de isomorfismo de ordem.

DEFINIGAO 2.1.41. Sejam X e Y dois conjuntos totalmente ordenados.
Uma funcao f : X — Y é um isomorfismo de ordem se, e somente se, f
¢é estritamente crescente e sobrejetora. Nesse caso, f possui uma inversa e
essa inversa também é estritamente crescente. Se existe um isomorfismo de
ordem entre X e Y, entdao dizemos que X e Y sao isomorfos em ordem.

Note que se dois conjuntos totalmente ordenados X e Y s@o isomorfos
em ordem, entao esse isomorfismo de ordem é um homeomorfismo, se X e
Y estiverem munidos da topologia da ordem.

COROLARIO 2.1.42. Sejam K uma reta compacta, L um espago compacto
Hausdorff e ¢ : K — L uma funcdo continua e sobrejetora. Se ¢~ (y) é um
intervalo (fechado) de K, para todo y € L, entdo existe uma unica ordem
total em L que faz com que ¢ seja crescente, se L estiver munido dessa
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ordem. Além disso, a topologia da ordem coincide com a topologia original
de L.

DEMONSTRAGAO. Considere a relagao de equivaléncia ~ em K induzida
pela fungao ¢, i.e., s; ~ sy se, e somente se, ¢(s1) = ¢(s2), para todos
s1,82 € K. Note que as classes de equivaléncia de ~ sao intervalos fechados
de K, pois essas classes de equivaléncia coincidem com os conjuntos de nivel
da ¢. De acordo com a Proposicao 2.1.40, existe uma tnica ordem total <
em K/ ~ tal que a aplicagdo quociente ¢ : K — K/ ~ é crescente e além
disso, as topologias quociente e da ordem coincidem em K/ ~ 2. Note que
a funcio ¢ passa ao quociente, ou seja, existe uma funcio ¢ : K/ ~— L
tal que ¢ o ¢ = ¢. Além disso, é facil ver que ¢ é bijetora e temos que ¢ é
continua, ja que ¢ é continua (veja a Observagao 2.1.43 para detalhes sobre
a topologia quociente). Como K/ ~ é compacto e L é um espago Hausdorff,
na verdade, vale que ¢ é um homeomorfismo. Agora, defina uma ordem
total em L declarando que:

y1 <ya & () ) = (@) Hw2), Yy1,92 € L.

E claro que se L estiver munido dessa ordem, entdo a funcao ¢ é crescente.
Isso implica que ¢ : K — L é crescente, pois ¢ = goqeq: K — (K/ ~,=)
é crescente. Na verdade, se L estd munido dessa ordem, entao a fungao
¢ : K/ ~— L é um isomorfismo de ordem e portanto, o espaco L munido
da topologia da ordem é homeomorfo a K/ ~. Finalmente, temos que a
topologia da ordem coincide com a topologia orginal de L, ja que L também
é homeomorfo a K/ ~, se L estiver munido de sua topologia original. A
unicidade de uma ordem total em L que faz com que ¢ seja crescente é
mostrada, observando-se que se <; é uma outra ordem total em L que
faz com que ¢ seja crescente, entdo a funcdo ¢ : (K/ ~, =) — (L, <) é
estritamente crescente e portanto, temos que (L, <) e (L, <;) sdo isomorfos
em ordem. (]

OBSERVAGAO 2.1.43. Recorde que se X é um espago topoldgico, Y um
conjunto e f: X — Y uma funcao sobrejetora, entdao a colecao:

7 ={U CY: f'{U] é um aberto de X'}

é uma topologia em Y. Essa topologia é chamada de topologia quociente
induzida por f em Y. Note que 77 é a topologia mais fina em Y que faz
com que a fungao f seja continua. Além disso, essa topologia tem a seguinte
propriedade: Dado um espacgo topoldgico Z e uma fungao g : Y — Z,se Y
estd munido da topologia quociente, temos que g é continua se, e somente
se, go f: X — Z é continua.

No Lema 2.1.44, veremos que a unica reta compacta separavel, conexa
e com mais de um ponto é o intervalo [0, 1]. Mais precisamente, toda reta
compacta separavel, conexa e com mais de um ponto é isomorfa em ordem ao

2Como essas topologias coincidem, no resto dessa prova, faremos referéncia a proprie-
dades topoldgicas de K/ ~ sem especificar qual dessas topologias estd sendo considerada.
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intervalo [0, 1]. Na prova dos préximos resultados usaremos o fato que uma
reta compacta é conexa se, e somente se, ela ndo contém pontos consecutivos.

LEMA 2.1.44. Toda reta compacta separdvel, conexa e com mais de um
ponto € isomorfa em ordem ao intervalo [0, 1].

DEMONSTRAGAO. Seja K uma reta compacta separdvel, conexa e com
mais de um ponto. Considere D = {¢,, : n > 1} um subconjunto enumeravel
e denso em K. Fixados n,m > 1, suponha sem perda de generalidade que
tn, < tm € tome hy, 0 K — [0, 1] uma fungao continua, crescente e tal que
Prmlio,40] = 0 € P mlit,, max k] = 1 (a existéncia de uma tal hy, ,,, é garantida
pela Proposigao 2.1.31). Defina a funcao h : K — [0, 1], como:

hit)= > finym(£)

9 (n.m)
tn<tm

onde ¢ : w X w — w é um bijecao fixada. Note que h estd bem definida e
¢ continua. Vamos mostrar que h é um isomorfismo de ordem. Primeiro,
vejamos que h é estritamente crescente. Sejam t,s € K com t < s. Do
fato de K ser conexa segue que K nao tem pontos consecutivos. Portanto,
existem ng,mo > 1 tais que t < t,;, < by, < s € assim, fApymy(t) = 0 e
hngmo(s) = 1. Além disso, se n,m > 1 com t,, < t,,, entao hy, ,, é crescente.
Dessa forma, concluimos que h(t) < h(s). Finalmente, a sobrejetividade de
h segue do fato que h[K] é conexa, h(0) =0 e h(max K) = 1. O

Como consequéncia da Proposicao 2.1.40 e do Lema 2.1.44, temos que
toda reta compacta separavel e nao enumerdvel possui um quociente iso-
morfo em ordem ao intervalo [0, 1] e tal que a pré-imagem de cada ponto de
[0, 1] pela aplicacdo quociente é enumeravel.

PROPOSICAO 2.1.45. Se K ¢ wma reta compacta separdvel e ndo enu-
merdvel, entdo existe uma sobreje¢do continua e crescente v : K — [0,1] tal
que Y~ (u) é enumerdvel para todo u € [0, 1].

DEMONSTRACAO. Defina uma relagao de equivaléncia ~ em K, decla-
rando que t ~ s se, e somente se, os intervalos [t, s] e [s,t] sdo enumeraveis.
E f4cil ver que as classes de equivaléncia de ~ sao intervalos de K. Vejamos
que as classes de equivaléncia de ~ sao subconjuntos fechados de K. Fixe
t € K e denote por A a classe de equivaléncia de t. Vamos mostrar que
A é fechada. Suponha, por absurdo, que exista s € K tal que s pertence
ao fecho de A e s ndo pertence a A. Sem perda de generalidade, pode-
mos assumir que s < t. Como K é separavel, a Proposicao 2.1.32 garante
que K satisfaz o primeiro axioma da enumerabilidade e portanto, existe
uma sequéncia estritamente decrescente (¢)n>1 de elementos de A meno-
res que t que converge para s. Note que, [s,t] = {s} UJ,>1[tn,t]. O que
implica que o intervalo [s,t] é enumerdvel. Essa contradicio mostra que
s pertence a A e portanto, temos que A é um subconjunto fechado de K.
Como as classes de equivaléncia de ~ sao intervalos fechados de K, a Pro-
posigao 2.1.40 garante que existe uma ordem total < no quociente K/ ~ tal
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que a topologia quociente e a topologia da ordem coincidem e a aplicagao
quociente ¢ : K — K/ ~ é crescente. Agora, vamos mostrar que a reta
compacta (K/ ~, <) é isomorfa em ordem a [0,1]. De acordo com o Lema
2.1.44, basta mostrarmos que K/ ~ é conexa, separavel e tem mais de um
ponto. A separabilidade de K/ ~ segue do fato desse quociente ser uma
imagem continua de K, que é separavel. Como K nao é enumeravel, te-
mos que K/ ~ tem mais de um ponto. Finalmente, para ver que K/ ~ é
conexa, note que K/ ~ nao possui pontos consecutivos. De fato, suponha,
por absurdo, que u,v € K/ ~ sao pontos consecutivos, digamos u < v, e
considere t = max ¢~ !(u) e s = min ¢~ !(v). Assim, temos que s é o sucessor
de t o que implica que [t, s|] é enumeravel e portanto, u = v. Para concluir
nosso resultado, considere ¢ : K/ ~— [0,1] um isomorfismo de ordem e
defina ¢ : K — [0,1] como ¢ = ¢ o ¢q. Finalmente, da defini¢ao da relacao
de equivaléncia ~ segue trivialmente que ¥ ~!(u) é enumerdvel, para todo
u € [0,1]. O

COROLARIO 2.1.46. Seja K wma reta compacta separdvel e mdo enu-
merdvel. Considere 1) : K — [0,1] a sobrejecao dada pela Proposicao 2.1.45.
Definindo:

E={uec[0,1]: ¢~ (u)] > 2},

temos que E € enumerdvel e o conjunto dos pontos internos de K estd
contido no conjunto:

(2.1.2) Y0, 1\ Q)] U ED.

DEMONSTRAGAO. Para cada u € [0, 1], denote 1 ~1(u) por [ay,by]. Ini-
cialmente, vamos mostrar que E é enumeravel. Note que se u € E, entao
|ay, by| é um intervalo aberto e nao vazio de K. Portanto, {]a,,b,|: v € E}
¢ uma familia de abertos nao vazios e dois a dois disjuntos. Da separabili-
dade de K vem que E é enumeravel. Agora, vamos mostrar que o conjunto
dos pontos internos de K estd contido em (2.1.2). Seja ¢t um ponto interno
de K. Se 9(t) = 0, como t nao é isolado a esquerda, temos que 0 € E e por-
tanto, t € ¥ 1[E]. Se ¥(t) = 1, como t ndo é isolado & direita, isso implica
que 1 € E e portanto, ¢t € 1~ ![E]. Agora, suponha que u = (t) € ]0,1[.
Note que a conclusio segue se mostrarmos que |[tp~!(u)| # 2. Suponha, por
absurdo, que [tp~(u)| = 2, entdo ¢! (u) = {ay, b,} e portanto, t € {ay, by}
No entanto, nesse caso a,, € isolado a direita e b, é isolado & esquerda. Assim,
t nao seria ponto interno de K. Essa contradicao conclui a prova. (]

Nos dois resultados a seguir, veremos a “universalidade” dos espagos
DA(X), onde X é um subconjunto nao enumeravel de [0, 1], para as retas
compactas separdveis e nao metrizdveis.

LEMA 2.1.47. Seja L wma reta compacta separdvel e nao metrizdvel.
Eziste um subconjunto fechado F de L e um subconjunto ndao enumerdvel X
de [0,1] tal que F € isomorfo em ordem a DA(X), se F estiver munido da
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restricao da ordem de L. Em particular, L contém uma cépia homeomorfa
de DA(X).

DEMONSTRACAO. Como L é uma reta compacta nao metrizavel, temos
que L nao é enumeravel. Logo, a Proposicao 2.1.45 garante que existe uma
fungao continua, crescente e sobrejetora ¢ : L — [0, 1] cujos conjuntos de
nivel sdo enumerdveis. Para cada u € [0,1], escreva ¢~ (u) = [ay,by] e
defina F' = o 1j{@u, bu}. Para ver que F' é um subconjunto fechado de
L, observe que L\ F' = (J,¢[17]au, bu[ € portanto, L \ F' é aberto. Note
que o Coroldrio 2.1.46 implica que L \ F' é enumerével, j4 que os conjuntos
de nivel de 1) sdao enumerdveis e vale que ]a,,b,[ # 0 se, e somente se,
|p~H(u)| > 2. Portanto, temos que F' nao é metrizdavel. De fato, se F fosse
metrizdvel, entao L também seria metrizdvel, pois L é a uniao de F com
um conjunto enumeravel e sabemos que se um espago topolégico compacto
e Hausdorff X' se escreve como uma unido enumeravel de subconjuntos com
peso enumerdvel, entdo X também tem peso enumeravel ([12, pg. 26]).
Tome X como sendo o subconjunto Q(¢)) de [0,1] e note que a fungao de
F em DA(X) que leva a, em (u,0), para todo u € [0,1], e b, em (u,1),
para u € X, é um isomorfismo de ordem, se F' estiver munido da restrigao
da ordem de L. O fato de X ser nao enumeravel segue do fato que F' nao
¢é metrizavel e da Proposigao 2.1.26. Por fim, note que a Proposig¢ao 2.1.12
garante que a topologia de subespaco de F' coincide com a topologia da
ordem de F' e portanto, F' também é homeomorfo a DA(X), se munido da
topologia de subespaco. O

PROPOSICAO 2.1.48. Seja K wuma reta compacta. Se K nao é Ro-
monolitica, entdo existem um subconjunto nao enumerdvel X de [0,1] e um
subconjunto fechado F de K tais que F é isomorfo em ordem a DA(X), se
F' estiver munido da restricao da ordem de K. Em particular, K contém
uma copia homeomorfa de DA(X).

DEMONSTRAGAO. Como K nao é Rg-monolitica, existe um subconjunto
A de K que é separavel e ndo possui uma base enumeravel de abertos. Se L
denota o fecho de A, entdao L, munido da restricdo da ordem de K, é uma reta
compacta separavel e ndo metrizdvel. Dessa forma, o Lema 2.1.47 garante
que existe um subconjunto nao enumerdvel X de [0,1] e um subconjunto
fechado F' de L tais que F' é isomorfo em ordem a DA(X), se F estiver
munido da restricao da ordem de L. Além disso, note que a restrigao da
ordem de L a F' coincide com a restricao da ordem de K a F'. Finalmente,
como F' é um subconjunto fechado de K e K é completo, a Proposigao
2.1.12 garante que a topologia de subespaco de F coincide com a topologia
da ordem de F'. O

2.2. O espago C(K) para K reta compacta

Nessa secao, vamos provar algumas propriedades importantes do espago
de funcoes continuas definidas numa reta compacta e tomando valores em
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R. Os principais resultados dessa secao sao a Proposicao 2.2.12, que diz
que se K é uma reta compacta, entdao o conjunto das funcoes continuas e
crescentes é linearmente denso em C(K) e a Proposigao 2.2.14, que diz que
toda reta compacta possui a propriedade do extensor.

Como o objeto de estudo desse trabalho é a propriedade da cyp-extensao
no contexto de espagos de fungoes continuas definidas numa reta compacta
e tomando valores em R, o espaco double-arrow e sua generalizacao DA (X))
terao um papel central no nosso estudo. Mais precisamente, como o Teorema
de Sobczyk da conta das retas compactas metrizaveis, estamos mais interes-
sados nas retas compactas nao metrizaveis e como vimos no Lema 2.1.47,
toda reta compacta nao metrizavel e separdvel contém uma cépia home-
omorfa de DA(X), para algum subconjunto ndo enumeravel X de [0, 1].
Dessa forma, achamos interessante que os leitores tenham uma visao mais
clara do espago C(DA). Embora esse seja um espago de Banach compli-
cado, existe uma representagao dele como uma soma direta de R com um
subconjunto das fungdes definidas em [0, 1] e tomando valores em R. Na
Proposicao 2.2.5, veremos que o espago C'(DA) é linearmente isométrico ao
espaco R&RCLL([0,1]), munido da norma do méximo. Onde RCLL([0,1])
denota o espago das fungoes definidas em [0, 1] e tomando valores em R que
sao continuas & direita e tém limite a esquerda, munido da norma do su-
premo. Inicialmente, vamos mostrar que a norma do supremo estd bem
definida em RCLL([O, 1]) Ou seja, na Proposicao 2.2.4, vamos mostrar
que toda funcao de RCLL([O, 1]) ¢é limitada. Para isso, precisamos dos le-
mas abaixo. Dada uma funcao f : DA — R, associamos a f as fungoes
fo, f1 : [0,1] — R definidas como fo(u) = f(u,0) e fi(u) = f(u,1), para
todo u € [0, 1].

DEFINICAO 2.2.1. Sejam u e L dois nimeros reais, A um subconjunto
de Reg:A— R uma fungdo. Dizemos que L é o limite de g(v) quando v
tende a u pela direita se, e somente se, u ¢ um ponto de acumulacao a direita
de A e dado € > 0, existe v’ > u tal que g[Ju,u/[NA] C|L—e,L+e[e
nesse caso, escrevemos lim,_,,+ g(v) = L. De forma andloga, dizemos que L
é o limite de g(v) quando v tende a u pela esquerda se, e somente se, u é um
ponto de acumulacao & esquerda de A e dado € > 0, existe v/ < u tal que
g[Ju',u[NA] C]L — e, L+ e[ e nesse caso, escrevemos lim,_,,- g(v) = L

LEMA 2.2.2. Seja f : DA — R uma funcdo. Vale que f é continua se,
e somente se, f1 € RC’LL([O, 1]), fo € continua a esquerda e tem limite a
direita, f1(u) = lim,_,,+ fo(v), para todo u € [0,1], e fo(u) = lim,_,,— f1(v),
para todo u € |0, 1].

DEMONSTRAGAO. Note que se f é continua, entdo se verifica facilmente
que as funcoes fy e fi satisfazem a tese desejada. Reciprocamente, suponha
que as funcoes fj e f1 satisfazem as hipoteses descritas no enunciado e vamos
mostrar que f é continua. Note que, se u € [0, 1], entdo (u,0) é um ponto
isolado a direita de DA e (u,1) é um ponto isolado a esquerda de DA e
portanto, para estabelecer a continuidade de f, basta mostrarmos que f é
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continua & esquerda nos pontos da forma (u,0) e que f é continua & direita
nos pontos da forma (u,1). Vamos mostrar que f é continua & esquerda
num ponto da forma (u,0). Note que podemos supor que u € ]0,1], j4 que
(0,0) também é isolado a esquerda. Dado ¢ > 0, como fy é continua a
esquerda em u, existe v; € [0, u[ tal que fg[]vl,u]] C |fo(u) — ¢, fo(u) + €.
Além disso, estamos supondo que fo(u) = lim,_,,~ f1(v), o que implica
que existe vy € [0,u[ tal que fi[Jvg,u[] C ]fo(u)—e, fo(u) +e[. Tome
vo = max(vi, v2) e note que f[](vo, 1), (u,0)]] C ] fo(u) — &, fo(u) +[. Isso
estabelece a continuidade & esquerda de f no ponto (u,0). De forma anéloga,
mostra-se a continuidade a direita de f num ponto da forma (u,1). ([

LEMA 2.2.3. Seja g um elemento de RCLL([0,1]). Se definirmos a
fungdo h : [0,1] — R como h(u) = lim,_,,- g(v), para todo v € ]0,1] e
h(0) = A, onde \ é um nimero real arbitrdrio, entdo h € continua a esquerda
e lim,_,,+ h(v) = g(u), para u € [0, 1].

DEMONSTRAGAO. Primeiro, vamos estabelecer a continuidade & esquerda
de h. Fixe u € ]0,1], ¢ > 0 e note que da definigdo de h segue que existe
u' < u tal que:

(2.2.1) g[]u,ul] CJh(u) — e, h(u) +£[.

Vejamos que h[]u/,u[] estd contido em ]h(u) — 2, h(u) + 2¢[, 0 que mos-
trard que h é continua a esquerda em u. De fato, considere v € Ju',ul e
suponha, por absurdo, que h(v) ndo pertence a |h(u) — 2¢e, h(u) + 2¢[. Em
particular, temos que h(v) nao pertence a [h(u) — e, h(u) + €] e isso implica
que existe um § > 0 tal que:

(2.2.2) [h(u) — e, h(u) + ] N]h(v) — &, h(v) + 6] = 0.
Além disso, da definicao de h segue que existe v’ < v tal que:
(2.2.3) g[]v',v[] Ch(v) =6, h(v) +6[.

Note que das equagdes (2.2.1), (2.2.2) e (2.2.3) obtemos uma contradicao, ja
que Jv';v[N]u’,u] # 0 e portanto, estabelecemos a continuidade & esquerda
de h. Agora, vamos mostrar que h tem limite a direita e que esse limite num
ponto u € [0, 1] coincide com g(u). Fixado € > 0, da continuidade & direita
de g em u, segue que existe v’ > u tal que:

(2.2.4) gl]u'[] Clg(u) —e,g(uw) + €[

Vamos mostrar que h[]u,u/[] estd contido em |g(u) — 2¢, g(u) + 2¢[, o que
vai implicar que g(u) = lim,_,,+ h(v). Suponha, por absurdo, que exista
v € Ju,u/[ tal que h(v) ndo pertence a |g(u) — 2¢, g(u) + 2¢[. Em particular,
temos que h(v) nao pertence a [g(u) — &, g(u) + €] e isso implica que existe
um 0 > 0 tal que:

(2.2.5) [g(u) — e, g(u) + ] N]h(v) — &, h(v) + 6] = 0.
Além disso, da definigao de h vem que existe v/ < v tal que:
(2.2.6) gHv’,vH C |h(v) = 0, h(v) + I].
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Note que das equagoes (2.2.4), (2.2.5) e (2.2.6) obtemos uma contradicao,
ja que Jv',v[ N Ju,u'[ # 0. O

PROPOSIGAO 2.2.4. Todo elemento de RCLL([0,1]) é uma fungdo limi-
tada.

DEMONSTRAGAO. Seja g € RCLL([0,1]) e defina h : [0,1] — R como
h(u) = lim,_,,- g(v), se u € ]0,1] e h(0) = A, onde A é um ndimero real
fixado. De acordo com o Lema 2.2.3, temos que h é continua & esquerda,
tem limite & direita e g(u) = lim,_,,+ h(v), para todo u € [0, 1][. Dessa forma,
o Lema 2.2.2 garante que a funcao f : DA — R definida como f(u,0) = h(u)
e f(u,1) = g(u), para todo u € [0,1], é continua. Para concluir a prova,
note que como DA é compacto e f é continua, temos que f é uma fungao
limitada e além disso, a imagem de g estd contida na imagem de f. ([

PROPOSIGAO 2.2.5. O espago C(DA) € linearmente isométrico ao espago
R RC’LL([O, 1]), munido da norma do mdximo.

DEMONSTRAGAO. O Lema 2.2.2 garante que dada f € C(DA), a fungao
f1 pertence a RCLL([O, 1]) Dessa forma, podemos definir um operador
T : C(DA) — R ® RCLL([0,1]) que a cada elemento f de C(DA) associa
o elemento (f(0,0), f1) de R & RCLL([0,1]). Vamos mostrar que 7' é uma
isometria linear. Inicialmente, vejamos que T preserva a norma. Fixado
um elemento f de C(DA), note que ||T(f)|| = max (|| f1 oo, [£(0,0)]) e que
| flloo = max(]| filloo, || folloc). Além disso, temos que:

sup |fo(u)] = sup ( lim |fi(v)]) < [[filloo,
u€]0,1] u€]0,1] v—u

o que implica que:

[ Flloo = max (]| flloc, max (|£(0,0)|, sup [ fo(w)l)) = |IT]|.
u€]0,1]
Agora, vamos mostrar que T' é sobrejetora. Seja (A, g) € R ® RCLL([O, 1])
e defina h : [0,1] — R como h(u) = lim,_,,- g(v), para todo u € ]0,1] e
h(0) = A. O Lema 2.2.3 nos diz que h é continua a esquerda, tem limite a
direita e que g(u) = lim,_,,+ h(u), para todo u € [0,1]. De acordo com o
Lema 2.2.2, temos que a fungao f : DA — R definida como f(u,1) = g(u) e
f(u,0) = h(u), para todo u € [0, 1], pertence a C(DA). Além disso, é claro
que T(f) = (A, g). Isso estabelece a sobrejetividade do operador T O

OBSERVAGAO 2.2.6. De forma mais geral, temos uma representagao do
espaco C(DA(X )) envolvendo fungoes definidas em [0, 1] e tomando valores
em R. Fixado X C [0,1], definamos LCRLx ([0,1]) como o conjunto das
fungdes de [0, 1] em R que s@o continuas nos pontos de [0,1] \ X, continuas
a esquerda nos pontos de X e possuem limite a direita nos pontos de X.
Para entender o que acontece com o espaco C' (DA(X )), dois casos devem
ser analisados separadamente, a saber, o caso em que 1 pertence a X e o
caso em que 1 nao pertence a X. Vamos analisar o caso em que 1 pertence a
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X. Para mostrar que os elementos de LCRL x ([O, 1]) sao funcoes limitadas,
fixada g € LCRLx([0,1]), defina h : [0,1] — R como h(u) = lim,_,,+ g(v),
se u € [0,1] e h(1) = A, onde A é um numero real fixado. Note que um
argumento similar ao da prova do Lema 2.2.3, mostra que a funcao h é
continua nos pontos de [0,1] \ X, é continua & direita nos pontos de X e
lim,_,,- h(v) = g(u), para u € X \ {0}. Considere a funcao f : DA(X) - R
definida como f(u,0) = g(u) e f(u,1) = h(u), para u € [0,1]. Com uma
prova andloga & do Lema 2.2.2, mostra-se que a funcao f assim definida
¢é continua. Dessa forma, a conclusao que g é limitada segue do fato que
DA(X) é compacto, f é continua e a imagem de g esta contida na imagem de
f. Portanto, podemos considerar o espaco LCRL x ([0, 1]) munido da norma
do supremo. Finalmente, procedendo como na demonstracao da Proposicao
2.2.5 concluimos que o operador

C(DA(X)) > f— (f(1,1), fo) € R® LCRLx ([0, 1])

¢ uma isometria linear, onde fp : [0, 1] — R ¢é definida como fo(u) = f(u,0),
para todo u € [0,1] e o espaco R @& LCRLx ([0, 1]) estd munido da norma
do méaximo. Analogamente, se 1 nao pertence a X, entdao mostra-se que
C(DA(X)) ¢ linearmente isométrico ao espago LCRLx ([0, 1]).

Agora, vamos mostrar na Proposi¢cao 2.2.12 que o conjunto das fungoes
continuas e crescentes ¢é linearmente denso em C'(K). Para isso, precisamos
de diversos lemas que apresentamos a seguir. Dada uma reta compacta K,
uma particio de K é um subconjunto finito P de K tal que 0 e max K
pertencem a P. Se P = {0 =1ty < ... <t = max K} é uma particdo de K,
entao os intervalos de P sao os elementos do conjunto

{[tistiga] :i=0,...,k =1}

LEMA 2.2.7. Seja K uma reta compacta. Se (In)xen € uma cobertura de
K por intervalos abertos, entao existe uma particao

P={0=ty<...<tpy=maxK}

de K, tal que fizado i = 0,...,k — 1 vale que [t;,t;y1] C Iy, para algum X
ou tiy1 € o sucessor de t;.

DEMONSTRAGAO. Da compacidade de K segue que existe um subcon-
junto finito ' de A tal que K = [JycpIr. Escreva como {to,...,t,} o
conjunto de todas as extremidades dos intervalos I tais que A € F. Re-
ordenando os pontos se necessario, podemos supor que tg < t1 < ... < tp.
Claramente, temos que tg = 0 e t,, = max K. Para cada j = 1,...,n, se
Jti—1,ti[ # 0, seja s; um elemento de ]t;_1,t;[. E f4cil ver que a particio

P:{ti:i:O,...,n}U{si:izl,...,ne ]ti_l,ti[#@}
de K satisfaz a tese do lema. O

Note que dados um espago métrico M e um subconjunto A de M, de-
notamos por diam(A) o diametro de A.
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LEMA 2.2.8. Seja K uma reta compacta. Dados uwma funcdo continua
f: K — R e um numero real € > 0, existe uma particao

P:{0:t0<...<tk:maxK}

de K, tal que diam(f[ti,tiﬂ}) < € ou tiy1 € o sucessor de t;, para todo
i=0,.. . k—1.

DEMONSTRAGAO. Dado t € K, segue da continuidade de f em t que
existe um intervalo aberto I; tal que t € I; e diam(f[[t]) < e. Note que
a conclusao segue se tomarmos P como sendo a particao dada pelo Lema
2.2.7 para a cobertura (I;)icx de K por intervalos abertos. O

DEFINIGAO 2.2.9. Sejam K uma reta compacta e f : K — R uma
fungao. Dizemos que f é mondtona por partes se, e somente se, existe uma
particao

P={0=ty<...<tpy=maxK}
de K tal que fly, ;,,, ¢ mon6tona, para todo i =0,...,k—1.

LEMA 2.2.10. Seja K uma reta compacta. O conjunto das funcdes
continuas e mondtonas por partes € denso em C(K).

DEMONSTRAGAO. Sejam f € C(K) e e > 0. Note que a conclusao segue
se mostrarmos que existe uma fun¢do g € C(K) mondtona por partes tal
que ||g — flleo < €. De acordo com o Lema 2.2.8, existe uma partigao:

P={0:t0<t1<...<tk:maxK},

de K tal que diam(f[t;, tit1]) < § outi41 é o sucessor de t;,7=0,...,k—1.
Vamos definir g descrevendo cada uma de suas restrigoes aos intervalos da
particdo P. Fixado um i < k, se |t;,tiv1] # 0, seja ¢; : K — [0,1] uma
funcao continua e crescente com g;(t;) = 0 e g;(ti+1) = 1, cuja existéncia é
garantida pela Proposicao 2.1.31 e defina

It i) (8) = (&) 4 gi(s) (f (tigr) — f(E:)).

Caso contrario, defina ¢(t;) = f(ti) e g(tix1) = f(tit1). Note que g é
continua, mondtona por partes e ||g — f|loo < €. O

LEMA 2.2.11. Sejam K uma reta compacta e f : K — R uma func¢ao
continua. Se f é mondtona por partes, entao f pertence ao subespaco de
C(K) gerado pelas fungdes continuas e crescentes.

DEMONSTRACAO. Mostraremos o resultado fazendo induc¢ao na menor
cardinalidade de uma particao que atesta que uma fungao continua e mo-
noétona por partes definida numa reta compacta e tomando valores em R é
mondétona por partes. Seja k o menor natural tal que existe uma particao P
de K com k elementos e que atesta que f é mondtona por partes. Se k = 2,
entao f é crescente ou decrescente. Agora, fixe k > 2 e escreva a particao P
como:

P:{0:t0<...<tk_2<tk_1:maxK}.



36 2. RETAS COMPACTAS

Note que [0, 2] é uma reta compacta e que a fungdo f[, , ¢ continua
e monoétona por partes. Logo, da hipétese de inducao segue que existem
fungbes continuas e crescentes g; : [0,%x_2] — R e escalares \; tais que:

Fliogn_o) = Z Aii-
i1

Para cada i = 1,...,m, seja h; : K — R a extensao de g; que é constante
e igual a g;(tx_2) no intervalo [t;_o, max K]. Escreva ¢ = f(ty_2) e defina
hm+1 : K — R como sendo a funcao que é identicamente nula em [0, t;_2]
e que restrita ao intervalo [fx_o, max K] coincide com f|y, , max k] — ¢, S€
a restricao de f a [tx_o, max K| for crescente e com ¢ — f|i;, , max k]» €aso
contrario. Note que as fungoes h; definidas acima sao continuas e crescentes
e além disso, vale que f = Z?g{l Aihi, onde Apy1 = 1 se fli, 5 maxk] ¢
crescente e A1 = —1, se f|;, , max k] € decrescente. ([l

PROPOSIGAO 2.2.12. Se K € uma reta compacta, entdo o conjunto das
fungdes continuas e crescentes € linearmente denso em C(K).

DEMONSTRAGAO. A conclusao segue diretamente dos Lemas 2.2.10 e
2.2.11. O

Sabemos que se K é um espaco compacto Hausdorff, F' é um subconjunto
fechado de K e f : F — R é uma fungao continua, entao o Teorema da
extensao de Tietze ([34, 15.8]) garante que f admite uma extensao continua
a K. Uma pergunta interessante que podemos nos fazer é a seguinte: Fixado
um fechado F' de K, podemos escolher as extensoes continuas a K dos
elementos de C'(F') de forma linear e continua? Nesse contexto, introduzimos
a seguinte definigao.

DEFINIGAO 2.2.13. Dados um espaco compacto Hausdorff K e um sub-
conjunto fechado F' de K, dizemos que F possui a propriedade do ex-
tensor em K se, e somente se, F' admite um operador de extensao em
K, onde um operador de extensdo para F' em K é um operador limitado
Er : C(F) — C(K) que a cada elemento f de C(F) associa uma extensao
continua de f a K. Dizemos que K possui a propriedade do extensor se, e
somente se, todo subconjunto fechado de K tem a propriedade do extensor
em K.

Os exemplos mais classicos de compactos com a propriedade do extensor
sa0 os compactos metrizdveis (veja a prova de [24, Theorem 6.6]). Alguns
exemplos de compactos que nao possuem a propriedade do extensor podem
ser encontrados em [5]. Na préxima proposi¢ao, veremos que se K é uma
reta compacta, entao K possui a propriedade do extensor.

PROPOSICAO 2.2.14. Toda reta compacta possui a propriedade do exten-
sor.

DEMONSTRAGAO. Sejam K uma reta compacta e F' um subconjunto fe-
chado de K. Se F = (), entao C(F') é o espaco nulo e portanto, o operador
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nulo é um operador de extensao para F' em K. Note que se F' é nao vazio,
entao podemos supor, sem perda de generalidade, que F' contém os pontos
0 e max K. De fato, suponha que tenhamos mostrado que todo subconjunto
fechado de K que contém os pontos 0 e max K admite um operador de ex-
tensao em K. Dado um subconjunto fechado e nao vazio F' de K, defina
G = FU{0,max K'}. Note que G é um subconjunto fechado de K e por-
tanto, nossa hipotese garante que G admite um operador de extensao em
K. Denote por Eg : C(G) — C(K) um operador de extensao para G em
K e note que a fungdo Ego S : C(F) — C(K) é um operador de extensao
para ' em K, onde o operador limitado S : C(F) — C(G) é definido como
S(f)lr = f, S(f)(0) = f(minF) e S(f)(max K) = f(maxF). Note que
as componentes convexas do complementar de F' sao intervalos abertos de
K (Proposigoes 2.1.19 e 2.1.17). Portanto, como 0 e max K pertencem a
F, podemos escrever o complementar de ' como K \ F' = J,cp Jax, brl,
onde cada |ay, by[ ¢ uma componente convexa de K \ F. Para cada A € A,
fixe uma funcdo continua hy : [ay,bx] — [0,1] que satisfaz hy(ay) = 0 e
hx(by) = 1, cuja existéncia é garantida pelo Lema de Urysohn. Fixada
uma funcao continua f : F' — R, vamos construir uma extensao continua
f: K — R de f, definindo o valor de f em cada intervalo lax,bx[. Dado
A € A, seja fy i [ax,by] = R a fungao continua definida como:

In(E) = ha(t) f(ba) + (1 = ha(t)) f(an), Vt € [ax,by].

Finalmente, defina f : K — R como sendo a tnica funcio que restrita a
F' coincide com f e que restrita a cada intervalo [ay,by] coincide com fy.
No que segue, mostraremos que f é continua. Note que f é continua em
cada intervalo aberto ]ay, by[, j& que nesse aberto f coincide com a fungao
continua fy. Agora, considere t € F e vamos mostrar que f é continua em
t. Para isso, devemos mostrar que f é continua a direita e a esquerda em
t. Verifiquemos que f é continua & direita em ¢. A prova da continuidade a
esquerda de f em ¢ é mostrada de forma ansloga. Se t é um ponto isolado &
direita de K, entao f é continua a direita em t. Suponha que ¢t nao seja um
ponto isolado & direita de K. Inicialmente, vamos tratar o caso em que t é
um ponto isolado a direita de F', relativamente a K. Vejamos que nesse caso,
existe um A € A tal que t = ay, e portanto, f serd continua A direita em ¢, j4
que f coincide com fy em [ax,by] e fi é continua & direita em ay. Do fato de
t ser um ponto isolado a direita de F', relativamente a K que nao é um ponto
isolado & direita de K, segue que existe um elemento ¢’ de K tal que t < t/,
o intervalo Jt,#[ de K é ndo vazio e ]t, '[N F = 0. B facil ver que t = ay,
onde A é o tnico elemento de A que satisfaz ]¢,¢'[ N ]ay,by] # 0. Agora,
vamos analisar o caso em que t nao é isolado a direita em F', relativamente
a K. Em particular, temos que ¢ ndo é um ponto isolado a direita de F,
relativamente a F'. Note que da continuidade de f a direita em ¢, segue que
fixado € > 0, existe s € F' tal que s >t e:

(2.2.7) |lf(t)— f(r)] <e, Vre[t,s]NF.
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Vamos mostrar que se r € [t,s[, entdao |f(r) — f(t)] < €, o que vai implicar
que f é continua a direita em ¢t. Note que se r pertence a F, entdao a equagao
(2.2.7) implica que:

[f(r) = f@OI = 1f(r) = f(B)] <e.
Caso contrdrio, existe A em A tal que r € Jay,by[, o que implica que ay e
by pertencem a [t,s] N F. Portanto, a equacao (2.2.7) garante que f(ay) e
f(by) pertencem a ] f(t) — e, f(t) + ¢[. Dessa forma, temos que f(r) pertence
alf(t) —e, f(t) + ¢, pois f(r) = fr(r), fr(r) é uma combinacdo convexa de
f(ay) e f(by) e o intervalo |f(t) — e, f(t) 4+ €[ é convexo. Assim, a fungao
Er : C(F) — C(K) que associa a cada f € C(F) a funcéo f como construida
acima, estd bem definida. Facilmente verifica-se que Ep é linear. Agora,
vamos mostrar que Ep é limitado. Na verdade, fixado f € C(F), vale que
IEF(f)loo = | Flloe- De fato, temos que || flloo < [|Er(7)loe, ié que Er(f)
¢ uma extensao de f. O fato que ||[Er(f)|lco < |/fllco segue da definicao de
Er e da desigualdade || fa]loo < max (|f(an)],|f(bx)]), para todo A € A. O

Recorde que se K é um espago compacto Hausdorff e F' é um subconjunto
fechado de K, entdo denotamos por pr : C(K) — C(F) o operador de
restricdo que a cada funcao de C(K) associa sua restricdo a F'. Note que
um operador limitado R : C(F) — C(K) é um operador de extensdo para F
em K se, e somente se, R é uma inversa a direita de pg. Portanto, o Lema
2.2.15 (a) abaixo implica que F' possui a propriedade do extensor em K se,
e somente se, Ker pp é um subespaco complementado de C(K).

LEMA 2.2.15. Sejam X e Y espagos de Banach eT : X — Y um opera-
dor limitado. As sequintes condicdes sdo satisfeitas:

(a) T admite uma inversa a direita limitada S : Y — X se, e somente
se, T' é sobrejetor e KerT' é complementado em X ;

(b) T admite uma inversa a esquerda limitada S : Y — X se, e somente
se, T é injetor e T[X] € um subespaco fechado e complementado de
Y.

DEMONSTRAGAO. Vamos provar (a). Inicialmente, suponha que T' pos-
sue uma inversa a direita S : Y — X. E claro que T' é sobrejetora. Note
que se P = Ix — SoT, entao P : X — KerT é uma projecao limitada
de X no KerT, onde Ix denota o operador identidade de X. Reciproca-
mente, suponha que 7' seja sobrejetor e KerT' seja complementado em X.
Entao, temos que X = KerT'@ W, onde W é um subespaco fechado de X.
Note que T|w : W — Y é um operador limitado e bijetor e portanto, é
um isomorfismo. A conclusdo segue definindo-se S como (T|y)~t. Agora,
vamos provar (b). Suponha que T possua uma inversa limitada & esquerda
S :Y — X. E facilmente verificado que T’ é injetora e que T[X] é um
subespago fechado de Y. Para ver que T[X] é complementado em Y, note
que To S : Y — T[X] é uma projecao limitada de Y na imagem de T.
Reciprocamente, suponha que T seja injetor e sua imagem seja fechada e



2.3. O ESPACO DUAL DE C(K) 39

complementada em Y. Entao, T : X — T[X] é um operador limitado e
bijetor entre espacos de Banach e portanto, um isomorfismo. Denote por
R:T[X] — X ainversa de T, quando T" é visto com contradominio 7T'[X] e
considere P : Y — T[X] uma projecao limitada de Y em T[X]. Finalmente,
defina S : Y — X como S = Ro P. U

COROLARIO 2.2.16. Seja K uma reta compacta. Se F é um subconjunto
fechado de K, entio C(K) contém uma copia isomorfa de C(F). Mais
precisamente, Er : C(F) — C(K) é um isomorfismo sobre sua imagem,
onde Er denota um operador de extensdo para F' em K.

DEMONSTRACGAO. De acordo com a Proposicao 2.2.14, existe um opera-
dor de extensao Er : C(F) — C(K) para F em K. Sabemos que o operador
de restricao pr é uma inversa a esquerda de Fr. Portanto, o Lema 2.2.15
(b) garante que Er é injetor e sua imagem é fechada em C(K), o que implica
que Er é um isomorfismo sobre sua imagem. ([

Dados um espaco compacto Hausdorff K e um subconjunto fechado F
de K, definimos o seguinte subespago fechado de C'(K):

C(K|F) ={f € C(K) : flr =0}.

Note que C(K|F) = Ker pp. Dessa forma, temos o seguinte corolario da
Proposicao 2.2.14 e do Lema 2.2.15 (a).

COROLARIO 2.2.17. Seja K uma reta compacta. Se F é um subconjunto
fechado de K, entdo o subespago C(K|F) é complementado em C(K). O

2.3. O espaco dual de C(K)

Nessa secao, vamos discutir um pouco sobre a representacao do espago
dual de C(K) como um espago de medidas, para um compacto Hausdorff
arbitrario K e vamos estabelecer algumas propriedades desse espaco de me-
didas. Embora, consideremos esses resultados basicos, optamos por apre-
senta-los aqui pois algumas defini¢oes tém variagoes na literatura e também
para fixar notagoes. Recorde que um par (X, .4) é dito um espago mensurdvel
se, e somente se, X é um conjunto e A é uma o-dlgebra de subconjuntos de
X.

DEFINIGAO 2.3.1. Seja (X, .A) um espaco mensuravel. Uma medida com
sinal nesse espaco é uma funcao p: A — RU{—o0, 400} tal que p assume
no maximo um dos valores do conjunto {—oo, +00} e satisfaz as seguintes
condigoes:

(a) p(0) =0;
(b) (Ups1 4An) = Yzt #(An), se (Ap)p>1 é uma sequéncia de ele-
mentos de A dois a dois disjuntos.

Dada uma medida p : A — RU{—00, +00}, dizemos que p é uma medida
ndo negativa se a imagem de p estd contida em [0, +o0] e dizemos que p é
uma medida finita se a imagem de p esta contida em R. Muitas propriedades
de uma medida com sinal sao descritas em termos de sua variacao total.
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DEFINIGAO 2.3.2. Sejam (X,.4) um espago mensuravel e p uma me-
dida com sinal nesse espago. Definimos a fungéo |u| : A — [0, +00], que é
chamada de variagdo total de p, como:

|| (A —sup{Z],u : SpeAVR>1,8,NS, =10,

sen;«émeA:USn},

n=1
para todo A € A.

Na Proposicao 2.3.4, veremos que se u é uma medida com sinal, entao
sua variacao total é uma medida nao negativa. Para provar a Proposigao
2.3.4, o seguinte lema é 1til.

LEMA 2.3.3. Sejam (X, A) um espago mensurdvel e p uma medida com
sinal nesse espaco. Se A e B pertencem a A e satisfazem A C B, entdo

|1l (A) < |pl(B).

DEMONSTRAGAO. Seja (Sn)n>1 uma sequéncia de elementos dois a dois
disjuntos de A tal que A = U 1 Sn e note que:

|ul(B Z\u |+\uB\A\>Z!M

n=1

o que implica que |u|(A) < |u|(B). O

PROPOSIGAO 2.3.4. Seja (X, A) um espago mensurdvel. Se p é uma
medida com sinal nesse espago, entao sua variagao total |p| : A — [0, +o0]
€ uma medida nao negativa.

DEMONSTRAGAO. E claro que |u|(4) > 0, para todo A € A. Vamos
mostrar que a fungao |u| satisfaz as condigoes (a) e (b) da Definigao 2.3.1.
Claramente, |u| satisfaz a condigao (a). Agora, vejamos que |u| satisfaz
(b). Seja (Ay)n>1 uma sequéncia de elementos de A dois a dois disjuntos.
Inicialmente, vamos mostrar que |u|(U;2] 4n) < 3% |ul(A,). Note que
para isso, basta verificarmos que se (Sp,)m>1 é uma sequéncia de elementos
de .A dois a dois dlsjuntos tais que A = U+°° S, onde A = U;tg A, entao

2 1(Sm)| < 3027 |l (Ay). Fixado m > 1, temos que:

+oo
(231) (S < 5(An 01 Sl

n=1

Por outro lado, fixado n > 1, temos que:

(23.2) ul(A ZwA NSl
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Portanto:
+o00 +o0 +o0
Z!u(Sm) ZZW ZZ!MA N S|
m=1 m=1n=1 n=1m=1

(2.3.2)

< Z!u!

Note que a série an 1 1(An N Sy,)| € comutativamente convergente e
portanto, podemos trocar a ordem das somatérias e obter a igualdade (*).
Agora, vamos mostrar que > [u|(4n) < |u|(UF2S 4n). Se existe um
natural n > 1 tal que |u|(A,) = 400, entdo o Lema 2.3.3 garante que
|,u|( :{2’1 An) = +o00. Caso contrério, note que fixados € > 0 e n > 1, existe

uma sequéncia (S" )Jm>1 de elementos dois a dois disjuntos de A tal que

Ap =Un= S e

ul(An) — o= < Z (S|

O que implica que:

~+00 400 +00
@233 S lultdn —= < 330 il < UA

n=1 n=1m=1
jé que U+°° A, =1 Sm- Como a equacao (2.3.3) vale para todo € > 0,
concluimos que Z L l(An) <l (US25 4An). O

No contexto de medidas com sinal, um resultado importante é o Teorema
de decomposicao de Hahn—Jordan que garante que toda medida com sinal
pode ser escrita como a diferenca de duas medidas nao negativas. Dados um
espaco mensuravel (X, A) e uma medida com sinal nesse espago p, dizemos
que um subconjunto A € A é positivo (resp., negativo) com respeito a p se,
e somente se, u(E) > 0 (resp., u(E) < 0), para todo subconjunto E de A
tal que £ € A. Um par (P, N) é dito uma decomposi¢iao de Hahn para p se,
e somente se, P é positivo com respeito a u, N é negativo com respeito a
i, PON =0 e X =PUN. O Teorema de decomposi¢ao de Hahn—Jordan
garante que toda medida admite uma decomposicao de Hahn. Embora, essa
decomposigao nao seja tnica, é facil ver que se (P’, N') é outra decomposic¢ao
de Hahn para pu, entao PAP' = NAN’ e esse 6 um conjunto nulo para p,
ou seja, u(A) = 0, para todo A € A tal que A C PAP’, onde A denota a
diferenga simétrica.

TEOREMA 2.3.5. (Teorema de decomposi¢ao de Hahn—Jordan) Sejam
(X, A) um espago mensurdvel e u uma medida com sinal nesse espago.
Eziste uma decomposi¢ao de Hahn (P, N) para p. Além disso, se definirmos
ptop : A—[0,+00] como ut(A) = u(ANP) eu (A) = —u(ANN), para
todo A € A, entio u* e u~ sao medidas nao negativas e = pu+ — .
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DEMONSTRAGAO. Veja ([27, Proposition 21 e Proposition 22]). O

OBSERVAGAO 2.3.6. Dados um espago mensurével (X,.A) e medidas p e
v nesse espago, dizemos que p e v sao mutuamente singulares se, e somente
se, existem subconjuntos disjuntos A e B de X taisque A,B € A, X = AUB
e u(A) = v(B) = 0. Note que fixada uma decomposicao de Hahn para uma
medida p no espago (X, .A), as medidas u* e p~ definidas como no Teorema
2.3.5 sdo mutuamente singulares. Além disso, vale que fixada p medida com
sinal no espago mensuravel (X, .A) existe um tnico par (u*, u~) de medidas
nao negativas, mutuamente singulares e tais que y = u* — p~. Esse par de
medidas é chamado de a decomposicao de Jordan de p.

COROLARIO 2.3.7. Sejam (X, A) um espago mensurdvel e p uma medida
com sinal nesse espaco. Entdo, temos que |p| = p* + p~, onde (ut,u~) €
a decomposicao de Jordan de p.

DEMONSTRAGAO. Fixado A € A, vejamos que |u|(A) < ut(A)+u~ (A).
Considere (Sy)n,>1 uma sequéncia de elementos dois a dois disjuntos de A
tal que A = U:i’i Sp. Usando o Teorema 2.3.5, obtemos:

(2.3.4) |1(Sn)| < | (Sn)l + [ (Sp)| = 1™ (Sn) + 1™ (Sn),
para todo n > 1. Portanto:

I (2.3.4) T oo
(235) D [u(Sa)l <) uT(Sn) + D> p(Sn) = p(A) + p(A),
n=1 n=1 n=1

sendo que a iltima igualdade vale pois A = U:i‘i S, e ut e pu” sao medidas.
Logo, da desigualdade (2.3.5) e da defini¢ao da funcao |u| calculada em A
vem que |p|(A) < uT(A) + u~(A). Por outro lado, tomando (P, N) uma
decomposicao de Hahn para p, temos que A = (ANP)U(ANN) e portanto:

|ul(A) = [u(AN P)[ + [p(ANN)| = 5 (A) + p~ (4),
o que estabelece nosso resultado. O

OBSERVACGAO 2.3.8. Note que se ¢ ¢ uma medida com sinal finita, entao
ut e p~ também sao finitas (veja a definicao de u* e = no Teorema 2.3.5).
Logo, o Coroldrio 2.3.7 garante que a medida |u| ¢ finita.

Nesse trabalho, estamos principalmente interessados em medidas defi-
nidas na o-algebra dos borelianos de um espago compacto e Hausdorff K.
Denotaremos por By a o-algebra dos borelianos de K e uma medida defi-
nida em By serd chamada de medida de Borel em K. Dentre as medidas de
Borel, as medidas regulares se destacam.

DEFINIGAO 2.3.9. Seja K um espago compacto Hausdorff. Dizemos que
uma medida nao negativa p : Bx — [0, +00] é regular se, e somente se, dado
B € Bg as seguintes condigoes sao satisfeitas:

(a) u(B) =inf{u(U) : U é aberto de K e BC U};
(b) u(B) = sup{u(F) : F é fechado de K e F C B}.
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Se p: Bxg — RU{—00,+00} é uma medida com sinal, entao dizemos que p
é regular se, e somente se, a medida |u| é regular.

Na proxima proposi¢ao, veremos que no caso em que g € uma medida
de Borel finita, as condigoes (a) e (b) da Definigao 2.3.9 sdo equivalentes.

PROPOSIGAO 2.3.10. Sejam K um espaco compacto Hausdorff e u uma
medida de Borel com sinal em K. Se p € finita, entdo as sequintes condi¢oes
sao equivalentes:

(i) p € regular;
(ii) Dado B um boreliano de K e e > 0, existe um subconjunto aberto
U de K tal que BC U e |u|(U\ B) <e¢;
(iii) Dado B um boreliano de K e e > 0, existe um subconjunto fechado
F de K tal que F C B e |p[(B\ F) <e.

DEMONSTRAGAO. Vejamos que (i) implica (ii). Sejam B um boreliano
de K e £ > 0. Como vale a condigao (a) da Defini¢ao 2.3.9 para a medida
finita ||, temos que existe um subconjunto aberto U de K tal que:

ul(U) < |ul(B) +e.

Assim, nosso resultado segue do fato que |u|(U \ B) = |u|(U) — |u|(B).
Agora, vamos mostrar que (ii) e (iii) sdo equivalentes. Suponha que valha
(ii), fixe B boreliano de K e ¢ > 0. Note que (ii) garante que existe um
subconjunto aberto U de K tal que K\ B C U e |u|(U\ (K \ B)) < ¢,
pois K \ B é um boreliano de K. Se definirmos F' = K \ U, entao F é um
subconjunto fechado de K, FF C B e:

(B F) = |ul(U\ (K \ B)) <e,

o que prova (iii). Reciprocamente, suponha que (iii) valha e vejamos que
vale (ii). Dados B um boreliano de K e ¢ > 0, (iii) garante que existe um
subconjunto fechado F de K tal que F C K\ B e |u|((K\B)\F) < ¢, pois
K \ B é um boreliano de K. Portanto, se tomarmos U = K \ F, entao U é
um aberto de K, B C U e:

ul(U\ B) = |ul(K\ B)\ F) <¢,
o que estabelece (ii). Finalmente, temos que (iii) implica (i), ja que (iii)
implica (ii) e (ii)+(iii) garantem a regularidade de p. O
Analogamente ao conceito de suporte de uma fungao, temos a nocao de
suporte de uma medida que definimos a seguir.

DEFINIGAO 2.3.11. Sejam K um espac¢o compacto Hausdorff e ;4 uma
medida de Borel nao negativa em K. Definimos o suporte de u, denotado
por supp 4, como:

supppu = {p € K : u(U) > 0, para toda vizinhanca aberta U de p}.

Se p é uma medida de Borel com sinal em K, entao definimos o suporte de
w1 como sendo o suporte da variagao total de p.
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Note que o suporte de uma medida de Borel p é um subconjunto fechado
de K. Além disso, se u é regular e finita, entdo o suporte de p coincide com
o complementar do maior aberto U de K tal que |u|/(U) = 0. Esse é o
conteudo da préxima proposicao.

PROPOSIGAO 2.3.12. Sejam K um compacto Hausdorff, p uma medida
de Borel com sinal em K e U = J{V : V é um aberto de K e |u|(V) = 0}.
Se p € finita e regular, entao |u|(U) = 0 e portanto, supppu = K\ U.

DEMONSTRAGAO. Inicialmente, note que U é um subconjunto aberto de
K e portanto, U pertence a Bx. Dado € > 0, como p é regular e finita, a
Proposicao 2.3.10 garante que existe um subconjunto fechado F' de K tal
que F' esta contido em U e:

(2.3.6) Hl(U) < |l (F) + <.
Note que a colegao U definida como:
G ={V :V éum aberto de K e |u|(V) =0}

é uma cobertura aberta de F' e portanto, segue da compacidade de F' que
¥ admite uma subcobertura finita. Assim, temos que |u|(F) = 0. Dessa
forma, a desigualdade (2.3.6) nos diz que |u|(U) < e. Como & > 0 foi tomado
arbitrariamente, isso implica que |u|(U) = 0. Do fato que |u|(U) = 0 e da
definigao de U segue que supp u = K \ U. (I

COROLARIO 2.3.13. Sejam K um compacto Hausdorff, i uma medida
de Borel com sinal em K e H um subconjunto fechado de K. Se u € reqular

e finita, entao supp pu C H se, e somente se, u(B) = 0, para todo boreliano
B de K contido em K \ H.

DEMONSTRAGAO. Suponha que supp u C H e considere B um boreliano
de K contido em K \ H. Entao, temos que:

BCK\HCU,

onde U é definido como no enunciado da Proposi¢ao 2.3.12. Como || é uma
medida nao negativa, B C U e |u|(U) = 0, temos que |u|(B) = 0. Assim,
temos que p(B) =0, ja que |u(B)| < |u|(B). Reciprocamente, suponha que
wu(B) = 0, para todo boreliano B de K contido em K \ H. Como K \ H é
um aberto de K, a conclusao segue se mostrarmos que |u|(K\ H) = 0. Mas,
isso é uma consequéncia direta da definigao da variacao total de p (Defini¢ao
2.3.2). O

Fixado um compacto Hausdorff K, definimos o seguinte conjunto:
M(K) ={p: p é uma medida de Borel com sinal em K, regular e finita}.

Na Proposicao 2.3.14, veremos que o conjunto M (K) se torna um espago
vetorial real quando munido das operacgoes de soma e multiplicagao por
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escalar ponto a ponto. Além disso, de acordo com a Observagao 2.3.8, temos
que se p é finita, entao || também é finita e portanto, a funcao

1]+ M(K) 3 g [pl(K) € [0, 400

estd bem definida. Na préxima proposigao, vamos mostrar que a funcao ||.||
é uma norma em M (K). Essa norma é chamada de norma da variagdo total.

PROPOSIGAO 2.3.14. Seja K um compacto Hausdorff. O conjunto M (K)
munido das operacoes de soma e multiplicacao por escalar ponto a ponto
é um espago vetorial real. Além disso, a fungdo ||.| : M(K) — [0,4o00]
definida como ||p|| = |p|(K), para todo p € M(K), é uma norma em M (K).

DEMONSTRAGAO. O resultado segue facilmente, observando-se que se
iy € M(K) e \ € R, entio i+ v] < |u| + [v] e [\l = Al 0

Dados (X,.A) e (Y,B) espacos mensuraveis, dizemos que uma funcao
f: X — Y é mensurdvel se, e somente se, f~'[B] pertence a A, para todo
elemento B de B. Quando consideramos funcoes com dominio ou contra-
dominio em um subconjunto de R, a o-dlgebra que temos em mente para
R é a sua o-dlgebra de borelianos. Além disso, se f : (K,Bg) — R for
mensuravel, entao diremos que f é Borel-mensurdvel, onde K denota um
espaco compacto e Hausdorff. Fixados um espago mensuravel (X,.4) e uma
medida p nesse espaco, dizemos que uma funcao mensuravel f : X — R é
integravel com respeito a | se, e somente se, a integral de f com respeito a
u, denotada por [ « fdpu, estiver bem definida e for um ntimero real.

LEMA 2.3.15. Sejam (X, A) um espago mensurdvel, p uma medida com
sinal nesse espaco e f : X — R uma fungcao mensurdvel. Se p é uma medida
finita e f € limitada, entdo f € integrdvel com respeito a .

DEMONSTRAGAO. Inicialmente, suponhamos que i seja uma medida nao
negativa. Se f : X — [0,+oc[ é uma funcdo mensuravel e nao negativa,
sabemos que a integral de f com respeito a u estd bem definida. Além
disso, vale que:

0< [ fdu<sup f(z)u(X) < +oc.
X rzeX
Note que as fungoes fT, f~ : X — [0, +oo[, definidas como
f(2) = max (f(2),0) e f(z)=max(~ f(z),0)
sao mensuraveis. Além disso, se f é limitada, entdo f™ e f~ também sao

limitadas. Portanto, pelo feito acima, temos que f* e f~ sao integraveis
com respeito a p. Logo, f é integravel com respeito a u e por definigao:

/deuz/xﬁdu/xf—dueﬂ

Agora, vamos mostrar o resultado no caso em que p é uma medida com sinal.
Note que a hipétese de p ser finita implica que as medidas nao negativas p™
e u~ sdo finitas, onde (u™, u~) é a decomposicao de Jordan de p. Logo, pelo
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feito acima, temos que f é integrdvel com respeito a u™ e u~. Portanto, f
¢é integravel com respeito a u e por definigao:

/deu:/xfdu+—/deu_€R-

Fixado um espaco compacto e Hausdorff K, note que se f : K — R
é continua, entdo f é Borel-mensuravel e o Lema 2.3.15 garante que f é
integravel com respeito a toda medida p pertencente a M (K). Além disso,
é facil ver que a fungao || i -dp definida como:

/K.du:C(K)af—>/deue]R

pertence a C(K)*. O Teorema de representagao de Riesz garante que, na
verdade, todo elemento de C'(K)* é da forma [, .du para alguma medida
de M(K).

TEOREMA 2.3.16. (Teorema de representa¢ao de Riesz) Seja K um com-
pacto Hausdorff. A fungao definida como M(K) > p — [, .du € C(K)* é
uma isometria linear entre C(K)*, e o espagco M(K), munido da norma da
vartacdao total.

O

DEMONSTRAGAO. Veja ([28, Theorem 6.19]). O

Recorde que dados um espaco compacto Hausdorff K e um funcional «
em C'(K)*, dizemos que « é um funcional positivo se, e somente se, a(f) > 0,
para toda fungao f € C(K) tal que f(p) > 0, para todo p € K. E facil ver
que se p € M(K) é uma medida nao negativa, entao o funcional que 1 define
em C(K)*, através da isometria dada no Teorema 2.3.16, é um funcional
positivo. Na préxima proposicao, veremos que todo funcional positivo em
C(K)* é representado por uma medida nao negativa em M (K).

PROPOSIGAO 2.3.17. Sejam K um espac¢o compacto Hausdorff, i uma
medida em M (K) e denote por o, o funcional em C(K)* associado a i,
através da isometria dada no Teorema 2.5.16. Se o, € um funcional positivo,
entao p € uma medida nao negativa.

DEMONSTRAGAO. Inicialmente, note que a regularidade de p implica
que a conclusao segue se mostrarmos que u(F') > 0, para todo subconjunto
fechado F' de K. De fato, suponha que tenhamos mostrado que p(F') > 0,
para todo fechado F' de K e suponha, por absurdo, que existe um subcon-
junto boreliano B de K tal que u(B) < 0. Assim, temos que existe um
nimero real positivo € tal que:

(2.3.7) u(B) +¢ < 0.

Além disso, da regularidade de p segue que existe um subconjunto fechado
F de K tal que FF C B e:

(2.3.8) ul(B\ F) <.
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Assim, usando as equagoes (2.3.7) e (2.3.8), obtemos que:
u(F) = p(B) = u(B\ F) < u(B) +e <0.

Mas, isso contradiz nossa hipdtese e estabelece o resultado. Agora, seja F'
um subconjunto fechado de K e vamos mostrar que p(F') > 0. Note que da
regularidade de p segue que, fixado n > 1, existe um aberto U, de K tal
que FFC U, e:

(2.3.9) 1| (U \ F) < 1/n.

Além disso, como K é normal, o Lema de Urysohn garante que dado n > 1,
existe um fungao continua f, : K — [0,1] tal que fu|lp =1 e folyo = 0.
Assim, do fato de o, ser um funcional positivo vem que:

(2.3.10) 0< aulfn) = /K fadp = p(F) +/ fndp,

Un\F

para todo n. Finalmente, note que usando a equagao (2.3.9), obtemos que:
[ e < [l < @\ F) < 1/,
W\F Up\F

para todo n > 1, o que implica que lim,_, 4 fUn\F fndp = 0. Portanto,
disso e da equagao (2.3.10) vem que pu(F) = 0. O

OBSERVACAO 2.3.18. Fixado um espaco compacto e Hausdorff K, além
da topologia da norma, o espago C'(K)* pode ser dotado de outra topologia
interessante, a saber, a topologia fraca*. Se ¢ : M(K) — C(K)* denota
a isometria linear dada pelo Teorema 2.3.16, entao podemos considerar a
topologia 7 que ¢ induz em M (K), quando munimos C(K)* da topologia
fraca*. Ou seja, 7 é a menor topologia em M (K) que faz com que a fungao
v: M(K) — (C(K)*, w*) seja continua. Dizemos que 7 é a topologia fraca™
em M(K). Note que a topologia da norma em M (K) é mais fina que 7.
Além disso, a funcdo ¢ : (M(K),7) = (C(K)* w*) é um homeomorfismo
e portanto, temos que uma rede (uy)ren de elementos de M(K) converge

para 1 € M(K) na topologia T se, e somente se, ©(f1)) AN () em C(K)*.

Uma classe importante de medidas de Borel finitas e regulares num
espaco compacto e Hausdorff K é a classe das medidas de Dirac. Fixado
p € K, definimos a medida de Borel 6, como §,(B) = 1,sep € Bedy(B) =0,
caso contrario, para todo B € Bg. Os elementos do conjunto {d, : p € K}
sao chamados de medidas de Dirac. Note que o espago M (K), munido da
topologia fraca*, possui uma cépia homeomorfa de K. De fato, a funcao
d: K — (M(K),w") definida como 6(p) = dp, para todo p € K, é um ho-
meomorfismo sobre sua imagem. Nesse trabalho, estamos particularmente
interessados nas funcgoes continuas entre compactos. Dada ¢ : K — L uma
funcao continua entre os espacos compactos Hausdorff K e L, podemos con-
siderar o operador de composicao ¢* : C'(L) — C(K) da ¢ (Definigao 1.2.2).
Na Proposicao 2.3.22, veremos como é o operador transposto de ¢* em ter-
mos de medidas, se identificarmos os duais de C(K) e C(L) com M(K)
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e M(L), respectivamente, através da isometria descrita no enunciado do
Teorema 2.3.16.

DEFINIGAO 2.3.19. Sejam (X, .A) e (Y, B) espagos mensuraveis. Fixadas
¢ : X — Y uma funcao mensuravel entre esses espacos e 4 uma medida com
sinal no espaco (X, .A), definimos a fun¢ao ¢.u: B — RU{—00, 400} como
d(B) = u(qb*l[B]), para todo B € B. Chamamos a fungao ¢.u de medida
empurrada de p pela funcao .

E facilmente verificado que a funcao ¢.u descrita na Definicao 2.3.19
¢ de fato uma medida com sinal. A Proposicao 2.3.20 a seguir nos ensina
como calcular a integral de uma fungao mensuravel e limitada f : Y — R
com respeito a medida ¢,u. Dado um subconjunto A de um conjunto X,
denotaremos por x 4 : X — R a fun¢ao caracteristica do conjunto A.

PROPOSIGAO 2.3.20. Sejam (X, A) e (Y, B) espagos mensurdveis, p uma
medida com sinal no espaco (X, A), ¢ : X = Y uma fungdo mensurdvel e
f:Y = R uma funcdo mensurdvel e limitada. Se p € uma medida finita,
entdo f € integravel com respeito a ¢, fo @ € integrdvel com respeito a p
e vale que:

(2.3.11) /de¢*u:/xfo¢du.

DEMONSTRAGAO. Note que o fato de p ser finita implica que ¢, u tam-
bém ¢ finita e o fato que f é limitada implica que a funcdo f o ¢ também é
limitada. Portanto, o Lema 2.3.15 garante que f é integravel com respeito
a ¢xu e fo¢ éintegravel com respeito a p. Vamos mostrar que vale a
igualdade (2.3.11). Inicialmente, suponhamos que p é uma medida nao
negativa. Como p é uma medida nao negativa, temos que ¢, pu também é
uma medida nao negativa. Note que se s : Y — [0,+oo[ é uma funcao
simples, mensuravel e nao negativa entao:

n

/YSd(ZS*H = Z cipsp(B; Z czﬂ 7
i=1

=1

— n . — n . A
onde s =) 1" ¢iXp,- Por outro lado, como so ¢ = Yoy CiXp1[By] também
é uma funcao simples, mensuravel e nao negativa, temos que:

/80<Z>du Zczu “1By)

Portanto, se s : Y — [0, +o00o[ é fungdo simples, mensuravel e ndo negativa,
entao vale que fY sdop= [ y so¢du. Agora, vamos mostrar que a equacao
(2.3.11) vale para funcoes mensurdveis nao negativas f : Y — [0, +oo[. Sa-
bemos que existe uma sequéncia crescente de funcgoes simples e mensuraveis

n Y — [0,+00[ tal que f(y) = limp— 100 sn(y), para todo y € Y ([28
Theorem 1.17]). Dessa forma, o Teorema da convergéncia monotonica ([28,
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Theorem 1.26]) garante que:
/ fdop = lim / Snd @ t.
Y n—+oo Jy

Assim, o discutido acima implica que:

/decb*uznggloo/xsnoqsduz/Xfocbdu,

sendo que a ultima igualdade é assegurada também pelo Teorema da con-
vergéncia monotonica, pois (s, 0¢)y>1 é uma sequéncia crescente de fungoes
mensuraveis que converge pontualmente para f o ¢. Agora, vamos analisar
0 caso em que a fungdo f assume também valores negativos. Como f é
integrdavel com respeito a ¢.u e f o ¢ é integravel com respeito a u, por
definicao, temos que:

| faou= [ rravn- [ £asu

/ Foodn= [ (rooyau= [ (fooran

onde f*, f~, e (fo¢)™ sao definidas como na prova do Lema 2.3.15.
Dessa forma, como as funcoes f* e f~ sdao nao negativas, mensuraveis e
limitadas, o feito acima implica nosso resultado, ji que (fo @)™ = fTo ¢
e (fogp)” = f~ o ¢. Finalmente, vamos analisar o caso em que p é uma
medida com sinal. Como f o ¢ é integravel com respeito a u, por definigao,

temos que :
[ sootn= [ fooant [ oo

onde (uT, ™) é a decomposicao de Jordan de p. Como u™ e p~ sao medidas
nao negativas e finitas, o discutido anteriormente implica que:

/X f o gdy = /Y Fduut — /Y fdbui € R,

Para concluir nosso resultado, note que ¢.pt = ¢y ™ — ¢4t~ , 0 que implica

o /Y Fdup = /Y fdut /Y fdup— = /X f o édp.

OBSERVACAO 2.3.21. Note que se K e L sao espacos compactos Haus-
dorff e ¢ : K — L é uma funcao continua, entdo ¢ é mensuravel, se K e L
estiverem munidos de suas o-algebras de borelianos. Portanto, dada uma
medida de Borel p em K, a medida de Borel ¢, em L estd bem definida.

PROPOSICAO 2.3.22. Sejam K e L espacos compactos e Hausdorff e
¢ K — L uma funcao continua. Se ¢* : C(L) — C(K) denota o operador
de composicao da ¢, entdo o operador transposto de ¢* é dado por:

M(K) > p ¢up € M(L),

O
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sendo que estamos identificando C(K)* e C(L)* com M(K) e M (L), respec-
tivamente, através da isometria descrita no enunciado do Teorema 2.3.16.

DEMONSTRAGAO. Fixada p € M(K), denote por oy, € C(K)* o funci-
onal linear que p define em C(K) (como descrito no Teorema 2.3.16). Se
T:C(K)* — C(L)* é o transposto de ¢*, entao temos que T'(cv,) = o 0 ¢*.
Portanto, a medida em M (L) associada a T'(cv,) é o tinico elemento v de
M (L) tal que:

(2.3.12) /fdl/—au /f odp,

para toda f € C(L). De acordo com a Proposicao 2.3.20, se tomarmos v
como sendo a medida ¢, u, entdo a igualdade (2.3.12) é satisfeita. Dessa
forma, para concluirmos nosso resultado, basta mostrarmos que ¢.u per-
tence a M (L). Para isso, o tinico fato nao trivial que devemos mostrar é que
¢« € regular. Inicialmente, afirmamos que |pypu| < ¢y |u|. De fato, dado um
boreliano B de L, se (Sy,)n>1 ¢ uma sequéncia de borelianos de L dois a dois

disjuntos tal que B = U:;g Sn, entao a sequéncia (¢_1[S ])n>1 de borelianos

de K dois a dois disjuntos particiona ¢~[B], i.e., s~ [B] = U2 ¢ 1[Sy].
Assim, de acordo com a Definigao 2.3.2, temos que:

[6ul(B) < |ul (671 [B]) = ulul(B)

Para estabelecermos a regularidade de ¢,u, como ¢.pu é finita, basta mos-
trarmos que vale a condi¢ao (iii) da Proposigao 2.3.10. Seja B um boreliano
de L e fixe € > 0, da regularidade de p segue que existe um subconjunto
fechado F de K tal que F C ¢ ![B] e |u|(¢7[B] \ F) < ¢, pois ¢ ![B] ¢
um boreliano de K. Como ¢ é uma funcao fechada, temos que ¢[F] é um
subconjunto fechado de L. Finalmente, nosso resultado segue da observacgao
que ¢[F] C B e de:

|butt] (B\ @[F]) < ¢l (B\ $[F]) < |pl(¢7'[B]\ F) <e.
O

COROLARIO 2.3.23. Sejam K e L espacos compactos e Hausdorff. Sejam
(Lx)repa uma rede de elementos de M(K) e p um elemento de M(K). Se

* *
¢ : K — L é uma funcdo continua e p1 ——s i, ent@o iy —— G fi.

DEMONSTRAGAO. Segue diretamente do fato que se S : X — Y é um
operador limitado entre os espacos de Banach X e Y, entdo o operador
transposto S* : Y* — X* de S é continuo, se X* e Y* estiverem munidos
de suas topologias fraca™*. O

PROPOSIGAO 2.3.24. Sejam K um compacto Hausdorff e H um sub-
conjunto fechado de K. Dada p € M(K), denotemos a restrigio da me-
dida p o o-dlgebra dos borelianos de H por p|g. Vale que ulg € M(H) e
ulu| = |pll, o que implica que ||u|m|l < [|ul.
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DEMONSTRAGAO. Inicialmente, vamos mostrar que |u|g| = |p||g. Fi-
xado um boreliano B de H, usando a Definicao 2.3.2, concluimos que vale
que |u|g|(B) < |u|(B), pois como H é um boreliano de K, temos que todo
boreliano de H é um boreliano de K. Por outro lado, todo boreliano de K
contido em H é um boreliano de H e portanto, vale que |u|(B) < |u|g|(B).
Isso estabelece que |u|g| = |p||m, 0 que implica que:

plall = [pla|(H) = |pl/(H) < |pl(K) = ||u]).

Finalmente, vamos mostrar que uly € M(H). E claro que plg é uma
medida de Borel finita com sinal em H. Vejamos que p|g é regular. Como
(| é uma medida finita, basta mostrarmos que u|p satisfaz a condigao (iii)
da Proposigao 2.3.10. Seja B um boreliano de H e ¢ > 0. Como B é um
boreliano de K, a regularidade de u garante que existe um fechado F de K
tal que F' C B e |u|(B\ F) < e. Note que F' é um fechado de H e portanto,
a conclusao segue tendo-se em mente que |u|g| = |u||H- O

PROPOSIGAO 2.3.25. Sejam K um espaco compacto Hausdorff, H um
subconjunto fechado de K e (fin)n>1 uma sequéncia fraca™*-nula em M (K).
Se U:g supp fin, estd contido em H, entdo a sequéncia (pin|m)n>1 também
é fraca*-nula em M(H).

DEMONSTRAGAO. Note que para estabelecermos o resultado, devemos
mostrar que se f : H — R é uma funcao continua, entdo a sequéncia
(IH fdun)n>1 converge para 0. Fixada f em C(H), como H é um sub-
conjunto fechado do espago normal K, temos que o Teorema da extensao de
Tietze garante que f admite uma extensao continua f : K — R. Portanto:

(2.3.13) /K fdp, = /H Fdpn, + /K . fdpn,

para todo n > 1. Além disso, o fato que H contém o suporte de u,, e o Co-
rolario 2.3.13 implicam que a medida p,, restrita a o-algebra dos borelianos
de K \ H é identicamente nula e portanto, vale que:

(2.3.14) / fdun =0,
K\H

para todo n > 1. Portanto, a conclusao segue das equagoes (2.3.13), (2.3.14)
e do fato da sequéncia (f,)n>1 ser fraca®-nula em M (K). O

Terminamos a segdo, apresentando dois resultados simples sobre ex-
tensGes de medidas borelianas definidas num subconjunto fechado de um
espago compacto Hausdorff.

DEFINIGAO 2.3.26. Sejam K um compacto Hausdorff e H um subcon-
junto fechado de K. Dada uma medida de Borel com sinal y em H, defini-
mos a extensdo de p a K que € identicamente nula fora de H como sendo a
medida de Borel 1 em K que satisfaz:

a(B) = p(BN H), ¥V B boreliano de K.
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PROPOSICAO 2.3.27. Sejam K um compacto Hausdorff, H um subcon-
junto fechado de K e u € M(H). Se i denota a extensao de p para K que
€ identicamente nula fora de H, entdo i = iwu, onde i : H — K denota a
inclusao de H em K. Portanto, temos que i € M(K) e além disso, vale

que ||zl = lpl-

DEMONSTRAGAO. Segue diretamente da definicao de i que i = iypu.
Portanto, a Proposigao 2.3.22 garante que i € M(K). Usando a Proposic¢ao
2.3.24, concluimos que ||u|| < ||i]], j& que p = fa| . Por outro lado, note que
|i*|| < 1, onde i* é o operador de composigao de i, o que implica que:

Al < el el < el
O

COROLARIO 2.3.28. Sejam K um espaco compacto Hausdorff, H um
subconjunto fechado de K, (pux)xen uma rede de elementos de M(H) e p

* *
um elemento de M(H). Se py — u, entdo fiy — [, onde fiy e [i
denotam as extensoes para K que sdo identicamente nulas fora de H das
medidas [y € |, respectivamente.

DEMONSTRAGAO. Segue diretamente da Proposicao 2.3.27 e do Corola-
rio 2.3.23. O

2.4. O espago M (K) para K reta compacta

Nessa se¢ao, estudaremos com mais detalhes o espago dual de C'(K), no
caso em que K é uma reta compacta. O principal resultado dessa secao é
o Teorema 2.4.20 que diz que se K é uma reta compacta, entao o espaco
M (K) é linearmente isométrico ao espago das funcoes de variagao limitada
e continuas a direita definidas em K e tomando valores em IR, munido da
norma da variacao total. Para enunciar e provar o Teorema 2.4.20, pre-
cisamos estudar as fungOes de variagdo limitada definidas num conjunto
totalmente ordenado. Analogamente ao conceito de particdo de uma reta
compacta, definido na Segao 2.2, temos o conceito de particdo de um con-
junto totalmente ordenado.

DEFINICAO 2.4.1. Dado um conjunto totalmente ordenado X, uma particao
de X é um subconjunto finito P de X com cardinalidade maior ou igual a
2 e tal que se X possuir minimo, entao o minimo de X pertence a P e se X
possuir maximo, entao o maximo de X pertence a P.

DEFINICAO 2.4.2. Seja X um conjunto totalmente ordenado e considere
uma funcao F : X — R. Fixada uma particdo P de X, definimos:

Y

k
V(F;P) =Y |F(z;) — F(xi1)
i=1

onde P = {z9p < ... < z}. Dizemos que F tem waria¢ao limitada se, e
somente se, sua variacao total V(F') é finita, onde a variagdo total de F' é
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definida como:
V(F) =sup {V(F;P) : P é particio de X} € RU {+00}.

OBSERVAGAO 2.4.3. Dado um conjunto totalmente ordenado X, é facil-
mente verificado que toda fungao F' : X — R de variagao limitada é limitada.
De fato, fixe um elemento a em X e note que |F(z)| < V(F) + |F(a)|, para
todo z € X.

Segue diretamente da Definigao 2.4.2 que se X é um conjunto totalmente
ordenado e Y é um subconjunto de X, entao a variagao total da restricao
de uma funcao F': X — R a Y é menor ou igual a variacao total de F', se Y
estiver munido da restrigao da ordem de X. Portanto, se F' possui variagao
limitada, entao podemos definir a funcao variacao acumulada de F.

DEFINIGAO 2.4.4. Dada F : X — R uma fun¢ao de variacao limitada,
definimos Vp : X — [0, 400 como Vir(z) = V(F||_o04), Para todo z em
X, onde o conjunto |—oo,z] estd munido da restricdo da ordem de X. A
funcao Vr é chamada de funcdo variacao acumulada de F'.

Note que se F' : X — R é uma funcao limitada e crescente, entdo F
possui variacao limitada. Na verdade, a relacao entre fungoes crescentes e
fungoes de variacao limitada é mais profunda. Na Proposigao 2.4.7, veremos
que toda funcao de variagao limitada se escreve como uma diferenca de duas
fungoes crescentes e limitadas. Para provar a Proposicao 2.4.7, precisamos
de alguns lemas e terminologias que apresentamos a seguir.

Ao longo dessa secao, trabalharemos bastante com a nogao de subrede.
Portanto, vamos recordar alguns conceitos. Dados conjuntos dirigidos (7, <)
e (J, <), dizemos que uma fungao ¢ : J — I é uma funcao cofinal se, e
somente se, dado ig € I, existe jo € J tal que ig < ¢(j), para todo j € J
tal que jg = j. Fixados um conjunto X, um conjunto dirigido I e uma rede
(xi)icr de elementos de X, dizemos que uma rede (y;);cs de elementos de X
é uma subrede de (x;);cs se, e somente se, existe uma fungao cofinal p : J — I
tal que y; = x,(j), para todo j € J. Note que dados um espago topolégico
X, uma rede (z;);er de elementos de X e uma subrede (y;)jes de (z;)icr,
se (x;);er converge para x em X, entdo (y;)jes também converge para .
Ao longo de toda essa secdo, fixado um conjunto totalmente ordenado X,
denotaremos por C a colegao de todas as particoes de X. Note que C,
munido da ordem parcial da inclusao de conjuntos, é um conjunto dirigido.
Dessa forma, se F' : X — R é uma funcao, entao podemos considerar a
rede (V(F ; P)) pec de nimeros reais. Além disso, essa rede é crescente e
portanto, seu limite coincide com a variagao total de F.

LEMA 2.4.5. Sejam X um conjunto totalmente ordenado e F: X — R
uma funcdo de variacdo limitada. Se a € X, entdo:

V(F) = V(F|]—oo,a]) + V(F|[a,+oo[)a

onde o0s conjuntos |—00,al e [a,+00] estao munidos da restricio da ordem

de X.
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DEMONSTRAGAO. Note que as fungdes F||_og o] € F|[q 100 tém variagao
limitada. Denote por Cj a colecao de todas as particoes de X que contém
a, por Ji a colecao de todas as particoes do conjunto totalmente ordenado
|—00,a] e por Jo a colegao de todas as partigdes do conjunto totalmente
ordenado [a,4oo[. Considere os conjuntos Cp, J; e Jo munidos da ordem
parcial da inclusdo de conjuntos. Note que Cy é um subconjunto cofinal
de C e portanto, (V(F; R))Reco ¢ uma subrede de (V(F;R))RGC. Dessa
forma, temos que V(F) = limpgec, V(F; R). Além disso, o produto J; x Jo
é um conjunto dirigido, se munido da ordem produto 3. Note que as funcoes
m o J1 X Jo — Jp e mo: Ji X Jy — Jy sao cofinais, onde w1 e mo denotam a
primeira e a segunda projecao, respectivamente. Portanto, temos que:

241) V(F|_wa)= 1 V(F:m(P,Q)) = li V(F; P
( ) ( |] ’ ]) (PyQ)ler«rfl1><J2 ( ﬂ-l( Q)) (PvQ)1€r511><J2 ( )
e

2.4.2) V(Fligioy) = i V(F:m(P,Q)) = li V(F:Q).
(24.2) V(Flja400) pom (F;m2(P,Q)) o (F;Q)

Finalmente, considere a fungao:

Ji x J2 3 (P,Q)— PUQ € Cy.

Essa é uma fungao cofinal e portanto (V(F; PUQ)) (P.Q)E1 X o é uma subrede
de (V(F, R))Recg' Logo, vale que:
(2.4.3) V(F) = lim V(F;PUQ).

(P7Q)€J1 XJQ
Dessa forma, usando as igualdades (2.4.1) e (2.4.2), ficamos com:

: i (%) .
( ) (P,Q)lertl’flleg ( ’ Q) (P,Q)IEILIIIIXLIQ ( ( ’ ) + ( 7Q))

= V(Fh—oo,a]) + V(F‘]a,—i-oo])?
sendo que a igualdade (*) vale, pois fixados P € J; e Q € Ja, temos que:
V(F;PUQ)=V(F;P)+V(F;Q)
U

LEMA 2.4.6. Sejam X um conjunto totalmente ordenado e F' : X — R
uma funcdo. Se F possui variacdo limitada, entdo as sequintes condi¢des
sdo satisfeitas:

(i) A funcao Vi : X — R € crescente;
(ii) A fungio Vp — F : X — R € crescente.

3Dados conjuntos parcialmente ordenados (A, <) e (B, <), a ordem produto em A x B
é a ordem parcial definida como (a1,b1) =< (a2,b2) se, e somente se, a1 < az e b1 < bs.
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DEMONSTRAGAO. Vamos provar (i). Sejam z,y € X com z < .
Usando o Lema 2.4.5 para o conjunto totalmente ordenado |—oo, y], a funcao
F|]—oo,y] e o ponto x, obtemos:

VF(y) = V(Fhfoo,x]) + V(F‘[x,y})
= VF(x) + V(F‘[z,y}) > VF(x>

Agora, vamos mostrar (ii). Fixados z,y € X com z < y, como discutido na
prova do item (i), vale que:

VF(y) - VF(:C) = V(F|[a:,y])
Além disso, temos que |F(y) — F(z)| < V(F|j,) e portanto:
F(y) — F(z) < Vr(y) — Vr(z),

o que implica que a funcao Vp — F' é crescente. (]

PROPOSIGAO 2.4.7. Dados um conjunto totalmente ordenado X e uma

funcao de variacao limitada F : X — R, vale que existem funcdes crescentes
e limitadas F1, F5 : X = R tais que F' = F| — F5.

DEMONSTRAGAO. Defina Fy = Vi, F» = Vp—F enote que F' = F| — Fj.
De acordo com o Lema 2.4.6, temos que F e F5 sao crescentes. Além disso,
Fy e Fy sao fungoes limitadas. De fato, a Observagao 2.4.3 garante que F é
limitada e é claro que:
0 < Vp(x) <V(F),

para todo z € X. O

Uma propriedade interessante das fungoes de variacao limitada é que os
pontos de continuidade da fungdo F' : X — R sao pontos de continuidade
da funcao variagao acumulada Vi de F. O mesmo vale para pontos de con-
tinuidade lateral. Na Proposicao 2.4.11, mostraremos que se F' é continua
a direita num ponto a de X, entao a funcao Vr também é continua a di-
reita em a. A prova de que a continuidade de F & esquerda num ponto
implica a continuidade a esquerda de Vg nesse ponto é andloga. Na prova
da Proposicao 2.4.11, usaremos alguns lemas que desenvolvemos a seguir.

LEMA 2.4.8. Sejam X wum conjunto totalmente ordenado, F : X — R
uma func¢do de variacdo limitada e a € X. Se a ndo € isolado a direita
(resp., a esquerda) em X, entdo o limite de F(x) quando x tende a a pela
direita (resp., pela esquerda) existe e é um nimero real.

DEMONSTRAGAO. Vamos mostrar que se @ nao ¢ um ponto isolado a
esquerda em X, entdo o limite de F(z) quando x tende a a pela esquerda
existe e é um numero real. A prova no caso em que a nao € isolado a direita
em X ¢ feita de forma andloga. Note que se G : X — R é uma funcao
crescente e limitada, entao:

lim G(z) =supG(z) € R.

r—a~ rx<a
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De acordo com a Proposicao 2.4.7, como F possui variagao limitada, temos
que F' se escreve como F; — F5, onde Fp, F5 : X — R sao funcoes crescentes
e limitadas e portanto:

lim F(z) = lim Fi(z) — lim Fy(x) = sup Fi(x) — sup Fa(z) € R,

T—a~ T—a~ r—a~ r<a r<a

o que estabelece o resultado. [l

LEMA 2.4.9. Seja X um conjunto totalmente ordenado e que possui
minimo e F : X — R uma fungao de varia¢do limitada. Denote por a
o minimo de X. Se a ndo € isolado a direita em X, entao vale que:

VF) = lim |[F(@) = F(@)] + V(Flq o0)-

DEMONSTRAGAO. Inicialmente, note que o Lema 2.4.8 garante que o
limite de |F(z) — F'(a)| quando x tende a a pela direita existe e é um nimero
real, j4 que a fungao F' tem variacao limitada. Defina o conjunto I = X\ {a}
e note que o limite de |F(x) — F'(a)| quando z tende a a pela direita coincide
com o limite da rede (|F(z) — F(a)\)wel, onde I estd munido da ordem
inversa de X. Denote por J o conjunto de todas as parti¢oes de ]a, +o0],
munido da ordem parcial da inclusao de conjuntos e note que I x J é um
conjunto dirigido se munido da ordem produto. E claro que as projecoes
m:IxJ—=Tem:IxJ— Jsao fungoes cofinais e portanto:

(2.4.4)

i (@) = F@] +V(Flogo) = Jim (1) = F(@)] + V(F:P).
Seja D o subconjunto de C' formado pelas partigoes de X que possuem mais
de dois elementos e defina a seguinte funcao:

D> Q@+~ (min(@Q\ {a}),Q\ {a}) € I x J.

Note que essa fungao é cofinal, se I x J estiver munido da ordem produto.
Portanto:

(2.4.5) lim (|F(z) — F(a)| + V(F; P))

(x,P)EIXJ]
= bin) (IF(min(Q\ {a})) - F(a)| + V(F;Q \ {a})).
Finalmente, note que D é um subconjunto cofinal de C' e portanto,

(2.4.6) V(F) = Jim V(F: Q).

Além disso, se Q € D, entao:

(2.4.7) V(F;Q) = [F(min(Q \ {a})) = F(a)| + V(F; @ \ {a}).

Dessa forma, das equacoes (2.4.6) e (2.4.7) segue que:

(2.4.8) V(F) (IF(min(Q\ {a})) — F(a)| + V(F;Q\ {a})).

= lim
QeD
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Logo, ficamos com:

(2.4.8)

ViF) =" lim (1F(min(Q \ {a})) — F(a)| + V(F; Q\ {a}))

(2.4.5) )
= 1 F(z) - F V(F; P
o (@)~ F(@)] + V(P P)
(2.4.4) .
=Y i [F(@) = F(@)] +V (Fljg so0)

r—a™t

O

Dados um conjunto totalmente ordenado e sem minimo X, uma funcao
F : X — R e um ndimero real L, dizemos que L é o limite de F(x) quando
x tende a —oo se, e somente se, fixado € > 0, existe x¢p € X tal que:

reXex<uzy = |F(z)—L|<e.
Nesse caso, escrevemos que L = lim,_,_ o, F(x).

LEMA 2.4.10. Sejam X um conjunto totalmente ordenado que ndo possui
minimo e F : X — R uma func¢do. Se F possui varia¢ao limitada, entdo:

lim Vp(x)=0.

T—r—00
DEMONSTRAGAO. Fixado z € X, o Lema 2.4.5 garante que:
VF(I) = V(F) - V(F|[ac,+oo[)
Portanto, a conclusao segue se mostrarmos que:
i V(Flp ) = V().
Facilmente se verifica que:

(2.4.9) lim V(F|[;B,+oo[) = Sg}g V(F|[$,+oo[)

Tr——00
Além disso:
sup V(F |3 1o0f) = sup ( sup V(F;P)) = sup V(F; P) = V(F),
reX zeX PeCy; PeC

onde C, denota a colecao de todas as partigdes de [z, +oo], para cada x € X.
Do feito acima e da equagao (2.4.9) segue nosso resultado. ([

PROPOSICAO 2.4.11. Sejam X um conjunto totalmente ordenado, a € X
e F: X - R uma fungcdo de variacdo limitada. Se F' € continua o direita
em a, entdo a fungdo Vi também € continua a direita em a.

DEMONSTRAGAO. Note que se a é isolado & direita em X, entao Vg
¢é continua a direita em a. Suponha que a nao seja isolado a direita em
X. Fixado y € X com y > a, se usarmos o Lema 2.4.5 com o conjunto
totalmente ordenado |—00,y], a fun¢io F|j_,, € o ponto a, obtemos:

(2.4.10) Vi(y) = Vi(a) + V(Fllay)-
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Aplicando o Lema 2.4.9 para o conjunto totalmente ordenado e com minimo
[a,y] e a fungdo F'[,,), ficamos com:

V(F‘[my]) - xl_iglJr ’F(x> - F(a)’ + V(F’]a,y])'

Assim, a continuidade a direita de F' em a garante que

(2.4.11) V(Fllay) = V(Fllag)-
Usando as equacoes (2.4.10) e (2.4.11), concluimos que:
(2.4.12) Ve (y) = Vi(a) + V(Fljay)-

Finalmente, usando a equagao (2.4.12), calculamos:
lim VF(y) = VF(G) 4+ lim V(Fha,y}) = VF((L)
y—at y—at

Note que a ultima igualdade vale, pois o Lema 2.4.10 aplicado ao conjunto
totalmente ordenado e sem minimo |a, +o00[ e a fungao de variagao limitada
F[)q,+00[ garante que

lim Vg(y) =0.
Y——00

Isso estabelece a continuidade & direita de Vg em a. O

Note que o Lema 2.4.8 garante que se F : X — R é uma funcao de
variagao limitada, entdo F s6 possui descontinuidades de primeira ordem,
ou seja, dado a € X, se a nao é isolado a direita em X, entao existe o limite
de F(x) quando x tende a a pela direita e se a ndo é isolado & esquerda, entao
existe o limite de F'(z) quando x tende a a pela esquerda. Na Proposicao
2.4.12, veremos que além disso, o conjunto dos pontos de descontinuidade
de F' é enumeravel.

PROPOSICGAO 2.4.12. Seja X um conjunto totalmente ordenado e con-
sidere uma funcao F : X — R. Se I possui variacdo limitada, entao o
conjunto dos pontos de descontinuidade de F é enumerdvel.

DEMONSTRAGAO. Seja D o conjunto dos pontos de descontinuidade de
F'. Suponha, por absurdo, que D seja nao enumeravel e vamos mostrar que
essa hipotese implica que F' ndo possui variagao limitada, o que estabelecera
nosso resultado. E claro que se x € D, entao F é descontinua a esquerda
em x ou F' é descontinua a direita em z. Como D é nao enumeravel, temos
que o subconjunto de D formado pelos pontos em que F' é descontinua a
esquerda é nao enumeravel, ou o subconjunto de D formado pelos pontos em
que F' é descontinua a direita é nao enumeravel. Sem perda de generalidade,
suponha que DT seja ndo enumeravel, onde:

Dt ={z € X : F é descontinua & direita em x}.

Note que se z € DT, entdao z nao é isolado & direita em X e portanto, o
Lema 2.4.8 garante que existe L} = lim,_,,+ F(y). Logo, temos que:

DY = |J{zre X :|L] - F(x)| > 1/n}.

n>1
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Como D% é nao enumeravel, existe n > 1 tal que
D, ={x € X :|L} — F(z)| > 1/n}

é nao enumeravel. Nosso plano é mostrar que V(F') > M, para todo nimero
real positivo M fixado. Para isso, vejamos que dado ¢ > 0, existe uma
particao P. de X tal que V(F; P.) > M —e. Note que existe um nimero na-
tural positivo m tal que m/n > M e considere um subconjunto de tamanho
m de D,:

{1 <z <...< 2z} C Dy

Da definicao de ch'i segue que existe y; € X com x; < y; e tal que
|F(yi) — Ly, | < e/m,
para todo ¢ € {1,...,m}. Dessa forma, ficamos com:
|F(yi) = F(i)| > 1/n—¢/m,

para todo ¢ € {1,...,m}. Note que podemos assumir que y; < Z;41, para
todo 7 e seja P- uma particao de X que contém o seguinte conjunto:

{ri<y<x2<...<Zm-1 <Ym-1<ZTm < Ym}-

Dessa forma, temos que:
m
V(F;P) 2 ) |F(yi) = F(zi)| >m/n—e>M—ec.
i=1

O

Agora, sabemos o suficiente sobre as fungoes de variacao limitada para
enunciar e provar o Teorema 2.4.20. No restante dessa secao, vamos nos res-
tringir ao caso em que o conjunto totalmente ordenado é uma reta compacta.
Como dito no inicio dessa se¢ao, vamos mostrar que se K é uma reta com-
pacta, entao o espago M (K ) pode ser identificado com o espaco das fungoes
de variacao limitada e continuas a direita definidas em K e tomando valores
em R. Fixada uma reta compacta K, denotaremos por BV(K) o conjunto
das funcoes de variacao limitada definidas em K e tomando valores em R e
denotaremos por NBV(K) o subconjunto de BV(K') formado pelas fungoes
que sao continuas a direita. Note que BV(K') é um espago vetorial real, se
munido das operacoes de soma e produto por escalar ponto a ponto. Além
disso, vale que NBV(K') é um subespaco vetorial de BV (K).

OBSERVACAO 2.4.13. Na Proposicao 2.4.7, mostramos que todo ele-
mento de BV(K) se escreve como uma diferenga de duas fungdes crescentes
e limitadas. Na verdade, temos que BV (K) coincide com o conjunto A das
funcoes definidas em K e tomando valores em R que se escrevem como uma
diferenca de duas funcoes crescentes e limitadas. O fato que A esta contido
em BV(K), segue da observagao que BV(K') contém as funcoes crescentes e
limitadas e é um espago vetorial.
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Agora, vamos definir uma norma no espago NBV(K). Note que a funcao
II.Ilsv : BV(K) — [0, +00| definida como | F|gy = |F(0)| + V(F), para
toda F' € BV(K), é uma norma em BV(K) e portanto, sua restricdo a
NBV(K) também é uma norma. Chamamos a funcao ||.|gy de norma da
variacao total. Nosso objetivo é construir uma isometria linear entre o espago
NBV(K) munido da norma da variacao total e o espaco M (K). Note que
dada uma medida p em M (K), uma maneira natural de definir uma funcao
F,, : K — R associada a essa medida é declarar que F,(t) = p([0,]), para
todo t € K. No préximo lema, veremos que a funcao Fj, assim definida
possui variacao limitada e é continua a direita.

LEMA 2.4.14. Sejam K uma reta compacta, i uma medida de Borel com
sinal e finita em K e defina a funcao F,, : K — R como:
(2.4.13) F,(t) = n([0,t]), Vt € K.
Se p € reqular, entao F), pertence a NBV(K).

DEMONSTRAGAO. Inicialmente, vamos mostrar que a funcao F), é conti-
nua a direita. Seja t um ponto de K que nao é isolado a direita e fixe € > 0.
Da regularidade de p segue que existe s € K tal que t < s e |u|(]t,s]) <e.
A continuidade & direita de F}, no ponto t ¢é estabelecida observando-se que
set’ € [t,s[, entdo |F,(t') — F,(t)| < e. Agora, vejamos que F), ¢ uma funcao
de variacao limitada. Considere

P:{0:t0<...<tk:maxK}

uma particao de K e calcule:

k-1 k-1
V(Fi P) =Y |Fultir) = Fu(ty)l = Y [p(Jtj,tj1])|
3=0 j=0
k—1
< Z ’N’(]tjvtj-i‘l]) = ’H’(]OvmaXK] )7
j=0
o que implica que:
(2.4.14) V(F,) < |p|(]0,max K] ) < +ooc.

O

Note que o Lema 2.4.14 implica que o operador T': M (K) — NBV(K)
obtido declarando-se que:

(2.4.15) T(u) = F,, Y € M(K),

estd bem definido. Além disso, usando a desigualdade (2.4.14), obtemos
que:

1EullBy = |Fu(0)] + V(Fu) < |p({0})| + [|(]0, max K])
= |ul({0}) + |1l (10, max K1) = [ul(K) = ||ul|.



2.4. O ESPACO M(K) PARA K RETA COMPACTA 61

Dessa forma, o operador T' definido como (2.4.15) é limitado e satisfaz:
(2.4.16) 1Ty < lull, Y € M(K).

Agora, vamos construir uma inversa linear e limitada para o operador T
Faremos isso associando a cada elemento F' de NBV(K) a medida up em
M (K) que representa o funcional linear dado pela integracao de Riemann—
Stieltjes dos elementos de C(K) com respeito & funcao F. Na Definigao
2.4.15, introduzimos o conceito de soma de Riemann—Stieltjes.

DEFINICAO 2.4.15. Dadas funcoes f, F' : K — R e uma particao P de K,

definimos a soma de Riemann—Stieltjes de f com respeito a F e a particdo
P, denotada por S(f, F; P), como:

k—1
S(f.FP) = FOF(0) + 3 f(ty) (F(ts1) — F(t))) € R,
j=0

onde P={0=1t) < ... <ty =maxK}.

Um fato interessante sobre as funcoes de variacao limitada é que se
F: K — R é uma funcao de variacao limitada e f : K — R é uma funcao
continua, entdo a rede (S (f, F; P)) pec de nimeros reais é uma rede de
Cauchy, onde C' denota a colegao de todas as partigoes de K munida da
ordem parcial da inclusao de conjuntos. Esse é o contetido do Lema 2.4.16

abaixo.

LEMA 2.4.16. Sejam K uma reta compacta, F': K — R uma funcdo de
variagao limitada e f: K — R uma funcdo. Se f € continua, entdo a rede

(S(f, I P))Pec € uma rede de Cauchy.

DEMONSTRAGAO. Fixado ¢ > 0, como a fungao f é continua, o Lema
2.2.8 garante que existe uma particao Py de K tal que se |t;,t;11[ # 0, entao
diam(f[tj, tj+1]) < e/V(F), para todo j € {0,...,k — 1}, onde:

P0:{0:t0<...<tk:maxK}.

Para concluir nosso resultado, note que se P é uma particao de K que
contém Py, entao:

|S(f, F; P) = S(f, F; Ro)| <e.
0

Note que como R é um espaco métrico completo, o Lema 2.4.16 implica
que se F': K — R é uma fungao de variagao limitada e f : K — R é uma
funcao continua, entao a rede (S (f, F; P)) é convergente. Chamamos o
limite da rede (S(f, F; P))Pec
respeito a F' e denotamos esse limite por | i JdF'. No préximo lema, veremos
que a fungao que a cada elemento f de C'(K) associa a integral de Riemann—
Stieltjes de f com respeito a uma fungao de variagao limitada fixada é um
funcional linear continuo em C(K).

PeC
de integral de Riemann—Stieltjes de f com
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LEMA 2.4.17. Sejam K wma reta compacta e F': K — R uma funcgdo.
Se F' tem variacao limitada, entdo a funcao:

(2.4.17) CK)>f »—>/ fdF e R
K

pertence a C(K)*.

DEMONSTRACAO. A linearidade da funcao é facilmente verificada. Ve-
jamos que o funcional é limitado. Fixadas uma funcao continua f: K — R
e uma particao P de K, vale que |S(f, F; P)| < ||F|lsv|f||co- De fato:

k-1
[S(f, F: P) < LFONEO)] + [ flloe Y [F (1) = F(t))]

=0
<l (1F ) + V(E; P)) < [IFlIBv ] floo;

onde P={0=ty < ... <t =max K}. Dessa forma, temos que:
ats) | [ gaF| = Jm SUF5P) < [Pyl
K eC

Portanto, o funcional linear definido por (2.4.17) é limitado e sua norma é
majorada por || F|/py. O

Finalmente, podemos definir a inversa do operador 7. Fixada uma
funcao F' : K — R de variagao limitada, considere a funcao definida por
(2.4.17). O Lema 2.4.17 garante que essa funcao é um elemento de C(K)* e
portanto, o Teorema de representagao de Riesz nos diz que existe uma tinica
medida pup em M(K) que representa esse funcional. Em outras palavras, a
medida pp é o tnico elemento de M (K) que satisfaz:

(2.4.19) /fduF—/de

para toda funcao continua f : K — R. Denote por S a fungao definida
como:

(2.4.20) NBV(K) > F — pup € M(K).

No que segue, veremos que S é um operador limitado e é a inversa do
operador 7. A linearidade de S é facilmente verificada. Além disso, note que
a desigualdade (2.4.18) e o fato da medida up satisfazer a equagao (2.4.19)
implicam que o operador S é limitado e que vale:

(2.4.21) IS(FY|| < ||F|lsv, VF € NBV(K).

Embora, a cada fungdo de variacao limitada F': K — R possamos associar
o elemento pp de M(K) que satisfaz a equagao (2.4.19), para garantir a
injetividade do operador S, temos que nos restringir as fungoes continuas
a direita. Nos Lemas 2.4.18 e 2.4.19, mostraremos que o operador S ¢é a
inversa do operador T
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LEMA 2.4.18. Sejam K wuma reta compacta e T : M(K) — NBV(K)
e S : NBV(K) — M(K) os operadores definidos por (2.4.15) e (2.4.20),
respectivamente. Se p € um elemento de M(K), entio S(T(p)) = p.

DEMONSTRAGAO. Recorde que T'(i) = F),, onde F,(t) = p([0,1]), para
todo t € K. Note que a conclusao segue se mostrarmos que:

(2.4.22) /K Fdp = /K fdF,

para toda f € C(K). Para isso, vamos mostrar que fixada f € C(K), vale
que ’ fK fdu— fK deM) < g, para todo € > 0. Inicialmente, afirmamos que
dado € > 0, existe uma particao P; de K tal que:

(2.4.23) ‘ /K fdu — S(f, Fy; P)‘ <¢/2,

para toda particdo P de K que contém P;. De fato, fixada uma particao P
de K, escreva:

P={0=t0<... <tk:maxK}
e defina a funcao simples gp : K — R declarando que gp(0) = f(0) e
gphtj’tjﬂ} = f(tj+1), j = 0,...,k — 1. Note que S(f, F,; P) = ngpd,u e
portanto:
(2.4.24)

|| sau= 5B P < [ 15 = apldlnl < max | (diam Sl .0 il

Tome P; como sendo a particao que o Lema 2.2.8 nos da para a fungao
continua f e o numero real positivo £/2||u||. Entao, a desigualdade (2.4.24)
implica que (2.4.23) vale para toda particao P de K que contém P;. Da
defini¢ao da integral de Riemann—Stieltjes segue que existe uma particao P,
de K tal que:

(2.4.25) ‘ /K FAE, — S(f, Fy; P)( < /2,

para toda particao P de K que contém P». Se definirmos () = P;U P, entao
as desigualdades (2.4.23) e (2.4.25) implicam que:

}/de /fdu‘<‘/de —S(f,F QMSf, Q)_/deu‘q.
Isso estabelece nosso resultado. 0

LEMA 2.4.19. Sejam K uma reta compacta e T : M(K) — NBV(K)
e S : NBV(K) — M(K) os operadores definidos por (2.4.15) e (2.4.20),
respectivamente. Se F' é um elemento de NBV(K), entdo T(S(F)) = F.

DEMONSTRAGAO. Recorde que S(F') = up, onde pp é o inico elemento
de M(K) que satisfaz a igualdade (2.4.19) e note que a conclusdo segue
se mostrarmos que F(t) = pup([0,t]), para todo ¢t € K. Primeiro, vamos
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analisar o caso em que t é isolado a direita em K. Nesse caso, temos que a
funcao caracteristica do intervalo [0, ¢] pertence a C(K) e portanto:

(2.4.26) pr((0,1]) = /K Xjo.qdpr = /KX[o,tldF :

Por outro lado, se P é uma particao de K que contém ¢, entao vale que
S(X[o g0 5 P) = F(t), o que implica que:

ja que a colecao de todas as particoes de K que contém ¢ é um subconjunto
cofinal da colegao de partigoes de K. Das equagoes (2.4.27) e (2.4.26) segue
que F(t) = pp([0,t]). Agora, vamos mostrar o resultado no caso em que ¢
nao é isolado a direita em K. Para isso, vamos verificar que:

|F(t) — pr([0,])] <&, para todo e > 0.

Fixado € > 0, da regularidade de pr segue que existe s € K com t < s tal
que |pp|(]t,s]) < /3. Além disso, como a fungao F' é continua & direita em
t, a Proposicao 2.4.11 garante que a funcao Vp também é continua a direita
em t e portanto, existe r € |t,s| tal que Vp(r) — Vp(t) < /3. De acordo
com o Lema de Urysohn, existe uma fungao continua f : K — [0,1] tal que
flogg =1 e flpmax k] = 0. Da definicdo da fungao f vem que:

(2.4.28) /deMF = pur([0,1]) + ’ ]fdMF-

Além disso:

(2.4.29 fdur| < el = el (1) < el (1) < /3.

)|
It,r] t,r
Note que se P é uma particao de K que contém os pontos t e r, entao:

k-1

(2.4.30) |3 Flt) (i) = F(t)| < /3,

7=0
onde PN[t,r] ={t =ty < ... <ty =r}. De fato, calculemos:

k

IN

k-1
> St (Pt = F(1))| < Y IF(t40) = F(ty)]
=0

=0
V(F“tﬂ;P N [t,r])
V(F|[t,r}) = VF(T) — VF(t) < 8/3.

<

IN

Finalmente, da definigdo da integral de Riemann—Stieltjes segue que existe
uma particio Py de K tal que {t,r} C Py ¢ ‘fK fAF — S(f,F;PO)‘ < ¢/3.
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Além disso:
k—1

(2.4.31) S(f, FiRy) = F(1) + Z f(tj1) (F(tjs) — F(t))),
§=0

ondePoﬂ[t,r] :{t=t0<...<tk:7“}.
Usando as equagoes (2.4.31) e (2.4.28), obtemos a igualdade (*) abaixo
e concluimos nossa tese:

P ()~ ([0.4)]

(*) k—1
ST B = Y S) (Flt) — Pp) = [ faur+ [ ]
j=0 K 1t,r]
(2.4.30)
s rim) - / faue|+ | [ rde| /3
K ]t,'r}

(2.4.29)
< ‘S(f,F;PO) —/ fd,uF’ +2/3 <e.
K

Note que na ultima desigualdade, usamos o fato que | xJdur = I x JdF e
a definicdo de Pp. O

Por fim, as desigualdades (2.4.16) e (2.4.21) implicam que 7" preserva
norma. Dessa forma, com o feito até aqui, estabelecemos a prova do Teorema
2.4.20 abaixo.

TEOREMA 2.4.20. Seja K wuma reta compacta. A fungdo:
(2.4.32) M(K) > p— F, € NBV(K)

¢ uma isometria linear, onde F,(t) = ,u([O,t]), para todo t € K e o espago
NBV(K) estd munido da norma da variagao total. O

OBSERVAGAO 2.4.21. Analogamente ao discutido na Observacao 2.3.18,
dada uma reta compacta K, definimos a topologia fraca* em NBV(K) como
sendo a topologia induzida pela isometria S : NBV(K) — M (K) dada pelo
Teorema 2.4.20, se considerarmos o espago M (K) munido de sua topolo-
gia fraca*. Ou seja, a topologia fraca® em NBV(K) é a menor topologia
em NBV(K) que faz com que a fungao S : NBV(K) — (M(K),w*) seja
continua. Na verdade, se 7 denota a topologia fraca* em NBV(K), entao a
fun¢do S : (NBV(K),7) — (M(K),w*) é um homeomorfismo e portanto,
temos que uma rede (F)), de elementos de NBV(K') converge na topologia
T para ' € NBV(K) se, e somente se, (S(FA))/\ converge para S(F') na
topologia frca* de M (K).

Terminamos a se¢ao, provando algumas propriedades do espago dual de
C(K), no contexto de retas compactas. Na Proposicao 2.4.25, caracteriza-
mos a convergéncia fraca® de redes limitadas em M (K), onde K é uma reta
compacta zero-dimensional. Para isso, precisamos dos dois lemas a seguir.
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LEMA 2.4.22. Seja K um espaco compacto Hausdorff. As sequintes
condicdes sdo equivalentes:

(a) O conjunto:
(2.4.33) {x¢ : C € um subconjunto aberto-fechado de K}

é linearmente denso em C(K);
(b) K € zero-dimensional.

DEMONSTRAGAO. Suponha que K seja zero-dimensional e vamos mos-
trar que vale (a). Note que a conclusao segue se mostrarmos que fixados
f € C(K) ee >0, existe uma fungao g no subespago vetorial gerado pelo
conjunto (2.4.33) e tal que ||f — gl < €. Como f é uma fungao limitada,
existem um inteiro positivo n e intervalos abertos (]aj, bj[)j:h“’n de R tais
que a;j < bj, bj —a; < e, para todo j € {1,...,n} e f[K] C Uj_, ]aj,bj[.
Para cada j, denotemos por U; o subconjunto aberto [t []aj,bj[] de K.
Sem perda de generalidade, podemos supor que cada U; é nao vazio. Do
fato de K ser zero-dimensional segue que, fixado j, existe um conjunto A;
tal que U; = [y A C), onde cada C) é um subconjunto aberto-fechado de
K. Dessa forma, temos que K = U?zl UAeAj Cy. Como K ¢é compacto,
isso implica que K = (J;"; A;, onde m é um inteiro positivo, cada A; é um
subconjunto aberto-fechado de K, A; N A; = (0, se ¢ # [ e fixado i, existe
um j; € {1,...,n} tal que A; C Uj,. Finalmente, tome p;; € Uj, e de-
fina g = > ;" f(pj,)x 4,- Para concluir a tese, observe que g pertence ao
subespaco vetorial gerado pelo conjunto (2.4.33) e que ||f — g|loc < €.

Agora, assuma (a) e vamos mostrar que K é zero-dimensional. Para isso,
devemos provar que dados um aberto U de K e um ponto p de U, existe
um subconjunto aberto-fechado C de K tal que p € C e C C U. Do fato
de K ser normal e T} segue que existe um subconjunto fechado F' de K tal
que p € F e FF C U. Dessa forma, o Lema de Urysohn garante que existe
um fungao continua f : K — [0,1] tal que f|lp =1 e f|yc = 0. Assim, a
condigao (a) implica que existe uma fungdo g no subespago vetorial gerado
pelo conjunto (2.4.33) tal que:

(2.4.34) 1f =gl < 1/2.

Note que a fungao g pode ser escrita como g = Z?:l )\jxcj, onde n é um
inteiro positivo, A\; € R, cada C; é um subconjunto aberto-fechado de K,
CiNC;=10,sej#ieK=J;_ C;. Logo, existe um tnico j € {1,...,n}
tal que p € C;. Vamos mostrar que C; C U. Suponha, por absurdo, que
C; N U £ 0. Sex € Cj N UC, entdo temos que |\j| < 1/2, pois vale a
desigualdade (2.4.34) e f(x) = 0. Por outro lado, como p pertence a Cj, a
desigualdade (2.4.34) também implica que |1 — \;| < 1/2. Essa contradicao
mostra que C; C U e assim, estabelecemos nosso resultado. O

OBSERVAGAO 2.4.23. Note que se K é um espago compacto Hausdorff,
entdo o subespaco de C'(K) formado pelas fungdes simples coincide com o



2.4. O ESPACO M(K) PARA K RETA COMPACTA 67

subespago vetorial de C'(K) gerado pelo conjunto (2.4.33). Portanto, o Lema
2.4.22 acima implica que K é zero-dimensional se, e somente se, o subespaco
vetorial de C'(K) formado pelas fungoes simples é denso em C(K).

LEMA 2.4.24. Seja K uma reta compacta zero-dimensional. O conjunto:
{X[o g ¢t €isolado a direita em K}
é linearmente denso em C(K).

DEMONSTRACAO. De acordo com o Lema 2.4.22, o resultado segue se
mostrarmos que se C' é um subconjunto aberto-fechado de K, entao:

(2.4.35) X¢ € span{x; : I é um intervalo aberto-fechado de K}
e que se I é um intervalo aberto-fechado de K, entao:
(2.4.36) X1 € span{xy : t € isolado & direita em K}.

Inicialmente, vamos mostrar que vale (2.4.35). Fixado um subconjunto
aberto-fechado C' de K, sabemos que C se escreve como a uniao disjunta de
suas componentes convexas. Como K é completo e as componentes convexas
de C tém a pvi, a Proposicao 2.1.17 garante que essas componentes conve-
xas sdo intervalos de K. Além disso, de acordo com a Proposigao 2.1.19,
temos que as componentes convexas de C' sao subconjuntos aberto-fechados
de K, ja que C é aberto-fechado. Escreva C' = Jyc, 1y, onde os intervalos
aberto-fechados Iy sao as componentes convexas de C. Da compacidade de
C, segue que existe um subconjunto finito F' de A tal que C = [Jycp Iy €
portanto, vale que x, = > \cp X, Isso estabelece (2.4.35). Agora, veja-
mos que vale (2.4.36). Se I é um intervalo aberto-fechado de K, entao vale
que I =[0,0], I =]a,b] ou I = ]a, max K], onde a e b sdo isolados a direita
em K. Finalmente, note que se I = ]a,b], entdo x, = Xjo.5] ~ X[o,a] € S€
I = ]Ja, max K|, entao Xr =Xk ~ X[o,q" O

PROPOSIGAO 2.4.25. Sejam K uma reta compacta zero-dimensional, j
um elemento de M (K) e (uix)aea uma rede limitada em M(K). As sequintes
condigoes sao equivalentes:

(a) (ux)ren converge para p na topologia fraca™® de M(K);

(b) 1 ([0,¢]) — p([0,¢]), para todo t isolado a direita em K ;

(c) Fu,(t) — Fu(t), para todo t isolado a direita em K, onde F,, e
F,, sao os elementos de NBV(K) associados a juy e a p, respecti-
vamente, através da isometria dada no Teorema 2.4.20.

DEMONSTRAGAO. A equivaléncia entre (a) e (b) segue dos Lemas 1.1.9
e 2.4.24. A equivaléncia entre (b) e (c) segue das definicoes de F), e F,,. 0O

No contexto das retas compactas que nao sao zero-dimensionais, nao te-
mos uma caracterizagao tao boa quanto a Proposicao 2.4.25 da convergéncia
fraca™ de redes limitadas em M (K) e em NBV(K). No Corolario 2.4.28,
apresentaremos uma caracterizacdo da convergéncia fraca®™ de redes limita-
das em M (K) em termos da convergéncia fraca* em M (L) e em M (¢~ (t)),
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para t em L, onde L é outra reta compacta e ¢ : K — L é uma funcao
continua crecente e sobrejetora. Analogamente & Proposicio 2.4.25, estabe-
leceremos esse critério de convergéncia, usando o fato que um determinado
subconjunto de C(K) é linearmente denso em C(K).

DEFINIGAO 2.4.26. Fixadas retas compactas K e L e ¢ : K — L uma

funcdo continua, crescente e sobrejetora, denotamos por R; : K — ¢~ 1(t) a
retracdo canénica de K no intervalo fechado ¢~1(¢) de K, ou seja:

Ri(s) =min¢ (), sese [0,ming *(¢)],
=5, ses€o (1),
=max ¢ ' (t), set€ |maxg¢ '(t), max K].

PROPOSICAO 2.4.27. Sejam K e L retas compactas e ¢ : K — L uma
funcdo continua, crescente e sobrejetora. O conjunto:

(2.4.37) ¢prc(yu |J Rrc(s7'(1)
teQ(¢)

é linearmente denso em C(K), onde R, estd descrito na Definicio 2.4.26
e¢*: C(L) = C(K) e R} : C(¢7!(t)) — C(K) denotam os operadores de
composicao de ¢ e Ry, respectivamente.

DEMONSTRAGAO. A Proposicao 2.2.12 diz que o conjunto das fungoes
crescentes e continuas é linearmente denso em C(K'). Assim, basta tomar-
mos uma funcdo crescente arbitréria f € C'(K) e mostrarmos que ela per-
tence ao fecho do subespago vetorial gerado pelo conjunto (2.4.37). Para
cadat € L, escreva ¢~ (t) = [a, by e seja g¢ o tinico elemento de R} C/(¢(¢))
que coincide com f — f(a;) em [a, b]. Entao:

(*)
(24.38) D ol = Y (F(b) = flar) < flmax K) — f(0) < +oc.
teQ(¢) teQ(¢)

Note que a desigualdade (*) vale, pois f é uma fungao de variacao limitada
e sua variagao total é f(maxK) — f(0). Dessa forma, a série 3,4 9t
converge para alguma g € C'(K). Note que g pertence ao fecho do subespago
gerado por UteQ(¢) RZC((;S‘l(t)). Além disso, a fungdo f — g é constante
em [a, by], para todo t € Q(¢), o que implica que f — g € ¢*C(L). O

COROLARIO 2.4.28. Sejam K e L retas compactas e ¢ : K — L uma
funcdo continua, crescente e sobrejetora. Para cada t em L, considere o
operador Ry como descrito na Defini¢ao 2.4.26. Se (px)xen € uma rede li-
mitada em M(K) e pu é um elemento de M(K), entdo as sequintes condi¢oes
sao equivalentes:

(a) a rede (pua)rea converge para p na topologia fraca™ de M(K);
(b) a rede (dupr)ren converge para ¢.p na topologia fraca™ de M(L)
e a rede ((Rt)*“A)AeA converge para (R¢)«p na topologia fraca™ de

M(¢~(t)), para todo t € Q(¢).
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DEMONSTRAGAO. Note que o Coroldrio 2.3.23 garante que (a) implica
(b), mesmo no caso em que a rede (u))rea nao é limitada. O fato que (b)
implica (a) segue da Proposi¢ao 2.4.27 e do Lema 1.1.9. O

Uma outra consequéncia interessante da Proposicao 2.4.27 é o Corolério
2.4.29 abaixo, que é um bom critério para se estabelecer a metrizabilidade
de K em termos da metrizabilidade de L e das fibras ¢p—'(t), para t € L.

COROLARIO 2.4.29. Sejam K e L retas compactas e ¢ : K — L uma
funcdo continua, crescente e sobrejetora. Vale que K € metrizdvel se, e
somente se, L é metrizdvel, o conjunto Q(¢) é enumerdvel e ¢~1(t), munido
da topologia induzida de K, é metrizdvel, para todo t € Q(¢).

DEMONSTRAGAO. Suponha que K seja metrizdvel. Nesse caso, o espago
C(K) é separdvel e como ¢* : C(L) — C(K) é uma imersao isométrica,
temos que C(L) também é separdvel. O que implica que L é metrizavel.
Fixado ¢t € L, temos que ¢~ '(¢) é metrizavel, pois é um subespaco de K.
Finalmente, considere os seguintes subconjuntos de L:

A={teL:|¢p7*t)|=2} e B={teL:|¢p 1) >2}

e note que Q(¢) = AUB. Dessa forma, para concluir que Q(¢) é enumeravel,
devemos mostrar que os conjuntos A e B sdo enumerdveis. Note que se t
pertence a A, entdo min ¢~!(¢) é isolado & direita em K e portanto, do fato
de K possuir uma base enumerdvel de abertos e do Lema 2.1.25 segue que A
¢é enumeravel. Note também que se t pertence a B, entao o intervalo aberto
]min ¢ (t), max gb_l(t)[ é nao vazio, logo a separabilidade de K implica
que B é enumeravel. A reciproca é obtida, notando-se que nossas hipéteses
implicam que o conjunto (2.4.37) é separdvel e a Proposicao 2.4.27 garante
que esse conjunto € linearmente denso em C(K). O

Note que usando o Corolério 2.4.29, temos uma nova prova do fato que
se X é um subconjunto enumerdvel de [0, 1], entdo DA(X) é metrizavel
(Proposicao 2.1.26). Para ver isso, basta considerar a primeira projegao
m : DA(X) — [0, 1].

OBSERVAGAO 2.4.30. Se ¢ : K — L é uma fungao continua entre re-
tas compactas K e L, de acordo com a Proposicao 2.3.22, temos que o
operador transposto de ¢*, denotado por ¢, : M(K) — M(L) é dado por
¢«pi(B) = (¢~ [B]), para toda medida p em M (K) e todo boreliano B de
L. Dessa forma, se denotarmos por F, e Fy , os elementos de NBV(K) e
NBV(L) associados a i e a ¢, respectivamente, através da isometria dada
no Teorema 2.4.20, entao ficamos com:

Fy,u(t) = ¢upa([0,1]) = u(¢7(0,1]),

para todo t € L. Portanto, se ¢ também é crescente e sobrejetora, entao:

(24.39)  Fyou(t) = u(6¢70,4]) = p([0, max s (1)]) = Fy(maxo~ (),
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paratodot € Le p € M(K). Além disso, note que se ¢ : K — L é continua,
crescente e sobrejetora e F' e F' sao elementos de NBV(L) e NBV(K), res-
pectivamente, tais que F(t) = F'(max¢~'(t)), para todo ¢ € L, entdo
temos que ' = ¢, F".

Agora, vamos mostrar na Proposicao 2.4.32 que toda medida de Borel
regular e finita numa reta compacta tem suporte separdvel. Isso serd uma
consequéncia do préximo lema.

LEMA 2.4.31. Sejam L uma reta compacta e p um elemento de M(L).
Se € uma medida nao negativa e p(I) > 0, para todo intervalo aberto e
ndo vazio I de L, entdo L ¢ separdvel.

DEMONSTRAGAO. Inicialmente, note que o conjunto E formado pelos
pontos isolados de L é enumerdvel. De fato, se ¢ é um ponto isolado de
L, entao {t} é um intervalo aberto e nao vazio e portanto, nossa hipdtese
implica que u({t}) > 0. Além disso, do fato de u ser finita segue que o
conjunto dos pontos ¢ de L tais que p({t}) > 0 é enumerével. Denote por
F o elemento de NBV(L) associado a medida p através da isometria linear
apresentada no Teorema 2.4.20. O fato de p ser nao negativa implica que
I é crescente. Além disso, temos que dados t,s € L, set < se snao é o
sucessor de t, entdo F'(t) < F(s). De fato, se s nao é o sucessor de ¢, entao o
intervalo aberto |t, s[ é ndo vazio. Logo, temos que u( It, s[) > 0 e portanto,
ficamos com:

F(s) = pu([0,s]) = F(t) + pu(Jt,s]) > F(¢).

Como F[L] é um subconjunto de R, vale que F'[L] é separavel, se munido da
topologia induzida de R. Seja {u, : n > 1} um subconjunto denso de F'[L]
e fixado n > 1, escolha um elemento t,, de L tal que F(t,) = u,. Defina o
seguinte subconjunto enumeravel de L:

D=FEuU{t,:n>1}U{0,max L}.

Vamos mostrar que D é denso em L. Note que a conclusao segue se mos-
trarmos que todo intervalo aberto e nao vazio I de L possui um elemento de
D. Sabemos que I = [0,b], I = |a,max L] ou I = ]a,b[, onde a e b pertencem
a L e a <b. Nos dois primeiros casos, é claro que I N {0, max L} # (). Falta
analisar o caso em que I = ]a,b[, com a < b. Nesse caso, vamos mostrar
que INE # () ou |F(a), F(b)[N F[L] # (). Suponha que I N E = () e note
que o fato de I ser nao vazio implica que F'(a) < F(b). Seja t € Ja,b] e
suponha que F(t) ¢ |F(a), F(b)[. Como a fungao F' é crescente, temos que
F(t) = F(a) ou F(t) = F(b). Suponha, sem perda de generalidade, que
F(t) = F(a). Isso implica que t é o sucessor de a e assim, ¢ nao é isolado
a direita, pois t ¢ E. Dessa forma, existem elementos s1, sy e s3 de L com
t < 83 < sg <81 <b,oqueimplica que F(a) = F(t) < F(s2) < F(b). Logo,
temos que |F(a), F(b)[N F[L] # 0. Portanto, da densidade de {u,, : n > 1}
na imagem de F' segue que existe n > 1 tal que u, € |F(a), F(b)[ N F[L].
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Para concluir a prova, note que o fato de F ser crescente implica que
tn € |a,b[. O

PROPOSIGAO 2.4.32. Seja K uma reta compacta. Se o € um elemento
de M(K), entdo o suporte de p € separavel, se munido da topologia de
subespaco.

DEMONSTRAGAO. Denote por L o suporte de p. Sabemos que L é um
subconjunto fechado de K e portanto, é uma reta compacta, se munida
da restricao da ordem de K. Seja u|r a restricdo de p a o-dlgebra dos
borelianos de L. De acordo com a Proposicao 2.3.24, temos que p|;, € M(L).
Além disso, é facil ver que o suporte da medida p|z, é todo o L. Assim, se
definirmos v como sendo a variagao total de u|r,, entao v satisfaz as hipGteses
do Lema 2.4.31 e portanto, a reta compacta L é separavel. Finalmente, como
K é um conjunto totalmente ordenado completo e L é um subconjunto
fechado de K, a Proposicao 2.1.12 garante que a topologia induzida pela
restricao da ordem de K a L e a topologia de subespaco coincidem em
L. O






CAPITULO 3

Caracterizacao de funcgoes crescentes com a c)EP

O objetivo desse capitulo é estudar a propriedade da cg-extensao no con-
texto de subdlgebras de Banach do espaco de fungoes continuas de uma reta
compacta. Como discutido no Apéndice A, as subdlgebras de Banach com
unidade de C'(K) sao da forma ¢*C(L), para algum par (L, ¢), onde L é um
espaco compacto Hausdorff e ¢ : K — L é uma funcado continua e sobreje-
tora. O principal resultado desse capitulo é o Teorema 3.1.7 que estabelece
uma condi¢ao necesséria e suficiente para que a subalgebra ¢*C/(L) tenha a
coEP em C(K), no caso em que K e L sao retas compactas e ¢ : K — L
¢ uma funcao continua, crescente e sobrejetora. Na Secao 3.2, estudamos
em mais detalhes o caso em que a reta compacta L é separavel. Nesse caso,
temos no Teorema 3.2.1 uma simplificacao da caracterizagao apresentada no
Teorema 3.1.7. Por fim, analisamos uma questao que surge naturalmente
em face do Teorema 3.2.1 e provamos que sua resposta é independente dos
axiomas de ZFC. Ao longo desse capitulo, K e L sempre denotardo retas
compactas e ¢ : K — L uma funcao continua, crescente e sobrejetora.

3.1. Caracterizagao de fungoes crescentes com a cyEP

Uma das pecas fundamentais na prova do Teorema 3.1.7 é a Proposigao
3.1.4 que é um critério para a extensao a C'(K) de operadores limitados
definidos na subdlgebra ¢*C'(L) e tomando valores em ¢y. Dessa forma, ini-
ciamos a se¢ao com a prova dessa proposi¢ao. A seguir, apresentamos alguns
lemas que serao usados na demonstracao da Proposicao 3.1.4. Na Segao 2.4,
vimos que as fungoes de variagao limitada apresentam muitas propriedades
de regularidade. O Lema 3.1.1 é mais um resultado nesse sentido. Dado
um conjunto X, sempre denotaremos a colecdo de subconjuntos finitos de

X por pgn(X).

LEMA 3.1.1. Seja F : L — R uma funcdo e para cada pontot > 0 isolado
a esquerda em L, denote port~ o antecessor det em L. Se F tem variacdo
limitada, entao o conjunto:

S={teL:t#0,t ¢éisolado a esquerda e F(t) # F(t)}

é enumerduvel.

73
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DEMONSTRAGAO. Note que se A pertence a pa,(S), entdo o conjunto
{0,max L} U, 4{t, 1"} é uma particdo de L. Logo, temos que:

dIF() — F(t7)| S V().

teA
Além disso:

DIF@) - F() = sup Y |F(t) ) SVI(F) < oo,

tes A€pan(S) te A

pois F' tem variacao limitada. O que implica que S é enumeravel. O

LEMA 3.1.2. Se (Fy,)n>1 € uma sequéncia fraca*-nula em NBV(L), entdo
o conjunto de pontos externos t de L em que F,(t) -/~ 0 é enumerdvel.

DEMONSTRACAO. Dado um elemento ¢ de L, se t é um ponto isolado a
esquerda de L e t > 0, entdao denote por t~ o antecessor de t. Como cada
F,, tem variacao limitada, o Lema 3.1.1 implica que a conclusao segue se
mostrarmos que R esta contido em:

+oo
(3.1.1) U {te L:t+#0,téisolado a esquerda e F,(t) # F,(t")},

n=1
onde R denota o conjunto dos pontos externos t de L tais que t # 0 e
F,(t) > 0. Note que se t é um ponto isolado & direita, entdao o intervalo
[0,¢] é um subconjunto aberto-fechado de L e portanto, X0 € C(L). Além
disso, se para cada n > 1, u, denota o elemento de M (L) associado a F,,,
através da isometria dada no Teorema 2.4.20, entao temos que:

F.(t) = Mn(X[07t]) = 1n([0,]) — 0.

Dessa forma, R esta contido no conjunto dos pontos isolados a esquerda de
L tais que F,(t) -4 0. Finalmente, para concluir nosso resultado, observe
que se t é um ponto isolado a esquerda de L e t > 0, entao o antecessor ¢~
de t é isolado & direita em L e portanto, vale que F,,(¢t~) — 0. ([l

LEMA 3.1.3. Seja F : L — R um elemento de NBV(L). Se definirmos
a fungio G : K — R como G = F o ¢, entio G pertence a NBV(K) e
1GllBv = [[FllBV-

DEMONSTRAGAO. A continuidade & direita de G segue facilmente da
continuidade a direita de F' e do fato de ¢ ser continua, crescente e sobre-
jetora. Agora, vamos mostrar que ||G||gy = | F||Bv, 0 que implicard que G
possui variagao limitada. Note que como G(0) = F(¢(0)) = F(0), para esta-
belecer nosso resultado, basta verificarmos que V(G) = V(F)). Inicialmente,
vejamos que V(G) < V(F'). Dada uma partigao:

P={0=sy<...<s,=maxK}
de K, usando a funcao ¢, produzimos uma particao ) de L, definindo:
={0=¢(s0) < P(s1) <...< ¢(sp) =maxL}.
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Dessa forma, ficamos com:

n—1 n—1
V(G; P) =Y |G(sj1) = G(sj)| = Y |F(6(sj41)) — F((s)))]
j=0 Jj=0

=V(F;Q) < V(F).

O que implica que V(G) < V(F'). Por outro lado, dada uma partigdo @ de
L, também podemos definir uma particao P de K usando @) e ¢. De fato,
fixe Q={0=1ty<...<t, =maxL} e paracada j =1,...,n — 1, tome
s; € K tal ¢(s;) = t;. Finalmente, tome sp = 0 e s, = max K e defina P
como sendo o conjunto {0 = sy < ... < s, = max K }. Logo:

n—1 n—1
V(F;Q) =Y [F(tjt1) — F(tj)| = Y |F((s541)) — F(¢(s5))]
j=0 Jj=0

n—1
= |G(sj41) — G(s;)| = V(G; P) < V(G),
j=0

e portanto, vale que V(F) < V(G). O

PROPOSIGAO 3.1.4. Seja T : C(L) — ¢y um operador limitado associado
a uma sequéncia fraca*-nula (Fy,),>1 em NBV(L). As seguintes condi¢oes
sao equivalentes:
(a) Exziste um operador limitado T' : C(K) — ¢o tal que T' o ¢* =T,
(b) O congunto dos pontos t € Q(¢) em que F,(t) -+ 0 é enumerdvel;
(¢) O conjunto dos pontost € Qo(¢) em que F,(t) > 0 é enumerdvel;
(d) Eziste um operador limitado T' : C(K) — ¢o tal que T' o ¢* =T e
1] < 2[|T7.

DEMONSTRAGAO. A equivaléncia entre (b) e (¢) segue diretamente do
Lema 3.1.2. Para cada t € L, escreva ¢~ (t) = [a¢, b]. Agora, assuma (a) e
vamos provar (b). O operador T” estd associado a uma sequéncia fraca*-nula
(F})n>1 em NBV(K). Note que a igualdade T" o ¢* = T implica que:

(3.1.2) Fl (b)) = Fp(t), Yn>1eVt € L.

De fato, é facil ver que a igualdade T” o ¢* = T implica que:

(3.1.3) F, = ¢ F), ¥n > 1.

Além disso, fixado n, segue da Observacao 2.4.30 e da equagao (3.1.3) que
F,(t) = F/(b), para todo t € L. Fixado n > 1, se ul, corresponde a F),

através da isometria dada no enunciado do Teorema 2.4.20, entao temos que
Sier lml (lae, b)) < ||p, || < +oo e portanto, o conjunto:

+00
(3.1.4) At € L2 1| ([ar, ba]) > 0}

n=1
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é enumeravel. Note que a conclusao segue se mostrarmos que dado ¢t € Q(¢),
se t nao pertence ao conjunto (3.1.4), entdao F,(t) — 0. De fato, seja
t um elemento de Q(¢) que nao pertence ao conjunto (3.1.4) e considere
[+ K — [0,1] uma funcao continua que satisfaz f[pq,) =1 € f|p, maxx] = 0,
cuja existéncia é garantida pelo Lema de Urysohn. A conclusdo segue da
equagao (3.1.2) e do fato que:

Fl(by) = / )
K

pois a sequéncia (u))p>1 é fraca*-nula. Agora, assuma (b) e vamos provar
que vale (d). Para cada n > 1, defina G,, = F}, o ¢. De acordo com o Lema
3.1.3, temos que G, pertence a NBV(K) e ||G,|lsv = ||Fnllsy. Denote
por S : C(K) — lx o operador limitado associado a sequéncia limitada
(Gp)n>1- Note que Gy (b)) = F,(t), para todon > 1 et € L, o que implica
que So¢* =T, como discutido na Observagao 2.4.30. Portanto, a conclusao
segue se mostrarmos que o quociente C'(K)/S™[cg] é separdvel. De fato, se
C(K)/S7teo] é separével, entdao a Proposicio 1.1.13 garante que S|g-1[
admite uma extensdo T’ : C(K) — ¢ com ||T'|| < 2||S|| e portanto, vale
que T"o¢* =T e || T|| < 2||S|| = 2||T||. De acordo com a Proposicao 2.4.27,
temos que o conjunto:

(3.1.5) ¢ C(L)u |J RiC(lar bi))
teQ(9)

¢ linearmente denso em C(K). Dessa forma, para concluirmos a prova,
basta checarmos que a imagem do conjunto (3.1.5) pela aplicacdo quociente
C(K) — C(K)/S7co] é separavel. Inicialmente, note que ¢*C(L) estd
contido em S~![cg], j& que S o ¢* = T. Assim, nosso plano para concluir o
resultado é mostrar que a imagem de R;C ( [at, bt]) pela aplicagao quociente
C(K) — C(K)/S7co] tem dimensdo finita para todo t € Q(¢) e que
R;C([at, b)) C S~ co), para todo t € Q(4)\ E, onde o conjunto enumerével
FE ¢é definido como:

E={teQ(¢): Fu(t) #> 0}.

Para cada n > 1, denote por v, o elemento de M(K) associado a G,
através da isometria dada no enunciado do Teorema 2.4.20. Agora, fixados
n>1et e Q(¢p), denote por H, o elemento de NBV ([at, bt]) associado &
medida (Ry)«vy, através da isometria dada no enunciado do Teorema 2.4.20.
Usando a equacao (2.4.39) da Observagao 2.4.30 para a medida v, e a funcéo
continua, crescente e sobrejetora Ry : K — [ay, by], obtemos:

H,(s) = Gn(mafol(s)), Vs € lag, be] e n > 1.
O que implica que:

(Rt)svn = Fn(t)0a, + (Fn(max L) — Fy(t))6y,,
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para todon >1et € Q(¢). Assim, para g € C([at, bt]), temos que:

(3.16)  S(Ri(9)) = (Fa(Dalar) + (Fu(max L) = Fu(t)g(br)) | € o

Note que a equagao (3.1.6) implica que se t € Q(¢) \ E, entao S(R;(g))
pertence a ¢, ja que a sequéncia (F,(max L)),>1 também converge para 0.
Finalmente, vejamos que a imagem de R;C ([at, bt]) pela aplicacao quociente
C(K) = C(K)/S™!co] tem dimensdo finita para todo t € Q(¢). Para isso,
note que de acordo com a equagao (3.1.6), se g ¢ um elemento de C ([at, by])
que satisfaz g(at) = g(bt) = 0, entao S’(Rf (g)) = 0 e portanto, a imagem do
subespaco fechado:

(3.1.7) {9 € C([ar, ba]) = glar) = g(be) = 0}
pelo operador R} esta contida no Ker S. Além disso, temos que o subespaco
(3.1.7) tem codimensdo finita em C ([at, by]). O

OBSERVAGAO 3.1.5. A Proposicao 3.1.4 também garante que se ¢*C(L)
tem a coEP em C(K), entdao ¢*C(L) tem a 2-coEP em C(K).
Para enunciarmos o Teorema 3.1.7, introduzimos a seguinte definigao.

DEFINIGAO 3.1.6. Sejam K e L retas compactas e ¢ : K — L uma fungao
continua, crescente e sobrejetora. Dizemos que ¢ tem a propriedade da co-
extensao (abreviadamente coEP) se, e somente se, a subalgebra ¢*C(L) tem
a coEP em C(K).

TEOREMA 3.1.7. Sejam K e L retas compactas. Uma func¢ao continua,
crescente e sobrejetora ¢ : K — L possui a co EP se, e somente se, a sequinte
condi¢do vale: Dado A um subconjunto Gs e separdvel de L, se todo ponto

de A € um ponto de acumulacao bilateral de A, relativamente a L, entdo
ANQ(¢d) = ANQo(¢) € enumerdvel.

Devido a complexidade da prova do Teorema 3.1.7, optamos por apre-
sentd-la no final dessa secao, depois de estarmos em posse de todos os lemas
necessarios. Note que a idéia central na prova do Teorema 3.1.7 é a relagao
entre as sequéncias fraca*-nulas no dual do espaco de funcgoes continuas de
uma reta compacta e os subconjuntos borelianos da mesma. Mais precisa-
mente, veremos no Lema 3.1.11 que se H é uma reta compacta separavel e
A é um subconjunto Gy de H, que satisfaz algumas condigoes, entao existe
uma sequéncia fraca*-nula (F},),>; em NBV(H) tal que A coincide com a
unidao do conjunto dos pontos t de H em que F,(t) -4 0 com um conjunto
enumeravel. Esse resultado é uma consequéncia do fato que existe uma so-
brejecao continua, crescente e com boas propriedades ¢ : H — [0,1] e do
Lema 3.1.9 que estabelece o resultado no caso em que H é o intervalo [0, 1].

LEMA 3.1.8. Sejam U um aberto relativo a [0, 1] e um nimero real e > 0
fizado. Eziste uma sequéncia ([ak, bk[)k>1 de intervalos dois a dois disjun-
tos com 0 < ay, < by, < 1, para todo k > 1 e tal que:

(a) U = U= lak, brl;
(b) by — ax < &, para todo k > 1;
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(C) by —ar — 0.

DEMONSTRAGAO. Primeiro, vamos reduzir o caso geral ao caso em que
U é conexo. Se U tem apenas uma quantidade finita de componentes cone-
xas, entao aplique o resultado para cada componente conexa. Se U tem uma
quantidade infinita de componentes conexas, entao essa quantidade é enu-
meravel, ja que [0, 1[ é separavel e as componentes conexas de U sao abertos
disjuntos de [0, 1] 1. Nesse caso, escreva as componentes conexas de U como
{U,, : n > 1} e aplique o resultado para cada aberto conexo U, de [0, 1]
e o numero real positivo £/n. Agora, vamos mostrar o resultado no caso
em que U é conexo. Note que o fato de U ser conexo implica que U é um
intervalo de [0,1[. Se U = ]a,b[, entdo escreva U = |J;5 [upr1,ux[, onde
(uk)k>1 € uma sequéncia estritamente decrescente de pontos de [0, 1] que
converge para a com u; = b e ug — upy1 < €, para todo k > 1. Finalmente,
se U = [0, b], entao escreva:

U= U [kal,Uk[,
k=1

onde {0 = up < up < ... < uy, = b} C [0,1] e up — up—1 < €, para
k=1,...,n. Para k > n, tome ux = b e note que a sequéncia de intervalos
( [uk—1, uk[)k>1 satisfaz a tese do presente lema. O

LEMA 3.1.9. Seja B um subconjunto Gs de [0,1[. Eziste uma sequéncia
fraca*-nula (Gp)n>1 em NBV ([0,1]) tal que B = {u € [0,1] : Gp(u) -/~ 0}.

DEMONSTRAGAO. Escreva B = ﬂjzof U;, onde (Uj);>1 é uma sequéncia
decrescente de conjuntos abertos relativamente a [0,1[. Para cada j > 1,
aplique o Lema 3.1.8 com U = U; e ¢ = 1/j, obtendo uma sequéncia
de intervalos dois a dois disjuntos ([a;x,bjx[)x>1- Note que o elemento de
NBV ([0, 1]) que corresponde a medida J,,, — dp;, de M([O, 1]), através da
isometria dada no enunciado do Teorema 2.4.20, é a funcao caracteristica
do intervalo [aj, bji[. Denote por Fj, € NBV ([0, 1]) a funcao caracteristica
do intervalo [aji,bji| e para cada n > 1, defina a funcao G, : [0,1] = R
como Gy, = Fj(p)k(n), onde n (j(n), k:(n)) é uma enumeracao arbitréria de
todos os pares de inteiros positivos. Note que a sequéncia (Gy,)n>1 é fraca™-
nula, ji que os elementos de C([O, 1]) sao fungoes uniformemente continuas

€ bj(n)k(n) — Qj(n)k(n) —5 0. Além disso, é facil ver que:

B ={u€l0,1] : Go(u) -/ 0}.
(]

INote que se X é um espaco topoldgico, entdao as componentes conexas de X sao
as classes de equivaléncia da relagao obtida declarando-se que z ~ y se, e somente se,
existe um subconjunto conexo de X que contém z e y. Logo, nesse caso particular, as
componentes conexas de U sao abertas relativamente a U, ja que U é localmente conexo.
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Recorde que dados conjuntos X e Y, uma funcao ¥ : X — Y e um
subconjunto C' de X, dizemos que C' é v-saturado se, e somente se, fixado
um conjunto de nivel B da 1, vale que C' é disjunto de B ou C contém B.
Além disso, sabemos que se X e Y forem espacos topoldgicos e a funcao
1 for continua, entao a imagem direta de um boreliano de X por v nao é
necessariamente um boreliano de Y. No entanto, no préximo lema, mostra-
remos que, sob certas hipdteses sobre 1, imagens diretas de subconjuntos
G5 e -saturados de X pela funcao v sao subconjuntos G5 de Y.

LEMA 3.1.10. Sejam X e Y espacos topolégicos e v : X — Y wma
sobrejecdo continua e fechada. Se C' é um subconjunto Gs e ¥-saturado de
X, entao Y[C] é um subconjunto Gs de ).

DEMONSTRAGAO. Como C' é um subconjunto G5 de X, temos que X'\ C
é um subconjunto F, de X'. Logo, do fato de v ser fechada, vem que [X'\ C]
é um F,. Para concluir a prova, note que Y \ ¢[C] = ¢[X \ C], pois ¢ é
sobrejetora e C' é 1p-saturado. O

LEMA 3.1.11. Sejam H uma reta compacta separdvel e A um subconjunto
Gs de H formado apenas por pontos internos de H. FEntao, existe uma
sequéncia fraca®-nula (Fy,)n>1 em NBV(H) tal que A é a uniao do conjunto
{t € H: F,(t) > 0} com um conjunto enumerdvel.

DEMONSTRAGAO. Se H é enumerdvel, entao tome F;,, = 0, para todo n.
Caso contrario, a Proposicao 2.1.45 garante que existe um funcao continua,
crescente e sobrejetora v : H — [0,1] tal que 1 ~!(u) é enumerdvel, para
todo u € [0, 1]. Se definirmos o conjunto E como:

E={ue[0,1]: ¢~ (u)] > 2},

entdo o fato de A ser formado apenas por pontos internos de H e o Corolario
2.1.46 implicam que:

(3.1.8) AcCy 10,10\ Q(v)] Uy [E].

Da inclusdo (3.1.8) segue que o conjunto A\~ ![E] é ¢-saturado e portanto,
temos que A\ ¢ [E] = ¢~![B], onde B é o subconjunto de ]0,1[\ Q(v))
definido como B = ¢ [A\ ¢ ![E]]. Afirmamos que B é um subconjunto
Gs de [0,1[. De fato, o Corolario 2.1.46 garante que o conjunto E é enu-
merdvel, o que implica que ¢ ~![E] é enumeravel, j4 que os conjuntos de
nivel da 1 s@o enumeraveis. Logo, como A é um subconjunto G5 de H
e P [E] é enumeravel, temos que A \ ¥ "'[E] é um subconjunto Gs de
H. Portanto, a conclusao segue se aplicarmos o Lema 3.1.10 para a funcao
continua, sobrejetora e fechada v e o conjunto v-saturado A\ ¢ ~![E]. Seja
(Gp)n>1 a sequéncia dada pelo Lema 3.1.9 e defina F;, = G,, 0, para todo
n > 1. De acordo com o Lema 3.1.3, temos que F,, pertence a NBV(H) e
|Frllsv = ||GnllBV, para todo n. Portanto, vale que a sequéncia (Fy,)p>1 €
limitada em NBV(H). E facil ver que:

$[B] = {t € H : Fy(t) -/ 0}.
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Dessa forma, para concluir a prova, resta mostrar que a sequéncia (Fy,)n,>1
é fraca*-nula. Para isso, podemos usar o Coroldrio 2.4.28, j4 essa sequéncia
é limitada. Para cada n > 1, denote por pu, € M(H) e v, € M([0,1])
as medidas que correspondem a F, e G,, respectivamente, através da iso-
metria dada no enunciado do Teorema 2.4.20. Dado u € [0,1], escreva
Y~ Hu) = [ay, by e note que Gy, (u) = F,(b,), para todo u € [0,1]. De
acordo com a Observacao 2.4.30, isso implica que . u, = v, e portanto,
a sequéncia (Q,Z)*(un))n>l é fraca*-nula em M ([0,1]). Finalmente, fixado
u € [0,1], denote por R, : H — [ay,b,] a retracdo candnica de H em
[@y, by]. Aplicando-se a equagao (2.4.39) da Observagao 2.4.30 para a funcao
continua, crescente e sobrejetora Ry, : H — [ay, by] € a medida p,, obtemos
que:

(3.1.9) (Ru)sttn = Gn(w)da, + (Gn(1) — Gn(u))dp,.

Note que do fato de B ser disjunto de Q(v), segue que se u pertence a Q(v),
entdo a equagao (3.1.9) implica que a sequéncia ((Ru)*,un)n>1 converge em
norma para 0. De fato, se u nio pertence a B, entdo G,(u) — 0 e além
disso, G, (1) — 0, pois a sequéncia (Gp)n>1 € fraca™-nula e 1 é um ponto

isolado & direita de [0, 1]. O

Agora, veremos no Lema 3.1.12, como associar um boreliano a uma
sequéncia de elementos no dual do espago de fungoes continua de uma reta
compacta. Para isso, recorde que dado um espaco topoldgico X', dizemos
que um subconjunto C de X é um subconjunto G5, de X se, e somente se,
C se escreve como uma uniao enumeravel de subconjuntos G5 de X.

LEMA 3.1.12. Sejam X um espago topoldgico e (Fy)n>1 uma sequéncia
de funcoes F,, : X — R que possuem no mdximo uma quantidade enumerdvel
de pontos de descontinuidade. Entao, o conjunto {p € X : F,,(p) -+ 0} é a
unidgo de um subconjunto Gs, de X com um conjunto enumerduvel.

DEMONSTRACAO. Inicialmente, fixe n,m > 1, denote por D,,, o con-
junto {p € X : |F,(p)| > 1/m} e note que se p pertence a D,,,, e ndo pertence
ao interior de D,,,, entao a funcao F;, é descontinua em p. Portanto, nossa
hipétese implica que D,,,,, se escreve como a uniao de um subconjunto aberto
de X com um conjunto enumeravel. Dessa forma, fixados m, k > 1, podemos
escrever:

+o0
(3.1.10) U Dy = Ak U B,

n>k
onde A,,r é um subconjunto aberto de X e E,,; é enumerdvel. Além disso,
é facil ver que:

+o00 400 +00

(3.1.11) {pex:F.(p) 4~ 0=J () U Dum.

m=1k=1n=k
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Finalmente, a conclusao segue das equagoes (3.1.10) e (3.1.11) e da ob-
servacao que fixado m > 1, o conjunto ﬂzg(Amk U E) € a unido de um
subconjunto Gs de X com um conjunto enumeravel, ja que:

+o0 +o0 +oo +oo
ﬂ Amkz - ﬂ (Amk U Emk) C m Amk U U Epnk.
k=1 k=1 k=1 k=1

O

Os préximos dois resultados resolvem problemas técnicos que enfrenta-
remos para demonstrar o Teorema 3.1.7.

LEMA 3.1.13. Sejam (pn)n>1 uma sequéncia fraca*-nula em M(L) e H
um subconjunto fechado de L que contém U:i’i Supp pn- Se Fy, corresponde

a by, otravés da isometria dada no enunciado do Teorema 2.4.20, entdo
F.(t) — 0, para todot € L\ H.

DEMONSTRAGAO. Fixe t € L\ H e note que se [0,¢] N H = (), entao
o fato que supp p, estd contido em H e o Corolario 2.3.13 implicam que
1 ([0,t]) = 0 e portanto, temos que F,(t) = 0, para todo n > 1. Caso
contrario, seja s o maximo de [0,¢] N H. Entao:

(3.1.12) Fo(t) = pn([0,s]NH), Vn > 1.

Fixado n > 1, denote por u,|g a restricao da medida u, & o-dlgebra dos bo-
relianos de H. De acordo com a Proposicao 2.3.24, temos que | g pertence
a M(H). Além disso, como H contém U:;g Supp fn, a Proposicao 2.3.25
garante que a sequéncia (pn|g)n>1 € fraca®-nula em M(H). Portanto, como
vale a equagao (3.1.12), nossa conclusao segue se mostrarmos que s é um
ponto isolado a direita de H, relativamente a H. Para ver que s é um ponto
isolado a direita de H, relativamente a H, note que t testemunha que s é
um ponto isolado a direita de H, relativamente a L. Logo, a Proposicao
2.1.12 garante que s ¢ isolado a direita em H, relativamente a H, ja que L
é completo e H é um subconjunto fechado de L. ([

LEMA 3.1.14. Sejam H uma reta compacta separdvel e C' um subconjunto
de H. Se C' ¢ formado somente por pontos internos de H, entdo existe um
subconjunto A de C tal que C'\ A é enumerdvel e todo ponto de A é um
ponto de acumulacdo bilateral de A, relativamente a H.

DEMONSTRAGAO. Seja A o conjunto dos pontos de condensacao bilateral
de C, relativamente a H. Note que a conclusao segue se mostrarmos que
C'\ A é enumerdvel. Escreva C\ A =5, US_, onde S (resp., S_) denota
o conjunto dos pontos de C' que nao sao pontos de condensacao a direita
(resp., & esquerda) de C, relativamente a H. Portanto, para concluir nosso
resultado, basta mostrarmos que S; e S_ sdo enumerdveis. Vejamos que
Sy é enumeravel. A prova de que S_ é enumeravel é feita de forma anéloga.
Para cada t € Sy, seja ¢’ um elemento de H tal que ¢’ > t e C Nt |
é enumeravel. Além disso, do fato de C ser formado apenas por pontos
internos de H segue que o intervalo |t,#'[ é nao vazio. Definindo o conjunto
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W = Uses, Jt, t'[, é facil ver que os intervalos abertos ]¢,#[, com t € S\ W,
sao dois a dois disjuntos. Dessa forma, a separabilidade de H implica que
S+ \ W é enumeravel. Finalmente, afirmamos que C' N W é enumeravel e
portanto, temos que Sy N W é enumeravel. De fato, note que a seguinte
colecao é uma cobertura aberta de C'NW:

U={Cn]t,t'[:t e S4}.

Portanto, o fato que H é uma reta compacta separavel e a Proposigao 2.1.34
implicam que CNW é Lindel6f e assim, temos que 4 admite uma subcober-
tura enumerdvel. Logo, a conclusao segue do fato que se t pertence a S,
entdo o conjunto C' N ¢, [ é enumerdvel. O

Finalmente, apresentamos a prova do Teorema 3.1.7.

Prova do Teorema 3.1.7. Suponha que ¢ tenha a coEP e seja A um
subconjunto G e separavel de L tal que todo ponto de A é um ponto de
acumulacao bilateral de A, relativamente a L. Inicialmente, note que como
todo ponto de A é um ponto de acumulagao bilateral de A, relativamente a
L, temos que todo ponto de A é um ponto interno de L, o que implica que
ANQ(p) = AN Qo(¢). Assim, para estabelecermos nosso resultado, basta
mostrarmos que o conjunto A N Q(¢) é enumeravel. Denote o fecho de A
por H e note que, se H estiver munido da restricao da ordem de L, entao
H é uma reta compacta separdvel e A é um subconjunto G5 de H formado
apenas por pontos internos de H. Seja (F,)n>1 a sequéncia fraca*-nula em
NBV(H) dada pelo Lema 3.1.11. Ou seja, vale que:

(3.1.13) A={te H:F,(t)—/ 0 UE,

onde E é um conjunto enumeravel. Para cada n > 1, denote por pu, a medida
em M(H) que corresponde a F),, através da isometria dada no Teorema
2.4.20, e por [i, a extensao de u, a L que é identicamente nula fora de
H. De acordo com a Proposicao 2.3.27, temos que cada ji, pertence a
M (L) e o Corolério 2.3.28 garante que a sequéncia (fin)n>1 ¢ fraca*-nula em
M (L). Portanto, se F,, denota o elemento de NBV(L) que corresponde a fiy,,
através da isometria dada no enunciado do Teorema 2.4.20, entao a sequéncia
(Fp)n>1 6 fraca*nula em NBV(L). Como ¢ tem a coEP, a Proposicio 3.1.4
nos diz que o conjunto {t € Q(¢) : F,(t) -/ 0} é enumeravel. Finalmente,
note que a funcio F,, é uma extensdo de F},, para todo n > 1 e portanto,
temos que o conjunto {t € Q(¢) N H : F,(t) -/ 0} é enumerdvel. Assim,
concluimos nossa prova, ja que a equagao (3.1.13) implica que:

ANQ(¢) ={te HNQ(): Fu(t) > 0} U (ENQ(9)).

Reciprocamente, seja T : C'(L) — ¢o um operador limitado associado a uma
sequéncia fraca*-nula (pp)n>1 em M(L). Para cada n > 1, denote por F,
o elemento de NBV(L) que corresponde a ji,, através da isometria dada no
enunciado do Teorema 2.4.20 e note que de acordo com a Proposigao 3.1.4,
para concluirmos a prova do teorema, basta mostrarmos que o conjunto
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{t € Q(¢) : F,(t) -4 0} é enumeravel. Como cada F,, tem variacao limi-
tada, a Proposicao 2.4.12 garante que F) tem no maximo uma quantidade
enumeravel de pontos de descontinuidade e portanto, o Lema 3.1.12 implica
que podemos escrever {t € L : F,(t) -4+ 0} como a unido de |J> Cy,
com um conjunto enumeravel, onde cada C,, é um subconjunto Gs de L.
Dessa forma, a conclusdo segue se mostrarmos que o conjunto Cyp, N Q(¢)
é enumeravel, para todo m > 1. Fixe m > 1 e note que se H ¢é o fecho de
Uiﬁ SUpp fin, entao segue do Lema 3.1.13 que C), estd contido em H. Além
disso, observe que se H estiver munida da restricao da ordem de L, entao
podemos assumir, sem perda de generalidade, que C, é formado apenas por
pontos internos de H. De fato, a Proposicao 2.3.25 garante que a sequéncia
(ttn|H)n>1 é fraca®*-nula em M (H), onde p,|g denota a restrigao da medida
Uy, & o-algebra dos borelianos de H. Assim, usando o Lema 3.1.2 e o fato
que F,|g é o elemento de NBV(H) correspondente a medida i, |g, através
da isometria dada no enunciado do Teorema 2.4.20, obtemos que o conjunto:

{t € H : t é um ponto externo de H e F,(t) - 0}

é enumeravel. Note que isso implica que apenas uma quantidade enumeravel
de elementos de C), podem ser pontos externos de H. Portanto, podemos
assumir que C,, é formado apenas por pontos internos de H. Dessa forma,
como a Proposicao 2.4.32 garante que H é separavel, aplicando o Lema 3.1.14
para o conjunto C),, obtemos um subconjunto A,, de Cy, tal que Cy, \ 4,, é
enumeravel e todo ponto de A, é um ponto de acumulagao bilateral de A,,,
relativamente a H. Logo, note que a conclusao segue se mostrarmos que o
conjunto A,,NQ(¢) é enumerdvel. Segue do fato que Cy, é um G5 de L e que
A, é coenumerével em C), que A,, é um subconjunto G5 de L. Além disso,
o Corolério 2.1.14 garante que todo ponto de A, é um ponto de acumulagao
bilateral de A,,, relativamente a L. Finalmente, a separabilidade hereditaria
da reta compacta separdavel H implica que A,, é separdvel. Portanto, nossa
hip6tese garante que A,, N Q(¢) é enumerdvel. O

3.2. O caso separavel

Como dito no inicio desse capitulo, nessa se¢ao, vamos estudar em mais
detalhes o problema da coEP para as subélgebras ¢*C'(L) de C'(K), no caso
em que a reta L é separavel. Inicialmente, observamos que nesse caso, a
caracterizacao apresentada no Teorema 3.1.7 pode ser simplificada. Esse é
o conteudo do préximo teorema.

TEOREMA 3.2.1. Sejam K e L retas compactas, com L separdvel. Uma
funcdo continua, crescente e sobrejetora ¢ : K — L tem a coEP se, e
somente se, vale a sequinte condicao: Dado C um subconjunto G de L,
se todo ponto de C' for um ponto interno de L, entao CNQ(¢p) = CNQo(¢p)
€ enumerdvel.

DEMONSTRAGAO. Para estabelecer o resultado, note que a Proposicao
2.1.38 garante que todo subespaco de L é separdvel. Além disso, o Lema
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3.1.14 nos diz que se C é um subconjunto de L formado apenas por pontos
internos de L, entdo existe um subconjunto A de C tal que A é coenu-
meravel em C e todo ponto de A é um ponto de acumulagao bilateral de A,
relativamente a L. Portanto, a conclusao segue do Teorema 3.1.7. U

Note que o Teorema 3.2.1 implica que se o conjunto Qo(¢) é enumeravel,
entao a funcao ¢ tem a cgEP. Portanto, é natural nos perguntarmos se
a reciproca dessa afirmacao é verdadeira. Ou seja, vale que se a funcao
¢ : K — L tem a ¢pEP, entao o conjunto Qo(¢) é enumeravel? No restante
dessa secao, investigaremos essa questao. Para isso, introduzimos a seguinte
definicao.

DEFINIGAO 3.2.2. Sejam K e L retas compactas e ¢ : K — L uma
funcao continua, crescente e sobrejetora. Dizemos que a funcao ¢ é de tipo
enumerdvel se, e somente se, o conjunto Qo(¢) ¢ enumeravel.

No préximo exemplo, veremos que existem funcoes que possuem a coEP
e nao sao de tipo enumeravel.

EXEMPLO 3.2.3. Seja X um subconjunto de [0, 1] tal que [0,1] \ X é
nao enumeravel e no entanto, [0,1] \ X nao contém nenhum subconjunto
fechado nao enumerdvel de [0, 1] ([15, Example 8.24]). Portanto, temos que
[0, 1]\ X n&o contém nenhum subconjunto boreliano nao enumerével de [0, 1]
([15, Theorem 13.6]). Considere as retas compactas separaveis K = DA e
L = DA(X) e seja ¢ : K — L a sobrejecdo continua e crescente associada
a inclusdo X C [0,1]. Note que Qo(¢) = (]0,1[\ X) x {0} e portanto,
a funcdo ¢ nao é de tipo enumeravel. Agora, vamos mostrar que ¢ tem
a coEP. Para isso, vamos usar o Teorema 3.2.1, ji que a reta compacta L
¢é separavel. Na verdade, veremos que todo subconjnto Gs de L formado
apenas por pontos internos de L é enumeravel. Seja C' um subconjunto Gs
de L formado apenas por pontos internos de L, ou seja:

(3.2.1) C c (]o,1[\ X) x {0}.

Da inclusao (3.2.1) segue que C' é um conjunto m-saturado e portanto, vale
que C' = 7, ![B], onde o conjunto B C ]0,1[\ X é definido como B = 7 [C].
Além disso, o Lema 3.1.10 aplicado a funcao continua, sobrejetora e fechada
m e ao conjunto Gy e m-saturado C' de L nos dd que B é um subconjunto
Gs de [0, 1]. Assim, da definigao de X segue que o conjunto B é enumerével
e portanto, temos que C é enumeravel.

Note que, de acordo com o exemplo acima, nao vale que toda funcao
continua, crescente e sobrejetora entre as retas compactas K e L que possui
a coEP é de tipo enumeravel, mesmo no caso em que L é separavel. No en-
tanto, o conjunto usado no Exemplo 3.2.3 para a construcao de L é bastante
“estranho”. De fato, ele nao pode ser boreliano e, assumindo a existéncia
de certos grandes cardinais, ele nao pode pertencer a hierarquia projetiva
([15, Theorem 38.17] e [22]). Dessa forma, é natural nos perguntarmos se
sob certas hipoteses de regularidade sobre a reta compacta L, vale que toda
funcgao continua, crescente e sobrejetora ¢ : K — L com a coEP é de tipo
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enumeravel. Note que dado um subconjunto X de [0,1], o conjunto dos
pontos internos da reta compacta DA(X) coincide com (]0,1[\ X) x {0}.
Portanto, a estranheza do conjunto X usado no Exemplo 3.2.3 se reflete na
estrututa do conjunto dos pontos internos de DA(X). Mais precisamente,
na Proposigao 3.2.4, veremos que o conjunto dos pontos internos de DA(X)
é um boreliano se, e somente se, X é um subconjunto boreliano de [0, 1].
Observe que a peca fundamental da demonstragao da Proposicao 3.2.4 é o
fato que a imagem inversa de um boreliano de L por uma funcao crescente
definida numa reta compacta e tomando valores em L é um boreliano, se L
for separavel. Esse é o contetido do Lema 3.2.6, cuja prova é apresentada
depois da Proposicao 3.2.4.

PROPOSIGAO 3.2.4. Seja X um subconjunto de [0,1]. O conjunto dos
pontos internos de DA(X) € um subconjunto boreliano de DA(X) se, e so-
mente se, X € um boreliano de [0, 1].

DEMONSTRAGAO. Suponha que X seja um subconjunto boreliano de
[0,1] e note que o conjunto dos pontos internos de DA(X) coincide com
(10,1[\ X) x {0}. Além disso, se m : DA(X) — [0,1] denota a primeira
projecao, entao temos que:

(3.2.2) (10,1[\ X) x {0} = = '[]0, 1]\ X].

Portanto, segue da equagao (3.2.2) e do fato que a imagem inversa de um bo-
reliano por uma funcdo continua é um boreliano que o conjunto dos pontos
internos de DA(X) é um boreliano. Reciprocamente, suponha que o con-
junto dos pontos internos de DA (X)) seja um boreliano e note que |0, 1[\ X é a
imagem inversa do conjunto dos pontos internos de DA (X)) pela fungao cres-
cente A : [0,1] — DA(X) definida como A(u) = (u,0), para todo u € [0, 1].
Logo, como DA(X) é separdvel, o Lema 3.2.6 garante que a funcao A é men-
suravel, se [0,1] e DA(X) estiverem munidos de suas o-algebras de Borel.
Portanto, temos que |0, 1]\ X é um subconjunto boreliano de [0, 1]. O

Agora, vamos demonstrar o Lema 3.2.6. Na verdade, esse resultado serd
uma consequéncia do Lema 3.2.5 que garante que toda fung@o crescente
A : K — L é mensuravel, se K estiver munida de sua o-algebra de Borel e
L de sua o-algebra de Baire. Recorde que dado um espago topolégico X,
a o-dlgebra de Baire de X é a o-algebra de subconjuntos de X induzida
pelas funcoes continuas definidas em X e tomando valores em R. Em outras
palavras, a o-algebra de Baire de X é a menor o-algebra de subconjuntos de
X que faz com que toda func¢ao continua definida em X e tomando valores em
R seja mensuravel. Se A denota a o-algebra de Baire de X', entao afirmamos
que A coincide com a o-algebra gerada pelo conjunto:

(3.2.3) {f710) tal que f: X — R ¢é uma funcao continua}.

De fato, é claro que a o-algebra gerada por (3.2.3) estd contida em A. Por
outro lado, note que se f: X — R é uma funcao continua e ¢ é um nimero
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real, entdo a funcdo g : X — R definida como g(z) = min (0, f(x) —¢), para
todo z € X, também é continua. Além disso, é facil ver que:

(3.2.4) {reX: fx)>c}=g40).

Como a igualdade (3.2.4) vale para todo nimero real ¢ fixado, temos que
a funcao f é mensuravel com respeito a o-dlgebra gerada pelo conjunto
(3.2.3). Portanto, a conclusao segue da minimalidade da o-dlgebra de Baire.
Finalmente, note que segue facilmente do discutido acima que a o-algebra de
Baire A possui a seguinte propriedade: Dados um espago mensuravel (Y,C)
e uma fungao A : (Y,C) — (X, .A), vale que \ é mensurdvel se, e somente
se, a fungdo fo A : (Y,C) — R é mensuravel, para toda funcao continua
f:X—=R.

LEMA 3.2.5. Sejam K e L retas compactas e A : K — L uma funcdo.
Se K estd munida de sua o-dlgebra de Borel, L de sua o-dlgebra de Baire e
A € crescente, entdo \ € uma funcdo mensurdvel.

DEMONSTRAGAO. Como discutido acima, a conclusao segue se mostrar-
mos que para toda funcdo continua f : L — R, vale que fol: K - R
¢é Borel-mensuravel. Note que a Proposi¢ao 2.2.12 garante que o conjunto
das fungbes continuas e crescentes é linearmente denso em C(L). Portanto,
como o limite pontual de fungoes mensuraveis é mensuravel, basta mostrar-
mos que se f: L — R é uma funcao continua e crescente, entdo a fungao
foX: K — R é Borel-mensuravel. Finalmente, fixe uma funcgao crescente
f: L — R e observe que para todo ¢ € R, o conjunto {s € K : (fol)(s) < ¢}
é um intervalo de K e portanto, um boreliano. Isso estabelece nosso resul-
tado. O

Note que se um espaco topologico X é perfeitamente normal, entao suas
o-algebras de Baire e de Borel coincidem. De fato, é claro que a o-algebra de
Baire esta sempre contida na o-algebra de Borel de um espaco topoldgico.
Para ver a outra inclusao, recorde que todo subconjunto fechado de um
espaco perfeitamente normal X é da forma f~1(0), para alguma funcio
continua f : X — R. Portanto, como a Proposicao 2.1.36 garante que toda
reta compacta separdvel é perfeitamente normal, temos que as o-algebras de
Baire e de Borel de uma reta compacta separavel coincidem. Dessa forma,
o seguinte lema é uma consequéncia do Lema 3.2.5.

LEMA 3.2.6. Sejam K e L retas compactas e A : K — L uma func¢ao
crescente. Se K e L estiverem munidas de suas o-dlgebras de Borel e a reta
compacta L for separdvel, entdo a fun¢do A € mensurdvel. O

Tendo em vista o discutido acima, decidimos considerar a seguinte nocao
de regularidade para as retas compactas separdveis.

DEFINIGAO 3.2.7. Uma reta compacta separdvel L é dita Borel regular
se, e somente se, o conjunto de seus pontos internos é um boreliano de L.

Dessa forma, gostariamos de investigar se uma funcao continua, cres-
cente e sobrejetora ¢ : K — L com a cgEP, é necessariamente de tipo
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enumeravel, no caso em que reta a compacta L é separavel e Borel-regular.
Surpreendentemente, como veremos a seguir, a resposta para essa questao
¢ independente dos axiomas de ZFC. Mais precisamente, mostraremos na
Proposigao 3.2.8, que assumindo a Hip6tese do continuo (CH), existem retas
compactas separaveis K e L, com L Borel-regular e uma funcao ¢ : K — L
continua, crescente e sobrejetora que possui a coEP, mas nao é de tipo enu-
meravel. Finalmente, na Proposigao 3.2.10, veremos que sob o Axioma de
Martin e a negacao da Hipdtese do continuo (MA+- CH), toda funcéo
continua, crescente e sobrejetora ¢ : K — L com a cpEP é de tipo enu-
meravel, no caso em que L é Borel-regular. Observamos que no Apéndice
C, apresentamos uma pequena discussao sobre o Axioma de Martin.

Note que precisamos da Hipdtese do continuo na prova da Proposicao
3.2.8 para concluir que a cardinalidade da colecao dos subconjuntos Gs de
[0, 1] que estao contidos num subconjunto ndo enumeravel de [0, 1] é w;. De
fato, seja Y um subconjunto nao enumeravel de [0, 1] e observe que como
todo ponto de [0,1] é um Gg, temos que a colegdo dos subconjuntos Gs
de [0,1] contidos em Y tem cardinalidade maior ou igual a w;. Por outro
lado, do fato de [0, 1] possuir uma base enumerével de abertos segue que a
colecao dos subconjuntos Gy de [0, 1] tem cardinalidade menor ou igual a 2¢.
Portanto, assumindo a Hipdtese do continuo, concluimos que a cardinalidade
da colecao dos subconjuntos G de [0, 1] contidos em Y é wj.

PROPOSICAO 3.2.8. Assuma CH. Existem retas compactas separdveis K
e L, com L Borel-reqular, e uma funcdo continua, crescente e sobrejetora
¢ K — L que tem a coEP, mas nao € de tipo enumerdvel.

DEMONSTRAGAO. Seja X um subconjunto boreliano de [0, 1] que nao
é um conjunto F,g, ou seja, o complementar de X nao é um subconjunto
Gs, de [0,1] ([15, Theorem 22.4]). Note que o conjunto |0,1[\ X é nao
enumeravel. De fato, se esse conjunto fosse enumeravel, entdo ele seria um
G5, de [0, 1], ja que todo ponto de [0, 1] é um Gs. No entanto, isso nao pode
acontecer, ja que estamos supondo que o conjunto X nao é um F,s5. Logo,
do discutido acima vem que, se assumirmos a Hipdtese do continuo, entao
a cardinalidade da cole¢@o de subconjuntos Gs de [0, 1] que estao contidos
em ]0,1[\ X é w; e portanto, podemos enumerar essa colegdo como:

{Ba:a <wi}.

Além disso, do fato de ]0, 1]\ X nao ser um subconjunto G5, de [0, 1] segue
que dado a < wy, o conjunto dos pontos de ]0,1[\ X que ndo pertencem a
Up<a(Bs U{ug}) € nao vazio. Dessa forma, podemos definir, por recursao,
uma familia (uq)a<w, de elementos distintos de ]0, 1]\ X tal que, para todo
@ < wi, 0 ponto us nao pertence ao conjunto (Jg, (B U {ug}). Defina
S = {uq : @ < wi}, as retas compactas separaveis K = DA(X US) e
L = DA(X) e considere ¢ : K — L a fungao continua, crescente e sobrejetora
associada a inclusao X € X U S. De acordo com a Proposicao 3.2.4, temos
que a reta compacta separavel L é Borel-regular. Além disso, vale que
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Qo(p) = S x {0}, e portanto ¢ nao é de tipo enumerdvel. Finalmente,
usando o Teorema 3.2.1, vamos mostrar que ¢ tem a cgEP. Seja C um
subconjunto Gy de L formado apenas por pontos internos de L. Ou seja,
vale que:

(3.2.5) C c (]0,1[\ X) x {0}.

Observe que se 7 : DA(X) — [0,1] denota a primeira projegao, entao
a inclusdo (3.2.5) implica que C' é um conjunto 7i-saturado e portanto,
temos que C' = 7, '[B], onde o conjunto B C ]0,1[\ X é definido como
B = m[C]. Portanto, aplicando o Lema 3.1.10 para a fungao continua,
sobrejetora e fechada 71 e o conjunto Gy e mi-saturado C, obtemos que B
é um subconjunto G5 de [0, 1]. Dessa forma, existe um ordinal enumeravel
« tal que B = B,. Finalmente, a enumerabilidade do conjunto C' N Qo (¢)
segue do fato que S N B, C {ug : B < a} e da igualdade:

CNQo(¢) = (BaNS) x {0}
([

Agora, vamos apresentar a prova da Proposicdo 3.2.10. Note que o
coragao dessa proposicao é o Lema 3.2.9 abaixo. Na verdade, como discutido
no Apéndice C, vale que dado um cardinal infinito , se assumirmos MA (k),
entao todo subconjunto de w“ com cardinalidade menor ou igual a x esta
contido num subconjunto o-compacto de w*. Como veremos, para provar a
Proposigao 3.2.10, precisamos assumir apenas MA (wy).

LEMA 3.2.9. Assuma MA(wi). Todo subconjunto de w* com cardina-
lidade menor ou igual a wi estd contido num subconjunto o-compacto de

wv.

DEMONSTRAGAO. Veja a Proposicao C.7. O

PROPOSIGAO 3.2.10. Assuma MA(wy). Sejam K e L retas compactas e
¢ : K — L uma funcdo continua, crescente e sobrejetora. Se ¢ tem a coEP
e L ¢ separdvel e Borel-regular, entdo ¢ € de tipo enumerdvel.

DEMONSTRAGAO. A conclusao é trivial se L é enumeravel. Assuma que
L é nao enumerével e suponha, por absurdo, que ¢ nao seja de tipo enu-
meravel. Nosso plano é mostrar que isso implica que existe um subconjunto
G5 de L formado apenas por pontos internos de L cuja intersec¢ao com
Qo(¢) é nao enumeravel. Dessa forma, do fato de L ser separdvel e do Te-
orema 3.2.1 seguird que ¢ nao tem a cogEP. Note que a Proposicao 2.1.45
garante que existe uma sobrejecdo continua e crescente ¢ : L — [0,1] tal
que ¥~ (u) é enumeravel, para todo u € [0,1]. Afirmamos que o conjunto
10,1[ \ Q(¥) é um subconjunto boreliano de [0,1]. De fato, é facil ver que
todo elemento do conjunto 1! []0, 10\ Q(w)] ¢ um ponto interno de L e
assim, segue do Corolario 2.1.46 que o conjunto dos pontos internos de L é
a unido de ¢~ []0,1[\ Q(¢))] com um conjunto enumerével. Portanto, como
L é Borel-regular, vale que ¢~ []O7 17\ Q(¢)] é um subconjunto boreliano
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de L. Finalmente, de acordo com o Lema 3.2.6, temos que |0, 1[\ Q(v) é
um subconjunto boreliano de [0, 1], j& que é a imagem inversa do conjunto
¢=110,1[\ Q(¢)] por uma inversa & direita e crescente A : [0,1] — L de
1. Além disso, note que como Qo(¢) estd contido no conjunto dos pontos
internos de L, o Corolario 2.1.46 garante que:

(3.2.6) Qo(¢) C v'[]0,1[\ Q(v)] U D,

onde D é um conjunto enumerdvel. Logo, o conjunto |0, 1[\ Q()) nao é
vazio, ja que se ele fosse vazio, entao a equagao (3.2.6) implicaria que Qo(¢)
é enumerdavel, o que contradiz nossa hipétese de absurdo. Dessa forma,
o conjunto boreliano e nao vazio |0,1[\ Q(¢)) é a imagem de uma funcao
continua 6 : w* — [0,1] ([15, Theorem 13.7]). Da inclusao (3.2.6) vem que
o conjunto Qo(¢) \ D é 1p-saturado, o que implica que Qo(¢) \ D = ¥~1[S],
onde o conjunto S C ]0,1[\ Q() ¢ definido como S = 1[Qo(¢) \ D]. Assim,
nossa hipotese de absurdo garante que S é um subconjunto nao enumeravel
da imagem de 6 e portanto, existe M C w® tal que |M| = w1, 0|37 é injetora
e O[M] C S. De acordo com o Lema 3.2.9, temos que M estd contido num
subconjunto o-compacto de w* e portanto, existe um subconjunto compacto
K de w* tal que |[M N K| = w;. Entao, §[K] é um subconjunto compacto
de ]0,1[\ Q(¢) e S N O[K] é ndo enumerdvel. Para concluir o resultado,
note que se definirmos C' = ¢! [9 [/C]], entdao C' é um subconjunto G§ de L
formado apenas por pontos internos de L cuja interseccao com Qo(¢) é nao
enumeravel. Para ver que essa interseccdo é nao enumeravel, observe que o
conjunto 1! [§[K] N S] é ndo enumerdvel e que:

Y ORI N ST = ¢~ [OIK]) Ny S] € €N Qo().






CAPITULO 4

A propriedade de Sobczyk para retas compactas

Note que se um espago de Banach X tem a cgEP separavel, entao toda
copia isomorfa de cg em X é complementada. Dizemos que um espaco de Ba-
nach X possui a propriedade de Sobczyk se, e somente se, toda cépia isomorfa
de cg em X é complementada. O principal objetivo desse capitulo é mostrar
que se K é uma reta compacta, entao o espago C'(K) tem a propriedade de
Sobczyk. E interessante observar que se K é uma reta compacta, entdao o
espaco C'(K) pode nao ter a ¢oEP separdvel, no entanto, esse espago sempre
possui a propriedade de Sobczyk. Como veremos, o fato do espago C(K) ter
a propriedade de Sobczyk segue do resultado que todo subespago de C(K)
com dual separdvel tem a ¢coEP em C(K), se K for uma reta compacta. A
Secao 4.2 é devotada a prova desse resultado. Na Secao 4.1, apresentamos
uma caracterizagao das retas compactas cujos espacos de fungdes continuas
tém a cpEP e a cgEP separavel.

4.1. Caracterizagao de retas compactas com a cgEP

O objetivo dessa secao é apresentar uma caracterizagao das retas com-
pactas cujos espagos de fungoes continuas possuem a cgEP e a cgEP separavel
(Teorema 4.1.2). Recorde que no Corolario 1.2.5, vimos que se um compacto
Hausdorff K é Rp-monolitico, entdo C(K) possui a ¢coEP separdvel. No Te-
orema 4.1.2, vamos mostrar que as Unicas retas compactas cujos espacos de
fungGes continuas possuem a coEP separdvel sdo as Ng-monoliticas. Além
disso, veremos que se K é uma reta compacta, entao a coEP e a coEP se-
paravel sao propriedades equivalentes para o espago C(K). Na prova do
Teorema 4.1.2, usaremos o Lema 4.1.1 abaixo, que garante que se X é um
subconjunto nao enumerével de [0, 1], entao o espago C (DA(X )) nao pos-
sui a ¢gEP separavel. Faremos isso mostrando que a subdlgebra separavel
71C([0,1]) ndo possui a ¢gEP em C(DA(X)), onde m : DA(X) — [0,1]
denota a primeira projecao.

LEMA 4.1.1. Se X ¢ um subconjunto nao enumerdvel de [0,1], entdo a
subdlgebra 7;C ([0, 1]) ndo tem a coEP em C(DA(X)).

DEMONSTRAGAO. Seja ( [an,bnl), -,
dos em [0, 1] tal que lim,_,00(by — a) = 0 e todo ponto de [0, 1[ pertence a
uma quantidade infinita de [a,, b,[. Se para cadan > 1, definirmos a medida
Ly em M ([0, 1]) como iy, = dq, — 0p,, entao a continuidade uniforme dos

uma sequéncia de intervalos conti-

clementos de C'([0,1]) vai implicar que a sequéncia (pn)n>1 ¢ fraca*-nula
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em M([O, 1]) Para cada n > 1, denote por F,, € NBV ([O, 1]) a funcao
que corresponde a fi,, através da isometria dada no enunciado do Teorema
2.4.20. Note que F,, é a funcao caracteristica do intervalo [a,, b,[, para todo
n e que Q(m1) = X. Portanto, temos que:

X\ {1} c{ueQ(m): F,(u) -+ 0}.
Logo, o conjunto {u € Q(m1) : Fj,(u) -4 0} é ndo enumerével. Dessa forma,
a Proposicao 3.1.4 implica que se T : C([O, 1]) — ¢p € o operador associado
a sequéncia fraca*-nula (F},),>1, entdo o operador:

To(n})~ ! miC([0,1]) — co
nao admite extensdo limitada a C'(DA(X)). O

Agora, vamos apresentar o Teorema 4.1.2. Note que a idéia central
na prova de que o espaco de fungoes continuas de uma reta compacta No-
monolitica possui a ¢gEP, é o fato que as medidas de Borel finitas e regulares
numa reta compacta possuem suportes separaveis. Na verdade, a prova
de que a condicao (a) implica a condi¢ao (b) no Teorema 4.1.2 pode ser
facilmente adaptada para uma prova de que se K é um compacto Hausdorff
cujo espaco de funcOes continuas possui a coEP separavel e o suporte de
todo elemento de M (K) é separdvel, entao C(K) tem a coEP.

TEOREMA 4.1.2. Seja K uma reta compacta. As sequintes condigdes
sao equivalentes:
(a) K é Ng-monolitica;
(b) C(K) tem a coEP;
(¢) C(K) tem a coEP separdvel.

DEMONSTRAGAO. Assuma (a) e vamos provar (b). Seja T : X — ¢o
um operador limitado definido num subespago fechado X de C(K). Se
considerarmos T' com contradominio em [, entdo a Proposicao 1.1.1 ga-
rante que 7" possui uma extensao de Hahn—-Banach S : C(K) — lo. Note
que a Proposicao 1.1.13 implica que a conclusao segue se mostrarmos que
o quociente C(K)/S™1[co] é separavel. Denote por (pi,)n>1 a sequéncia li-
mitada em M (K) associada ao operador S. De acordo com a Proposi¢ao
2.4.32, temos que supp p,, € separavel, para todo n. Portanto, o fecho F' de

::3 supp g, também é separdvel. Logo, a condigao (a) garante que F é
metrizdvel. Por outro lado, da definicao de F' segue que se f é uma fungao
em C(K) que é identicamente nula em F', entao S(f) = 0. O que implica
que o subespago C(K|F) de C(K) formado pelas fungbes que se anulam
em F estd contido em S~'[cy]. Assim, para concluir que C(K)/S ![co] é
separavel, basta mostrarmos que o quociente C(K)/C(K|F) é separavel.
Mas, esse ultimo quociente é separavel, ja que ele é isomorfo a C(F') e F é
metrizavel. Claramente, (b) implica (¢). Agora, vamos assumir (¢) e pro-
var (a). Assumindo, por contradi¢ao, que K nao é Xyp-monolitica, segue da
Proposicao 2.1.48 que K contém uma copia homeomorfa da reta compacta
DA(X), onde X é um subconjunto nao enumeravel de [0,1]. Além disso, de
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acordo com o Corolério 2.2.16, C'(K) contém uma cépia isomorfa do espago
C(F), onde F' é o subconjunto de K homeomorfo a DA(X). Portanto, vale
que C(K) possui uma copia isomorfa de C(DA(X)). Finalmente, do fato da
propriedade da co-extensao separavel ser hereditdria para subespacgos fecha-
dos segue que se C'(K) tivesse a coEP separavel, entao C(DA(X )) também
teria essa propriedade. Mas, isso contradiz o Lema 4.1.1 e estabelece nosso
resultado. O

OBSERVACAO 4.1.3. Na Observacao 1.1.17, vimos que espacos de Ba-
nach que sao subespacos de espagcos WCG possuem a coEP. No entanto, a
reciproca nao vale. Na verdade, o Teorema 4.1.2 implica que nao vale nem
mesmo que um espago de Banach com a cyEP é necessariamente isomorfo
a um subespago de um espaco WCG. De fato, note que de acordo com a
Proposigao B.4, se um espago de Banach da forma C(K) é isomorfo a um
subespago de um WCG, entéo ele préprio é WCG. Além disso, sabemos que
dado um compacto K, vale que o espaco C(K) é WCG se, e somente se, K
¢ um compacto de Eberlein ([10, Theorem 14.9]). Finalmente, a conclusao
segue se aplicarmos o Teorema 4.1.2 para as retas compactas Rg-monoliticas
que nao sao compactos de Eberlein. Note que na Proposicao B.11, exibimos
uma classe de retas compactas que sao Ng-monoliticas e nao sao compactos
de Eberlein.

4.2. A propriedade de Sobczyk

Como dito no inicio desse capitulo, essa secao é dedicada a prova do
Teorema 4.2.4, que diz que se K é uma reta compacta, entao todo subespaco
fechado e com dual separdvel de C(K) tem a ¢oEP em C(K). Note que isso
implica que toda cépia isomorfa de ¢y em C(K) é complementada. Em
outras palavras, o espago de funcoes continuas de uma reta compacta possui
a propriedade de Sobczyk.

DEFINICAO 4.2.1. Dado um espaco de Banach X, dizemos que X possui
a propriedade de Sobczyk se, e somente se, toda copia isomorfa de cyg em X
é complementada.

A prova do Teorema 4.2.4 depende dos Lemas 4.2.2 e 4.2.3. Note que o
Lema 4.2.2 introduz no problema da extensao de operadores definidos num
subespaco separavel de C'(K') uma subdlgebra de Banach de C'(K') com boas
propriedades e que nos permitira concluir o resultado usando o Lema 4.2.3.

LEMA 4.2.2. Sejam K wuma reta compacta zero-dimensional e X um
subespago fechado de C(K). Se X € separdvel, entdo eristem uma reta
compacta metrizavel e zero-dimensional L e uma func¢do continua, crescente
e sobrejetora ¢ : K — L tal que X estd contido em ¢*C(L).

DEMONSTRAGAO. Como K ¢é uma reta compacta zero-dimensional, o
Lema 2.4.24 garante que o conjunto:

(4.2.1) {X[O,s] : s é isolado a direita em K'}
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é linearmente denso em C(K). Portanto, segue da separabilidade de X que
existe um subconjunto enumerédvel E de (4.2.1) tal que X estd contido no
subespago de Banach de C(K) gerado por E. Assim, de acordo com as
Proposicoes A.12 e A.14, a subdlgebra de Banach com unidade e separdvel
de C(K) gerada por E é da forma ¢*C(L), onde L é um espago compacto
metrizédvel e ¢ : K — L é uma funcdo continua e sobrejetora. Além disso,
como os elementos de E sao fungées simples, a Proposigao A.15 garante que
o espaco L é zero-dimensional. Finalmente, o fato que os elementos de F sao
funcoes monétonas e a Proposicao A.16 implicam que ¢~ *(y) é um intervalo
fechado de K, para todo y € L. Portanto, o Corolario 2.1.42 garante que
existe uma tunica ordem total em L cuja topologia da ordem coincide com
a topologia original de L e a funcao ¢ : K — L é crescente, se L estiver
munida dessa ordem. ]

O Lema 4.2.3 é um resultado sobre a decomposicao de operadores. Note
que ele é a parte realmente complicada da prova do Teorema 4.2.4. Dessa
forma, a seguir, vamos enunciar o Lema 4.2.3 e apresentar a prova do Teo-
rema 4.2.4 usando esse lema. Depois, nos dedicaremos a demonstragao do
Lema 4.2.3.

LEMA 4.2.3. Sejam K e L retas compactas zero-dimensionais, X um
espaco de Banach com dual separdvel e ¢ : K — L uma fung¢do continua,
crescente e sobrejetora. Assuma que L seja metrizavel. Dados operadores
limitados T : C(L) — ¢g e R: X — C(L) e nimeros reais €,&' > 0, existem
operadores limitados T : C(K) — ¢o e S : C(L) — ¢ tais que:

T=T o¢*+ 8,
1T < (A+NTN, IS < A+NTI e [[SoR| <e.

TEOREMA 4.2.4. Se K € uma reta compacta, entdo todo subespaco de
Banach de C(K) com dual separdvel tem a coEP em C(K).

DEMONSTRAGAO. Primeiro, observamos que basta provar o teorema
no caso em que a reta compacta K é zero-dimensional. De fato, supo-
nha que tenhamos estabelecido o resultado para as retas compactas zero-
dimensionais e seja K uma reta compacta arbitraria. Recorde que a Pro-
posigao 2.1.29 garante que o conjunto K x {0,1}, munido da ordem le-
xicografica, é uma reta compacta zero-dimensional. Dessa forma, a con-
clusdo segue do fato que a primeira projecao m : K x {0,1} — K induz
uma imersao isométrica de C(K) em C(K x {0,1}), através do operador
de composicio 77 : C(K) — C(K x {0,1}). No que segue, K ¢é uma
reta compacta zero-dimensional e X é um subespac¢o de Banach de C(K)
com dual separavel. Nosso objetivo é mostrar que o operador de restricao
t: B(C(K),co) — B(X, cp) é sobrejetor. Note que para isso, basta mostrar-
mos que existe um ndmero real positivo s, tal que o fecho da imagem da bola
unitéria fechada de B(C(K), ) por t contém a bola aberta de B(X, ¢y) com
centro 0 e raio s ([9, Lemma 2.23]). Como veremos a seguir, podemos tomar
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s = %. Considere a reta compacta metrizavel e zero-dimensional L e a funcao
continua, crescente e sobrejetora ¢ : K — L dadas pelo Lema 4.2.2 e denote
por R: X — C(L) a restricio a X da isometria (¢*)~! : ¢*C(L) — C(L).
Fixado Ty € B(X, cp) com ||Tp| < g, vejamos que Ty pertence ao fecho da
imagem da bola unitaria fechada de B (C (K), co) pelo operador t. Para isso,
vamos mostrar que dado € > 0, existe 7" € B(C(K),co) tal que [|T7]] < 1
e |[¢(T") — Tp|| < e. Fixado £ > 0, note que como C(L) é separavel, a Pro-
posicao 1.1.13 garante que existe T € B(C(L), co) tal que | T|| < 2[|To| < %
e T o R = Typ. Finalmente, aplique o Lema 4.2.3 com um & > 0 tal que
(4+€)||T|| < 1 e note que o operador T € B(C(K),co) obtido satisfaz
1T < e [[e(T) = Toll = IS o Rl < e. O

COROLARIO 4.2.5. Se K ¢ uma reta compacta, entio o espago C(K)
tem a propriedade de Sobczyk. ([

OBSERVACAO 4.2.6. Note que a prova do Teorema 4.2.4 mostra que se
K é uma reta compacta e X é um subespaco de Banach de C(K) com dual
separavel, entdao X tem a (8 + €)-cEP em C(K), para todo € > 0. De
fato, nessa prova, vimos que a bola aberta de B(X, ¢p) com centro 0 e raio
1/8 estd contida no fecho da imagem por t da bola fechada de B(C(K), co)
com centro 0 e raio 1. Portanto, fixado um nimero real positivo §, temos
que a bola aberta de B(X,cp) com centro 0 e raio 1/8 estd contida no
fecho da imagem por v do bola aberta de B(C(K),cp) com centro 0 e raio
(1+6). Logo, segue de ([9, Lemma 2.23]) que se T': X — ¢o é um operador
limitado que satisfaz ||T|| < 1/8, entéo existe um operador 7" : C(K) — co
tal que T" estende T e ||T’|| < (1 + §). Finalmente, dados € > 0 e um
operador limitado S : X — ¢y, escolhendo-se convenientemente o nimero
real positivo 4, obtemos um operador S’ : C(K) — ¢y tal que S’ estende
Se S < (8+¢)|S||. Também observamos que em ([6, Theorem 3.1]),
mostramos que sob a hipdtese adicional de X ser uma subalgebra de Banach
com unidade de C'(K), a constante 8 pode ser substituida por 2, ou seja,
se X é uma subdlgebra de Banach com unidade de C(K) que possui dual
separavel, entdao X tem a (2 + ¢)-cgEP em C(K), para todo ¢ > 0. No
entanto, nao sabemos se a constante 8 pode ser melhorada na prova do
Teorema 4.2.4.

No que segue, trabalharemos para provar o Lema 4.2.3. Como discutido
no Capitulo 1, os operadores limitados definidos num espaco de Banach e
tomando valores em ¢y estao em bijecdo com as sequéncias fraca*-nulas no
dual desse espago. Portanto, se esse espaco de Banach for da forma C(K),
entao os operadores limitados definidos nele e tomando valores em ¢y podem
ser identificados com sequéncias fraca*-nulas de medidas em M (K). Assim,
na verdade, o Lema 4.2.3 é um resultado sobre a decomposi¢ao de medidas
de Borel. Nés obtivemos o Lema 4.2.3 como uma consequéncia do Lema 4.2.7
abaixo. Portanto, a seguir, enunciaremos o Lema 4.2.7 e o usaremos para
concluir o Lema 4.2.3. Depois, desenvolveremos os resultados necesséarios
para a demonstragao do Lema 4.2.7.



96 4. A PROPRIEDADE DE SOBCZYK PARA RETAS COMPACTAS

LEMA 4.2.7. Sejam L uma reta compacta zero-dimensional e metrizdavel,
(fn)n>1 uma sequéncia fraca*-nula em M(L) com sup,s; ||pn] <1, X um
espago de Banach com dual separdvel e R : X — C(L) wm operador limitado.
Dados e, > 0, existem sequéncias fraca™-nulas (p),)n>1 € (Vn)n>1 em M (L)
tais que:

() pn = pl, + vn, para todo n > 1;

(b) [lwnl| < 1+€" e||plll <2+¢, para todo n > 1;

(c) ||R*(1/n)H < e, para todo n > 1;

(d) p ([ ]) — 0, para todo t fom de um conjunto enumerdvel.

Prova do Lema 4.2.3. Sem perda de generalidade, podemos assumir
que ||T'|| = 1. Denote por (un)n>1 a sequéncia fraca®™-nula em M (L) asso-
ciada a T e note que aplicando o Lema 4.2.7, obtemos sequéncias fraca*-
nulas (1),)n>1 € (Vn)n>1 satisfazendo (a)—(d). Sejam T : C(L) — co e
S : C(L) — ¢y os operadores limitados associados as sequéncias (u,)n>1 €
(Vn)n>1, respectivamente. Dessa forma, o item (a) garante que T =T + S,
o item (b) nos diz que:

IToll <2+, [SI<1+¢

e o item (c) nos da ||S o R|| < e. Finalmente, note que o item (d) e a Pro-
posigao 3.1.4 produzem um operador limitado 7" : C(K) — ¢y que satisfaz
1)) < 2| Tgl e T" 0 9™ = T, .

Agora, nosso objetivo é provar o Lema 4.2.7. Recorde que no Lema 4.1.1,
vimos que o espaco de fungoes continuas da reta compacta DA (X) nao possui
a coEP separdvel, no caso em que o subconjunto X de [0, 1] é ndo enumerdvel.
No entanto, o Teorema 4.2.4 garante que se X é um subespaco de Banach
com dual separavel do espaco de funcoes continuas de uma reta compacta,
entao X possui a coEP nesse espago. Portanto, podemos nos perguntar quais
propriedades adicionamos aos espagos separaveis quando exigimos que seus
duais sejam separaveis e que nos permitem estender operadores definidos
nesses espagos e tomando valores em ¢g. Como veremos a seguir, um ponto
fundamental na prova do Lema 4.2.7 é que se X é um espago de Banach
com dual separdvel e R : X — C(L) é um operador limitado, entdao uma
certa hierarquia decrescente de subconjuntos fechados de L definida através
de uma fungao que representa o operador R se estabiliza no conjunto vazio.
Na verdade, a hipdtese que usamos sobre o espaco de Banach X é que ele
seja fraca*-fragmentdvel.

DEFINIGAO 4.2.8. Dado um espaco de Banach X, dizemos que X é
fraca*-fragmentdvel se para todo subconjunto nao vazio e limitado B de X*
e todo ¢ > 0, existe um subconjunto U de B néo vazio e fraca*-aberto,
relativamente a B, tal que diam(U) < e.

Recorde que dizemos que um espaco de Banach X é Asplund se, e so-
mente se, todo subespaco de Banach separavel de X tem dual separavel.
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E um resultado bem conhecido que um espaco de Banach X é fraca*-
fragmentével se, e somente se, X é Asplund ([10, Theorem 11.8]). No Lema
4.2.9, provaremos que se X é Asplund, entdao X é fraca*-fragmentdvel, no
caso particular em que o espago X é separavel. Note que dado um espaco
de Banach X, um elemento € X e um ntmero real » > 0, denotamos por
Blz;r] a bola fechada de X com centro x e raio r.

LEMA 4.2.9. Seja X um espaco de Banach. Se X* € separdvel, entao X
€ fraca™-fragmentduvel.

DEMONSTRAGAO. Inicialmente, note que basta mostrarmos o resultado
para subconjuntos de X* nao vazios e compactos na topologia fraca*. De
fato, suponha que tenhamos mostrado o resultado para subconjuntos nao
vazios e compactos na topologia friaca* e seja B um subconjunto nao vazio

e limitado de X*. Defina F = B" e note que F' é compacto na topologia
fraca*. Finalmente, se V é um subconjunto aberto de (F,w*), ndo vazio
e com diam(V) < e, entao U = V N B é um conjunto nao vazio e aberto,
relativamente a (B, w*), com diam(U) < e. Seja B um subconjunto nao
vazio e compacto na topologia fraca* de X*. Note que dado € > 0, da
separabilidade de X* segue que existe um subconjunto enumeravel D de X*
tal que X* = (J,cp Blu; €] e portanto, temos que:

(4.2.2) B =] (Bluie] nB).
ueD

Finalmente, como cada Blu;¢] é fraca*-fechado e (B, w*) é um espaco de
Baire !, a equacio (4.2.2) implica que existe v € D tal que o interior de
Blu;e] N B, relativamente a (B, w*), é nao vazio, o que conclui a nossa
prova. [l

Nesse ponto, desejamos associar a um operador limitado R definido num
espaco de Banach X e tomando valores num espaco de funcoes continuas de
um compacto uma funcio 1 definida nesse compacto e tomando valores
em X*. Mais precisamente, dados um espaco de Banach X, um espaco
compacto Hausdorff L e um operador limitado R : X — C(L), definimos a
funcdo ¢ : L — X* como ¢ = R* 04, onde § : L — M(L) é a funcao
que a cada ponto p de L associa a medida ¢, de M(L). Como discutido
na Secao 2.3, a fungdo § é continua, se o espago M (L) estiver munido da
topologia fraca*. Portanto, a funcio ¢ : L — (X*,w*) é continua, ja que
R* é continuo se X* e M (L) estiverem munidos de suas topologias fraca*.
Além disso, é fécil ver que:

IR|| = sup [l (p)]-
peEL

IDizemos que um espago topoldgico X é um espago de Baire se a unido de uma familia
enumeravel de subconjuntos fechados de X com interior vazio tem interior vazio. Na prova
do Lema 4.2.9, estamos usando o fato que um espago compacto Hausdorff é um espaco de
Baire ([34, Corollary 25.4]).
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Como dito anteriormente, para provar o Lema 4.2.7 é fundamental o
fato que uma certa hierarquia decrescente de subconjuntos fechados de L se
estabilize no conjunto vazio. Abaixo, definimos essa hierarquia num contexto
mais geral que o caso que realmente nos interessa.

DEFINICAO 4.2.10. Dados um espaco topolégico X, um espaco métrico
M, uma funcéo ¥ : X — M e um numero real positivo 9, definimos, por
recursao em «, os subconjuntos fechados H, de X declarando que:
(i) Ho = &;
(ii) Ho41 = {z € H, : diam (¢[V]) > § para toda vizinhanca V de
em H,};
(iii) Ho = (Ng<q Hp, se « é um ordinal limite.
Se existe um ordinal « tal que H, = 0, entdo dizemos que o d-indice de
oscilacao de 1 estd bem definido e é o menor ordinal « tal que H, = 0.
Caso contrério, dizemos que o d-indice de oscilagdo de 1 nao esta definido.

No Lema 4.2.11, veremos que se X é um espaco de Banach fraca*-
fragmentdvel e R : X — C(L) é um operador limitado, entdao o d-indice
de oscilacdo da fungao 9% : L — (X*,||.||) estd bem definido.

LEMA 4.2.11. Sejam X um espaco de Banach, L um espaco compacto
Hausdorff, R : X — C(L) um operador limitado e 6 > 0. Se X € fraca*-
fragmentdvel, entio o 6-indice de oscila¢do da funcdo v® : L — (X*,|.|)
estd bem definido.

DEMONSTRAGAO. Considere (Hy)acorq @ familia decrescente de sub-
conjuntos fechados de L construida na Defini¢ao 4.2.10 para esse d e a fungao
YR L — (X% |.]). E claro que a conclusio segue se mostrarmos que se
a é um ordinal tal que H, # (), entdo o conjunto H,;1 estd propriamente
contido em H,. Fixe um ordinal a e suponha que H, # (). Note que da
continuidade de ¥ e do fato de H, ser um espaco compacto segue que
YT [H,] é um subconjunto fraca*-compacto de X* e portanto, temos que
YT[H,] é um subconjunto nao vazio e limitado de X*. Dessa forma, como
X é fraca*-fragmentével, existe um subconjunto U de ®[H,] nio vazio
e fraca*-aberto, relativamente a %[H,], com diam(U) < §. Se definimos
V = (4f|g,)7 U], entdo V é um subconjunto ndo vazio e aberto de H,
tal que diam (wR[V]) < 4. Finalmente, da definicao de H,y1 vem que V é
disjunto de Hq41. O

OBSERVAGAO 4.2.12. Note que a hierarquia (Hy,)acorqg de subconjuntos
fechados de L discutida no Lema 4.2.11 estd relacionada com o conceito de
indice de Szlenk de um espaco de Banach. Recorde que dado um espaco
de Banach X, definimos o indice de Szlenk de X como sendo o indice de
oscilacao da inclusao de (Bx»,w*) em (X*,|.||), onde o indice de oscilagdo
de uma funcdo é o supremo em ¢ dos d-indices de oscilacao dessa funcao.
Portanto, o indice de Szlenk de um espago de Banach X estid bem definido
se, e somente se, para todo 6 > 0, o d-indice de oscilagdo da inclusdo de
(Bx=,w*) em (X*, |.]]) estiver bem definido. Sabemos que o indice de Szlenk
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de um espaco de Banach estd bem definido se, e somente se, o espaco é
Asplund ([21, Theorem 2]) e que esse indice é enumerdvel se, e somente
se, 0 espago tem dual separavel ([21, Theorem 1]). Além disso, vale que se
X é um espago de Banach cujo indice de Szlenk estd bem definido, L é um
compacto Hausdorff e R : X — C(L) é um operador limitado, entao o indice
de oscilagdo da funcao % : L — (X*,]|.||) estd bem definido e é majorado
pelo indice de Szlenk de X. Para ver que essa ultima afirmacao é verdadeira,
note que ela é um coroldrio do seguinte resultado, que é provado fazendo-se
inducao em a: Dados um nimero real positivo J, espacos topoldgicos X e )
e um espaco métrico M, se f: Y — X é uma funcao continuae ¢ : X — M
é uma funcao, entdo para todo ordinal «, temos que f[V,] C X,, onde
(Va)acord € (Xa)acora sao as hierarquias construidas na Defini¢ao 4.2.10
para esse 0 e as fungoes ¢po f: Y — M e ¢ : X — M, respectivamente.

O nosso préximo passo rumo a demonstracao do Lema 4.2.7 é o Lema
4.2.15, que diz que dada uma medida g em M (L), se a massa total dessa
medida é nula, entdo a norma do funcional R*(u) de X* pode ser majorada
por uma constante que envolve a funcdo 1. A seguir, apresentamos os
Lemas 4.2.13 e 4.2.14 que serao usados para provar esse resultado. Recorde
que se L é um espaco compacto Hausdorff e p é um elemento de M (L),
entao dizemos que p é uma medida de probabilidade se p é nao negativa
e ||ull = 1. No préximo lema, relacionamos o subconjunto de M (L) das
medidas de probabilidade, denotado por P (L), com o conjunto {4, : p € L}
das medidas de Dirac. Note que dados um espago de Banach X e um
subconjunto A de X*, denotamos por " (A) o fecho na topologia fraca*
da envoltéria convexa de A.

LEMA 4.2.13. Se L € um espaco compacto Hausdorff, entdo:

(a) P(L) é um subconjunto convexo e fraca*-fechado de M(L);
(b) P(L)=co" ({6p:peL}).

DEMONSTRAGAO. E claro que P(L) é um subconjunto convexo de M (L).
Agora, vamos mostrar que ele também é um subconjunto fraca*-fechado de
M(L). Para isso, vejamos que seu complementar é um subconjunto fraca™-
aberto de M(L). Se p é um elemento de M (L) que ndo pertence a P(L),
entao vale que p tem sinal ou i € nao negativa e sua norma é diferente de 1.
Note que se p tem sinal, entao a Proposicao 2.3.17 garante que o funcional
de C(L)* que p representa nao é um funcional positivo, i.e., existe uma
funcao f € C(L) tal que f > 0 e u(f) < 0, onde pu(f) denota o funcional
que u representa calculado na funcao f. Portanto, existe um ndmero real
positivo € > 0 tal que u(f) + e < 0. Dessa forma, temos que a vizinhanca
fraca™ de p definida como:

{fre ML) :|v(f) —pn(f)l <e}
é disjunta de P(L). Se p é uma medida nao negativa com |[|u|| # 1, entao
temos que ||u| = p(lery) # 1, onde 1gy @ L — R denota a fungao
constante e igual a 1. Sem perda de generalidade, suponha que 1 < u(1¢(r))
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e portanto, existe um ntmero real positivo ¢ tal que 1 < ,u(lC(L)) —¢. Note
que a conclusao segue do fato que a vizinhanga fraca®™ de p definida como:

{ve M(L): [v(lew)) — pllew) < e}

é disjunta de P(L). Agora, vamos provar que vale o item (b). Note que o
conjunto das medidas de Dirac {d, : p € L} esta contido em P(L). Portanto,
vale que:

(4.2.3) @™ ({6, :p € L}) C P(L),

ja que, de acordo com o item (a), P(L) é um subconjunto convexo e fraca*-
fechado de M (L). Por outro lado, suponha, por absurdo, que a inclusao em
(4.2.3) seja propria, i.e., existe uma medida p em P(L) que nao pertence ao
conjunto co®” ({5p :p € L}) Aplicando o Teorema de separagao de Hahn—
Banach ([10, Theorem 3.32(ii)]) para o espago vetorial localmente convexo
M (L), munido da topologia fraca*, o conjunto convexo, nao vazio e fraca™-
fechado @0 ({6, : p € L}) e o elemento u fora de e ({6, : p € L}),
obtemos uma funcao continua f : L — IR e um ndmero real positivo e tais
que:

(4.2.4) e+ f(p) :€+/Lfd6p < /Lfdu,

para todo p € L. Logo, se definimos ¢ = fL fdu, entao a equacao (4.2.4) nos
diz que f < ¢ — € e portanto, como a medida p é nao negativa, temos que:

c=/Lfdus/L<c—a)du=c—e,

ja que p é uma medida de probabilidade. Essa contradicao estabelece nosso
resultado. O

No Lema 4.2.14 abaixo, mostraremos que se X é um espaco de Banach,
entao o diametro do fecho na topologia fraca* da envoltéria convexa de um
subconjunto A de X™* coincide com o didmetro de A.

LEMA 4.2.14. Seja X um espaco de Banach. Se A é um subconjunto de
X*, entio diam(A) = diam (co®" (A)).

DEMONSTRAGAO. Suponha que A seja limitado, denote seu didmetro
por 7 e note que, fixado a € A, vale que A C Bla;r]. Portanto, temos
que @" (A) C Bla;7], ja que Bla;r] é um subconjunto convexo e fraca*-
fechado de X™*. Dessa forma, a distancia entre um ponto de A e um ponto
de @™ (A) é menor ou igual a r. Finalmente, note que isso implica que
se ¢ € cov" (A), entdio A C Blc;r] e assim, usando novamente o fato que
Blc;r] é um subconjunto convexo e fraca*-fechado de X*, concluimos que
co"" (A) C Ble;r). O

Finalmente, podemos mostrar o Lema 4.2.15.
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LEMA 4.2.15. Sejam X um espaco de Banach, L um espagco compacto
Hausdorff e R : X — C(L) um operador limitado. Se pn € M(L) satisfaz
w(L) =0, entao:

(4.2.5) I ()| <  diom (4" supp ] 1]

DEMONSTRAGAO. Note que, sem perda de generalidade, podemos assu-
mir que supp i = L. De fato, suponha que tenhamos mostrado o resultado
para medidas cujo suporte é o espago todo. Defina H = supp p, ¢ = p|g e
R' = pgoR, onde py : C(L) — C(H) denota o operador de restri¢ao e note
que p/(H) =0 e que supp ¢/ = H. Portanto, nossa hip6tese implica que:

(R ()] < i (& [H]) ]|

Dessa forma, obtemos a desigualdade (4.2.5), ja que ¥ = |y, ||ul| = |||
e (R)*(1') = R*(u). Seja p um elemento de M (L) tal que supppu = L e
(L) = 0 e considere (u*,u~) a decomposi¢ao de Jordan da medida .
Note que pt (L) = p~ (L), ja que p(L) = 0. Logo, usando o Corolario 2.3.7,
concluimos que p* e p~ sdo medidas nao negativas e com norma %H |-
E claro que podemos assumir que [|u| = 2, o que implica que pt e p~
pertencem a P(L) e portanto, de acordo com o Lema 4.2.13 (b), temos que
put e u~ pertencem a co®” ({(5p ip € L}) Do fato de R* ser fraca*-continuo
e linear segue que R*(u™) e R* (™) pertencem a co®” (¢f[L]). Finalmente,
usando o Lema 4.2.14, obtemos que:

IR* ()l = 1R (F) = R*(u7)|| < diam (47[L]).
O

Agora, vamos apresentar alguns resultados sobre medidas de Borel numa
reta compacta, que serao usados para provar o Lema 4.2.7. O Lema 4.2.16
abaixo é um resultado simples e interessante sobre medidas de Borel regula-
res definidas num espaco compacto Hausdorff arbitrario K. Ele afirma que
toda medida em M (K) satisfaz a “aditividade irrestrita” para familias de
abertos dois a dois disjuntos.

LEMA 4.2.16. Sejam K um compacto Hausdorff, u um elemento de
M(K) e J um conjunto. Se (Uj)jes € uma familia de abertos de K dois a
dois disjuntos e tal que UjeJ U; é um boreliano de K, entao vale que:

M( U Uj) = w(U;).
Jje€J JjeJ

DEMONSTRAGAO. Note que dado um subconjunto Jy de J, como os
abertos U; sao dois a dois disjuntos, temos que:

(4.2.6) U u=(Uup\(U )

j€J\Jo jeJ j€Jo
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Logo, se Jy for enumerdvel, entao do fato de |J ey Uj ser um boreliano segue

que | e\ U; é um boreliano de K. Dessa forma, observe que a conclusao
segue se mostrarmos que existe um subconjunto enumeravel Jy de J tal que

|| ( Ujenso Uj> = 0. Para isso, vamos mostrar que existe um subconjunto
enumeravel Jo de J tal que |p|(U;) = 0, para todo j € J\ Jy. Note que
disso e da regularidade de p vai seguir que |u|(Uj€J\JO Uj> = 0. De fato,

dado € > 0, da regularidade de p vem que existe um subconjunto fechado
M, de K tal que M, C UjeJ\Jo Uj e

(4.2.7) (U 05) < lul() +e.
je€NJo

Assim, como M, é compacto, existe um subconjunto finito F' de J \ Jp tal
que M, C UjeF U; e portanto, obtemos que |u|(M.) = 0. Logo, a equacao
(4.2.7) nos diz que |u| ( Ujensn U]-> < g, para todo € > 0, o que implica que

| ] ( Uje Mo U j> = 0. Finalmente, é claro que para mostrarmos que existe

um subconjunto enumeravel Jy de J tal que |u|(U;) =0, se j € J\ Jy, basta
verificarmos que >, ; [1|(U;) < +o0. Fixado F em pfn(J), calcule:

> uly) = 1wl (J U5) < llull,

JEF JEF

pois os abertos U; sao dois a dois disjuntos. O que implica que:

> lulUy) = Sup(J)Z 1l (U;) < lpll < o

jedg Fepan(J) jep
O

LEMA 4.2.17. Sejam I uma reta compacta e H um subconjunto fechado
e nao vazio de I. Dado p € M(I), existe v e M(I) tal que:

(A) suppr C H;

(B) 1(1) = u(1);

(©) Il < llul;

(D) v([minl,s]) = p([minl,s)]), para todo s € H \ {max H}.

A hipdtese que H # () pode ser retirada se u(I) = 0.

DEMONSTRAGAO. Note que se H = 0 e p(I) = 0, entao a medida iden-
ticamente nula satisfaz as condigdes (A)—(D). Agora, suponha que H # ()
e denote por S o conjunto dos pontos de H que sdo isolados a esquerda em
H, relativamente a H. Para cada t € S, defina I; = [min I, ¢[, se t = min H
e I; = |t~ ,t], se t # min H, onde ¢t~ denota o antecessor de ¢t em H. Defina
v como:

v=upug+ Zu([t)ét + ,u(]maxH, max[])émaxH,
tesS
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onde puy € M(I) é dada por ug(B) = pu(H N B), para todo boreliano
B de I. Note que pp coincide com a extensao da medida p|g a I que
¢é identicamente nula fora de H e portanto, segue das Proposicoes 2.3.24
e 2.3.27 que py pertence a M(I). Inicialmente, vejamos que v estd bem
definida. Fixado F' € pg,(S), temos que:

(4.2.8) S )] < 1l = [l (| L) < luld) = |ul,

teF teF teF

j& que os intervalos Iy, t € S, sao dois a dois disjuntos. De (4.2.8) vem que:

S @) = sup > |u(L)]| < flull < o0
tes Fepn(S) tef

e portanto, temos que ), g u(I;)d; converge em M (I). Isso mostra que a
medida v estd bem definida e pertence a M (I). Agora, vamos checar que v
satisfaz as condigoes (A)—(D). A condicao (A) segue do Corolario 2.3.13, ja
que v(B) = 0, para todo boreliano B de I contido em I\ H. Note que I é a
unido disjunta de H, dos intervalos I}, t € S, e do intervalo |max H, max [].
De fato, seja s um elemento de I que nao pertence a H U |max H, max ] e
defina ¢ = min (H N [s, max I]) Assim, temos que ¢ é um ponto isolado a
esquerda de H, relativamente a I e portanto, a Proposicao 2.1.12 garante
que t pertence a S. Finalmente, a conclusao segue pois s pertence a I;.
Usando essa decomposicao de I, obtemos que:

7 = I\ (H UJmax H, max1]),
tes
o que implica que (J,cg Iy ¢ um boreliano de I. Logo, usando o Lema

4.2.16, concluimos que a condi¢ao (B) é satisfeita. Agora, vamos provar
que vale (C). De acordo com as Proposi¢oes 2.3.24 e 2.3.27, temos que

|| = llplell = |»|(H). Portanto:

(4.2.9) V[l < [pl(H) + > |n(Ie)] + |p(]max H,max I])|.
tes

Usando que |u(B)| < |p|(B), para todo boreliano B de I em (4.2.9), obte-
mos:

(4.2.10) V]| < [ul(H) + > |ul(f) + [pl (Jmax H, max 1] ),
tesS

o que implica a condigao (C), ja que I possui a decomposi¢ao descrita acima
e o Lema 4.2.16 pode ser usado para a medida regular |u|. Finalmente, para
estabelecer a condigao (D), note que se s € H, entao:

min 7, s] = ([minZ,s] N H) UIt
t<s
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Para enunciarmos o préximo lema e provarmos o Lema 4.2.7, é con-
veniente introduzirmos a seguinte terminologia. Um subconjunto finito
P de uma reta compacta L é dito uma divisio aberto-fechada de L 2 se
todos os elementos de P forem isolados a direita em L e maxL € P.
Se P = {by,...,by}, com by < ... < b, = maxL, entdo escrevemos
P = {[0,b1],]b1,b2] , ..., ]bm—1,bm]}; assim, P é uma particio de L em in-
tervalos aberto-fechados. Para t € L, denotamos por P(t) o tnico intervalo
de P que contém t.

LEMA 4.2.18. Sejam L uma reta compacta e P uma divisio aberto-
fechada de L. Dada € M(L), existe i € M (L) satisfazendo as condigies:
(i) @(I) =0, para todo I € P;
(ii) a([0,¢]) = w([0,t]), para todo t € L'\ P;
(i) Al < lull +2 e p [1([0,0]) .

DEMONSTRAGAO. Defina ji como:

b= — Z,u,([o, b])(;b + Z ,u([O, b])6b+a
beP beP
b#max L
onde b denota o sucessor de b em L. As condigoes (i)—(iii) sao facilmente
verificadas. O

Agora, estamos em condicées de apresentar a demonstracdo do Lema
4.2.7. Para facilitar a vida do leitor, enunciamos novamente esse resultado.
Lema 4.2.7. Sejam L uma reta compacta zero-dimensional e me-
trizavel, (in)n>1 uma sequéncia fraca*-nula em M (L) com sup,~ ||un|| < 1,
X um espaco de Banach com dual separdvel e R : X — C(L) um operador
limitado. Dados e,&’ > 0, existem sequéncias fraca*-nulas (u),)n>1 € (Vn)n>1
em M (L) tais que:
(a) wn = pl, + vy, para todo n > 1;
(b) |lwnll <14¢ e |u,]l <2+¢€, para todo n > 1;
(¢) ||R*(vn)|| < e, para todo n > 1;
(d) i, ([0,¢]) —> 0, para todo t fora de um conjunto enumerével.

DEMONSTRAGAO. Seja (Hy)acorq a familia decrescente de subconjuntos
fechados de L construida na Definicao 4.2.10 para § = 13;, e a funcao

Yf L — (X*].]|). Para cada intervalo aberto-fechado I de L, defina:
(4.2.11) a(I) = min {« : diam (@Z)R[Ha N1I]) <4}.

Para ver que o ordinal «(I) estd bem definido, note que o Lema 4.2.9 garante
que X é fraca*-fragmentdvel e portanto, de acordo com o Lema 4.2.11, existe
um ordinal « tal que H, = ). Note que como L possui uma base enumeravel
de abertos, o Lema 2.1.25 garante que L possui apenas uma quantidade

2Note que essa terminologia nao coincide com a terminologia usada em ([4]). Muda-
mos a terminologia, para que ela ficasse coerente com a definigdo de particdo de uma reta
compacta que apresentamos no presente trabalho.
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enumeravel de pontos isolados a direita. Portanto, existe uma sequéncia
crescente (Py)i>1 de divisdes aberto-fechadas de L tal que (Jp—; P ¢ igual
ao conjunto dos pontos isolados a direita de L. Além disso, segue do fato
que L é zero-dimensional que, para cada t € L, o conjunto {?k(t) k> 1} é
um sistema fundamental de vizinhangas de t. Como (jiy,)n>1 € fraca™-nula,
para cada k > 1, existe ng > 1 tal que:

(4.2.12) 23 |pa([0,0])] <
be Py,

’

para todo n > ng. E claro que a sequéncia (ny)g>1 pode ser escolhida
estritamente crescente. Agora, fixado n > 1, vamos definir as medidas vy,
e ln. Se n < mi, coloque v, = 0 e p, = py,, assim as condicoes (a)—
(c) valem. Caso contrario, seja k o unico nimero inteiro positivo tal que
ng < n < ngy1. Usando o Lema 4.2.18 com p = p, e a divisao aberto-
fechada P = Py, obtemos fi, € M(L) satisfazendo (i)—(iii). Para cada
I € Py, temos que fi, (1) = 0; assim, aplique o Lema 4.2.17 & reta compacta
I, o subconjunto fechado H,NI de I e a medida fi,|;, obtendo vl e M(I)
satisfazendo (A)—(D ) Defina v, € M(L) como sendo a tnica medida em
M (L) tal que v,|; = vl, para todo I € Py(t) e defina u!, = p, —vy. Note que
se identificarmos cada medlda vl com sua extensdo a L que é identicamente
nula fora de I, entao vale que v, = > 1P, v!. Evidentemente, a condicio
(a) é satisfeita. Além disso, temos que:

loall € 3" I IH Z 1]l =[]

IEPk IEPk
(ii) (4.2.12)
<l 42> |ea((0,0])] < 1+€.
be Py,

Note que na igualdade (*), usamos o fato que P, é uma particao de L e
as Proposigoes 2.3.24 e 2.3.27. O feito acima implica que [|u,|| < 2+¢€' e
portanto, estabelecemos a condigao (b). Para provar (c), note que por (A),
temos que supp VTIL C Hy(p) N I; além disso:

(4.2.13) (2 2o
Entao, usando o Lema 4.2.15, obtemos que:
IR )l < D IR i)l < 5 Z diam (¢ [Hoery N 1)) [|vg
Iep, IGPk
(4.2.11)

1
< Solall <e.

Agora, vamos provar que (v,)n,>1 (e portanto, (u),)n>1) é fraca*-nula em
M(L). Note que como L é zero-dimensional e (v,),>1 é uma sequéncia
limitada, de acordo com a Proposicao 2.4.25, para estabelecer o resultado,
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basta verificarmos que un([O,t]) — 0, para todo t € L isolado a direita.
Fixe t € L isolado a direita e seja kg um inteiro positivo tal que ¢t € Py,.
Nosso plano é mostrar que para n > ng,, vale que Vn([O,ﬂ) = 0. Fixado
n > ny,, existe um tunico inteiro positivo k tal que ny < n < ngyq e além
disso, k > ko. Logo, temos que t € Py e portanto, o intervalo [0,¢] é uma
unido disjunta de elementos de Py. Dessa forma, usando a equacio (4.2.13),
obtemos que Vn([O,t}) = 0. Finalmente, vamos provar que vale a condigao
(d). Defina o subconjunto enumerdvel E de L como:

E = {max(HyqyNI): 1€ Py, k>1eHypnI#0}.

Fixado t € L\ E, afirmamos que /,([0,t]) — 0. De fato, fixe t em L\ E
e seja B o maior ordinal tal que ¢t € Hg. Para ver que o ordinal 3 existe,
note que o menor ordinal « tal que t ¢ H, é um ordinal sucessor. Logo,
temos que t ¢ Hgy; e portanto, existe uma vizinhanca V' de t em Hg tal
que diam (¢7[V]) < 8. Como {Py(t) : k > 1} é um sistema fundamental
de vizinhangas de ¢t em L, existe um ko > 1 tal que Hg N Py, (t) C V.
Note que a afirmagao estard provada se mostrarmos que ,u,;l([O, t]) = 0, para
n > ny,. Fixado n > ny,, existe k > ko tal que nx < n < ngqy. Se
I; = Py(t), entdo temos que I; C Pg,(t), o que implica que HgNI; C V
e portanto, diam (¢R[H3 N It]) < §. Assim, da equagao (4.2.11) segue que
a(ly) < B. Logo, como t € Hg e a familia (Ha)acora ¢ decrescente, temos
que t € Hy(y,) e portanto, ¢ € Hyg,yNI;. Note que do fato de ¢ nao pertencer
a FE segue que t nao pertence a P;. De fato, como ¢ nao pertence a FE, vale
que t # max (Ha(It) N It). Em particular, temos que ¢t # max[;, o que
implica que t ndo pertence a Py. Assim, calculamos:
v ((0,4) “EY VI (min 1, 4)) D i (min 1, 1) 2 7 (0,4)) Y g ([0,4]).

Portanto, p), ([0, t]) = 0. Isso prova a afirmacao e assim, estabelecemos nosso
resultado. O



APENDICE A

Subalgebras de C'(K) e quocientes de K

O objetivo desse apéndice é estabelecer algumas relagoes entre as sub-
algebras de Banach do espago C(K), os quocientes de K e as relagoes de
equivaléncia em K. Ao longo desse apéndice, K sempre denotard um espago
compacto Hausdorff. Inicialmente, vamos relembrar alguns conceitos.

DEFINICAO A.1. Dados espacos topoldgicos X e Y, dizemos que uma
funcao sobrejetora ¢ : X — Y é uma fun¢do quociente se, e somente se, a
topologia quociente induzida por ¢ em ) coincide com a topologia original
de Y. Veja a defini¢do de topologia quociente induzida por uma funcao na
Observacao 2.1.43.

E facil ver que se K e L sao espagos compactos Hausdorff, entdao toda
funcao continua e sobrejetora entre K e L é uma funcao quociente. Dessa
forma, dizemos que o par (L,¢) é um quociente de K se, e somente se, L
é um espago compacto Hausdorff e ¢ : K — L é uma fungdo continua e
sobrejetora. Agora, vamos recordar as defini¢oes de dlgebra e subalgebra de
Banach.

DEFINIGAO A.2. Uma dlgebra de Banach real 8 é uma &lgebra associ-
ativa sobre o corpo R, munida de uma norma ||.|| que faz com que (B, ||.||)
seja um espago de Banach e satisfaz ||a.b|| < ||al/||b]|, para todos a,b € B.
Dizemos que B é uma dlgebra de Banach com unidade se, e somente se, B
¢ uma algebra de Banach e possui unidade 1g satisfazendo ||1g]| < 1.

Note que dada uma &algebra de Banach 5 com unidade 1y, se 5 nao é
o espago nulo, entao vale que ||1g|| = 1. Facilmente se verifica que o espago
C(K) é uma algebra de Banach real comutativa e com unidade, se munido
das operagoes de soma, produto por escalar e multiplicacao ponto a ponto
e da norma do supremo. Se K é ndo vazio, entao a unidade de C(K) é a
funcao constante e igual a 1.

DEFINIGAO A.3. Dada uma &lgebra de Banach B (resp., com unidade
1), uma subélgebra de Banach (resp., com unidade) de 8 é um subconjunto
de B (resp., contendo lg) que é uma &lgebra de Banach, se munido da
restricao das operagoes e da norma de ‘B.

Nesse apéndice, veremos que as subalgebras de Banach com unidade
de C(K), as relagoes de equivaléncia em K e os quocientes de K estao
intimamente relacionados. De forma imprecisa, podemos dizer que existem
uma bijecao entre as relagoes de equivaléncia em K e os quocientes de K
e uma bijecao entre os quocientes de K e as subdlgebras de Banach com
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unidade de C'(K). No que segue, tornaremos essa tltima afirmacao mais
precisa.

Comecamos investigando a relacdo entre os quocientes de K e as relacoes
de equivaléncia em K. Note que se ~ é uma relagao de equivaléncia em K,
entdo o quociente K/ ~ é um espago compacto, se munido da topologia
quociente, pois a aplicagdo quociente ¢ : K — K/ ~ é continua e sobreje-
tora. No entanto, o quociente K/ ~ pode nao ser um espaco Hausdorff. A
Proposicao A.5 garante que uma condigdo necessaria e suficiente para que
o quociente seja Hausdorff é que a relacao ~ seja fechada. Dizemos que
uma relacao bindria em K é fechada se, e somente se, ela é um subconjunto
fechado de K x K, onde esse produto estd munido da topologia produto.
Para estabelecermos a Proposigdo A.5, precisamos do seguinte lema.

LEMA A.4. Sejam X e Y espagos topoldgicos e ¢ : X — Y uma fungdo
quociente e fechada. Se o espago X €11 e normal, entao Y €T e normal.

DEMONSTRACAO. Para ver que ) é Tp, note que dado y € ), existe
x € X tal que ¢(z) = y. Como X é Ti, temos que {z} é fechado em X e
portanto, gb[{:c}] = {y} é fechado em ), ja que ¢ é fechada. Agora, vamos
mostrar que ) é normal. Sejam F' e G dois fechados disjuntos de ). Da
continuidade de ¢ segue que ¢~![F] e ¢~1[G] sdo subconjuntos fechados de
X. Como X é normal, temos que existem subconjuntos abertos e disjuntos
UeV de X tais que ¢ [F] C U e ¢~![G] C V. Os abertos disjuntos que
separarao F e G sao U' = Y\ ¢[X\U] e V! = Y\ ¢p[X \ V]. Note que U’' e V'
sao subconjuntos abertos de Y, ja que U e V sdo abertos de X e a fungao ¢
é fechada. Para ver que F est4 contido em U’, note que do fato de ¢~ ![F]
estar contido em U, segue que ¢[X \ U] é disjunto de F'. O que implica que:

(A1) PX\NUJC Y\ F.

Complementando (A.1), obtemos que F estd contido em U’. Analogamente
mostra-se que G estd contido em V’. Agora, vamos mostrar que U’ e V' sao
disjuntos. Do fato de U e V serem disjuntos, segue que:

X=X\U)uXxX\V)
e portanto:
(A.2) Y=9[X\UJug[x\V].
Logo, complementando-se a igualdade (A.2), obtemos que U'NV' =0. O
PROPOSICAO A.5. Sejam K wum espaco compacto Hausdorff e ~ uma

relagdo de equivaléncia em K. Vale que o espago K/ ~, munido da topologia
quociente, € Hausdorff se, e somente se, a relagao ~ € fechada.

DEMONSTRAGAO. Suponha que K/ ~ seja Hausdorff e vamos mostrar
que a relacao ~ ¢é fechada. Faremos isso verificando que o complementar de
~ em K x K é aberto. Sejam z e y elementos de K que nao sao equivalen-
tes, ou seja, q(z) # q(y), onde ¢ : K — K/ ~ denota a aplicacdo quociente.
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Como o quociente ¢ Hausdorff, existem subconjuntos U e V abertos e dis-
juntos de K/ ~ tais que q(z) € U e q(y) € V. Da definigao da topologia
quociente segue que ¢ '[U] e ¢~ [V] sdo abertos de K. A conclusio segue
da observacio que ¢~ '[U] x ¢~ ![V] é uma vizinhanca de (z,y) no produto
K x K que é disjunta de ~. Agora, suponha que a relacado ~ seja fechada e
vamos mostrar que K/ ~ é Hausdorff. De acordo com o Lema A.4, como K
¢ T e normal e ¢ é uma funcao quociente, a conclusao segue se mostrarmos
que a aplicacdo ¢ : K — K/ ~ é fechada. Seja F' um subconjunto fechado de
K, como K/ ~ estd munido da topologia quociente, para mostrarmos que
q[F)] é fechado, devemos mostrar que ¢! [q[F ]] ¢ um subconjunto fechado
de K. Faremos isso verificando que seu complementar é aberto. Fixado
r¢q! [q[FH, do fato de ~ ser fechada vem que dado y € F, existem sub-
conjuntos abertos Uy e V, de K tais que (z,y) € U, xV, e Uy x V,, é disjunto
de ~. Note que F' é compacto e esta contido em UyEF Vy. Logo, existe um
subconjunto finito {y1,...,y,} de F tal que F' C U?:l Vy,- Finalmente, a
conclusao segue da observagao que N7_;U,; ¢ uma vizinhanga aberta de

em K e disjunta de ¢—! [q[F]] O

Dessa forma, dada uma relagdo de equivaléncia fechada ~ em K, se
q: K — K/ ~ denota a aplicagdo quociente, entdao o par (K/ ~,q) é um
quociente de K tal que os conjuntos de nivel da funcao g coincidem com
as classes de equivaléncia de ~. Nesse caso, dizemos que (K/ ~,q) é um
quociente induzido por ~.

DEFINIGAO A.6. Seja ~ uma relagdo de equivaléncia fechada em K.
Dizemos que um par (L, ¢) é um quociente de K induzido pela relagio ~ se,
e somente se, (L, ¢) é um quociente de K e as classes de equivaléncia de ~
coincidem com os conjuntos de nivel da funcao ¢.

Embora, fixada uma relagao de equivaléncia fechada em K, nao tenha-
mos a unicidade do quociente de K induzido por essa relagao, na Proposigao
A.8, veremos o que acontece se tivermos dois quocientes induzidos pela
mesma relacdo de equivaléncia. O ponto central na demonstracao da Pro-
posicao A.8 é o Lema A.7 abaixo.

LEMA A.7. Sejam (L,$) e (H,) dois quocientes de K. Se wvale que
o(x) = ¢(y) se, e somente se, (x) = 1(y), para todos x ey em K, entdo:

(A.3) eziste um homeomorfismo h : H — L tal que ¢ = h o).

DEMONSTRAGAO. Note que nossa hipdtese garante que a fungao ¢ passa
ao quociente por ¥, ou seja, existe uma funcao h : H — L que satisfaz
¢ = ho1. Nossa hipdtese também garante que a funcao h é injetora. Como
1 é uma aplicagdo quociente e ¢ é continua, temos que h é continua. Além
disso, h é sobrejetora, ja que sua imagem coincide com a imagem de ¢.
Finalmente, do fato de h ser uma fungao bijetora e fechada segue que h é
um homeomorfismo. ([l
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PROPOSICAO A.8. Sejam K um espaco compacto Hausdorff e ~1 e ~o
relagoes de equivaléncia fechadas em K. Suponha que (L,®) seja um quo-
ciente de K induzido por ~1 e (H,v) um quociente de K induzido por ~s.
Vale que as relagoes de equivaléncia ~1 e ~o coincidem se, e somente se, a
condigao (A.3) € satisfeita.

DEMONSTRAGAO. Suponha que as relagoes ~1 e ~3 coincidem e note que
isso implica que ¢(z) = ¢(y) se, e somente se, () = ¥ (y), para todos = e y
em K. Logo, o resultado segue diretamente do Lema A.7. Reciprocamente,
seja h : H — L um homeomorfismo tal que ¢ = h o 1) e vamos mostrar que
(L, 9) e (H,1) sao quocientes induzidos pela mesma relagao de equivaléncia.
Para isso, basta mostrarmos que:

(A.4) {67 W) yel}={v(z): z € H}.
Note que a igualdade (A.4) segue do fato que h é um homeomorfismo e de
6=hov. O

Dessa forma, se 2 denota a classe de todos os quocientes de K com
os quocientes (L, ¢) e (H,1) que satisfazem a condigao (A.3) identificados,
entao a Proposicdo A.8 garante que a aplicacao F' que a cada relagao de
equivaléncia fechada em K associa a classe em 2 dos quocientes induzidos
por essa relacao estd bem definida. Na verdade, vale que a aplicagao F' é
uma bijecao. Note que a injetividade de F' também segue da Proposicao
A.8. Além disso, se (L, ¢) é um quociente de K, entao a relagao bindria em
K definida como = ~ y se, e somente se, ¢(x) = ¢(y), para todos z,y € K,
¢ uma relacao de equivaléncia fechada em K. Dizemos que essa é a relacdo
de equivaléncia em K induzida pelo quociente (L, ¢). Finalmente, é facil ver
que se (L, ¢) é um quociente de K e ~ é a relacao de equivaléncia induzida
em K por (L, ¢), entao os quocientes induzidos por ~ pertencem a classe de
equivaléncia de (L, ¢) em 2, o que implica que a aplicagao F' é sobrejetora.

Agora, vamos investigar a relacdo entre as subdlgebras de Banach com
unidade de C'(K) e os quocientes de K. Vamos mostrar que existe uma
bijecao entre o conjunto de todas as subdlgebras de Banach com unidade de
C(K) e a classe 2 definida acima. Para isso, na préxima defini¢ao, relem-
bramos o conceito de homomorfismo de algebras de Banach com unidade.

DEFINICAO A.9. Sejam B e € dlgebras de Banach reais e h : 8 — €
uma funcao. Dizemos que h é um homomorfismo de dlgebras de Banach se,
e somente se, h é um homomorfismo de algebras reais e é continuo, se B e
¢ estiverem munidas da topologia da norma. Além disso, se B e € tiverem
unidades 1y e 1¢, respectivamente e h : 8 — € for um homomorfismo de
algebras de Banach, entao diremos que h é um homomorfismo de dlgebras
de Banach com unidade se, e somente se, h(lg) = l¢.

Note que se L é um espaco compacto Hausdorff e ¢ : K — L é uma
funcao continua, entdo o operador de composicao ¢* : C(L) — C(K) de ¢ é
um homomorfismo de dlgebras de Banach com unidade e portanto, ¢*C(L) é
uma subalgebra de Banach com unidade de C'(K). Em particular, se (L, ¢) é
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um quociente de K, entao ¢*C(L) é uma subdlgebra de Banach com unidade
de C(K), pois toda funcao quociente é continua. Dado um quociente (L, ¢)
de K, dizemos que ¢*C(L) é a subdlgebra de Banach induzida por (L, ).
Na Proposicao A.12, veremos que toda subdlgebra de Banach com unidade
de C(K) é induzida por algum quociente de K. Para isso, precisaremos de
mais algumas definigoes e do Teorema de Stone—Weierstrass. Analogamente
ao conceito de subespaco de Banach gerado por um subconjunto de um
espaco de Banach, temos o conceito de subdlgebra de Banach gerada por
um subconjunto de uma algebra de Banach.

DEFINIGAO A.10. Se B é uma &lgebra de Banach (resp., com unidade
1) e S é um subconjunto de B, entdo a subdlgebra de Banach (resp., com
unidade) de B gerada por S é a menor subdlgebra de Banach (resp., com
unidade) de B que contém S.

Recorde que se S é um subconjunto de C(K), entao dizemos que S
separa os pontos de K se, e somente se, dados x e y em K com x # y, existe

f e S tal que f(x) # f(y).

LEMA A.11. (Teorema de Stone—Weierstrass) Sejam K um espago com-
pacto Hausdorff e S um subconjunto de C'(K). Se S contém a fung¢ao cons-
tante igual a 1 e separa os pontos de K, entdao a subdlgebra de Banach com
unidade de C(K) gerada por S € todo o C(K).

DEMONSTRAGAO. Veja ([34, Theorem 44.5]). O

PROPOSICAO A.12. Seja K um espaco compacto Hausdorff. Se € é uma
subdlgebra de Banach com unidade de C(K), entdo existe um quociente
(L,¢) de K tal que € coincide com a subdlgebra de Banach induzida por

(L, 9).

DEMONSTRAGAO. A subélgebra € induz um relagdo de equivaléncia ~
em K, definida como x ~ y se, e somente se, f(x) = f(y), para toda f € €.
Note que a continuidade dos elementos de € implica que essa é uma relagao
de equivaléncia fechada e considere um quociente (L, ¢) de K induzido por
~. Vamos mostrar que (L, ¢) induz a subélgebra €, ou seja:

¢ = ¢*C(L).

Inicialmente, vejamos que € C ¢*C(L). Para isso, note que toda funcao f
de € passa ao quociente por ¢, ou seja, existe f : L — R tal que f = f o ¢.
Além disso, como ¢ é uma fungao quociente e a fun¢ao f é continua, temos
que f é continua. Portanto, se f é um elemento de €, entdo f pertence a
C(L). Finalmente, note que:

(A.5) o' f= 1

para toda f € €, o que implica que € C ¢*C(L). Agora, vamos mostrar a
outra inclusao. Defina o seguinte subconjunto de C'(L):

S={feC(L): fec}
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Note que a funcao constante e igual a 1 pertence a S e .S separa os pontos
de L. Portanto, o Lema A.11 garante que a subalgebra de Banach com
unidade de C'(L) gerada por S é todo o espago C'(L). Logo, como ¢* é um
homomorfismo de algebras de Banach com unidade e € é uma algebra de
Banach com unidade, para estabelecer nosso resultado, basta mostrarmos

que ¢*[S] C €. Mas, isso segue trivialmente da definigdo do conjunto S e de
(A.5). O

Embora, fixada uma subélgebra de Banach com unidade de C(K), ndo
tenhamos a unicidade do quociente de K que induz essa subélgebra, vale o
seguinte resultado.

PROPOSIGAO A.13. Sejam K um espago compacto Hausdorff e (L, @)
e (H,) quocientes de K. Vale que (L,¢) e (H,v) induzem uma mesma
subdlgebra de Banach de C(K) se, e somente se, a condigao (A.3) € satis-
feita.

DEMONSTRACAO. Suponha que exista um homeomorfismo h : H — L
satisfazendo ¢ = h o1 e vamos mostrar que (L, ¢) e (H,1) induzem uma
mesma subélgebra de Banach com unidade de C(K). Ou seja, devemos
mostrar que:

(A.6) ¢"C(L) = ¢v*C(H).

Note que a igualdade (A.6) segue do fato que ¢* = ¢*oh* e do fato que o ope-
rador de composicao h* : C(L) — C(H) de h é uma isometria linear. Reci-
procamente, se os quocientes (L, ¢) e (H, 1) induzem uma mesma subalgebra
de Banach com unidade de C(K), entao a equacao (A.6) vale. Note que a
equagao (A.6) implica que ¢(x) = ¢(y) se, e somente se, ¥(x) = ¥(y), para
todos z,y € K. De fato, observe que dados elementos = e y de K, como
H é normal, o Lema de Urysohn implica que 1(z) = ¥ (y) se, e somente se,
f(w(:v)) = f(w(y)), para toda f € C(H). Assim, suponha que ¢(x) = ¢(y),
fixe f € C(H) e note que como ¢¥*C(H) C ¢*C(L), existe g € C(L) tal que
Y* f = ¢*g. Portanto, ficamos com:

F(2)) = ¢*glx) = g(s(x)) = g(6(y)) =" f(y) = F(v(v)).

A prova de que se (x) = ¢(y), entdo ¢(x) = ¢(y) é feita de forma anéloga.
Dessa forma, o resultado segue diretamente do Lema A.7. ([

Note que a Proposicao A.13 implica que a aplicacao G que associa a cada
classe de equivaléncia de um quociente (L, ¢) em 2 a subdlgebra de Banach
com unidade ¢*C(L) de C(K) estd bem definida. Na verdade, temos que
G é uma bijecao entre a classe 2 e o conjunto das subalgebras de Banach
com unidade de C'(K). De fato, a Proposi¢ao A.13 também nos diz que a
aplicagdo GG é injetora e segue da Proposicao A.12 que G é sobrejetora.

Concluimos esse apéndice mostrando como algumas propriedades da
subdlgebra de C(K') induzida por um quociente de K se traduzem em pro-
priedades desse quociente.
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PROPOSICAO A.14. Sejam K um espaco compacto Hausdorff, € uma
subdlgebra de Banach com unidade de C(K) e (L,$) um quociente de K
que induz €. Vale que € € separdvel se, e somente se, L ¢ metrizdvel.

DEMONSTRAGAO. A conclusao segue do fato que ¢*C(L) é linearmente
isométrico a C'(L) e da observagao que o espago C(L) é separavel se, e
somente se, o espago L é metrizdvel ([10, Lemma 3.102]). O

No que segue diremos que um subconjunto S de C(K) gera uma subal-
gebra de Banach com unidade € de C'(K) se, e somente se, € é a subdlgebra
de Banach com unidade gerada por S.

PROPOSIGAO A.15. Sejam K um espago compacto Hausdorff, € uma
subdlgebra de Banach com unidade de C(K) e (L,¢) um quociente de K
que induz €. Vale que existe um subconjunto de C(K) formado apenas por
funcdes simples que gera € se, e somente se, o espaco L € zero-dimensional.

DEMONSTRAGAO. Seja S um subconjunto de C'(K') formado apenas por
funcgoes simples. Suponha que S gera € e vamos mostrar que o espago L
¢é zero-dimensional. Note que a Observagao 2.4.23 garante que para isso,
basta mostrarmos que o subespago:

A={feC(L): f éuma funcao simples}

é denso em C(L). Como ¢*C(L) é a subdlgebra de Banach com unidade
de C(K) gerada por S e (¢*)~!: ¢*C(L) — C(L) é um homomorfismo de
algebras de Banach com unidade, temos que a subalgebra de Banach com
unidade de C(L) gerada por (¢*)~1[S] é todo o espago C(L). Ou seja, vale
que o conjunto:

(A7) {fi- fain>1f€ ("), i=1....,n}U{lcw}

é linearmente denso em C(L), onde ler) + L — R denota a fungdo cons-
tante e igual a 1. Dessa forma, a conclusao segue se mostrarmos que o
conjunto (A.7) estd contido no subespago A. Para ver que os elementos do
conjunto (A.7) s@o fungoes simples, note que um produto finito de fungoes
simples é simples e que a sobrejetividade de ¢ implica que os elementos
de (¢*)71[S] também sdo funcoes simples. Reciprocamente, se L é zero-
dimensional, entdo a Observagao 2.4.23 garante que o subespaco A é denso
em C(L), o que implica que ¢*C(L) é a subdlgebra de Banach com uni-
dade de C(K) gerada pelo conjunto ¢*[A]. Finalmente, note que todos os
elementos de ¢*[A] sdo fungoes simples. O

PROPOSICAO A.16. Sejam K uma reta compacta, € uma subdlgebra de
Banach com unidade de C(K) e (L, ®) um quociente de K que induz €. Vale
que existe um subconjunto de C(K) formado apenas por fungoes mondtonas
que gera € se, e somente se, 0s conjuntos de nivel da funcao ¢ sao intervalos

fechados de K.
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DEMONSTRAGAO. Seja S um subconjunto de C'(K') formado apenas por
fungdes mondtonas. Suponha que € seja a subdlgebra de Banach com uni-
dade de C(K) gerada por S e vamos mostrar que os conjuntos de nivel de
¢ sao intervalos fechados de K. Como € é induzida por (L, ¢), temos que:

(A.8) ¢ =¢*C(L).

Fixado y em L, da continuidade de ¢ segue que ¢~ '(y) é um subconjunto
fechado de K. Como K é um conjunto totalmente ordenado e completo,
a Proposicdo 2.1.17 garante que para estabelecermos que ¢~ !(y) é um in-
tervalo, basta mostrarmos que esse conjunto possui a pvi, relativamente a
K. Sejam t e s elementos de K tais que t < s e ¢(t) = ¢(s) =y e r um
elemento de K com ¢ < r < s, vejamos que ¢(r) = y. Para isso, de acordo
com o Lema de Urysohn, basta mostrarmos que g(y) = g(qﬁ(r)), para toda
fungao g de C(L). Note que como ¢(t) = ¢(s), a igualdade (A.8) implica
que f(t) = f(s), para toda f € €. Portanto, vale que f|; 4 é constante, para
toda f € S, ja que os elementos de S sao fungoes monodtonas. Em particular,
vale que f(r) = f(t), para toda f € S. Assim, como € é a subdlgebra de
Banach com unidade de C'(K') gerada por S, temos que:

(A.9) f(r)y=f@t), Vf ec.
Dada g € C(L), a igualdade (A.8) garante que ¢*g pertence a € e assim
ficamos com:
(A.9)
9(y) = g((1)) = ¢"g(t) =" ¢7g(r) = g(4(r)).
Reciprocamente, se ¢~ !(y) é um intervalo fechado de K, para todo y € L,
entao o Corolario 2.1.42 garante que existe uma ordem total em L que faz
com que ¢ seja crescente e a topologia da ordem coincide com a topologia
original de L. Logo, se considerarmos L munida dessa ordem total, entao L
é uma reta compacta e portanto, segue da Proposicao 2.2.12 que o conjunto:

B={feC(L): f éuma funcao crescente}

é linearmente denso em C(L). Dessa forma, temos que a subdlgebra de
Banach com unidade de C(K') gerada por ¢*[B] coincide com ¢*C(L). Fi-
nalmente, note que do fato de ¢ ser crescente segue que os elementos de
¢*[B] sao fungodes crescentes. O



APENDICE B

Compactos de Eberlein

O objetivo desse apéndice é estudar algumas propriedades dos compactos
de Eberlein e relagoes entre esses compactos e os espacgos de Banach WCG.
Comegamos recordando a seguinte definicao.

DEFINICAO B.1. Dado um compacto Hausdorff K, dizemos que K é um
compacto de Eberlein se, e somente se, K é homeomorfo a um subconjunto
fracamente compacto de um espago de Banach, munido da topologia fraca.

Na verdade, vale que K é um compacto de Eberlein se, e somente se, K
é homeomorfo a um subconjunto fracamente compacto de ¢o(I), para algum
conjunto I ([9, Corollary 11.15]). Os exemplos mais simples de compactos
de Eberlein sao os compactos metrizaveis. De fato, se K é um compacto
metrizavel, entdo C'(K) é um espago de Banach separavel. Seja {f, : n >

1} um subconjunto denso na bola unitaria fechada de C(K) e considere a
In(p)

n
Note que a densidade de {f, : n > 1} em Be(k) implica que a fungao ¢
¢é injetora e além disso, ¢ é continua, se cg estiver munido da topologia da
norma. Portanto, temos que K é homeomorfo a um subconjunto compacto
em norma de ¢y, munido da topologia da norma. Dessa forma, concluimos
que um espago compacto é metrizavel se, e somente se, ele é homeomorfo
a um subconjunto compacto em norma de um espago de Banach, munido
da topologia da norma. Além disso, note que a classe dos compactos de
Eberlein contém propriamente a classe dos compactos metrizaveis. De fato,
se I' é um conjunto nao enumeravel, entdao o compactificado de Alexandroff
de T" é um compacto de Eberlein que nao é metrizavel. Para ver que o
compactificado de Alexandroff de I' é um compacto de Eberlein, observe
que ele é homeomorfo ao conjunto fracamente compacto {0} U {ey : vy € I'}
de ¢o(T"), munido da topologia fraca. Agora, vejamos que esse espa¢o nao
é metrizavel. Se o compactificado de Alexandroff de I' fosse metrizavel,
entao ele teria uma base enumeravel de abertos e portanto, seria separavel.
Recorde que os compactos metrizaveis estao intimamente relacionados com
os espacos de Banach separaveis. Mais precisamente, dado um compacto
Hausdorff K, temos que K é metrizavel se, e somente se, o espago C'(K)
é separdvel ([10, Lemma 3.102]). Note que os compactos de Eberlein e os
espacos de Banach WCG estao relacionados dessa mesma forma, i.e., um
espaco compacto Hausdorff é um compacto de Eberlein se, e somente se, seu
espago de fungoes continuas é WCG ([10, Theorem 14.9]). Na verdade, a

funcao ¢ : K — ¢y definida como ¢(p) = ( )n>1, para todo p € K.
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relagdo entre os compactos metrizaveis e os espacos de Banach separaveis
¢ ainda mais profunda. Dado um espaco de Banach X, temos que X ¢é
separavel se, e somente se, (Bx+,w*) é metrizavel ([10, Proposition 3.103]).
No contexto dos espacos de Banach WCG, isso nao acontece. Vale que se
X é um espago WCG, entao (Bx=,w*) é um compacto de Eberlein ([10,
Theorem 13.20]), mas a volta nao vale (veja a Observagao B.5). No entanto,
como veremos na Proposigao B.2, se X é da forma C'(K) e a bola unitéria de
seu dual é um compacto de Eberlein, se munida da topologia fraca™, entao
X 6 WCG.

PROPOSICAO B.2. Seja K um compacto Hausdorff. Se a bola unitdria
fechada do dual de C(K) é um compacto de Eberlein, quando munida da
topologia fraca®, entao C(K) € um espago WCG.

DEMONSTRAGAO. De acordo com o discutido acima, a conclusao segue
se mostrarmos que K é um compacto de Eberlein. Considere a fungao
6 : K — Bgk)- definida como d(p) = dp, para todo p € K e note que
essa funcdo ¢ injetora e continua, se Bg(f)« estiver munida da topologia
fraca*. Portanto, temos que K é homeomorfo a um subconjunto compacto
de (BC(K)*,w*). Logo, usando o fato que subconjuntos fechados de um

compacto de Eberlein sao compactos de Eberlein, concluimos nosso resul-
tado. O

Na Observagao 1.1.17, comentamos que um subespaco fechado de um
espaco de Banach WCG nao é necessariamente WCG. No entanto, na Pro-
posicao B.4, veremos que ser WCG é uma propriedade hereditaria para
subespacos fechados da forma C(K). Para provar a Proposi¢ao B.4, preci-
samos do Lema B.3 abaixo, que diz que a bola do dual de um subespaco
fechado de um espago de Banach WCG é um compacto de Eberlein, quando
munida da topologia fraca™*.

LEMA B.3. Seja X um espaco de Banach WCG. Se'Y € um espago de
Banach isomorfo a um subespaco de X, entdo a bola unitdria do dual de 'Y
é um compacto de Eberlein, quando munida da topologia fraca*.

DEMONSTRAGAO. Note que se T : Y — X é um isomorfismo sobre
sua imagem, entao o operador transposto T* : X* — Y* de T é limitado e
sobrejetor. Logo, o Teorema da aplicacao aberta ([9, Theorem 2.24]) garante
que existe r > 0 tal que:

(B.l) rBy« C T*[Bx*].

Por outro lado, do fato de X ser um espagco WCG segue que o espago
(Bx~=,w*) é um compacto de Eberlein. Portanto, temos que (7%*[Bx+], w")
também é um compacto de Eberlein, ja que T* é fraca*-fraca*-continuo e
a classe dos compactos de Eberlein é fechada por imagens continuas ([3]).
Dessa forma, a conclusao segue da equacao (B.1) e do fato que subespacos
fechados de um compacto de Eberlein sao Eberlein. O
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PROPOSICAO B.4. Sejam K um espaco compacto Hausdorff e X um
espaco de Banach WCG. Se C(K) € isomorfo a um subespaco de X, entdao
C(K) ¢ WCG.

DEMONSTRAGAO. Segue diretamente do Lema B.3 e da Proposicao B.2.
O

OBSERVAGAO B.5. Note que o Lema B.3 implica que as seguintes afirmagoes
sao equivalentes:

(i) Todo subespaco fechado de um espago de Banach WCG é WCG;

(ii) Dado um espago de Banach Y, se a bola unitéria fechada do dual de
Y é um compacto de Eberlein, quando munida da topologia fraca*,
entao Y é um espago WCG.

De fato, suponha que a afirmagao (i) seja verdadeira e seja Y um espago
de Banach cuja bola unitaria do dual é um compacto de Eberlein, quando
munida da topologia fraca*®. Como discutido anteriormente, nossa hipétese
implica que o espago das fungoes continuas definidas em (By+«,w*) e to-
mando valores em R é WCG. Logo, a conclusao segue de (i) e da observagao
que dado um espaco de Banach arbitrario X, o operador que associa a
cada elemento x de X a fungao continua z : (Bx~,w*) — R definida como
Z(a) = a(x) é uma imersao isométrica de X no espacgo das fungoes continuas
definidas na bola unitéria do dual de X, munida da topologia fraca*, e to-
mando valores em R. Reciprocamente, suponha que a afirmacgao (ii) seja
verdadeira e considere um espaco de Banach WCG X e um subespaco fe-
chado Y de X. De acordo com o Lema B.3, temos que a bola unitaria do
dual de Y é um compacto de Eberlein, se munida da topologia fraca* e por-
tanto, segue de (ii) que Y é um espaco WCG. Portanto, como a afirmacao
(i) é falsa (]26]), temos que a afirmacao (ii) também é falsa.

Agora, vamos mostrar que, embora os compactos de Eberlein nao sejam
necessariamente metrizaveis, esses compactos compartilham uma proprie-
dade interessante com os espacos metrizaveis. A saber, todo compacto de
Eberlein é um espaco de Fréchet.

DEFINIGAO B.6. Dizemos que um espago topoldgico X' é um espaco de
Fréchet se, e somente se, dados um subconjunto A de X e um ponto x no
fecho de A, existe um sequéncia (zy),>1 de elementos de A que converge
para .

Como veremos na Proposicao B.9, o fato que os compactos de Eberlein
sao espacos de Fréchet segue da enumerabilidade do tightness da topologia
fraca nos espagos de Banach. Recorde que se X é um espago topoldgico,
entao o tightness de X é o menor cardinal infinito x para o qual a seguinte
condicao vale: Dados um subconjunto A de X um ponto z no fecho de A,
existe um subconjunto B de A com |B| < k e tal que = pertence ao fecho
de B. No préximo lema, vamos mostrar que todo espago de Banach tem
tightness enumeravel, quando munido da topologia fraca.
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LEMA B.7. Se X é um espago de Banach, entdao (X,w) tem tightness
enumerdvel.

DEMONSTRAGAO. Sejam A um subconjunto de X e 2 um ponto de A"
e vamos mostrar que existe um subconjunto enumeravel B de A tal que
z € BY. Fixee >0, k > 1 ¢ para cada (ag,...,a) € B’)“(*, defina a
seguinte vizinhanca aberta de z na topologia fraca:

Vo = W€ X tlaily—)| <ei=1,....k},

(0617...704
onde B§(* denota o produto cartesiano de k cépias de Bx+. Além disso,
dado p € X, considere o subconjunto U, de Bé}* definido como:

U:{(041,...,0%)EBI)"’(*:pGV(‘8 }.

a17~"7ak)

Note que se (Bx+,w*)* denota o produto cartesiano de k cépias do espaco
(Bx+,w*), munido da topologia produto, entao cada U, é um subconjunto
aberto de (Bx+,w*)*. De fato, fixado p € X, defina a seguinte vizinhanca
fraca*-aberta da origem em By«:

Wy, ={a € Bx~ : |a(z —p)| < e}

e note que Uj é o produto de k cépias de W),. Por outro lado, se (a1, ..., o)
é um elemento de B’)““(*, entdo do fato de x pertencer ao fecho de A na

topologia fraca segue que AN V(fl Loeenstk) é um conjunto nao vazio. Logo, para

cada (ai,...,ax) em B§<*, podemos escolher um elemento pfal ay) Dessa

interseccao. Dessa forma, temos que a seguinte colecao é uma cobertura
aberta de (Bx~,w*):

{Ups : (al, . ,ak) S Béc(*}

Portanto, segue da compacidade de (Bx«,w*)* que existe um subconjunto
finito Fy, . de Bé“(* tal que {UP? : (ai1,...,a) € F .} continua sendo
al

uma cobertura de (Bx+,w*)¥. Finalmente, para concluir o resultado, defina
o subconjunto enumeravel B de A como:

B = U{p?m,.-.,ak) ce=1/nk>1, e(o,...,a) € Fc}

n>1

e note que x pertence ao fecho de B na topologia fraca de X. ([l

Finalmente, vamos apresentar a Proposicao B.9. Na prova das Pro-
posicoes B.9 e B.10, usaremos o seguinte resultado.

LEMA B.8. Sejam X um espagco de Banach, K um subconjunto fraca-
mente compacto de X e B um subconjunto enumerdvel de K. Se definirmos
o subespaco fechado e separdvel Y de X como Y = spanB, entao Y NK serd
um espaco metrizavel, se munido da topologia induzida da topologia fraca de

X.
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DEMONSTRAGAO. Inicialmente, note que o Teorema de Hahn-Banach
implica que se X e Y sao espacos de Banach arbitrarios com Y um subespaco
de X, entao a topologia fraca de Y coincide com a topologia induzida em
Y pela topologia fraca de X. Denote por 7 a topologia induzida em K
pela topologia fraca de X e observe que do fato de Y ser um subconjunto
fechado de (X, w) segue que Y N K é fechado em (K, 7) e portanto, temos
que Y N K é compacto, se munido da topologia induzida de 7. Além disso,
usando nossa observacao inicial, concluimos que a topologia induzida por 7
em Y N K coincide com a topologia induzida em Y N K pela topologia fraca
de Y. Dessa forma, vale que Y N K é um espago compacto, se munido da
topologia induzida pela topologia fraca de Y. Finalmente, o resultado segue
do fato que todo subconjunto fracamente compacto de um espaco de Banach
separavel é metrizével, se munido da topologia fraca ([9, Proposition 3.29]).

O

PROPOSICAO B.9. Todo compacto de Eberlein ¢ um espaco de Fréchet.

DEMONSTRAGAO. Note que basta mostrarmos que se K é um subcon-
junto fracamente compacto de um espaco de Banach X, entdo K é um
espaco de Fréchet, se munido da topologia induzida de (X, w). Denote por
T a topologia de subespago de K, com respeito a (X, w), e considere um
subconjunto A de K e um ponto x no fecho de A com respeito a topologia
7. Como K é um subconjunto fechado de (X,w) e A estd contido em K,
temos que o fecho de A com respeito a 7 coincide com o fecho fraco de A.
Logo, o Lema B.7 garante que existe um subconjunto enumeravel B de A
tal que x pertence ao fecho fraco de B e portanto, x pertence ao fecho de
B com respeito a 7. Note que nossa conclusio segue se mostrarmos que B
é um espaco metrizdvel, se munido da topologia induzida por 7, onde B"
denota o fecho de B com respeito a topologia 7. Defina o subespago fechado
e separavel Y de X como Y = spanB e note que:

(B.2) B =B"CcYNKCK.

Assim, usando o Lema B.8, concluimos que o espaco Y N K é metrizdvel,
se munido da topologia induzida por 7 e portanto, nosso resultado segue da
equagao (B.2). O

Terminamos esse apéndice, investigando a relagao entre os compactos
de Eberlein e uma outra classe de espacos compactos relevante para esse
trabalho. Recorde que como discutido na Secao 1.2, dizemos que um espaco
compacto Hausdorff K é Ng-monolitico se, e somente se, todo subconjunto
separavel de K possui uma base enumeravel de abertos. Note que um espaco
compacto Hausdorff é Ng-monolitico se, e somente se, o fecho de todo sub-
conjunto enumeravel é metrizavel. Na Proposicao B.10 abaixo, veremos
que a classe dos compactos Ng-monoliticos contém a classe dos compactos
de Eberlein e na Proposicao B.11, veremos que essa inclusao é proépria, ou
seja, existem espacos compactos Ng-monoliticos que nao sao compactos de
Eberlein.
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PROPOSICGAO B.10. Todo compacto de Eberlein é Xg-monolitico.

DEMONSTRAGAO. Note que basta mostrarmos que se K é um subcon-
junto fracamente compacto de um espaco de Banach X, entao K é Ny-
monolitico, se munido da topologia induzida pela topologia fraca de X.
Denote por 7 a topologia de subespago de K, com respeito a (X, w), e seja
{zy, : » > 1} um subconjunto enumeravel de K. Devemos mostrar que
se F'={x,:n>1} , entdo F é metrizdvel, se munido da topologia indu-
zida por 7. Analogamente ao discutido na prova da Proposicao B.9, temos
que F' coincide com {z, : n > 1} . Portanto, se Y é o subespaco fechado e
separavel de X definido como Y = span{z, : n > 1}, entao vale que:

(B.3) FCYNKCK.

Assim, usando o Lema B.8, concluimos que o espaco Y N K é metrizavel,
se munido da topologia induzida por 7 e portanto, nosso resultado segue da
equagao (B.3). O

PROPOSICAO B.11. Existem compactos Rg-monoliticos que nao sao com-
pactos de Eberlein.

DEMONSTRAGAO. Seja o um ordinal, é facilmente mostrado, por indu¢ao
em «, que o fecho de um subconjunto enumerdvel de [0, é enumerdvel e
portanto, [0, «] é Rg-monolitico. No entanto, note que se a é um ordinal nao
enumeravel, entao o espaco [0, a] nao é um espago de Fréchet. Dessa forma,
a Proposicao B.9 garante que [0, ] ndo é um compacto de Eberlein, para
o> Wi O



APENDICE C

O Axioma de Martin

O Axioma de Martin é um principio combinatério relativamente consis-
tente com os axiomas de ZFC ([19, pg. 278]). O objetivo desse apéndice é
apresentar o enunciado desse axioma e provar a Proposicao C.7, que usamos
no Capitulo 3, para estabelecer que uma certa questao envolvendo a propri-
edade da cg-extensio é independente dos axiomas de ZFC. Como o Axioma
de Martin fala sobre a existéncia de filtros com propriedades interessantes
nas ordens parciais que possuem a ccc, inicialmente, vamos recordar alguns
conceitos sobre conjuntos parcialmente ordenados. Ao longo desse apéndice,
(P, <) sempre denotard uma ordem parcial, i.e., um conjunto P munido de
uma relagdo binaria <, que é uma ordem parcial em P.

DEFINICAO C.1. Dados elementos p e g de P, dizemos que p e ¢ sao
compaltiveis se, e somente se, existe r € P tal que r <per <gq. Sepegq
nao sao compativeis, entao dizemos que eles sao incompativeis.

DEFINIGAO C.2. Um subconjunto A de P é dito uma anticadeia em P
se, e somente se, quaisquer dois elementos distintos de A sdo incompativeis.
Se toda anticadeia de P é enumeravel, entao dizemos que a ordem parcial
(P, <) tem a countable chain condition (abreviadamente ccc).

DEFINICAO C.3. Um subconjunto D de P é dito denso em P se, e so-
mente se, dado qualquer elemento p € P, existe g € D tal que ¢ < p.

DEFINICAO C.4. Um subconjunto G de P é dito um filtro em P se, e
somente se, as seguintes condigOes sao satisfeitas:

(i) Se p,q € G, entdo existe r € G tal quer <per < ¢;
(ii) Se p € G e q € P satisfaz p < ¢, entdo q € G.

Agora, podemos enunciar o Axioma de Martin (MA). Inicialmente, va-
mos enunciar MA(k), onde k é um cardinal.

Enunciado de MA(k): Sejam (PP, <) uma ordem parcial ndo vazia e
© uma familia de subconjuntos densos em P, com |9| < k. Se (P, <) tem
a ccc, entao existe um filtro em P que intersecta todos os elementos de ©.

Enunciado do Axioma de Martin (MA): Vale MA(k), para k < 2%.

Note que enquanto MA (w) é um teorema de ZFC, temos que MA(2%) é
falso ([19, Lemma 2.6]). Portanto, na presenca da Hipétese do continuo, o
Axioma de Martin ndo acrescenta nada ao sistema ZFC. Dessa forma, em
geral, trabalha-se assumindo o Axioma de Martin e a negacao da Hipdtese
do continuo. Como dito no inicio desse apéndice, nosso objetivo é apresentar
a prova da Proposicao C.7 que diz que fixado um cardinal k, se assumirmos
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MA(k), entao todo subconjunto de w* com cardinalidade menor ou igual a
K estd contido num subconjunto o-compacto de w®. E claro, que estamos
considerando o espaco w* munido da topologia produto. Como veremos a
seguir, obteremos a Proposi¢ao C.7 como um corolédrio do Lema C.5, sendo
que toda a parte combinatdria da prova dessa proposicao estd contida no
Lema C.5. Note que o Lema C.5 garante que dado um cardinal k, se assu-
mirmos MA(k), entdao todo subconjunto com cardinalidade menor ou igual
a k de w* é limitado superiormente, com respeito a uma determinada pré-
ordem parcial em w*. Bem, é claro que a ordem parcial mais natural que
podemos definir em w* é a ordem produto, i.e., dadas fungoes f,¢g: w — w,
dizemos que f < g se, e somente se:

(C.1) f(n) < g(n),

para todo n € w. A pré-ordem parcial <* com a qual vamos trabalhar é
parecida com a ordem produto de w®, sé que para concluir que f <* g,
exigimos que a condigao (C.1) ocorra nao para todo n em w, mas para todo
n fora de um subconjunto finito de w. Mais precisamente, dadas fungoes
f,9:w— w, dizemos que f <* g se, e somente se, o conjunto

{new:g(n) < f(n)}

¢é finito. Note que a relacao bindria <* definida acima é uma pré-ordem
parcial em w®”. Recorde que dados um conjunto X e uma relacao binaria em
X, dizemos que essa relacao é uma pré-ordem em X se, e somente se, ela
é reflexiva e transitiva. Além disso, dizemos que um subconjunto M de X
é limitado superiormente, com respeito a essa pré-ordem, se M possui uma
cota superior em X, com respeito a essa pré-ordem. A seguir, apresentamos
a demonstracao do Lema C.5.

LemA C.5. Assuma MA(k). Todo subconjunto M de w* com |M| < k
€ limitado superiormente, com respeito a pré-ordem <*.

DEMONSTRAGAO. E claro que se k é finito, entdo M é um subconjunto
limitado superiormente de w®, relativamente a <*. Dessa forma, no que
segue, assumiremos que k£ € um cardinal infinito. Considere a seguinte ordem
parcial:

P={(f,F):FCM, |F|<we f:dom(f) Cw—w, |dom(f)l <w}

e declare que (f1, F1) < (f2, F2) se, e somente se, as seguintes condigoes sao
satisfeitas:

(i) foC fie F» C Fy;

(ii) Se n € dom(f1) \ dom(f2), entdao fi(n) > g(n), para toda funcao

g€ Fs.

Inicialmente, note que (P, <X) é de fato uma ordem parcial. Afirmamos que
essa ordem parcial tem a ccc. De fato, suponha, por absurdo, que a colecao
{(fa, Fa) : @ € w1} seja uma anticadeia em P. Como a colegdo das funcoes
definidas em subconjuntos finitos de w e tomando valores em w é enumeravel,
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temos que existem uma fungao f : dom(f) C w — w tal que dom(f) é finito
e um subconjunto A de w; tal que |A| = wy e f, = f, para todo o € A.
Portanto, se v e /3 sdo dois elementos distintos de A, entao (fo, Fo) e (fz, Fp)
sdo compativeis, ja que (f, F, U Fp) pertence a P, (f, Fy U Fg) = (fa, Fa)
e (f,FaU Fg) = (fs,F3). No entanto, isso contradiz a hipétese de que
{(fa, Fa) : @ € w1} é uma anticadeia e assim, concluimos que P tem a ccc.
Agora, vamos construir uma familia de subconjuntos densos de IP. Para
cada n € w, defina o conjunto D,, = {(f,F) € P : n € dom(f)} e note
que D,, é um subconjunto denso de P. De fato, dado um elemento (h, H)
de P que nao pertence a D,,, defina a fungao f : dom(h) U{n} — w como
flaomny = h e f(n) = max{g(n) : g € H}. Assim, vale que (f, H) pertence
aDye(f,H)=(h,H), o que estabelece a densidade de D,,. Por outro lado,
fixado h € M, defina o conjunto D}, = {(f,F) € P : h € F} e note que
cada Djp também é denso em P. De fato, fixado h € M, para ver que Dy,
é um subconjunto denso de PP, basta notar que se (g, G) é um elemento de
P, entao (g, G U {h}) pertence a Dy, e satisfaz (g,G U {h}) < (g, G). Dessa
forma, como k é um cardinal infinito, a familia

D ={Dp:necwtU{Dy:he M}

de subconjuntos densos de P tem cardinalidade menor ou igual a x e por-
tanto, segue de MA(k) que existe um filtro G em P tal que G intersecta
todos os elementos de . Finalmente, defina o seguinte subconjunto de
W X w:

g:U{f:(f7F)EG}

e vamos mostrar que g é uma cota superior de M em w®, com respeito a
pré-ordem <*. Note que do fato de G ser um filtro vem que g é uma fungao.
Além disso, como G N D,, # (), para todo n € w, temos que dom(g) = w.
Logo, para concluir a prova, basta mostrarmos que h <* g, Vh € M. Fixe
h € M e tome (f1, F1) € D,NG. Note que para estabelecermos que h <* g,
basta verificarmos que para todo n € w \ dom(f1), vale que g(n) > h(n).
Considere n € w \ dom(f1) e tome (fa, F3) € D, N G. Sabemos que existe
(f3,F3) € G tal que (fs, F3) = (f1,F1) e (f3, F3) =2 (f2, F2). Portanto, vale
que n € dom(f3) e fz(n) > h(n). A conclusdo segue do fato que a funcao g
é uma extensao de f3. O

Finalmente, para podermos obter a Proposicao C.7 a partir do Lema
C.5 acima, precisamos entender a relagao entre os subconjuntos limitados
superiormente de w®, com respeito a pré-ordem <*, e os subconjuntos o-
compactos de w*. Note que os subconjuntos limitados superiormente, com
respeito a ordem produto de w*, coincidem com os subconjuntos relativa-
mente compactos de w*. No proximo lema, veremos que os subconjuntos
de w¥ que estao contidos em subconjuntos o-compactos de w® coincidem
com os subconjuntos limitados superiormente de w*, com respeito a <* e

portanto, a Proposicao C.7 seguira diretamente dos Lemas C.5 e C.6.
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LEMA C.6. Um subconjunto M de w®“ estd contido num subconjunto o-
compacto de w” se, e somente se, M € limitado superiormente, com respeito
a pré-ordem <*.

DEMONSTRAGAO. Suponha que M esteja contido num subconjunto o-
compacto de w*, ou seja, M C |72 Ky, onde cada K, ¢ um compacto de
w®. Sem perda de generalidade, podemos escrever K, = {f € w* : f < g,},
onde g, € w*, para todo n € w. Defina um elemento g de w*, declarando
que g(n) = max{gi(n),...,gn(n)}, para todo n € w. A conclusao segue do
fato que f <* g, para toda f € M. Reciprocamente, suponha que exista
g € w¥ tal que f <* g, para toda f € M. Para cada (n,m) € w X w, defina
o conjunto:

Kpm={f€w”: f(i) <m, parai <ne f(i) <g(i), para i > n}.

Claramente, cada K, ,, é compacto e M C Un,me Kym. O

Prorosigao C.7. Assuma MA(k). Todo subconjunto M de w* com
|M| < k estd contido num subconjunto o-compacto de w®.

DEMONSTRAGAO. A conclusao segue diretamente dos Lemas C.6 e C.5.
O
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