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1 Estruturas algébricas

No presente texto, vamos discutir informalmente o conceito de estruturas algébricas.
Uma estrutura algébrica consiste de um conjunto e de operagoes definidas nesse conjunto. Um exemplo
de uma estrutura algébrica é um espaco vetorial sobre R. Um espaco vetorial sobre R consiste de um

conjunto V', munido de duas operacoes:
+: VXV —V e  :RxV—YV,

e exigimos que essas operacoes satisfacam algumas propriedades. Note que para se especificar um espago
vetorial sobre R nao basta especificar o conjunto de vetores, temos que especificar também as operacoes.

Por exemplo, vimos em aula duas estruturas diferentes de R-espaco vetorial no conjunto R2.

Um aspecto interessante é que podemos colocar uma estrutura algébrica num conjunto Y a partir de
uma estrutura algébrica num outro conjunto X e uma fungao bijetora ¢ : X — Y. A idéia consiste em
transferir as operagoes de X para Y através da bijecdo ¢. Por exemplo, suponha que X esteja munido de

uma operagao x : X x X — X definimos a operagao o : Y XY — Y, fazendo:

yroy2 = (e (y1) * 0~ (12)), (1)

para todos y; e yo pertencentes a Y. Observe que de (1) segue que:

p(r1 * x2) = p(21) 0 P(72), (2)

para todos os elementos x; e 2 de X. O interessante dessa definicao é que se a operagao * em X satifaz uma
determinada propriedade algébrica, entdo a operagao o definida em (1) também satisfaz essa propriedade.
Por exemplo, se * é comutativa, entao a operacao o em Y também é comutativa. De fato, fixados y; e ys

em Y, temos que:

yioya=p(e (1) x o Hye) = (e (y2) x o~ H(y1)) = y2 oy

Exemplo de uma aplicagao dessas idéias.
Sabemos que o conjunto dos nimeros inteiros Z nao é um corpo, se munido das operagoes usuais. Mas,
podemos nos perguntar se existem operagdes em Z que fazem desse conjunto um corpo. A resposta para

essa pergunta é afirmativa. Para mostrar isso, vamos usar o seguinte lema.

Lema 1.1. Eziste uma funcao bijetora entre os conjuntos Q e Z.
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Eu nao vou provar o Lema 1.1 aqui. Para aqueles que nao conhecem esse resultado, peco que acreditem
nele. Em algum outro curso, vocés verao a prova desse resultado (acredito que em algum curso de teoria
dos conjuntos).

Fixe uma bijecao ¢ : Q — Z. Usando essa bijecao, definimos as operagoes em Z de forma andloga ao

feito em (1). Mais precisamente, defina:
n&m=p(e~(n) + ¢~ (m)) e

nom=p(e ' (n)- ¢~ (m)),

para todos n e m inteiros, onde + e - denotam as operagoes usuais de Q.

Exercicio 1.2. Mostre que (Z,®,®) é um corpo.
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2 Existéncia de bases em espacos vetoriais

O objetivo do presente texto é apresentar a prova de que todo espago vetorial admite uma base. Note
que em sala de aula, vimos que se um espaco vetorial admite um conjunto finito de geradores, entao ele

possui uma base. Assim, a seguinte pergunta se coloca naturalmente:

Pergunta 2.1. Seja V' um espago vetorial e suponha que V' ndao possua um subconjunto finito de geradores.

Existe uma base para V' ?
A resposta para essa pergunta é afirmativa. No que segue, nos dedicaremos a mostrar o teorema abaixo.
Teorema 2.2. Todo espago vetorial admite uma base.

Por definigao, temos que uma base de um espago vetorial é um subconjunto desse espaco que é LI e
que gera todo o espaco. A idéia da prova do Teorema 2.2 é mostrar que num espago vetorial, existe um
subconjunto LI maximal e depois, mostrar que se um conjunto LI é maximal, entao ele é um conjunto
de geradores do espaco. A dificuldade é provar que existe um tal conjunto LI maximal. A existéncia
desse conjunto é garantida pelo Lema de Zorn. Para enunciarmos o Lema de Zorn, necessitamos de alguns

conceitos, que introduzo abaixo.

Definicao 2.3. Seja um conjunto X. Uma ordem parcial em X € uma relacdo bindria < em X satisfazendo

as sequintes propriedades:

1. Reflezividade, i.e., dado x em X wvale que x = x;

2. Antisimetria, i.e., dados x ey em X, sex Sy ey = x, entdo x = y.

3. Transitividade, i.e., dados T,y e z em X sex Xy ey = z, entdo x = z;
Uma ordem parcial < € dita total se dados dois elementos x ey de X vale que v Xy ouy X x.
Exercicio 2.4. Dado um conjunto A, considere a colecao de todos os subconjuntos de A, i.e., defina:

p(A)={X: X C A}.
Defina em p(A) a sequinte relagdo:
X <Y se, e somente se, X CY,

para todos X e Y elementos de p(A). Mostre que < é uma ordem parcial em p(A). Essa ordem é total?
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Definigao 2.5. Sejam X um conjunto e < uma ordem parcial em X.
(a) Um subconjunto Y de X € dito uma cadeia se a restri¢cio da ordem < a'Y € uma ordem total em Y.

(b) Uma cota superior em X de um subconjunto Y de X € um elemento x de X com a seguinte propriedade:
y =3z, paratodoyeY.

A definicao de cota inferior se faz de forma andloga.

(¢c) Um elemento x de X € dito mazimal em X se :
ry=>y=u1x, paratodoye X.
A definicao de elemento minimal € feita de forma andloga.

Exercicio 2.6. Seja A um conjunto e considere p(A) munido da ordem parcial definida no Ezercicio 2.4.

Mostre que se ® é um subconjunto de p(A), entdo a uniao |JD € uma cota superior de © em p(A).

Finalmente, temos em maos tudo que precisamos para entender o enunciado do Lema de Zorn.

Lema de Zorn. Sejam € um conjunto e =< uma ordem parcial em €. Suponha que € seja nao vazio e

que toda cadeia de elementos de € possua uma cota superior em €. Entfo, ¢ possui um elemento maximal®.

Agora, vamos usar o Lema de Zorn para provar o Teorema 2.2. A prova desse teorema seguird facilmente

dos dois proximos lemas.

Lema 2.7. Seja V um espaco vetorial sobre um corpo K. Entdo, existe um subconjunto S de V que €
mazimal dentre os LI, i.e., S é um subconjunto LI de V e S nao estd contido propriamente em nenhum

subconjunto LI de V.

Demonstragao. Denote por € a colegao de todos os subconjuntos LI de V. Defina em € a seguinte relagao
bindria:
A=< B se, e somente se, AC B,

para todos A e B pertencentes a €.

Exercicio 2.8. Mostre que a relacdo definida acima € uma ordem parcial em €.

IN&o vou provar aqui o Lema de Zorn. Em algum outro curso, vocés provavelmente discutirdo esse resultado.
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Note que € nao é vazio. Por exemplo, o conjunto vazio pertence a €. Agora, considere ® uma cadeia
de elementos de € e vamos mostrar que ® possui uma cota superior em €. De acordo com o Exercicio 2.6,
temos que | JD é uma cota superior de ® em (V). No entanto, a principio, ndo sabemos se | JD pertence

a C.
Exercicio 2.9. Mostre que |JD € um subconjunto LI de V' e portanto, pertence a €.

Dessa forma, o Lema de Zorn garante a existéncia de um elemento maximal em €. O

Lema 2.10. Sejam V um espaco vetorial sobre um corpo K e S um subconjunto de V. Se S é um conjunto

LI mazimal de V', entdo S € um conjunto de geradores de V.

Demonstrag¢ao. Dado v € V, devemos mostrar que v pertence ao subespago gerado por S. Suponha, por
absurdo, que v nao pertenga ao subespaco gerado por S. Do Exercicio 2.11 abaixo segue que S U {v} é um

conjunto LI.

Exercicio 2.11. Sejam S um subconjunto LI de um espago vetorial V e v um vetor desse espaco. Mostre

que se v nao pertence ao subespaco gerado por S, entdo o conjunto SU{v} é LI

Claramente, vale que S C S U {v}. Como v nao pertence a S, temos que S estd contido propriamente
em S U {v}. Mas, isso ndo pode acontecer devido & maximalidade de S. Essa contradi¢do mostra que v

pertence ao subespaco gerado por S. O

Prova do Teorema 2.2. Seja V um espago vetorial sobre um corpo K. Seja S o subconjunto LI
maximal de V' dado pela Lema 2.7. De acordo com o Lema 2.10, temos que S é um conjunto de geradores

de V. Portanto, S é um conjunto LI que gera V. Assim, S é uma base de V. O

Observagao 2.12. Em aula, vimos que se um espago vetorial tem dimensao finita, i.e., admite uma base
finita, entdo todas as bases desse espago tém o mesmo numero de elementos. Na verdade, o mesmo vale
para espacos que nao possuem dimensao finita. Nao veremos isso nesse curso, pois acredito que vocés ainda

ndo tém todas as ferramentas para o estudo desse resultado.
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3 Unicidade da base pré-dual

O objetivo do presente texto é apresentar a prova do seguinte teorema.

Teorema 3.1. Seja V' um espaco vetorial de dimensdao finita sobre um corpo K. Se By e Bs sdo duas

bases ordenadas de V tais que BY = B3, entdo By = Bs.
Demonstragao. Escreva By = (v;)1q, Ba = (u;) e

C =Bi = B; = (ai)iy

Suponha, por absurdo, que B; e B, sao distintas, o que implica que existe j € {1,...n} tal que v; # u;. Do

Exercicio 2 da Lista sobre funcionais lineares e espagos duais segue que existe o € V* tal que a(v;) # a(u;).

Como C' é base de V*, existem unicos escalares Aq, ..., A, no corpo tais que:

n
a = E )\z Q.
i=1

Aplicando o em v;, obtemos:
a(v) =D Ai-ai(vy) = A,
i=1

pois C é a base dual de B;. Por outro lado, aplicando o em u;, obtemos:

a(u) =D A ai(ug) = Aj,
=1

(4)

pois C' é a base dual de By. De (3) e (4) segue que a(v;) = a(u;). Essa contradicao estabelece nosso

resultado.

O
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4 Isomorfismo transposto

O objetivo do presente texto é apresentar uma prova do seguinta teorema.

Teorema 4.1. Sejam V e W espagos vetoriais sobre um corpo K e considere T : V. — W uma

transformacdo linear. As sequintes afirmacoes sao equivalentes:
1. T ¢ bijetora.
2. T* € bijetora.
Em aula, provamos o seguinte resultado.

Lema 4.2. Sejam V e W espagos vetoriais sobre um corpo K e considere T : V. — W uma transformagdo

linear. As sequintes afirmagoes sao equivalentes:
1. T ¢ sobrejetora.
2. T* € injetora.

Dessa forma, para estabelecer o Teorema 4.1, basta mostrarmos que T é injetora se, e somente se, T é

sobrejetora.

Inicialmente, vamos mostrar que se 1" é injetora, entao T é sobrejetora, o que serd feito no Lema 4.5

abaixo. Para provar o Lema 4.5, precisaremos do seguinte lema.

Lema 4.3. Sejam V e W espacos vetoriais sobre um corpo K e U um subespaco de V.. Se T : U — W ¢€

uma transformagdo linear, entio existe uma transformacao linear T : V. —s W tal que:
T(u) =T(u), YueUl.

Demonstragdo. De acordo com o Teorema 1 da Resolucao dos exercicios bonus da lista sobre bases e somas
de subespagos, temos que todo subespaco de um espacgo vetorial é complementado. Seja P : V — V uma
projecao com ImP = U. Defina T : V — W como T = T o P. E claro que T ¢ linear e que T(u) =T (u),
para todo v € U. O

Definicao 4.4. Sejam X e Z conjuntos e Y um subconjunto de X. Dada uma fungao f:Y — Z, uma

extensdo de f a X é uma funcdo f: X —s Z tal que:

fly)=fly), YyeY.
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Tendo em mente a Definicao 4.4, o Lema 4.3 nos diz que toda transformacgao linear definida num

subespaco de um espago vetorial admite uma extensao linear para o espago todo.

Lema 4.5. Sejam V e W espacos vetoriais sobre um corpo K e considere T : V. — W uma transformacgao

linear. Se T € injetora, entao T* é sobrejetora.

Demonstragao. Devemos mostrar que dado « € V*, existe v € W* tal que T*(y) = a. Note que:
T:V — ImT

¢é um isomorfismo. Portanto, temos que T~! : ImT — V estd bem definida e é uma transformacao linear.
Fixado a € V*, defina 8 : ImT — K como 8 =aoT L. E claro que [ ¢ linear, ja que é uma composicao
de duas transformagoes lineares. Do Lema 4.3 segue que existe uma extensdo linear B:W — K de B.
Note que:

T*(B)(v) = B(T(v)) = B(T(v)) = a(v), Vo eV.

Portanto, temos que T*(8) = «. Isso estabelece a sobrejetividade de T™*. O

Agora, vamos mostrar que se T™ é sobrejetora, entao T é injetora. Note que o Lema 4.2 garante que se
T* é sobrejetora, entao T** é injetora. Logo, nossa estratégia para estabelecer esse resultado sera relacionar
a T com a T%* e mostrar que a injetividade de T™* implica a injetividade de T. Recordemos a seguinte

definigao.

Definigao 4.6. Seja V. um espago vetorial sobre um corpo K. Definimos Aval : V. — V** como

Aval(v) = aval,, para todo v pertencente a V, onde:
aval,(a) = a(v), Va e V™.

Em sala de aula, vimos que Awval é uma transformagcédo linear e que se a dimensao de V é finita, entao
Awal é um isomorfismo. No entanto, nao usamos a finitude da dimensao de V' para concluir a injetividade
de Awal. Dessa forma, em dimensao infinita, Aval : V. — V** é uma transformagao linear e injetora. O
que implica que a fungao:

Aval - V — Im(Aval) C V**

é um isomorfismo. Em outras palavras, Aval é um isomorfismo entre V e um subespago de V**. No préximo

lema, vamos entender a relagao entre T e T**.
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Lema 4.7. Sejam V e W espacos vetoriais sobre um corpo K. Denote por AvalV : V. — V** e por

AvalV - W — W** os operadores de avaliacdo de V e W, respectivamente. Mais precisamente:

Aval¥ (v)(a) = a(v), WEV e YaeV*

Aval™ (w)(8) = B(w), Yw € W e VB € W*.

SeT :V — W € uma transformagdo linear, entdo vale que:
(Avalw)_1 oT** o AvalV =T.

Em outras palavras, o diagrama abaixo é comutativo:

VA T W **

AvalVT TAvalW

V$—W

Demonstracio. Fixado v em V, temos que T** o Aval¥ (v) € W**. Fixe B € W* e calculemos:
T** o Aval¥ (v)(B) = T** (Aval (v))(8) = T**(aval,)(B)

= aval, (T*(8)) = T*(B)(v) = B(T(v)) = Aval™ (T(v))(B).

Isso mostra que T** o Aval¥ (v)(B) = (Aval™ o T(v))(B), para todo B3 € W* e portanto, temos que
T** o Aval" (v) = Aval™ o T(v), para todo v € V. Donde segue que:

T** o Aval” = AvalV o T. (5)

Finalmente, compondo & esquerda os dois lados da igualdade (5) com

(AvalW)fl, obtemos nosso resultado. O

Note que se identificarmos V e W com Awval¥ [V] e Aval™ [W], respectivamente, temos que T** é uma

extensao de T.

A tnica ferramenta que ainda nos falta para concluir nosso resultado é dada pelo exercicio abaixo.

Exercicio 4.8. Sejam X e Z conjuntos, Y um subconjunto de X e f : Y — Z uma func¢do. Se uma

extensao f : X — Z de f € injetora, entao f é injetora.
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Lema 4.9. Sejam V e W espacos vetoriais sobre um corpo K e considere T : V. — W wma transformagao
linear. Se T* : W* — V* € sobrejetora, entao T € injetora.

Demonstragdo. Como T™ é sobrejetora, o Lema 4.2 garante que T** € injetora. Do Lema 4.7 segue que T™**

pode ser vista como uma extensao de T'. O resultado segue do Exercicio 4.8. O
Os Lemas 4.5 e 4.9 e concluem a prova do Teorema 4.1. Temos o seguinte corolario do Teorema 4.1.

Corolario 4.10. Sejam V e W espacos vetoriais sobre um corpo K e considere T : V. — W uma

transformacdo linear. As sequintes afirmacoes sao equivalentes:
1. T € isomorfismo.

2. T* € isomorfismo
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5 Relacgoes de equivaléncia e conjunto quociente

Iniciamos nossa revisao sobre realgoes de equivaléncia com uma estorinha. Suponham que vocés se
formaram no graduacao e desejem fazer uma festanga para celebrar. Como vocés sao muito populares,
vocés tem muita gente para convidar. Por ser uma ocasiao tao importante, vocés querem enviar convites
para as casas dos seus amigos e familiares. Mas, daria muito trabalho enviar um convite para cada pessoa.
Como resolver esse problema? Ou seja, como enviar convite para todos os seus amigos sem mandar um
convite para cada pessoa? Bem, eu mandaria um convite para cada residéncia em que more pelo menos um
de meus convidados. Assim, se dois dos meus convidados moram na mesma residéncia, os dois receberao
o mesmo convite. Podemos pensar que se X denota o conjunto de todos os meus convidados, estamos
definido a seguinte relagao binaria em X:

Convidado A e Convidado B estao relacionadas < A e B moram na mesma casa.

Note que essa relagao satisfaz algumas propriedades interessantes, a saber:

e Cada convidado estd relacionado consigo mesmo;

e Se o Convidado A estd relacionado com o Convidado B, entdo o Convidado B estd relacionado com

o Convidado A;

e Se o Convidado A estd relacionado com o Convidado B e o Convidado B estd relacionado com o

Convidado C, entdo o Convidado A esta relacionado com o Convidado C.
Relagoes bindarias que satisfazem essas propriedades sao chamadas de relacoes de equivaléncia.

Definigao 5.1. Uma relagao de equivaléncia num conjunto X é uma relagao bindria ~ em X satisfazendo

as sequintes condigoes:
(a) para todo x € X, x ~ x (reflexividade);
(b) para todos x,y € X, se x ~y entdo y ~ x (simetria);
(c) para todos x,y,z € X, sex ~y ey ~ z entdo x ~ z (transitividade).

Se ~ € uma relagao de equivaléncia em X, entdo a classe de equivaléncia de um elemento x € X (com

respeito & relagdo de equivaléncia ~) € o subconjunto [x] de X definido por:

2] ={yeX:z~y}.
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Exemplo 5.2. Na relagao de equivaléncia da mossa estoria, a classe de equivaléncia de um de nossos

convidados € o conjunto de todos os convidados que moram na mesma casa que ele.

Note que a relagao de igualdade é uma relacao de equivaléncia. Na verdade, relacoes de equivaléncia
sao generalizagoes da relagao de igualdade. Dois elementos distintos de um conjunto sao identificados com
respeito a alguma propriedade. Por exemplo, digamos que meus amigos Jilia e Léo morem na mesma casa.

Claramente, eles sdo distintos, no entanto do ponto de vista dos convites, eles sao tratados como um sé.

Exercicio 5.3. Seja S a esfera de R", i.e.,
S ={z € R" tal que ||z|| = 1}.
Defina a sequinte relagao bindria em S':
T~ Yy se, e somente se, x =y ou T = —yY
1. Mostre que essa € uma relagao de equivaléncia em S.

2. Descreva as classes de equivaléncia de ~.

Exercicio 5.4. Defina a sequinte relacao bindria em R™:
x ~ y se, e somente se, ||z| = |ly||.

1. Mostre que essa € uma relacao de equivaléncia em R™.

2. Descreva as classes de equivaléncia de ~.

Definigao 5.5. Seja X um conjunto. Dadas Ry e Ry relacdes bindrias em X, dizemos que Ry € menor

que Ry se R1 C Rs.

Exercicio 5.6. Seja X um conjunto.

1. Existe uma menor relagao de equivaléncia em X ? Caso sim, descreva essa relacao de equivaléncia e

entenda o conjunto quociente de X por essa relacdo.
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2. Eziste uma maior relacao de equivaléncia em X. Caso sim, descreva essa relagcao de equivaléncia e

entenda o conjunto quociente de X por essa relacao.

3. Dada uma relagao bindria em X, existe uma relacao de equivaléncia em X que contenha a relagcdo
dada? Caso sim, existe a menor relagio de equivaléncia que contenha a relagdo dada? Caso sim,

descreva um método para a constru¢ao dessa menor relacao de equivaléncia.

Note que a relagao de igualdade é uma relagao de equivaléncia. Na verdade, relagoes de equivaléncia
sao generalizagoes da relacao de igualdade. Dois elementos distintos de um conjunto sao identificados com
respeito a alguma propriedade. Por exemplo, digamos que meus amigos Julia e Léo morem na mesma casa.

Claramente, eles sdo distintos, no entanto do ponto de vista dos convites, eles sdo tratados como um sé.

Definigao 5.7. Se ~ € uma relagio de equivaléncia num conjunto X, entdo o conjunto quociente X/~ €

o conjunto de todas as classes de equivaléncia determinadas por ~, ou seja:

X/~ ={[z]: 2z € X}.

Em outras palavras, o conjunto quociente de X por uma relagao de equivaléncia é o conjunto obtido

colapsando todos os elementos de cada classe de equivaléncia num tnico ponto.

Exemplo 5.8. Como discutido anteriormente, na nossa estéria cada classe de equivaléncia da relagao € o
conjunto de todos os convidados que moram na mesma casa. O conjunto quociente € a cole¢ao dessas classes
de equivaléncia. Note que se Y denota o conjunto de todos os convites que vamos enviar, entdo existe uma
correspondéncia bijetora entre Y e o conjunto quociente. Também podemos pensar nesse conjunto quociente

como a colegao de todas as casas em que mora algum de nossos convidados.

Definigao 5.9. Uma particdo de um conjunto X € uma cole¢io A de subconjuntos ndo vazios de X tal

que:

(a) X =Uyea A (isto é, para todo x € X, existe A€ A comx € A);

(b) para todos A,B € A, se A+# B entdo AN B = 0.
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Exercicio 5.10. Dados um conjunto X e uma relacdo de equivaléncia ~ em X, mostre que o conjunto:
{C Cc X :C é classe de equivaléncia de ~}

€ uma particao de X. FEssa particdo é chamada de particdo gerada por ~.
Na verdade, temos que cada particao de X também gera uma relagao de equivaléncia em X.

Exercicio 5.11. Dados um conjunto X e uma particio P de X, mostre que a segquinte relacdo bindria €

uma relacdo de equivaléncia em X :
x~y< JA € P tal que z,y € A.

Essa relagao é chamada de relagdo de equivaléncia gerada por P. Mostre também que a particao gerada

por ~ coincide com P.

Exercicio 5.12. Sejam X um conjunto, ~ uma rela¢ao de equivaléncia em X e denote por P a partigdo

gerada por ~. Mostre que a relacao de equivaléncia gerada por P coincide com ~.

Note que segue dos Exercicios 5.11 e 5.12 que existe uma bijecao entre o conjunto das partigoes de um

conjunto e o conjunto das relagoes de equivaléncia nesse conjunto.

No proximo exercicio, apresentamos um exemplo de relacao de equivaléncia. Embora, esse tipo de
relacao de equivaléncia parega particular, na verdade ele engloba todas as relagoes de equivaléncia, como

veremos na Observacgao 5.16.

Exercicio 5.13. Sejam X e Y conjuntos e f : X — Y uma funcdo. Mostre que a relacdo bindria ~ em X
definida por:

z~ 2z f(z) = f(2)
¢ uma relacao de equivaléncia. FEssa relagao de equivaléncia é chamada de relacdo de equivaléncia

determinada por f.

Exercicio 5.14. Se f: X — Y ¢ uma funcao e ~ € a relagcao de equivaléncia determinada por f, mostre

que o conjunto quociente X/~ ¢é dado por:

X/~={f""y) :yelm(f)},

isto é, X/~ € a colecao dos conjuntos de nivel de f.
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Definigao 5.15. Se ~ é uma relagao de equivaléncia num conjunto X, entdo a fungio q : X — X/~
definida por:
q(z) =[z], zeX,

€ chamada a aplicacao quociente associada a relacao de equivaléncia ~. A aplicacdo quociente € obviamente

sobrejetora.

Observacao 5.16. Note que a relagao de equivaléncia determinada pela aplicag¢ao quociente q : X — X/~

€ precisamente a relagao de equivaléncia ~, jd que:
q(z) =qy) <= [z] = [yl =z ~y,

para todos x,y € X. Seque entao que toda relagdo de equivaléncia é determinada por uma fun¢do. No

entanto, fungoes diferentes podem definir a mesma relagio de equivaléncia (veja o Exercicio 5.21).
Os préximos exercicios tratam do assunto de definigao de fungoes por passagem ao quociente.

Exercicio 5.17. Sejam f : X — Y wma funcdo, ~ uma relagao de equivaléncia em X e denote por

q: X — X/~ a aplicagdo quociente. Mostre que as sequintes afirmagoes sao equivalentes:
(a) existe uma funcdo f: X/~ =Y tal que foq= f;

(b) a relagdo de equivaléncia ~ estd contida na relagao de equivaléncia determinada por f, isto €, para

todos x,z € X, se x ~ z entao f(x) = f(z);

(c) | € constante nas classes de equivaléncia determinadas por ~, isto é, para qualquer A € X/~ a

fungdo fla € constante;

Mostre que se existe uma funcdo f : X/~ —Y tal que foq = f, entdo ela é tinica. Dizemos que f ¢

obtida de f por passagem ao quociente.

Exercicio 5.18. Sejam f : X — Y wma funcdo, ~ uma relacdo de equivaléncia em X e denote por
q: X — X/~ a aplicagao quociente. Assuma que [ passa ao quociente, isto €, que existe uma (Unica)

fungio f: X/~ —Y tal que foq= f. Mostre que:



RELACOES DE EQUIVALENCIA E CONJUNTO QUOCIENTE 16

(a) a funcdo f € injetora se e somente se a relagdo de equivaléncia determinada por f coincide com ~;
(b) as fungdes [ e f possuem a mesma imagem.

Conclua que quando ~ € a relagio de equivaléncia determinada por f entdo f é uma bijecdo entre X/~

e Im(f). Essa dltima afirmagio é chamada de Teorema do Isomorfismo no contexto de conjuntos.

Os enunciados dos Exercicios 5.17 e 5.18 podem ser adaptados facilmente para a situacdo em que a
aplicagao ¢ é uma aplicagao sobrejetora qualquer, e nao necessariamente a aplicagao quociente determinada

por uma relacao de equivaléncia. Esse é o conteiido dos Exercicios 5.19 e 5.20 a seguir.

Exercicio 5.19. Sejam f : X — Y wuma fungao e q : X — Z uma fung¢do sobrejetora. Mostre que as

sequintes afirmagoes sao equivalentes:

(a) existe uma funcdo f:Z —Y tal que foq= f;

(b) a relagao de equivaléncia determinada por q estd contida na relagdo de equivaléncia determinada por

f, isto €, para todos x,2' € X, se q(x) = q(2’) entdo f(x) = f(2');

s z

(c) f € constante nos conjuntos de nivel de q, isto €, para todo z € Z, temos que a fungdo f|g-1(,) €

constante.

2

Mostre que se existe uma funcdo f : Z — U tal que f oq = f, entdo ela € unica®>. Dizemos que f ¢

obtida de f por passagem ao quociente através da aplicacao q.

Exercicio 5.20. Sejam f: X — Y uma fungio e q : X — Z uma fungao sobrejetora. Assuma que f passa
ao quociente através da aplicacdo q, isto ¢, que existe uma (vnica) fun¢io f : Z — Y tal que foq = f.

Mostre que:

(a) a funcao f € injetora se e somente se a relagdo de equivaléncia determinada por f coincide com a

relagao de equivaléncia determinada por q;

(b) as fungées f e f possuem a mesma imagem.

2Na verdade, a sobrejetividade de ¢ é necessiria apenas para a unicidade de f. A equivaléncia entre (a), (b) e (c) vale

mesmo que ¢ nao seja sobrejetora, exceto no caso degenerado em que X e Y sdo vazios, mas Z nao é vazio.



RELAGOES DE EQUIVALENCIA E CONJUNTO QUOCIENTE 17

Conclua que quando f e q determinam a mesma relacio de equivaléncia entio f € uma bijecdo entre Z

e Im(f).

Exercicio 5.21. Sejam f: X = U, g: X — V fungoes sobrejetoras. Mostre que as sequintes afirmacgoes

sao equivalentes:
(a) existe uma funcgdao bijetora ¢ : V — U tal que pog = f;
(b) f eg determinam a mesma relagdo de equivaléncia em X.

(Sugestdo: para mostrar que (b) implica (a), obtenha ¢ = f passando f ao quociente através de ¢ = g. Use

o resultado dos Exercicios 5.19 e 5.20.)
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6 Anel de polinémios

O objetivo do presente texto é estabelecer algumas propriedades de K[X] que usaremos em nossos
estudos. Ao longo de todo o texto, K denota um corpo e K[X]| denota o anel de polindmios com coeficientes

em K.

Recordamos que, dados polindmios py,...,pr € K[X] ndo todos nulos, entdo o mdzimo divisor comum
desses polinémios, denotado por mdc(ps,...,px), é o tGnico polindmio ménico p € K[X] satisfazendo as

seguintes condigoes:

(a) p é um divisor comum de p1, ..., p, isto é

p|pia i:17-"ak;

(b) se p € K[X] é um divisor comum de py, ..., pg, entao p|p.
Vale o Teorema de Bezout: dados py,...,pr € K[X] ndo todos nulos, entdo existem qy,...,q; € K[X] tais
que:

mdc(p1,....pk) =q1 P+ + G Pre

A existéncia do méximo divisor comum, bem como o Teorema de Bezout, sdo conseqiiéncias simples do
fato que todo ideal de K[X] é principal (i.e., gerado por um tnico elemento): de fato, basta verificar que o
(Gnico) gerador monico do ideal gerado por py, ..., pg é o (inico) mdximo divisor comum de py, ..., pg. O
fato de que todo ideal de K[X] é principal é, por sua vez, conseqiiéncia simples do algoritmo de divisao de
Euclides: dado um ideal ndo nulo de K[X], tomamos um elemento néo nulo dentro desse ideal com grau
minimo e, usando o algoritmo de divisao, mostramos que todos os elementos do ideal sao multiplos desse
elemento de grau minimo.

O seguinte resultado é um corolario simples do Teorema de Bezout.
Proposicao 6.1. Sejam p,q1,q2 € K[X] e suponha que:
mdc(p, ql) =1.
Se p divide q1 - q2, entao p divide qs.
Demonstragao. Pelo Teorema de Bezout, existem r, s € K[X] tais que:

rep+s-q=1;
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multiplicando ambos os lados da igualdade por g2, obtemos:
rep-g2+Ss-q1-q2=q.
Do fato que p divide 7 - p- g2 € s q1 - g2 segue a conclusao. O

Definicao 6.2. Dizemos que um polindmio p € K[X] € irredutivel (em K[X]) se grau(p) > 1 e se dados
p1 e p2 em K[X] tais que:

p=Dp1-D2,
entao grau(py) = 0 ou grau(ps) = 0. Em outras palavras, um polinémio p € K[X)] € irredutivel se tiver grau

magor ou igual a 1 e se seus unicos divisores forem os polinémios de grau zero e os polinomios da forma

c-p, com c € K\ {0}.

Evidentemente, todo polinémio de grau 1 é irredutivel. Além do mais, é facil provar por indugao no grau
que todo polindémio de grau maior ou igual a 1 se escreve como um produto finito de polinémios irredutiveis.

Se o polinémio é moénico, esses fatores irredutiveis podem ser escolhidos monicos também.
Exercicio 6.3. Sejam p e ¢ em K[X] com p irredutivel. Mostre que se p nao divide q, entdo mde (p,q) = 1.
O seguinte resultado é coroldrio imediato da Proposigao 6.1 e do resultado do Exercicio 6.3.

Corolario 6.4. Sejam p,q1,q2 € K[X]. Se p € irredutivel e p divide o produto q; - g2, entdo ou p divide qq
ou p divide qa. Mais geralmente, se p € K[X] € irredutivel e divide wm produto qy - - - - qn, com q; € K[X],

i=1,...,n, entao p divide q;, para algum i =1,...,n. O

Definicao 6.5. Sejam p € K[X] um polinomio irredutivel e q € K[X] um polindmio nao nulo. A
multiplicidade do fator irredutivel p em q é o maior inteiro k > 0 tal que p* divide q. (Convencionamos

que p’ =1.)

Obviamente, esse maior inteiro existe, ja que se p* divide ¢, entdo
k - grau(p) < grau(q).

Além do mais, a multiplicidade do fator irredutivel p em ¢ é ndo nula se, e somente se, p divide gq.

E uma consequéncia simples do algoritmo de divisao de Euclides que a € K é raiz de um polinémio
q € K[X] se, e somente se, x — a divide g. A multiplicidade de a € K como raiz de um polindémio néo nulo
q € K[X] é, por defini¢ao, a multiplicidade do fator irredutivel z — a em ¢. Essa multiplicidade é nao nula,

se e somente se, a é de fato uma raiz de q.
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Exercicio 6.6. Sejam p € K[X]| um polindmio irredutivel, ¢ € K[X] um polinémio nao nulo e k > 0 um
inteiro. Mostre que a multiplicidade do fator irredutivel p em q € k se, e somente se, existe r € K[X] tal

que g =p* -1 e tal que p ndo divide r.

Exercicio 6.7. Seja q € K[X] um polinémio ménico e escreva:
q=p" PRt

onde p1,...px € K[X] sdo polindmios monicos irredutiveis distintos e ny, ..., ng sao inteiros positivos.

Dado p € K[X] um polindmio irredutivel e monico, mostre que:
(a) p€ {pl, e ,pk} se, e somente se, p|q;

(b) sep=pi;, para algum i =1,... k, entdo a multiplicidade do fator irredutivel p em q é exatamente o

expoente n;.

Sugestao para os itens (a) e (b): use o Coroldrio 6.4.

A partir dos resultados dos itens (a) e (b), conclua que vale a unicidade (a menos da ordem) da
fatoragdo de q como produto de polinémios monicos irredutiveis distintos. Mais precisamente, mostre que
se escrevemos q na forma:

q=q" -q",
com qi,...,q € K[X] polindmios monicos irredutiveis distintos e my, ..., m;y inteiros positivos, entdo vale

que:
(c) {Ph---,pk} = {ql,...,ql} (em particular k =1);
d) sep;=gqj, com1<i<k, 1<j<I, entdo os expoentes n; e m; $Go iguais.
j J

Lema 6.8. Sejam k > 1 um inteiro e p1,...,pr € K[X] polinémios tais que:
mdc(plap]) = 1)

para todos i,j =1,...,k com i # j. Para cadai=1,...k, defina:

k
P =[] »s € KIx].

j=1
i

FEntao, vale que mdc (Pl, ceey Pk) =1.
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Demonstracdo. Como todo polinémio de grau maior ou igual a 1 tem um divisor irredutivel, é suficiente
mostrar que Py, ..., P, nao possuem um divisor irredutivel comum. Suponha por absurdo que exista
um polinémio irredutivel p € K[X] que seja divisor comum dos polinémios Py, ..., P;. Como p divide
Py, pelo Corolario 6.4, p divide p;, para algum i = 2,..., k. Mas p também divide P; e, novamente do
Corolario 6.4 segue que p divide p;, para algum j = 1,...,k, com j # i. Mas, isso contradiz o fato que o
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7 Exemplos sobre formas candénicas

Exemplo 7.1. Seja T : R? — R3 uma transformacdo linear cuja matriz numa base ordenada B de R3 é

dada por:
2 2 -1
Tr=11 0 1
2 -2 3
O polinomio caracteristico de T € definido como:
2-z 2 -1
pr(z) = det([T — - Id)g) = det 1 -z 1
2 -2 (3—-ux)

Calculando o determinante acima, obtemos que:
pr(z) = —(z—1) (z —2)%

Dessa forma, os unicos autovalores de T sao 1 e 2. Além disso, mq(1) =1 e my(2) = 2.
Vamos determinar os autoespacos de T'. Inicialmente, estudemos o autoespaco associado ao autovalor
1. Sabemos que, por definicdo, o autoespaco associado ao 1 é Ker(T — Id). Portanto, um vetor v de R?

cujas coordenadas na base B sdo [v]p = (x,y, z) pertence ao autoespago associado ao 1 se, e somente se:

1 2 -1 |z
1 -1 1|-|y|=0.
2 -2 2| |z

O que € equivalente a (x,y, z) satisfazer:

rz4+2y—2z=0
z—y+2=0
20 — 2y 4+ 22 =0.
Portanto, temos que

Ker(T —1d) = {v € R*: [v]p = (z,—2x,-3x), para z € R}.

Assim, vale que mg(1) = 1.
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Agora, estudemos o autoespago associado ao 2. Sabemos que o autoespaco associado ao 2 € dado por
Ker(T—2-1d). Logo, temos que um vetor v de R® com coordenadas [v]p = (x,vy, 2) pertence ao Ker(T—2-1d)

se, e somente se:

O que € equivalente a (x,y, z) satisfazer:

2y —2=0
r—2y+z=0
2z — 2y + 2z =0.
Portanto, temos que
Ker(T —21d) = {v € R : [v]p = (0,y,2y), paray € R}.
Dessa forma, temos que my(2) =1 o que implica que T ndo é diagonalizdvel, jd que:

1 =my(2) <me(2) =2.

Exemplo 7.2. Considere T : R> — R® a mesma transformacdo linear do Exemplo 7.1 e vamos determinar
o polinémio minimal de T. Como pr(T) =0, temos que my divide pr. Assim, temos que existe ¢ € R[X]
tal que:

pr(z) = q(z) - mo(z). (6)
Além disso, sabemos que o0s polindmios minimal e caracteristico possuem as mesmas raizes. O que implica
que o polinémio (v — 1) - (x — 2) divide mr. Logo, tendo também (6) em mente, temos duas possibilidades

para o polinomio minimal de T':
mr(z)=(x—1)-(x—2) ou mp(x)=(z—1)-(z—2)%

Como T ndo € diagonalizdvel, temos que mp ndo pode ser um produto de polinémios de grau distintos, o

que nos leva a concluir que:

mr(z) = (z —1)- (z —2)2
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Exemplo 7.3. Seja T : R? — R? q transformacado linear cuja matriz na base ordenada canénica de R? é:

0
A= € Ms(R).
1 0

Sabemos que o polinémio caracteristico de T € dado por:

—x -1
pr(z) =det(A—x-I) = det
1 -z
Portanto, temos que pr(x) = z2 +1. Como pr nao tem raizes em R, temos que T nao possui autovalores.
O que implica que T ndao € diagonalizdvel.
Note que A também pode ser vista como uma matriz em Ms(C) e portanto, podemos considerar

S : C? — C? q dnica transformacdo linear cuja matriz na base canénica de C* é A, onde C? estd

vendo como C-espacgo vetorial. E claro que o polinémio caracteristico de S é:
ps(r) =2* +1 € C[X].

Mas, ps tem duas raizes em C. Portanto:
ps(x) = (x —i) - (z +1).

Note que mq(i) =1 e mq(—1t) =1, 0 que implica que my(i) =1 e
mg(—i) =1, jd que:

1<my(i) <my(i)=1 e
1 <mg(—i) <mge(—i) =1

Portanto, temos que S € diagonalizdvel, ja que seu polinémio caracteristico € um produto de fatores de grau
1 e as multiplicidades algébricas e geométricas de seus autovalores coincidem.
Em termos da matriz A, temos que A é semelhante sobre C a uma matriz diagonal e que A nao é

semelhante sobre R a uma matriz diagonal.

Exemplo 7.4. Seja T : R? — R? a transformacdo linear do Exemplo 7.3. Vamos determinar o polinémio
minimal de T. Como visto acima o polinémio caracteristico de T é pr(x) = 22+ 1. Do fato que pr(T) =0

seque que mp divide pr. No entanto, como x% + 1 é um polinémio irredutivel em R[X], temos que seus
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unicos divisores sao polinomios de grau zero e multiplos escalares dele mesmo. Portanto, como o minimal
€ monico, temos duas possibilidades para o polinémio minimal de T :

mp(r) =1 ou mp(x) =z +1.

O que nos leva a concluir que mr(x) = 22 + 1, jd que mp ndo pode ser o polinémio constante igual a 1.

Agora, seja S : C2 — C? a transformacdo linear dada no Exemplo 7.3. Vimos que:
ps(x) =2 +1=(x —1i) (x+1).

Como o polinomio minimal divide o polinomio caracteristico e ambos possuem as mesmas raizes, concluimos
que:

ms(r) =2+ 1= (z —1i) - (z+1).

Exemplo 7.5. Seja V' um espago vetorial real de dimensdo finita e considere T : V. — V uma

transformacao linear. Suponha que T satisfaca:
T*—3-T°+2-T°=0 e
que KerT = KerT?. Vamos mostrar que T ¢ diagonalizdvel.
Por hipétese, temos que o polinémio
px)=2'-3-2°+2.22 =2 (2 -3 -2 +2) =22 (z—1)- (- 2)
anula T. Além disso, note que:
mdc(z?, (x — 1)) = mde(2?, (z — 2)) = mde((z — 1), (x — 2)) = 1.

Portanto, como visto em aula, temos que:

V = KerT* P Ker(T — 1d) @ Ker(T - 2 Id). (7)
Da hipétese que KerT? = KerT e da igualdade (7) segue que:

V =KerT @ Ker(T — 1d) @ Ker(T — 2 - Id),

o que implica que T é diagonalizavel.



