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Resumo

O principal objetivo desse trabalho é o estudo da questao da existéncia de isomorfismos entre
as classes de Baire sobre [0, 1].

Para isso, desenvolvemos os principais resultados concernentes as relagoes entre as classes de
Baire sobre [0, 1]. A saber:

(1) as classes de Baire sao isométricas como algebras de Banach a espagos da forma C'(K);

(2) as classes de Baire sao subespagos préprios umas das outras, até o primeiro ordinal nao
enumeravel, onde elas estabilizam;

(3) as classes de Baire nao sao subespagos complementados umas das outras;

(4) as classes de Baire nao sao isométricas umas as outras como espagos de Banach.

Por fim, apresentamos as respostas conhecidas para a questao isomorfica, sendo que para tal,

utilizamos os resultados mencionados acima.
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Abstract

The main purpose of this work is the study of the question about the existence of isomorphisms
between the Baire classes on [0, 1].

In order to do that, we develop the most important results concerning the relations between
the Baire classes on [0, 1]. Those results are:

(1) the Baire classes are isometric as Banach algebras to spaces of the form C(K);

(2) the Baire classes are proper subspaces each one of the others, until the first uncountable
ordinal, when they stabilise;

(3) the Baire classes aren’t complemented subspaces each one of the others;

(4) there aren’t linear isometries between the Baire classes.

Finally we presente the known answers to the isomorphic question, using for this the results

mentioned above.
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Introducao

Este trabalho tem como objeto de estudo as relagoes existentes entre as classes de Baire sobre
[0, 1].

As classes de Baire foram inventadas no final do século XI1X, por Baire, Borel e Lebesgue.
Nessa época, eles tentavam entender as fungoes descontinuas de R em R, a partir do que ja se
conhecia sobre as funcoes continuas. Como primeiro exemplo de funcdo descontinua, Baire em
[4], nos fala de fungbes que sao obtidas como limites pontuais de sequéncias de fungdes continuas.
Essas sao as fungoes da primeira classe de Baire. Posteriormente, a idéia da primeira classe de
Baire foi generalizada, dando origem a uma familia de espagos de fungoes indexada nos ordinais.

Na década de 70 do século X X, W. Bade inicia o estudo das relagoes entre as classes de Baire
sobre [0, 1] para diferentes ordinais.

No presente trabalho, seguiremos a linha iniciada por Bade. Em [2], Bade estuda as classes
de Baire sobre [0, 1] como &lgebras de Banach de fungoes. Segue da definigdo das classes de Baire
que se a, 8 sao ordinais com « < 3, entao a classe de Baire de indice a é subespaco da classe de
Baire de indice 5. Nesse ponto, uma pergunta natural seria:

Se a < 3, entao a classe de Baire de indice « é subespago proprio da classe de Baire de indice
8?7

Em [13], R. Engelking, W. Holstynski e R. Sikorski mostraram que a pergunta acima tem
resposta afirmativa para 8 < wy. Sendo que em wq, as classes de Baire estabilizam.

Tendo-se em vista o fato de que as classes de Baire sao subespacos fechados e préprios umas

das outras, podemos nos perguntar:
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Se a < 8 < wi, entao a classe de Baire de indice « é subespago complementado da classe de
Baire de indice 57

Nessa diregao, observemos que em [35], B. Wells mostrou que C([0,1]) ndao é subespago
complementado das classes de Baire com indice @ > 0. Mais ainda, em [2], W. Bade mostrou
que para 1 < a < 8 < w; a classe de Baire de indice e nao é subespaco complementado da classe
de Baire de indice S.

Diante da inexisténcia de projecao linear continua entre as classes de Baire, nos perguntamos
sobre a possibilidade da existéncia de operadores definidos na classe de Baire de indice S com
valores na classe de Baire de indice @ < 3, com boas propriedades, que nao necessitam ser a
identidade quando restritos a classe de Baire de indice a. Nesse sentido, surge a pergunta:

Para o # §, podemos ter as classes de Baire de indices a e § isométricas como espacos de
Banach?

Em [5], F. Dashiell respondeu negativamente a essa pergunta. Consequentemente, a pergunta
natural seria:

Se 0 < a < B < wi, as classes de Baire de indices « e 8 sdo isomorfas?

A resposta para essa pergunta, no caso geral, continua em aberto.

O presente trabalho tem como objetivo o estudo de todos os resultados mencionados acima,
assim como as respostas parciais encontradas para essa pergunta.

Em [5], F. Dashiell mostrou que a classe de Baire de indice w; nao é isomorfa a nenhuma classe
de Baire com indice enumeravel.

Em [7], F. Dashiell e J. Lindenstrauss mostraram que a classe de Baire de indice 1 nao é
isomorfa a nenhuma classe de Baire com indice distinto de 1.

Assim, 1 e wy s@0 os Gnicos casos para os quais a pergunta sobre isomorfismo entre as classes
de Baire estd respondida.

Em busca de um invariante isomérfico que pudesse diferenciar mais classes de Baire, em [6],
F. Dashiell estudou a seguinte questao:

Fixado ordinal o > 0, a classe de Baire de indice « possui a propriedade de Grothendieck?
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A resposta por ele encontrada foi afirmativa, ou seja, todas as classes de Baire, com indice
superior a 0, possuem a propriedade de Grothendieck. Entao essa propriedade nao pode ser usada
para distinguir isomorficamente as classes de Baire.

O atual conhecimento das classes de Baire sobre [0,1] ndo vai muito além dos resultados
mencionados acima. Dessa forma, as classes de Baire sobre [0, 1] se apresentam como uma familia
de espagos de Banach interessante e ainda pouco explorada.

O presente trabalho esta dividido em sete capitulos e um apéndice.

No Capitulo 1, definiremos as classes de Baire sobre [0,1]. Passaremos a estudé-las como
algebras de Banach reais. Apresentaremos a demonstragdo de que as classes de Baire para
ordinais maiores que 0 também podem ser vistas como espagos da forma C(K'), com K compacto.
Sendo que esses compactos estao relacionados com a estrutura do espago dual de cada classe
de Baire, veja o Teorema 1.3.8. Estudaremos propriedades topoldgicas desses compactos. Além
disso, enunciaremos o Teorema de Lebesgue-Hausdorff, que relaciona as classes de Baire com
os Borelianos de [0,1], veja o Teorema 1.4.8. O Capitulo 1 serve de base para tudo que
desenvolveremos posteriormente e é baseado em [2].

No Capitulo 2, mostraremos que cada classe de Baire é subespaco préprio das classes de Baire
com indices superiores até o primeiro ordinal nao enumeravel, onde as classes de Baire estabilizam,
veja o Teorema 2.23. A demonstragdo que apresentaremos desse fato se baseia em [13].

No Capitulo 3, comecamos a responder a seguinte questao:

Se 0 < a < B < wi, aclasse de Baire de indice o pode ser subespaco complementado da classe
de Baire de indice 87

Nesse capitulo, mostraremos que C([0, 1]) néo é subespago complementado de nenhuma classe
de Baire com indice superior a 0, veja o Teorema 3.2.11. A prova aqui apresentada desse teorema
é baseada em [35]. Na Segao 3 do Capitulo 3, apresentamos os resultados de S. Ditor [10] sobre
projecoes em subéalgebras de espacos de funcées continuas. Esses resultados sao fundamentais para
o que sera desenvolvido no Capitulo 5, tendo-se em vista que as classes de Baire sao espacos de

fungoes continuas.



INTRODUCAO 4

No Capitulo 4, trabalhamos para mostrar que para o # 3, ordinais enumeraveis, a classe de
Baire de indice o nao é isométrica a classe de Baire de indice 3, veja o Teorema 4.31. Esse capitulo
é baseado em [5].

No Capitulo 5, apresentamos a demonstracao de que a classe de Baire de indice w; nao é
isomorfa a nenhuma classe de Baire com indice enumeravel, veja o Teorema 5.4.19. O invariante
isomoérfico utilizado serd a propriedade de um espago de Banach ser Baire-complementado, conceito
discutido na Secao 2 do Capitulo 5, assim como o conceito de primeiro espago de Baire de um
espaco de Banach.

A idéia do primeiro espago de Baire de um espaco de Banach foi introduzida por A.
Grothendieck em [19], e é uma idéia muito rica, tendo sido usada, por exemplo, por E. Odell
e H. Rosenthal em [28] na caracterizagao dos espacos de Banach separdveis que contém cépia
isomorfica de 1.

Finalmente, estabeleceremos o resultado geral de ndo complementacao para as classes de Baire,
como corolario dos resultados obtidos nesse capitulo e no Capitulo 3, veja o Teorema 5.4.20. Assim,
concluindo o estudo que comegamos a desenvolver no Capitulo 3. Esse capitulo é baseado em [5].

No Capitulo 6, mostraremos que a classe de Baire de indice 1 nao é isomorfa a nenhuma classe
de Baire com indice diferente de 1, veja o Teorema 6.13. Esse capitulo se baseia em [7].

No Capitulo 7, faremos uma breve exposicao de mais um problema em aberto na geometria
dos espagos de Banach das classes de Baire sobre [0, 1], a saber:

Para quais ordinais «, B, (I) é separavelmente injetivo ou universalmente separavelmente
injetivo?

Ressaltamos que a resposta a essa pergunta pode nos ajudar a responder a questao sobre a
existéncia de isomorfismos entre as classes de Baire sobre [0, 1], j4 que ser separavelmente injetivo
ou universalmente separavelmente injetivo sao invariantes isomérficos.

A partir dos resultados desenvolvidos nos capitulos anteriores, mostraremos que as classes de
Baire sobre [0,1] s@o espacos de Banach nao injetivos, veja Teoremas 7.4 e 7.12. Além disso,

apresentaremos a classificagdo de quais classes de Baire sobre [0, 1] sdo espagos 1-separavelmente
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injetivos, veja Teorema 7.19, tendo em vista um resultado contido em [1].

No Apéndice A, apresentamos uma versao do Teorema de Lebesgue-Hausdorff, para classes
de Baire sobre espacos topoldgicos arbitrarios. Denominamos esse teorema de Teorema de
Lebesgue-Hausdorff generalizado. Note que essa nomenclatura nao é padrdao. A inclusao
dessa demonstragao no trabalho se deve ao fato da importancia central desse teorema no caso das
classes de Baire sobre [0, 1], assim como ao fato do caso geral ser usado no Capitulo 5.

A demonstracido aqui apresentada foi desenvolvida pela autora desse trabalho junto com F.
Dashiell e é inspirada em [6], assim como no trabalho de W. Sierpinski [33]. Nés consideramos

essa demonstracao mais moderna e acessivel que as existentes na literatura.



Lista de Simbolos

X0

w1

Ca
p(X)
fla

max, min

sign(A)
span{A}

int(A)

inty (A)

0A

Conjunto dos nuneros naturais com a
topologia usual

Conjunto dos nineros reais com a
topologia usual

[0,1] com a topologia de subespago de R

Primeiro cardinal infinito
Primeiro ordinal infinito
Primeiro ordinal nao enumeravel

O conjunto de Cantor, ou seja, {0,1}*

Funcao caracteristica do conjunto A
Conjunto das partes do conjunto X
A restricao da funcao f ao conjunto A

Fungoes maximo e minimo,
respectivamente

Sinal do numero real \

Espaco vetorial gerado por A, onde A é
subconjunto de um espago vetorial

Interior do conjunto A, onde A é
subconjunto de um espaco topoldgico

Interior do conjunto A relativamente a Y,
onde Y é subespaco de um espago
topoldégico

Fronteira do conjunto A, onde A é
subconjunto de um espago topoldgico



Capitulo 1

Definicoes e primeiras propriedades

Neste capitulo, vamos iniciar nosso estudo das classes de Baire sobre o intervalo [0,1].
Mostraremos que, dotadas da norma da convergéncia uniforme e das operagoes ponto a ponto,
as classes de Baire sao algebras de Banach nao separaveis. Estudaremos o conjunto dos funcionais
lineares multiplicativos de cada classe, provando que ele é compacto Hausdorff e zero dimensional
na topologia fraca estrela.

O espago dos funcionais lineares multiplicativos serd muito importante na nossa investigagao
das propriedades das classes de Baire, pois como veremos nesse capitulo, cada classe pode ser vista
como um C(K), onde K é o espago dos funcionais lineares multiplicativos munido da topologia
fraca estrela.

Estabeleceremos a relacao entre os Borelianos de [0,1] e as classes de Baire, enunciando o
Teorema de Lebesgue-Hausdorff. Um teorema classico e central na teoria das classes de Baire.

Para nao tornarmos a dissertacao muito extensa, ao longo desse trabalho, optamos por indicar

as demonstragoes dos resultados mais conhecidos em literatura bem acessivel.
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1.1 Classes de Baire como algebras de Banach

Nessa segao, definiremos as classes de Baire sobre o intervalo [0, 1]. Definiremos operagoes e
uma norma em cada classe, dando a elas estrutura de algebras de Banach.

Também mostraremos que as classes de Baire sao espagos de Banach nao reflexivos.

Denotaremos o intervalo [0, 1], com a topologia usual por I e o conjunto das funges continuas

de I em R por C(I).

Definigao 1.1.1. Definiremos recursivamente as classes de Baire, que serdo denotadas por Bo(I)

para cada ordinal o:
(1) Bo(I) = C(I);

(2) Dado um ordinal o > 1, Bo(I) = {f : I — R tal que f é limitada e existe (fn)n C Ugc Bs(1)

com (fn)n convergindo pontualmente para f em I}.

Observagao 1.1.2. Seja w1 o primeiro ordinal nao enumerdvel. Da Definicao 1.1.1, temos que
By, (I) = {f : I = R tal que f € limitada e existe (fn)n C Uqey, Ball) com (fn)n convergindo

pontualmente para fem I}. Logo | J Bo(I) C By, (I). Observemos que By, (I) C Uyey, Ba(l)-

a<wy
De fato, seja f € By, (I), entdo para cada n € N eziste o, < wi, com fn, € By, (I) tal
que a sequéncia (fn)n converge pontualmente para f em I. Seja f = sup,eyan < wi. Entao
fn € Bg(I),Yn € N. Portanto, pela defini¢do acima, temos que f € Bgy1(I). Como B+ 1 < wi,
f € Uacw, Ball).

Logo By, (1) = Uyew, Bal). O que implica que B, (I) € fechado para a convergéncia pontual
de sequéncias. No Capitulo 2, veremos que By(I) ndo possui essa propriedade para qualquer

ordinal o enumerdvel.

Definamos em cada classe de Baire as operacoes com as quais vamos lidar ao longo de todo o

trabalho.

Definigao 1.1.3. Fizado um ordinal o, definamos em Bo(I) as operagies:
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(1) (f +9)() = F(t) + 9(t), para quaisquer f,g € Ba(I);

(2) (Af)(t) = A(f(t)), para quaisquer A € R, f € By(I);

(3) (f9)(t) = f(t)g(t), para quaisquer f,g € Ba(I)
Mostremos que as operagoes acima estao bem definidas.

Proposicao 1.1.4. Suponha f,g € B,(I) e A € R, entao:

(1) f+g¢€ Ball);

(2) Af € Ba(I);

(8) fg € Ba(l).

Além disso, se f(t) # 0,Yt € I, entdo 1/f € B,(I).

Demonstragao. Faremos a demonstragao de (1), e as demais sdo anédlogas. Para isso, fagamos
inducao em «a. Se a = 0, entao f e g sao continuas e sabemos que f + g é continua. Logo
f+9¢€Bo(I).

Suponha a > 1 e que o resultado seja valido para todo ordinal 8 < «. Mostremos que o
resultado ¢ vélido para a. Se f,g € Ba(I), entdo existem (fy)n, (9n)n C Ug<, Ba(I) tais que
limy, 00 fr(t) = f(t) e limy 00 gn(t) = g(t) para todo ¢ € I. Usando a Definigao 1.1.3 (1) e as
propriedades de limite, fixado t € I, temos que:

fHg(t) = f(t) + g(t) = limpoo fr(t) + limp—so0 gn () = limnoo fr + gn(t)

Fixado n, f, € Bg,(I) e gn» € B,,(I), com SB,,7, < «. Suponha que (3, > 7,, entao
fnsgn € Bg, (I). Pela hipétese de indugao, temos que f, + gn € Bg, (I).

Portanto f + g ¢ o limite pontual de uma sequéncia de fungoes contida em (s, Bs(I). E

claro que f + g é limitada, logo f + g € B, (I). O

A proxima proposicao é de verificacdo imediata, portanto a demonstracao serd omitida.
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Proposicao 1.1.5. Para cada ordinal o > 0, By (I) dotado das operagées descritas na Definigao

1.1.3 (1) e (2), € um espago vetorial.

Agora, vamos introduzir em cada B,(I) uma norma, com a qual B,([) serd um espaco de

Banach.

Definigao 1.1.6. Seja f € By (I), definamos:

1flloe = sup [f(2)]
t€[0,1]
Note que a fungao ||.||c estd bem definida, pois todas as fungées nas classes de Baire sao limitadas.
A demonstracao da préxima proposicao ndo apresenta dificuldades, portanto serd omitida.

Proposicao 1.1.7. A funcao |||, : Ba(I) = R € uma norma em By (I), para todo ordinal c.

Vamos mostrar que (By(1),]|.||,,) é um espago de Banach. Para isso, vejamos que By () é

fechada para convergéncia uniforme.
Lema 1.1.8. Seja a ordinal fixado, vale:
(1) Se f € Bo(I), entao |f| € Ba(I);

(2) Se f,g € By(I), entdo as fungoes M(t) = max(f(t),g(t)) e m(t) = min(f(t),g(t)) pertencem
a B (I).

Demonstragao. Sugerimos [18], pdgina 138. O

Lema 1.1.9. Seja o > 1 ordinal fixado. Suponha que f € Bo(I) e ||f| <k, com k> 0.
Entao, existe sequéncia (fn)n C Ug<o Bs(I), com (fn)n convergindo pontualmente para f em

I el fulloo < K, para todo n.
Demonstragdo. Sugerimos [18], pagina 138. O

Proposicao 1.1.10. Para todo ordinal o, By (I) € fechado para a convergéncia uniforme.
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Demonstragdo. Suponha que (fy,)n seja sequéncia em B,([), convergindo uniformemente em [
para uma fungao f. Queremos mostrar que f € B,(I). Sabemos que o resultado é valido para
a = 0. Consideremos « > 0.

Devido a convergéncia uniforme, tomando subsequéncia se necessario, podemos escrever:

|fn(z) — f(2)]| <1/2"Vzx e l,n>1 (1.1)

Portanto, temos:

|[for1(x) — fu(x)] <227 Ve eln>1 (1.2)

Note que fp+1 — fn € Bo(I). Pelo Lema 1.1.9, existem g, ,, pertencentes a classes inferiores a «

tais que:
g (@) = fua (@) — ful) (1.3)
com
|gnm ()] < 2.27" (1.4)
Definamos:

Im () = g1.m(7) + g2m(®) + -+ + gm.m ()

Como cada g;,,, pertence a uma classe inferior a o e g, ¢ soma finita dessas fungoes, temos que
K
9gm € Bg,, com 3, < a.

Notemos que da convergéncia pontual de (f,), para f em I, segue:

f@) = fi(z) + ) (far1(2) = fal2)) (1.5)

n=1
Se mostrarmos que (gm)m converge pontualmente para > o (fot1(x) — fu(z)), teremos que
f € Bo(I). Ja que nesse caso > o2 (frr1(x) — fu(x)) € Ba(I) € vale (1.5).

Fixado € > 0, existe N natural, tal que

o0

> (@) = fu(@)| < e/3,Vu el (1.6)

n=N-+1



DEFINIGOES E PRIMEIRAS PROPRIEDADES 12

pois pelo teste de Weierstrass a série > o ; | fot1(2) — fn(z)| é uniformemente convergente em I,

jé que vale (1.2) e >, 2.27" é convergente. Assim:

0o N 00
|Z(fn+l(x) - fn(x)) - Z(fn-&-l(w) - fn(x)) = ’ Z (fn-i—l(x) - fn(x))‘
n=1 n=1 n=N-+1
M [e's)
= Jim 1Y (fena@) = fa@) S D @) = fa(@)] < /3
n=N-+1 n=N-+1

a ultima desigualdade se verifica, pois vale (1.6).
Fixado x € I e 1 <n < N, temos que (gnm(x))m converge para fr1(z) — fn(x). Logo, existe

my, tal que:

m > my, = |for1(2) — fu(@) — gnm ()] < €/3N (1.7)
Definindo my = max(my,...,my):
m > mo = |fot1(z) = fu(@) — gom(z)| < €/3N,V1 <n <N (1.8)

Além disso, tome my > N. Portanto, fixado x e para todo m > mg:

S @) = ful@)) = gn(@)] = 1S a1 (@) = fu@) = 3 gum(@)
n=1 n=1 n=1

) N N m
Z fr1(z Z For1 (@)= fa @D+ Y (fas1(2) = fa(@) = gnm @)+ D |gnm(@)]
n=1 n=1 n=1 n=N+1

N m

<e/3+ Y fnr1(@) = fal@) = gam(@)[+ Y |gnm(@)
n=1 n=N+1
<e/3+e€3+ > gnm(x)| <e
n=N+1

Isso mostra que (g, (z))m converge para Y -~ (fot1(z) — fu(x)) O
Segue da proposicao acima e da definicao de ||.||,, que (Ba(1),||.||s) é espaco de Banach.

Defini¢ao 1.1.11. Uma dlgebra de Banach X é um espago de Banach (X,||.||) tal que X é uma

dlgebra com unidade 1, e valem:
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(1) =1
(2) |1f-gll < [If[l-lgll, para todos f,g € X

Note que essa definicdo implica que o produto da dlgebra é continuo na topologia gerada pela

norma.

Proposicao 1.1.12. Para todo ordinal «, com o produto descrito na Defini¢io 1.1.3(3),

(Ba(I),]|-ls) € uma dlgebra de Banach comutativa.

Demonstragao. Ja mostramos que (Bo(1),]|.||,,) é um espaco de Banach. Uma verificacao de
rotina, nos mostra que B, ([), com as operagoes que definimos é uma algebra comutativa.

Note que a fungao constante igual a 1 pertence a B, (I) e é a unidade da algebra. Além disso:
Moo =1
Também ¢é facilmente verificado que:

1f-9lloe < [fllso - N9l V59 € Ball)

Temos assim, nosso resultado. O

Agora, vamos mostrar que para todo ordinal «, a classe de Baire B,(I) é espago de Banach

nao reflexivo.

Definicao 1.1.13. Um espaco normado X € dito reflexivo quando a imersao isométrica J : X —

X**, dada por J(z)(p) = p(x), Vo € X*, € sobrejetora.

Notemos que C(I) é subespago fechado de B, (I), para todo .. A nao reflexividade de B, (1)

segue da proposicao seguinte.

Proposicao 1.1.14. (i) Seja X um Banach. Se X € reflexivo e Y é subespago fechado de X,

entao Y também € reflexivo;
(i1) (C(I),]|.||cc) mao € reflexivo.

Demonstragao. Sugerimos [14], pdgina 75 para (i) e pagina 74 para (ii). O
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1.2 O espacgo dos funcionais lineares multiplicativos de B, (/)

Nessa secao, vamos entender melhor os funcionais lineares mutiplicativos das classes de Baire.

Definicao 1.2.1. Seja B uma dlgebra de Banach. Um funcional linear ¢ € B* € dito multiplicativo

se valem:
(1) ¢(f-9) = o(f)-0(9),Vf, g € B;
(2) p(1p) =1, onde 1p ¢ a unidade da dlgebra B.

Note que na defini¢do acima, estamos excluindo ¢ = 0. Denotemos por Mp o conjunto dos

funcionais lineares multiplicativos de B.

Definigcao 1.2.2. A topologia fraca em X, € a topologia gerada pela sequinte base de abertos:

on,e,{fh-.-,fn} = {x cX: ‘f1<1' — .%'0)| < e,z’ = 1, . ,n}
ondexp € X, neN, fye X* ee>0.
Denotaremos a topologia fraca por topologia w.

Definicao 1.2.3. A topologia fraca estrela em X* € a topologia gerada pela sequinte base de

abertos:
V(,O(),E,{Z‘h...,l’n} = {90 S X* : |(S0 - 900)(3:1)‘ < €7i = 17 e ,TL,}

onde pp € X*, neN, z; € X ee > 0.

Denotaremos a topologia fraca estrela por topologia w*.
A seguinte proposicdo nos permite entender melhor o que significa convergéncia nessas

topologias.
Proposigao 1.2.4. Seja X espaco vetorial normado, valem:

(1) Seja (fn)n sequéncia em X*. Entao f, AN fevrelX, folr) = f(x).
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(2) Seja (zn)n sequéncia em X .Entdo x, — = < Vf € X*, f(x,) — f(z).
Demonstragdo. Sugerimos [14], pagina 66. O

A proposicao acima continua vélida, com essencialmente a mesma prova, para redes no lugar
de sequéncias.
Nosso primeiro objetivo é mostrar que Mp dotado da topologia fraca estrela é compacto

Hausdorff.
Lema 1.2.5. Se (B, ||.||) € dlgebra de Banach e ¢ € Mp, entao ||p|| = 1.
Demonstragdo. Sugerimos [11], pagina 39. O

Observagao 1.2.6. O Lema 1.2.5 mostra que Mp € subconjunto da bola unitdria de B*. Pelo
Teorema de Alaoglu([14], pdgina 71), temos que a bola unitdria de B* é compacta na topologia
fraca estrela. Portanto, para estabelecermos a compacidade de Mp, basta mostrarmos que ele €

um subconjunto fraca estrela fechado de Mp.

Teorema 1.2.7. Se B ¢ dlgebra de Banach, entdo Mp ¢ subespaco compacto de B*, na topologia

fraca estrela.

Demonstragao. Como explicado na Observagao 1.2.6, basta mostrarmos que Mp é subconjunto
fechado da bola unitaria de B*, na topologia fraca estrela. Para tal, mostremos que se (¢x)xep €
uma rede de elementos de Mp convergindo para ¢ € B*, na topologia fraca estrela, entao p € Mp.

Temos que mostrar que ¢(1) =1 e p(a.b) = ¢(a).¢(b),Va,b € B.

(i) Como (py)rea converge na topologia fraca estrela para ¢ e usando a Proposigao 1.2.4 para

redes, temos que:

iierrAlw(l) = (1)

Como ¢y € Mp, temos que ¢(1) = 1.
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(ii) Fixemos a,b € B, da convergéncia de (p))reca para ¢ na topologia fraca estrela, temos:

lim pa(a) = ¢(a)

lim pA(b) = ¢(b)

Multiplicando as duas equacdes acima, temos:

pla)-o(6) = lim ex(a): Tim o (1)

Logo:
p(a).p(b) = ;ierg(w(a)-m(b)) = lim v (a.b)

Da convergéncia na topologia fraca estrela, temos que:

lim ¢y (a.b) = p(a.b)

AEA
Logo:
p(a.b) = ¢(a).p(b)
De (i) e (ii) segue que ¢ € Mp. O que mostra nosso resultado. O

Sabemos que a topologia fraca estrela é Hausdorff, logo concluimos que (Mp,w*) é espago

topolégico compacto Hausdorff.

Definicao 1.2.8. Seja « ordinal. Denotaremos por Qs o conjunto dos funcionais lineares

multiplicativos de By(I).

Do Teorema 1.2.7 e do comentério que o segue, vem que (£, w*) é espago topoldgico compacto

e Hausdorff, para todo ordinal a.
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1.3 Relagao entre B,(I) e C(,)

Como vimos na sec¢ao anterior, (4, w*) é compacto Hausdorff. E um resultado cldssico que
(C(Qa),||-|lco) é uma &lgebra de Banach, onde ||.||«c é a mesma da Definigdo 1.1.6, mas com
dominio em C(£2q).

Nessa segao, vamos mostrar que existe um isomorfismo de algebras de Banach entre B, (I) e

C(Q4q), sendo esse isomorfismo uma isometria.

Definicao 1.3.1. Fizado ordinal o > 1, definamos a sequinte funcdo:

X : Ba(I) = C(4), onde x(f)(w) =w(f), Vf € Ba(I), Yw € Q4
Lema 1.3.2. x estd bem definida, ou seja, Vf € Bo(I) = x(f) € C(Qa).

Demonstragao. Temos que mostrar que x(f) é continua em cada ponto de €.
Fixemos wg € Q. Dado ¢ > 0, definamos:
Ve=A{p € (Ball))" : |(¢ —wo)(f)| < €}. Note que Ve é w*-aberto no dual de By (I) e wy € V.
Tomemos W, = V. N Q,. Entao wy € W, que é aberto de {2, na topologia de subespaco. Seja

w e We=[(w—=wo)(f)] = [w(f) —wo(f) <e
Logo w € We = |x(f)(w) — x(f)(wo)| < €. Portanto x(f) é continua em wy

Isso mostra que x(f) é continua em €. dJ

O proximo lema estabelece algumas propriedades algébricas da funcao x. Sua demonstragao

sera omitida, pois é imediata.

Lema 1.3.3. Para y, descrita na Definicio 1.3.1, valem:
(1) x(f +9) =x(f) + x(9), Vf. g € Ba(I);
(2) x(A\.f) =Ax(f), YNER eVf € B,(I);
(3) x(f-9) = x(f)-x(9), Vf, g € Ba(I);

(4) x(1) =1
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Lema 1.3.4. Para todo f € By(I), temos que ||X(f)l|lococ = ||flloo- Em particular, x € injetora.

Demonstragao. Seja t € I. Entdo, a fungao ¢; : Bo(I) — R tal que ¢i(f) = f(t),Vf € Ba(l)

pertence a €.

(1) [IX()loo = supyeq, [w(f)] = supser [¢:(f)]

A desigualdade vale pois {¢; : t € [} C Qq.

Lembrando que [|f|loc = supses |f(1)] = supier [ (f)], temos que [[x(f)lloo = |[f]oo-
(i) Seja w € Qy:

IX(F) ()] = [w(H] < lwllflloe = [1f]loc

A ltima igualdade vale, pois como visto na Secao 2, ||w]| = 1,Vw € Q4.
Assim, Yw € Qo = [X(f)(w)] < || f]]oc-

Portanto |[x(f)lleo < |[.f]]oo-
De (i) e (ii) segue nosso resultado. O

Lema 1.3.5. (Teorema de Stone- Weierstrass- Caso real) Seja X espago topoldgico compacto
e Hausdorff. Considere a dlgebra de Banach (C(X;R),||.||s), onde C(X;R) denota o conjunto

das fungoes continuas de X em R. Seja D subdlgebra de C(X;R) tal que:
(1) D contém as fungoes constantes;
(2) D separa pontos.
Entio D'~ = c(X;R).
Demonstragao. Sugerimos [36], pagina 291. O

Lema 1.3.6. A funcdo x € sobrejetora.
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Demonstragao. Mostremos que x(B, (1)) é subalgebra de C(§),) e satisfaz as hipéteses do Teorema
1.3.5. O que vai implicar que m\\-llw = C(Q4). Mas, dos Lemas 1.3.3 (1) e (2) e 1.3.4,
temos que x(By(I)) é isomorfo a B, (I), como espagos de Banach.

Logo x(Ba(I)) é Banach, portanto fechado em C(,). Entao, se mostrarmos que x(B,(I))

satisfaz as hip6teses do Teorema 1.3.5, teremos que x(Bq(I)) = C(Q4).Assim x serd sobrejetora.
(i) O fato de x(Bqa(I)) ser subélgebra de C(£2,), decorre do Lema 1.3.3 e do discutido acima.

(ii) Mostremos que x(Ba(I)) contém as constantes. Seja A € R, a fungdo constante igual a A
pertence a By (I). Note que x(A.1) € x(Ba(I)) e é igual a fungao constante igual a A. De

fato:
XA (w) =wA1) = Aw(l) =\, Vw € Q.

Portanto, x(Bq(I)) contém as constantes.

(iii) x(Ba(I)) separa pontos. Ou seja, temos que mostrar que dados wi,ws € €, distintos, existe
f € Ba(I) tal que x(f)(w1) # x(f)(w2).
w1 # w2 = wi(fo) # w2(fo), para algum fo € Ba(I).

Temos que x(fo)(w1) # x(fo)(w2).

De (i),(ii) e (iii) segue que estamos nas hipéteses do Teorema 1.3.5.

Logo, como discutido no comeco da demonstragao, x é sobrejetora. ]

Definicao 1.3.7. Considere (Bi,||.|[1) e (Ba,||.||2) duas dlgebras de Banach. Uma func¢do
T : By — Bs € dita isomorfismo de dlgebras de Banach se:
(1)Vf,g € Bi, X € R, valem:
T(f+9)=T()+T(g), TNS) = AT(f), T(f-9) =T(f).T(9) eT(1) =1
(2) T é continua, invertivel e sua inversa é continua.

Se além de (1) e (2), T também satisfizer ||T(f)|l2 = ||f||1,Vf € B1, entdo T é dito isomorfismo

isométrico entre dlgebras de Banach.
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Teorema 1.3.8. Seja a > 1 ordinal. Entdo, By (I) e C(Q2q) sao isometricamente isomorfos como
algebras de Banach.

Demonstragao. Consideremos a fungao x descrita na Definicao 1.3.1.

O resultado é consequéncia dos Lemas 1.3.3, 1.3.4 ¢ 1.3.6 O

1.4 Borelianos e classes de Baire

Nessa secao, vamos estudar a relagao entre os Borelianos de I e as classes de Baire.

Enunciaremos o Teorema de Lebesgue-Hausdorff que serd fundamental ao longo de todo esse
trabalho, e é através dele que faremos a relacdo mencionada acima. Em posse do Teorema de
Lebesgue-Hausdorff, mostraremos que as classes de Baire nao sao separaveis.

Os Borelianos de I, que denotaremos por Bor, é a menor o-algebra de subconjuntos de I que
contém todos os abertos de 1.

Para os nossos propésitos, precisamos de um entendimento mais detalhado dessa o-algebra.
Definigcao 1.4.1. Definimos a paridade de cada ordinal da sequinte forma:
(i) 0 € par;

(ii) O sucessor imediato de todo ordinal par € impar e o sucessor imediato de todo ordinal impar

€ par;
(iii) Todo ordinal limite é par.
Definicao 1.4.2. Para todo ordinal «, definimos F,:
(i) Fy € a familia de todos os subconjuntos fechados de I;
(ii) Se a € impar, F, € a familia de todas as unides enumerdveis de conjuntos em U5<a Fg;
(iii) Se a € par, F, € a familia de todas as intersec¢oes enumerdveis de conjuntos em U5<a Fjg.

Denotaremos a classe F} por Fj.
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Definigao 1.4.3. Para todo ordinal o, definimos Gy :
(i) Go € a familia de todos os subconjuntos abertos de I;
(ii) Se v € impar, G é a familia de todas as intersec¢oes enumerdveis de conjuntos em U,8<a Gg;
(iii) Se a € par, Gy, € a familia de todas as unides enumerdveis de conjuntos em Uﬂ<a Gg.
Denotaremos a classe Gy por Gs.

Definicao 1.4.4. (1) Se o € par, G, € chamada classe aditiva de tipo o e F, de classe

multiplicativa de tipo o

(2) Se a é impar, Fy, é chamada de classe aditiva de tipo a e G, de classe multiplicativa de tipo

a;
(8) Para cada ordinal o, Hy = Fy NG € chamada de classe ambigua de tipo o.

A proxima proposicao resume as principais propriedades das familias F,, G, e H,, que serao

utilizadas nesse trabalho.
Proposicao 1.4.5. Para todo ordinal o, valem:

(1) O complementar de todo conjunto em F,, estd em G, e o complementar de todo conjunto em

G, estd em Fy;

(2)A classe aditiva o € fechada para unides enumerdveis e a classe multiplicativa o € fechada

para interseccées enumerdveis;
(3) Unides e intersecgoes finitas de elementos de F, pertencem a F,. Analogamente para Go;

(4) Hy, € uma dlgebra de subconjuntos de I, ou seja, I € H, e H, € fechado para complementagdo

e unioes finitas;

(5) Fo C Gat1 € Go C Foqa.
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Demonstragao. Faremos as demonstragoes de (1) e (5). As demais sdo analogas.

(1) Mostremos que se A € F,, entdao A® € G,. Faremos isso por meio de inducdo em .

Se a = 0, entdao A é um subconjunto fechado de I e sabemos que seu complementar é aberto.
Logo A% € Gy.

Seja o > 1. Suponha que o resultado seja valido para todo ordinal 0 < 8 < a. Se « é
fmpar, entdo A = J,,cry An, onde A, € F,,,, com o, < a. Pela hipétese de inducao, temos
que A € G,,,, para todo n € N. Além disso, sabemos que A® = MNhen AY. Pela Definigao
1.4.3(ii), temos que A® € Gy. Se a é par, a demonstracdo é similar. Analogamente mostra-se

a segunda parte de (1).

(5) Mostremos que G, C F,4+1. Tomando-se complementos, temos que F, C Go41. Facamos

inducao em a.

Se a = 0, temos que mostrar que todo aberto de I é um F, de I. Seja A um aberto de I,

entao:
A= J((an,bn) N D),
n=1

onde a, < b,. Como a classe F, é fechada para uniées enumeraveis, basta mostrarmos que
todo intervalo aberto de I pertence a classe F,,. Considere o intervalo aberto (a,b) NI, com
a<b Se0<a<b<1,entao:
(a,0) NI =(a,b) = | Jla+1/n,b—1/n]
n>1
Como cada [a + 1/n,b — 1/n] é fechado de I, temos que (a,b) € F,. Os outros casos sao

analogos.

Seja agora « > 1 ordinal, e suponha que o resultado seja valido para todo ordinal 0 < 8 < a.
Vamos mostrar que G, C Fuoy1. Seja A € Go. Se a é par, entao A = J,, oy An, onde

A, € Gg,, e ap < a. Pela hipétese de indugao, temos que A4,, € F,, +1,Vn € N.Note que:

ap <a=a,+1<a+l.
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Como a + 1 é impar, temos que A € F,11. O caso em que « é impar é completamente

analogo.
O]

Na préoxima proposicao, veremos que para descrevermos os Borelianos de I, sé precisamos dos

ordinais enumeraveis.
Proposicao 1.4.6. A o-dlgebra dos borelianos de I € a unido das classes G, para 0 < a < wy.

Demonstragdo. Denotemos 7 = |J, 1 Ga- E claro que 7 C Bor, pois todo elemento de 7 é
obtido dos abertos de I através de operacgoes para as quais Bor é fechado. Precisamos mostrar
que Bor C 7. T contém os abertos de I, pois os abertos de I sdo elementos de Gy e Gy C 7. Se
mostrarmos que 7 é o-dlgebra de subconjuntos de I, como 7 contém os abertos e Bor é a menor
o-algebra que contém os abertos de I, teremos que Bor C 7.

I € 7, pois I é aberto de I. Seja A € 7, entdo existe ordinal o < w; tal que A € G,. Pela
Proposicao 1.4.5(1), temos que AC € F,,. pela Proposicao 1.4.5(5), temos que A® € Guq1. Como
w1 é nao enumerével, temos que a4+ 1 < wy. Portanto A® € 7. Isso mostra que 7 é fechado para
complementacgao.

Mostremos agora, que 7 é fechado para unioes enumeraveis. Seja (A4, ), C 7. Para cadan € N,
existe ordinal a;, < wy tal que A, € Gy,,. Seja B = sup,cy an. Note que 3 < w;. Assim, A, € Gg
para todo n. Podemos supor que  é par (se for impar, tomamos seu sucessor, que serd par e
menor que wi). Entao J,,cy An € Gg. Assim |, An € 7.

Mostramos que 7 é o-dlgebra. Como discutido acima, temos nosso resultado. ]

Observacao 1.4.7. Pela Proposi¢cao 1.4.5(5) e pela proposicio acima, temos que Bor =

Ua<w1 Fo. No Capitulo 2, mostraremos que nao existe ordinal 8 < w1 tal que Bor = Ua<,8 F,.

Em posse desses conceitos, podemos enunciar um resultado classico que relaciona os Borelianos
e as classes de Baire.

Para simplificar a notacao, denotaremos:
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(i) H, por K, se a é finito;
(ii))Ha41 por K, se « é infinito.
Teorema 1.4.8. (Lebesgue-Hausdorff) Seja o > 1 ordinal.
(1) Se « € finito, entao By(I) = B(I,H,) = B(I, K,);
(2) Se « € infinito, entio Bo(I) = B(I,Hpt1) = B(I, Ky).
Demonstracdo. Veja Apéndice A, Corolario A.27. O

Observagao 1.4.9. No Apéndice A, faremos a demonstracdo de uma generalizacdo do Teorema
de Lebesgue-Hausdorff e teremos como coroldrio o Teorema 1.4.8. Na demonstracdo do Teorema
de Lebesque-Hausdorff generalizado, utilizaremos conceitos e resultados desenvolvidos no Capitulo

5. Assim, recomendamos a leitura do Capitulo 5 antes da leitura do Apéndice A.
O proximo corolario é de demonstracao imediata.

Coroléario 1.4.10. Seja A C I. Denotemos por C4 a fungdo caracteristica de A. Suponha o > 1,
entao:

Ca € By(I) & Ac K,
Usando esse corolario, concluimos que as classes de Baire nao sao separaveis.

Definigao 1.4.11. Um espago topoldgico X € dito separdvel se existe D C X, com D enumerdvel

e denso em X.
Proposicao 1.4.12. Para todo ordinal o > 1, Bo(I) ndo é separdvel.

Demonstragao. Fixado t € I, como I é Hausdorff, temos que {t} é fechado em I. Logo {t} € H,,
para todo o > 1. Pelo Coroldrio 1.4.10, temos que Cyyy € Ba(1), Vo > 1.

Note que se t,s € I sdo distintos, entdao ||Cyyy — Crgllc = 1. Logo Ba(I) é um espago
normado, que possui um subconjunto nao enumeravel € = {Cyy : t € I} tal que a distancia
entre dois elementos distintos de € é igual a 1. Segue facilmente desse fato, que B,(I) nao é

separdvel. ]
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1.5 Algumas propriedades topoldgicas de (),

Nesta secao, vamos estabelecer propriedades topoldgicas de (24, w*), que serdo fundamentais
para o que desenvolveremos ao longo desse trabalho.

Vamos mostrar que I pode ser visto com subconjunto discreto e denso de 2, para todo a > 1.

O resultado mais importante desta secao é o fato de que (£2,,w*), para todo o > 1 é zero

dimensional.

Definicao 1.5.1. Fizado ordinal o > 1, definamos a funcao:
To : I — Qg

tal que
TQ(t)(f) - f(t), VteleVfe Ba(I)

Ou seja, 74 (t) é o que denotamos por ¢; na demonstracao do Lema 1.3.4, que como comentamos

nessa ocasiao pertence a {2,. Logo a funcao 7, estd bem definida.
Proposigao 1.5.2. Para todo ordinal o, a func¢ao 1, € injetora.

Demonstragao. Sejam t,s € I. Suponha que 7,(s) = 74(t). Entao 7,(s)(f) = 7(t)(f) para toda
f € Bo(I). Em particular, como a fungao identidade, que denotaremos por id, pertence a B, ([)

(pois é continua), temos que :
Ta(s)(id) = 7o(t)(id) = id(s) = id(t) = s =1
Isso mostra que 7, € injetora. O

Definigao 1.5.3. Um espaco topoldgico X € dito normal, se dados dois fechados disjuntos A e B,

existem abertos disjuntos Ue V.com ACU eB CV.
Proposigao 1.5.4. Todo espago topoldgico compacto e Hausdorff € normal.

Demonstragao. Sugerimos [36], pagina 121. dJ
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Para continuarmos, precisamos de dois resultados fundamentais sobre espacos normais.

Lema 1.5.5. (1) (Lema de Urysohn) Sejam X espaco topoldgico normal e A, B C X, fechados

e disjuntos. Entdo existe fungdo continua f: X — [0,1] tal que fla=0ce flp =1.

(2) (Teorema da extensao de Tietze) Sejam X espago topoldgico normal e F C X fechado

tal que existe g : F' — R, com g continua.

Entao, existe g: X — R, com g continua e estendendo g.

Demonstragao. Sugerimos [36], pagina 102 para o Lema de Urysohn e pagina 103 para o Teorema

da extensao de Tietze. O

Existe um outro conceito relacionado ao de normalidade, que serda usado futuramente nesse

trabalho, a saber o conceito de espago topoldgico regular.

Definicao 1.5.6. Um espago topologico X € dito regular se, e somente se, dados um fechado

AC X exe X comx ¢ A, existem abertos disjuntos U,V C X, tais quex € U e AC V.
Proposigao 1.5.7. As sequintes afirmacdes sao equivalentes para um espago topoldgico X:

(a) X € regular;

(b) Se U C X € aberto e x € U, entdo existe um aberto V tal que V contém xz e V C U.
Demonstragdo. Sugerimos [36], pagina 92. O

A préoxima proposicao relaciona o conceito de espaco regular e espaco compacto Hausdorff.

Ela é consequéncia imediata da Proposicao 1.5.4 e do fato do espaco ser Hausdorff.
Proposigao 1.5.8. Todo espacgo topoldogico compacto Hausdorff € regqular.

Proposicao 1.5.9. Para todo ordinal o > 1, 14(I) € denso em (Qq, w™).
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Demonstragdo. Notemos que para toda F' € C(£,), existe f € By (I), tal que x(f) = F, pois x é
sobrejetora.

Além disso, para todo t € I e f € B,(I), temos:

X(f)(pr) = we(f) = f(t)

Assim, se x(f)(72(I)) =0 = f = 0. Note que se f =0, entao x(f) =0.

Portanto, toda fungao continua de Q, em R que se anula em 7,(/), também se anula em todo
Qyp.
Suponhamos por absurdo que T(I)w* # Q,, entao existe p € Q, — T(I)w* Como 2, ¢

Hausdorff, temos que {p} é fechado. Na Segao 2, mostramos que (24, w*) é compacto Hausdorff.

A Proposi¢ao 1.5.4 nos diz que (Q,, w*) é normal. Entao {p} e 7,(I) sao dois fechados e disjuntos

num espago topolégico normal. Pelo Lema de Urysohn, existe F' € C'(Qy) tal que F| o =0e

Ta(I)
F(p) = 1. Como observado acima, F' = x(f) para alguma f € B,(I) e x(f)(7o(I)) = 0. Portanto
X(f) = 0. Temos assim uma contradigao, pois p € Q, e x(f)(p) # 0.

A contradigao surgiu porque supusemos que 7,(I) nao era denso em (£, w*). Isso mostra

nosso resultado. O
Proposicao 1.5.10. Para todo ordinal o > 1, 7o(I) € subconjunto discreto de (q,w™).

Demonstragao. Seja t € I, sabemos que {t} é fechado de I. Logo pelo Coroldrio 1.4.10,
Cyy € Ba(I) para todo ordinal o > 1.

Consideremos o w*-aberto de €2, definido da seguinte forma:
U={weQa:|lw=-¢)(Cy)l <1/2}
ou seja,
U={weQ:|[(w(Cp)—-1]<1/2}

Note que 74(t) = ¢ € U e UNTo(I) = {¢}-
Mostremos que U = {¢;}. Sejaw € U. Como U é aberto, da Proposicao 1.5.9 segue que existe

rede (74(tx))x C U convergindo para w. Mas, U N7,(I) = {p¢}. O que implica que w = 4.
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Isso mostra nosso resultado. O

Definicao 1.5.11. Seja X um espaco topoldgico. Dizemos que X € totalmente desconero, se as

Uunicas componentes conexas de X sdo os conjuntos unitdrios.

Observagao 1.5.12. Se X € um espaco topoldgico tal que dados dois elementos distintos x1,xs €
X, existe um conjunto A C X com A aberto-fechado em X, tal que x1 € A e xo ¢ A, entdo X é

totalmente desconexo.
Lema 1.5.13. Fizado ordinal « > 1 e f € By(I), sao equivalentes:
(i) f assume apenas os valores 0 e 1;
(ii) f =Ca, onde A € Ky;
(iii) x(f) assume apenas os valores 0 e 1:
(iv) x(f) = Cp, onde B é um conjunto aberto-fechado de Q.

Além disso, para A e B como descritos acima, temos:

B=1,(4) e A=1Y(BNT1(I)).

Demonstracdo. (i) = (ii) Definamos A = f~1({1}). Por hipétese, f assume apenas os valores 0 e
1, portanto f = Cy. Como f € B,(I), temos que A € K,,.

(71) = (7i7) Calculemos x(f) em 7,(I):

X(f)(ee) = x(Ca)(pr) = pi(Ca) = Calt)

Logo x(f) assume somente os valores 0 e 1 em 7,(/). Como x(f) é continua e 7,(I) é denso em
Qq, temos que x(f) s6 assume os valores 0 e 1.

(iii) = (iv) Definamos B = x(f)'({1}). Como x(f) assume apenas os valores 0 e 1, temos
que x(f) = Cp. Da definigao de B e do fato de x(f) ser continua, segue que B é fechado. Note
que B¢ = x(f)~1({0}). Portanto BY ¢ fechado, o que implica que B é aberto.

Assim, B é um aberto-fechado de €,,.
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(iv) = (i) x(f) = Cp. Sejat € I, temos duas possibilidades ou ¢ € B ou ¢; ¢ B.

Se ¢¢ € B, entao f(t) = i(f) = x(f)(p) = 1.

Se @i ¢ B, entao f(t) = pi(f) = x(f)(¢t) = 0. Logo f s6 assume os valores 0 e 1.

Mostramos assim a equivaléncia das afirmacoes.

Mostremos que para A e B nas condigoes acima, isto é f = Cy com A € K, e x(f) = Cp com

B aberto-fechado de €2, valem:

(a) B = 74(A) Mostremos que 7,(A) C B, o que vai implicar que 7,(A4) C B, pois B é fechado.

Seja t € A, temos que Cp(pt) = x(Ca)(pt) = pt(Ca) = Ca(t) = 1. Logo ¢ € B. O que

mostra que 7,(A4) C B.

Mostremos agora, que B C 7,(A). Seja w € B, entdao Cp(w) = 1, o que implica que

w(Cy) =1.

Como 74 (1) é denso em €, existe rede (¢¢, )aea convergindo na topologia w* para w. Isso

significa que dada g € B, (1), temos que ¢4, (9) 2, w(g). Em particular, ¢, (Ca) 2 w(Cy).

Pelo visto anteriormente, ¢, (Ca) 2. Portanto, existe A\g € A tal que:
)\Z)\0:>CA(t)\):1:>t>\€A.

Logo (¢t )a>a, ¢ rede de elementos de 7,(A), convergindo para w na topologia fraca w*.

Isso mostra que w € 7,(A).

Pelo que fizemos acima, temos que B = 7,(A).

(b) A=711(BN7(I)).
Mostremos que A C 7, 1 (BN 74(I)). Seja t € A, pelo visto na demonstracgao de (a), ¢; € B.
Logo 7,(t) € B. O que mostra que A C 7, 1 (BN 7,(I)).

Mostremos agora, que 7, {(BN 7. (1)) C A. Sejat € 7,1 (BN 1.(I)), entdo p; € B. Temos:

1= Cg(pt) = x(Ca)(pt) = p1(Ca) = Calt)
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Portanto t € A. Isso mostra que 7, H(BN71,(I)) C A.

Do que fizemos acima segue que A = 7, 1(B N 7,(1)).
O

Para mostrarmos que (€,,w*) é totalmente desconexo, precisamos ainda de um lema de

separacao para conjuntos da classe multiplicativa de tipo a com « > 1.

Lema 1.5.14. Sejam G1,Go elementos da classe aditiva o > 0, entdo existem Hy, Hy elementos

disjuntos da classe aditiva o tais que:

H, CG;i=1,2

H; U Hy = G UGSs.
Demonstragao. Sugerimos [25], pagina 350. O

Lema 1.5.15. Sejam R e S subconjuntos disjuntos de I que pertencem a classe multiplicativa
a > 0. Entdo, existem A e B conjuntos disjuntos pertencentes a classe ambigua o tais que R C A

eS CB.

Demonstracdo. Como R e S sao da classe multiplicativa a, temos que R, S€ sao da classe aditiva
.
Note que:
RNS=0= (RNS)“=RCUSY =1

Pelo Lema 1.5.14, existem Hj, Hs na classe aditiva @ com Hy N Hy = (), HHUHy = I e
Hy C RY,Hy C 5€.
Note que:
H NHy=0,H UHy,=1= HY = Hy, HS = H,.
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Portanto R C Hs, S C H; e Hy, Hy pertencem a classe ambigua «, pois os dois pertencem a
classe aditiva @ e um é o complementar do outro, o que implica que H, Ho pertencem a classe
multiplicativa «.

Isso mostra nosso resultado. O
Teorema 1.5.16. Para todo ordinal a > 0, o espago (Qq,w*) € totalmente desconezo.

Demonstragdo. Sejam wy,ws € Qy, com wy # wo
Para simplificar a notacao, denotaremos x(f) por f .

Mostremos que existe f € C (Qq) tal que:
Uy ={w: f>1}, U ={w: f <0}

sejam vizinhancas fechadas de wi e ws respectivamente.

Como Q, é Hausdorff, temos que {w1} e {wa} sdo fechados. Logo F = {wi,wa} é fechado.
Como F ¢ discreto, toda fungdo com dominio em F é continua. Definamos g : F — R, colocando
g(wi) > 1 e glwz) < 0. Como Q, é normal, segue do Teorema da extensao de Tietze, que existe
g : Qq — R continua que estende g. Logo g € C(€,), entao existe f € B, () com f=g.

Da continuidade de f segue que Uy, Uy sdo vizinhancas fechadas de w; e we, respectivamente.

Definamos A; = 7, Y(U; N 7(I)) para i = 1,2. E facil ver que 4, = {t : f(t) > 1} e
Ay = {t: f(t) <O},

Como f € B,(I), temos que A; e Ay estao na classe multiplicativa a, se « for finito e av + 1,
se « for infinito. Além disso, claramente A1 N As = 0.

Logo, pelo Lema 1.5.15 existem Wy, Wy € K, disjuntos tais que Ay C W7 e Ay C Wh.

Definamos V; = 7,(W;) para ¢ = 1,2. Do Lema 1.5.13 segue que V; e V2 s@o conjuntos
aberto-fechados de €.

Vejamos que V; é vizinhanca de w;, para ¢ = 1,2. Para isso, basta mostrarmos que w; € V;,
para ¢ =1, 2.

Como 74(I) é denso em €, existe rede (¢, )xea convergindo na topologia w* para w;. Como
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U; é w*-vizinhanca de w;, existe A\g € A tal que:
)\Z)\O:>90t,\ e U;.

Da definicao de A;, segue que:

A> X =ty €A
Logo:

A> X =t) €W
O que mostra que w; € 74(W;) = V,.

Mostremos agora, que V4 N V5 = (). Suponha, por absurdo, que exista w € V4 N V5. Entao

w € To(W1) N 7o (Wa). Assim, existem redes (¢, )aen, com ty € Wi e (@1, )oco, com tg € Wy tais

que:
w*
QOtA > W
(S
w*
Pty — W.

Como Cy, € By(I), temos que:

1= ¢, (Cwy) 2 w(Cy)-
Logo w(Cyw,) = 1. Também vale que:

1 (Cn) 2 w(Cry) = 1.

Portanto:

0
Cw, (tg) — 1.
Assim, existe 0y € © tal que:
0>06)= CWl(tg) =1=ty € Wi.

Mas, tg € W, V0 € O. Dessa forma, concluimos que Wy N Wy # (). Isso é uma contradicao, pois

W1 e Wy sao disjuntos por construcao. Logo Vi N Vs = (.
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Acima, construimos dois conjuntos aberto-fechados disjuntos de €, Vi e V5, tais que wy € Vi
e wy € V.

Pela Observagao 1.5.12, temos que (24, w*) é totalmente desconexo. O

Definicao 1.5.17. Dizemos que um espaco topoldgico X € zero dimensional, se X possui uma base

para a topologia formada por conjuntos aberto-fechados.

O préximo teorema relaciona os conceitos de totalmente desconexo e zero dimensional, para o

caso em que estamos trabalhando.

Teorema 1.5.18. Um espacgo topoldgico compacto, Hausdorff e totalmente desconexo € zero

dimensional.
Demonstragao. Sugerimos [36], pagina 211. O

Em posse de tudo o que desenvolvemos até aqui e do teorema acima, concluimos o préximo

resultado.

Corolério 1.5.19. Para todo ordinal o > 1, o espago (Qq, w*) € zero dimensional.



Capitulo 2

Bo(I) é subespago préprio de Bg(I),

0<a<fB<w

Da defini¢ao das classes de Baire e do que foi feito no Capitulo 1, segue que B,(I) é subespago
fechado de Bg([), para o < f3.

Nesse capitulo, vamos mostrar que para 0 < o < 8 < wq, Bo([I) é subespaco préprio de Bg(I).

Inicialmente, mostraremos que dado ordinal enumerdvel «, existem Borelianos M, A, do
conjunto de Cantor, tais que M, pertence a classe multiplicativa «, mas nao pertence a classe
aditiva « e A, pertence & classe aditiva «, mas nao pertence a classe multiplicativa a.

Denotaremos por xg o primeiro cardinal infinito e por w o primeiro ordinal infinito.

Defini¢ao 2.1. O conjunto de Cantor é o conjunto {0,1}¥ = {f : w — {0,1}}, munido da

topologia produto. Denotaremos o conjunto de Cantor por C.

Observagao 2.2. E um resultado cldssico que C' é homeomorfo ao subconjunto de [0,1] chamado
de conjunto de Cantor terndrio, munido da topologia induzida de [0,1]. Logo C € um espago

metrizavel. Também é muito conhecido que C' é compacto, zero dimensional e tem base enumerdvel.

Definicao 2.3. A hierarquia dos Borelianos do conjunto de Cantor seque a mesma definicao dada

para a hierarquia dos Borelianos de I, mas nesse caso, sao familias de subconjuntos de C. Para

34
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cada ordinal o:
(1) Denotaremos por F(C) a classe F,, andloga a descrita na Definicao 1.4.2;
(2) Denotaremos por Go(C) a classe Gy, andloga a descrita na Defini¢ao 1.4.5;
(8) Denotaremos por My(C) a classe multiplicativa tipo o, como descrita na Defini¢do 1.4.4;
(4) Denotaremos por Ay(C) a classe aditiva tipo o, como descrita na Defini¢cdo 1.4.4;
(5) Denotaremos por H,(C') a classe ambigua tipo o, como descrita na Defini¢ao 1.4.4.

Observagao 2.4. Na verdade, a hierarquia dos Borelianos € definida como acima, para todo

espaco topoldgico.
Proposigao 2.5. Para todo ordinal o, valem:

(1) O complementar de todo conjunto em Fu(C) estd em Go(C) e o complementar de todo

conjunto em Go(C) estd em F,(C);
(2) Au(C) € fechada para unices enumerdveis e My (C) € fechada para intersecgoes enumerdveis;

(8) Unides e intersecgoes finitas de elementos de Fo(C) pertencem a F,(C). Analogamente para

Ga(C);

(4) Ho(C) € uma dlgebra de subconjuntos de C, ou seja, C € Ho(C) e Ho(C) é fechado para

complementacao e unides finitas;
(5) Fo(C) C Goy1(C) e Go(C) C Foyr1(C).

Demonstragao. As demonstragaoes de (1) até (4) sao andlogas as da Proposigao 1.4.5.
Faremos a demonstracao de (5). Pela Observacao 2.2, C é metrizavel. A demonstragdo que
faremos aqui vale para qualquer espaco metrizavel. Seja X espaco metrizavel e d uma métrica

equivalente em X.
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Mostremos que Fy(X) C Gay1(X), entdo tomando complementos e usando (1), teremos
também que G4 (X) C Fut1(X). Para isso, faremos indugao em a.

Para o = 0, temos que mostrar que todo fechado de X é um Gy de X. Seja F um fechado de
X. Consideremos a fungao f : X — R tal que f(z) = d(z, F'), onde d(z, F') é a distancia de = ao
conjunto F. Sabemos que f é uma fungao continua.

Notemos que F' = 1,5, f~1((-00,1/n)). A igualdade vale pois z € F se, e somente se,
f(z) =0, ji que F é fechado. Além disso, cada f~1((—o0,1/n)) é aberto, pois f é continua. Isso
mostra que F é um G5 de X. Seja agora o > 1 ordinal, e suponha que o resultado seja vélido
para todo ordinal 0 < 8 < a. Vamos mostrar que F,(X) C Go+1(X). Seja A € Fo(X). Se a é
impar, entdo A = (J, cy An, onde A, € Fy, (X) e a;,, < a. Pela hipétese de indugao, temos que
A, € Go,+1(X),Vn € N.Note que:

ap, <a=a,+1<a+1.

Como « + 1 é par, temos que A € Go4+1(X). O caso « par é completamente analogo. O

Lema 2.6. CX° = {f : xo — C}, ou seja, o conjunto das funcées de xo em C, munido da

topologia produto é homeomorfo a C.
Demonstragao. Sugerimos [36], pagina 217. O
Definicao 2.7. Definamos recursivamente os sequintes subconjuntos de C:

(i) My = {0}, onde 0 é a sequéncia identicamente nula pertencente a C e Ag = M§';

(i1) Seja o > 0 ordinal enumerdvel e suponha que Ag, Mg jd tenham sido definidos para todo

ordinal B < .
Entao:

Se a = [+ 1, definimos ]TJ\; = Ago C CXo, Pelo lema anterior, CX° € homeomorfo a
C. Fizado um homeomorfismo(o mesmo ao longo dessa defini¢ao), definimos M, como o

subconjunto de C' correspondente a ]\A4; por esse homeomorfismo. E definamos A, = MS.
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Se a € ordinal limite, definamos M\; = H1<B<o< Ag C C. Fizada enumeragao de o, podemos
escrever que ﬁa C CXo, Através do homeomorfismo que fixamos entre C' e CX0, definimos

M, C C. FE definimos Ay = Mg
O préximo lema tem demonstracao imediata, portanto sua demonstracao sera omitida.

Lema 2.8. Sejam X e Y espacos topoldgicos e f : X — Y, funcdo continua. Considere A CY,

entao firado ordinal o:
(1) Ae Fo(Y) = f7H(A) € Fu(X);
(2) A€ Go(Y) = fHA) € Go(X).
Teorema 2.9. Para todo ordinal enumerdvel o, temos que M, € My (C) e Ay € Ay(C).

Demonstra¢ao. Basta mostrarmos que M, € M,(C), pois A, = Mg, portanto pela Proposicao
2.5(1) Ay € Ao(C). Fagamos indugao em a.

Se a = 0, entdo My é um conjunto unitario, como C é Hausdorff, temos que My é fechado.
Portanto My € Fy(C), como 0 é par, temos que My(C') = Fy(C'). Assim, nosso resultado é vélido
para a = 0.

Seja 0 < a < wi, suponha que o resultado seja vélido para todo ordinal § < «. Mostremos

que o resultado vale para «

(Caso 1) @ = f + 1. Para fixar as idéias, vamos supor que 3 é par. O caso em que  é impar se

demonstra de maneira andloga.

Como f é par, pela hipétese de inducao, temos que My € F3(C). Da Definicao 2.7 vem que:

— Ax0 _ pgC c _ c
Mo = A" = Mg x -+ X Mg x - = ﬂ(Cx---xCxMﬂ X C X --+)
nEN  p — 1 vezes

Assim:

N_ DY ".C
Ma_ﬂ(Cx X CxMgxCx--)~.

nEN 1 vezes
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Vamos mostrar que C' X --- x C xMg x C x --- € Fg(CX0).
~—_——
n — 1 vezes

Para cada n, considere a fungao m, : CX0 — C| a projecao da n-ésima coordenada. Facilmente

verifica-se que m, é continua, além disso:

Cx - xCxMgxCx-=m, (M)
——

n — 1 vezes

My € F5(C). Portanto, pelo Lema 2.8, C X --- x C xMg x C % --- € Fz(CX0). L
e Mg 3(C). Portanto, pelo Lema X - x CxMg x C x 3(CX0). Logo

n — 1 vezes

(Cx - xCxMgxCx-)¢eGs(CxX). Como f3 é par, da Defini¢io 2.3 vem que:

n — 1 vezes
Mo = [J(C X+ X CxMgx Cx--)% € Gp1(CX) = Ga(CX0).
neEN 1 vezes
Da definicao de M, e do Lema 2.8, segue que M, € G,(C). Como « é impar, temos que
M, (C) = Go(C).

Isso mostra nosso resultado no caso em que « é ordinal sucessor.

Caso 2) «a é ordinal limite. Por definicao, temos que M, = Apg, e pela hipdtese de
1<B<a ‘1B
inducdo cada Mg € F(C) U Gg(C). Assim:

M, = Cx-xOxM§xCx---
B

1<B<a

= ﬂ (Cx--xCxMgxCx--)C,
1<B<a

onde Mg e M g aparecem na (-ésima posicao. Pelo mesmo argumento utilizado no caso 1,

concluimos que:
Cx- - xCxMgxCx---€Fg(CX)UG(CY).

Logo
(Cx -+ xCxMgxCx---) € Fg(CX0)UGs(CX0),
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onde Mpg aparece na (-ésima posicao. Para todo ordinal f < «, temos que Fg(CX°) C
Fo(CX0) e Gg(CX0) C Fpy1(CX0), além disso, como « é ordinal limite f < a = f+1 < a.
Portanto Gg(CX°) C F,(CX°). Assim:

(Cx--xCxMgxCx---)ecF,(C%),

onde Mp aparece na [-ésima posicao. Como « é par, temos que F,(CX°) é fechado para

intersecgoes enumeraveis. Dessa forma:

ﬂ (Cx---xCxMgxCx--)ecF,(Cx),
1<B<«
onde Mg aparece na (-ésima posicao. Da definicao de M, e do Lema 2.8 segue que

M, € F,(C). Como « é par, temos que M, (C) = F,(C).

Isso mostra nosso resultado.

Agora, vamos trabalhar para mostrar que M, ¢ A,(C), e consequentemente A, ¢ M, (C).

Para isso, introduziremos o conceito de fungao universal.

Definicao 2.10. Seja o um ordinal enumerdvel. Uma funcao universal da classe multiplicativa
a, para um espago métrico X é uma funcio ® 1Y — p(X), onde Y é espaco métrico e p(X)

denota o conjunto das partes de X, tal que valem:

(a) Dado B na classe multiplicativa « de X, existe yo € Y tal que ®(yo) = B e ®(y) pertence a

classe multiplicativa o de X, Vy € Y ;
(b) {(z,y) € X xY :x € ®(y)} € um Boreliano de X x Y, pertencente a classe multiplicativa c.
Definimos de forma andloga funcdo universal da classe aditiva o para X.

Lema 2.11. Seja X espaco topoldgico zero dimensional com base enumerdvel.

Entao, todo aberto € uniao enumerdvel de aberto-fechados.
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Demonstragao. Suponha que By seja base enumeravel da topologia de X. Mostremos que se B é
qualquer base para a topologia de X, entao existe B base enumeravel, com B C B.

Suponha que By = {U;,Us,...,Up,,...}. Fixado n, como B é base e U,, é aberto, temos que
Un = Uje A, Ax, onde cada Ay € B. Como X tem base enumeravel, temos que todo subespago de
X possui base enumerdvel. Logo, cada U, é Lindeloff e {A) : A € A,,} é cobertura por abertos de
U,. Portanto, existe E, C A,, com E,, enumeravel tal que U,, = U/\eEn Ajy.

Seja B = UnsolAx : A € E,}. Note que B é subconjunto enumerével de B e ¢ base de X.

Como X é zero dimensional, X possui uma base de aberto-fechados. Pelo visto acima, podemos

extrair dessa base de aberto-fechados uma subbase enumeréavel. Isso mostra o lema. O

Teorema 2.12. Seja X espaco métrico zero dimensional e com base enumerdvel. Dado B C X,

boreliano da classe multiplicativa (aditiva) o de X, existe uma fungao continua ¢ : X — C tal que

@_I(Ma) =B (‘P_I(Aa) = B).

Demonstracdo. Note que se mostramos o resultado para a classe multiplicativa, tomando
complementos, teremos o resultado para a classe aditiva. Mostremos que vale para a classe
multiplicativa, fazendo inducao em a.

Se a = 0, temos que mostrar que fixado um B C X, com B fechado, existe uma funcao continua
¢ : X — C tal que o '({0}) = B. Seja A = B, entao A é um aberto de X. Pelo Lema 2.11,

podemos escrever A = | FE,, onde cada FE,, é um aberto-fechado de X. Sabemos que a funcao

neN
caracteristica de cada E,, Cg, : X — {0,1} é continua.

Definamos a fungao ¢ : X — C, da seguinte forma ¢(x) = (Cg,(z))n. Como cada Cg, é
continua e estamos com a topologia produto em C, temos que ¢ é continua. Mostremos que
¢~ ({0}) = B.

e H(C—{0})={zeX:IneNtalque z € Ep} = ey En = A.

Tomando complementos, concluimos que ¢~ !({0}) = B.

Seja a > 0, suponhamos que o resultado seja véalido para todo ordinal 8 < a. Mostremos que

também vale para «.
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(Caso 1) o« = B+ 1. Seja B C X, boreliano da classe multiplicativa a.

Podemos escrever B = [ B,,, onde cada B,, C X é boreliano da classe aditiva 8. De

neN

fato, se 8 ¢é par, entdo «a é impar. Portanto, temos que B € G4(X). O que implica que
B = N,en Bn, com B, € Uy, GA(X). Logo, B, € Gg(X). Como 3 é par, temos que

G3(X) é a classe aditiva 8. O caso em que 8 é fmpar, mostra-se de forma andaloga.
Pela hipdtese de inducao, para cada n, existe funcao continua ¢, : X — C tal que
' (Ag) = Bn.

Definamos a fungao ¢ : X — CX0 tal que ¢(z) = (pn(z))n. Note que ¢ é continua, ja que

cada ¢, o é. Mostremos que ¢~ (M,) = B.

Da Definicao 2.7, vem que M, = Ag)o. Logo:

¢ (Ma) =¢ ' (AY") = BiNByN...= B.

Definimos ¢ : X — C como ¢ = 1) o ¢, onde ¥ é o homeomorfismo entre CX° e C que leva

M; em M,. Assim ¢ é continua e o~ (M) = B.

Caso 2) « € ordinal limite. Por hipétese, B € F,(X). Logo B = B, com B, € Fz (X),
n Bn

Bn < a. Podemos supor que todos os [, sao impares, caso (5, seja par, trocamos (3, por

fn 4+ 1 que é fmpar, B, € Fg 1(X) e 8, +1 < a. Definamos por recursao a seguinte

sequéncia de ordinais:

(1) 70 = Bo;

(ii) v = maz(yn-1, Bn) + 1, se max(yn-1, Bn) for par;

(ii) vn = max(yp—-1, Bn) + 2, se max(vyp—1, Byn) for impar.
Note que: o<1 < - <Y<+, <a,Vne B, €F, (X).
Como 7, é impar, temos que cada B,, pertence a classe aditiva ~,.

Seja 1 < B < a, definamos Cg = B, se 7, = B e Cg = X, se B # v,,Yn. Note que X

pertence a classe aditiva 3, para todo .
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Assim B = m1g B<a Cg, com cada Cg na classe aditiva 3 de X. Pela hipdtese de indugao,
para cada 3, existe funcao continua g : X — C tal que (pEI(A[g) = Cp. Agora, procedemos

da mesma forma que no caso anterior.
O

Definicao 2.13. Sejam X um espaco métrico e Y espaco métrico compacto. Denotaremos
por C(X,Y) o conjunto das fungdes continuas definidas em X e tomando valores em Y. Seja
d uma métrica em Y, definimos a funcio d : C(X,Y) x C(X,Y) — R tal que d(f,g) =

sup,cy d(f(z),g(z)). Chamamos d de métrica da convergéncia uniforme.
Lema 2.14. A funcdo d estd bem definida e é uma métrica em C(X,Y).

Demonstracdo. Para vermos que d estd bem definida, basta lembrarmos que a métricad : Y xY —

R é continua e Y X Y é compacto, logo:

d(f,g) = supd(f(z),g(z)) < sup d(z,y) < oo
rxeX (z,y)€Y XY

Uma simples verificacdo nos mostra que d satisfaz as condicoes exigidas para que seja uma métrica

em C(X,Y). O

O préximo lema relaciona os borelianos de um espago topolégico X, com borelianos de um

subespaco de X. Sua demonstracao é simples, portanto serd omitida.

Lema 2.15. Seja X espaco topolégico e A C X, entao:
(1) Se B € Go(A) (B € Fu(A)), existe D € Go(X)(D € Fo(X)) tal que B=AND;
(2) Se B € Go(X) (B € Fo(X)), entaio BNA € Go(A)(BNA€ F,(A)).

Teorema 2.16. Para cada subespaco X de C, a funcao ® : C(C,C) — p(X), definida como
D(p) = X Ny YM,) é uma funcio universal da classe multiplicativa o para X. Estamos
considerando em C(C,C) a métrica da convergéncia uniforme d, onde d é wma métrica equivalente

em C.
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Demonstragao. Mostremos que ®(¢) pertence & classe multiplicativa o de X, Vo € C(C,C). De
acordo com o Teorema 2.9, M, pertence a classe multiplicativa o de C. Como ¢ é continua, pelo
Lema 2.8, temos que ¢~ !(M,) pertence & classe multiplicativa a de C. Do Lema 2.15 vem que
®(p) = X N1 (M,) pertence a classe multiplicativa a de X.

Seja B na classe multiplicativa o de X, pelo Lema 2.15 temos que B = XN D, com D € M,(C).
Como C é espago metrizavel, zero dimensional e com base enumeravel, pelo Teorema 2.12 existe
uma fungdo continua @y : C — C, tal que ¢, '(M,) = D. Logo ®(pg) = DNX = B e
o € C(C,C).

O que fizemos acima, mostra que ® satisfaz a condigao (a) da Definigao 2.10.

Mostremos agora, que ® satisfaz a condi¢ao (b) da Definigao 2.10.

Consideremos a fungao v : C' x C(C,C) — C, definida como v(z, ) = ¢(z). Mostremos que
v é continua.

Sejam (zg, o) € C x C(C,C) e € > 0. Da continuidade de ¢ em xp, segue que existe § > 0
tal que

x € B(xo;0) = @o(x) € B(po(zo); €/2),
onde B(z;r) denota a bola aberta com centro em x e raio r > 0.

Mostremos que v(B(xzg;d) x B(po;€/2)) C B(po(xo);€).
(z, ) € B(xo;0) x B(po;€/2) =

d(o(z0), ¢ (7)) < d(go(wo), po(x)) + d((o(@), () < 5 + d(o, ) < €.

N

Com o feito acima, estabelecemos a continuidade de v.

Note que:
(X x C(C,O)Nnv (M) = {(z,0) € C x C(C,C):x € X N (M)}
={(z,9) € X x C(C,C):x € P(p)}.

Portanto, da continuidade de v, do fato de M, € M,(C) e do Lema 2.8, vem que v~ !(M,) pertence
4 classe multiplicativa a de C' x C(C,C). Pelo Lema 2.15, temos que [X x C(C,C)] Nv = (M,)

pertence a classe multiplicativa v de X x C(C,C).
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Isso mostra que ¢ satisfaz a condicao (b) da Definigao 2.10.

Assim, temos o resultado. O

Lema 2.17. Consideremos o conjunto de Cantor C. Uma métrica equivalente em C € dada pela
fungao d : C x C — R, tal que d((xn)n, (Yn)n) = Z;O:O |zn — yn|/2".
Consideremos C(C,C) dotada da métrica da métrica da convergéncia uniforme d.

Entao, existe i : C(C,C) — C tal que i é um homeomorfismo sobre a imagem.

Demonstragao. E simples verificar que d acima definida é uma métrica equivalente em C.
Vejamos que (C(C,C),d) é homeomorfo a C(C, {0,1})¥, com a topologia produto. Note que
com C(C,{0,1})“, estamos denotando as sequéncias tomando valor em C(C,{0,1}) e estamos
considerando em C(C,{0,1}) a métrica da convergéncia uniforme.
Definamos ¢ : C(C,C) — C(C,{0,1})%, tal que ¢(f) = (mp © f)n, onde m, é a projecao
da enésima coordenada. Mostremos que ¢ é homeomorfismo. Para isso, precisamos do seguinte
resultado:

Sejam X espago métrico compacto e M,N espagos métricos. Considere ® : M — N, fungao

uniformemente continua. Entao:
o, :C(X,M)— C(X,N),

definida como ®.(f) = ® o f,Vf € C(X, M), é continua. Estamos dotando C(X, M) e C(X,N)
da métrica da convergéncia uniforme.

A demonstracao desse resultado serd omitida, pois ndo apresenta nenhuma dificuldade.

Note que fixado n, 7, : C — {0, 1} é uniformemente continua. Logo, pelo resultado mencionado

acima, temos que:

s : C(C,C) — C(C,{0,1})

é continua. Mas, m,(f) = m, o f. Assim, cada coordenada de ¢ é continua. O que implica que ¢
é continua.
Facilmente verifica-se que ¢ é injetora, sobrejetora e possui inversa continua. Portanto, temos

que ¢ é um homeomorfismo.
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Agora, mostremos que C(C,{0,1})* é homeomorfo a w* (estamos considerando a topologia
discreta em w, e a topologia produto nas sequéncias com valores em w, que denotamos por w®).

Note que C(C,{0,1}) com a métrica da convergéncia uniforme tem a topologia discreta.

Afirmamos que existe bijecao entre C'(C, {0, 1}) e w, ou seja, que a cardinalidade de C'(C,{0,1})
é Xo. Se mostrarmos isso, entao C(C, {0, 1}) serd homeomorfo a w, pois ambos estao dotados da
topologia discreta.

Seja f € C(C,{0,1}), entdo f~1(1), f~1(0) sdo fechados, logo f~1(1) é um aberto-fechado
de C. Podemos escrever f = Cy-1(1). Reciprocamente, dado aberto-fechado de C, sua fungao
caracteristica pertence a C'(C,{0,1}). Portanto, a cardinalidade de C(C,{0,1}) coincide com a
cardinalidade do conjunto dos aberto-fechados de C.

Mostremos que a cardinalidade do conjunto dos aberto-fechados de C é xp. Seja B um aberto-
fechado de C, entao B ¢é aberto, portanto B é uniao de elementos da base de C. Como C é compacto
e B é fechado, temos que B é compacto, logo B é uma unido finita de elementos da base de C.
Como C tem base enumerdvel, concluimos que a cardinalidade do conjunto dos aberto-fechados
de C é menor ou igual a yo. Por outro lado, é facil ver que essa cardinalidade é maior ou igual a
Xo. Assim, mostramos a igualdade.

Pelo discutido anteriormente, temos que a cardinalidade de C(C,{0,1}) coincide com a
cardinalidade de w, logo eles sdo homeomorfos. Denotemos por ¢ : C(C,{0,1}) — w um
homeomorfismo.

Definamos ¢ : C(C,{0,1})® — w®, da seguinte forma ¢ (f1, fa,...) = W(f1),¢(f2),...). E
facil ver que 1) é homeomorfismo.

Como C(C,{0,1})* é homeomorfo a C(C,C), temos que C(C,C) é homeomorfo a w®.

Agora, vamos ver que existe fungdo de w® em C, que é um homeomorfismo sobre sua imagem.

Bem, é ficil ver que existe funcao de w em C, que é homeomorfismo sobre a imagem. Basta
mostrarmos que existe subconjunto enumeravel em C, que é subconjunto discreto de C. Tome por
exemplo A = {(1,0,...),(0,1,0,...),(0,0,1,0,...),...}.

Portanto, existe homeomorfismo sobre a imagem de w“ em C*. Mas, de acordo com o Lema



By (I) E SUBESPAGO PROPRIO DE Bg(I) 46

2.6, C* é homeomorfo a C. Assim, temos nosso resultado. ]

Usando a fungdo i do lema acima, definimos X = i(C(C,C)) C C. Pelo Teorema 2.16,
¢ : C(C,C) — p(X), definida como ®(¢) = X N ¢ 1(M,), é funcio universal da classe
multiplicativa a para X.

Logo {(z,p) € X x C(C,C) : x € ®(p)} pertence a classe multiplicativa a de X x C(C, C).

Mostremos que {(g,¢) € C(C,C) x C(C,C) : ¢(i(g)) € My} pertence a classe multiplicativa
ade C(C,C) x C(C,C).

Se z € X, entao x = i(g), para algum g € C(C,C). Portanto, temos que:
{(z,9) € X xC(C,C) :x € B(p)} = {(i(g), p) € X x C(C,C) +i(g) € D(p)}
={(i(9),») € X x C(C,C) +i(g) € X N~} (Ma)}

={(i(g), ) € X x C(C,C) : (i(g)) € Ma}.

Entao, o conjunto {(i(g),¢) € X x C(C,C) : ¢(i(g)) € My} pertence a classe multiplicativa a de
X x C(C,0).

Consideremos a fungao I : C(C,C)xC(C,C) — X xC(C, (), definida como I(g, p) = (i(g), ).
Portanto, I(g,p) = (iom(g,¢), (g, %)), onde 7; é a projecao da i-ésima coordenada. A fungao
I é continua.

Notemos que:

I"'({(ig), ») € X x C(C,C) : (i(9)) € Ma}) = {(g,) € C(C,C) x C(C,C) : ¢(i(g)) € Ma}-

Logo {(9,¢) € C(C,C) x C(C,C) : ¢(i(g)) € My} pertence a classe multiplicativa « de
C(C,C) x C(C,0).

Considere A = {(f,f) : f € C(C,C)} Cc C(C,C) x C(C,C). Pelo Lema 2.15, AN {(g,p) €
C(C,C) x C(C,C) : ¢(i(g)) € My} pertence a classe multiplicativa o de A.

Definamos M} = {f € C(C,C) : f(i(f)) € My} C C(C,C). Mostremos que M} pertence a
classe multiplicativa o de C(C, C).
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Notemos que M} = J~1({(g,9) € A : g(i(9)) € My}), onde J : C(C,C) — A, definida por

J(f) = (f, f). Verifica-se facilmente que J é continua, além disso:

{(9,9) € A:g(i(g)) € Ma}) = AN{(g,¢) € C(C,C) x C(C,C) : ¢(i(g)) € Ma},

que sabemos pertencer a classe multiplicativa aw de A. Portanto M} pertence a classe multiplicativa

ade C(C,C).
Teorema 2.18. O conjunto M} ndo pertence a classe aditiva a de C(C,C).

Demonstragao. Suponhamos, por absurdo, que M pertencga a classe aditiva o de C'(C, C'). Como
i:C(C,C)—i(C(C,C)) C C, cuja existéncia é garantida pelo Lema 2.17, é um homeomorfismo,
temos que (M) estd na classe aditiva a de i(C(C,C)).
Do Lema 2.15, segue que i(M}) = ANi(C(C,C)), onde A pertence a classe aditiva a de C.
Como A estd na classe aditiva a de C, de acordo com o Teorema 2.12, existe fungdo continua
¢:C — Ctal que A= ¢ 1(A,). Logo i(M}) = ¢~ 1(A,) Ni(C(C,C)).

Facilmente verifica-se que para toda f € C(C,C) vale:
fi(f)) € Mo < ¢(i(f)) € Aa.
Em particular, tomando-se f = ¢, temos:
(i(y)) € Ma < ¢(i(p)) € Aq.
Como C' = M, U A, e p(i(p)) € C, temos que:
o(i(p)) € My N A,.

Mas, M, N Ay = 0. Chegamos a uma contradigdo. A contradigao surgiu pois supusemos que M}
pertencia a classe aditiva o de C(C, C).

Portanto M nao pertence a classe aditiva a de C(C,C). O

Corolério 2.19. Fizado ordinal enumerdvel o, temos que M, (A ) ndo pertence d classe aditiva

a (multiplicativa o) de C.
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Demonstragao. Como M} pertence a classe multiplicativa o de C'(C, C'), que é homeomorfo a um
subconjunto de C ( portanto C(C,C) é espago métrico zero dimensional e com base enumeravel),
pelo Teorema 2.12 existe fungdo continua ¢ : C(C,C) — C tal que M} = ¢~ (M,).

Logo, se M, pertencesse a classe aditiva o de C, entao M pertenceria a classe aditiva o de
C(C,C). Mas, isso contradiria o Teorema 2.18. Portanto M, nao pertence a classe aditiva « de
C.

Tomando complentos, temos que A, nao pertence a classe multiplicativa a. O

Observagao 2.20. M, ndo pertence a nenhuma classe aditiva ou multiplicativa de tipo inferior
a a. De fato, se M, pertencesse a uma classe aditiva ou multiplicativa de tipo inferior a «, entao

M, pertenceria a classe aditiva o, o que ndo ocorre. Analogamente para Ag.

Agora, utilizaremos tudo o que foi desenvolvido atd aqui para concluirmos que para 0 < a <
B < wi, Ba(I) é subespaco préprio de Bg([).

Como comentado na Observacao 2.2, C é homeomorfo a um subconjunto de I, o conjunto
ternario de Cantor, que denotaremos por K.

K é subconjunto fechado de I, logo pertence a Fy. O que implica que K pertence a classe
ambigua 1 e portanto a classe ambigua «, para todo o > 1.

Note que se A C K pertence a F,(K)(G(K)), entao A pertence a F,(I)(G4(I)), para todo

a > 1. Esse fato segue facilmente do Lema 2.15.

Teorema 2.21. Dado ordinal o, com 1 < a < wi, existe D, um boreliano de I, tal que D,

pertence a classe multiplicativa o de I, mas ndo pertence a classe aditiva o de I.

Demonstragdo. Considere ¢ : C' — K, um homeomorfismo entre C e K. Entao ¢ (M,,) pertence a
classe multiplicativa o de K e nao pertence a classe aditiva a de K.
Pelo observado anteriormente, ¥ (M,,) pertence a classe multiplicativa « de I e nao pertence a

classe aditiva o de 1. O

Observacao 2.22. No Capitulo 1, mostramos que Bor = | F,. De acordo com o Teorema

a<wi

2.21, a hierarquia dos borelianos de I € estritamente crescente até wi.
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Teorema 2.23. Se 0 < o < < wy, entdo Bo(I) € subespago proprio de Bg([I).

Demonstragao. Basta mostrarmos que fixados a, 5 de acordo com o enunciado, existe f € Bg(I),

tal que f ¢ B ().

(Caso 1) a = 0. Considere a sequéncia de fungoes continuas f,, : I — R, definida por f,(t) = t".

Essa sequéncia converge pontualmente para a fungao f : I — R tal que f(1) = 1 e
f(t)=0,Vt # 1.
Logo f € Bi(I), mas f nao é continua. Como Bi(I) C Bg(I), para todo 3 > 1, temos nosso

resutado.

(Caso 2) a # 0 e $3 finito. Pelo Teorema 2.21, existe D, pertencente a classe multiplicativa « de
I, mas que ndo pertence a classe aditiva « de I. Portanto D, pertence & classe ambigua 3,
mas nao pertence a classe ambigua «. Pelo Teorema de Lebesgue-Hausdorrf, Cp, pertence

a Bg(I), mas nao pertence a B,([).

(Caso 3) § infinito e B < w;. Pelo Teorema 2.21, existe Dg pertencente & classe multiplicativa
B de I e nao pertencente a classe aditiva § de I. Logo Dg pertence a classe ambigua 8 + 1,
mas nao pertence nem a classe ambigua o+ 1 nem «. Pelo Teorema de Lebesgue-Hausdorff,

Cp, pertence a Bg(I), mas nao pertence a B ([).

(Caso 4) = wy. Como a < 3, existe ordinal enumerdavel + tal que o < v < wy. Assim, usando os
casos anteriores mostramos que existe elemento em B, (/) que nao pertence a B, (/). Como

B,(I) C By, (I), temos o resultado.

O]

Observagao 2.24. No Capitulo 1, mostramos que By, (I) era fechado para a convergéncia pontual.
Segue desse fato e do Teorema 2.23 que By, (I) € a menor familia de fungées que contém as fungoes

continuas e € fechado para a convergéncia pontual.



Capitulo 3

Nao complementacao de C'(/) em
Bu(I) e projecoes em subespacos de

espagos da forma C(K)

Nesse capitulo, iniciarems nosso estudo sobre a seguinte questao:

Para 0 < a < 8 < wy, podemos ter B, (I) subespago complementado de Bg([)?

Essa pergunta serd respondida negativamente pelo que desenvolveremos ao longo desse capitulo
e do Capitulo 5.

No presente capitulo, demonstraremos que C([) nao é subespago complementado de Bg([)
para 8 > 1.

Além disso, desenvolveremos a teoria necessaria sobre projecoes em subespacos de espacos de
funcoes continuas, para que no Capitulo 5, possamos provar o resultado de nao complementacao
geral para as classes de Baire.

Na primeira secao, faremos uma breve exposicao sobre o dual de espacos de fungoes continuas
sobre um compacto Hausdorff. A representacao dos funcionais lineares desse dual, como medidas

serd amplamente explorada ao longo desse trabalho.

50
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3.1 Duais de espagos da forma C(K)

Consideremos K um compacto Hausdorff, nessa secdo vamos estudar um pouco o dual do
espago de Banach (C(K),||.||c0)-

O resultado mais importante dessa segao é o Teorema de representacao de Riesz 3.1.12, segundo
o qual cada funcional linear de C'(K)* pode ser representado por uma tnica medida em M (K).

Dessa forma, para que possamos entender esse resultado, precisamos introduzir alguns conceitos
de teoria de medida.

Nos capitulos anteriores, lidamos com uma unica o-algebra, a o-algebra dos borelianos de I,
que denotamos por Bor.

Agora, faz-se necessario trabalharmos coma idéia abstrata de o-algebra.

Definigao 3.1.1. Sejam X um conjunto e ¥ C p(X).

Dizemos que % é o-dlgebra de subconjuntos de X se, e somente se, valerem:
(i) 0 € X;
(i1) Se A € ¥, entdo A® € ¥;
(iii) Se (Agp)reny C X, entdo ey Ar € 2.

Definigao 3.1.2. Sejam X um conjunto e D C p(X), com D # 0. Entao, a o-dlgebra gerada por

D é a menor o-dlgebra que contém D.

Definicao 3.1.3. Considere X um espago topolégico. Os borelianos de X sdao os conjuntos

pertencentes d o-dlgebra gerada pelos abertos de X.

Definigao 3.1.4. Sejam X um conjunto e ¥ uma o-dlgebra de subconjuntos de X. O par (X,X)
é chamado de espago mensurdvel. Sejam (X1,%1) e (X2, X2) espagos mensurdveis e f : X1 — Xo.
Dizemos que f é mensurdvel se, e somente se, f~1(A) € X1 para todo A € .

No caso especial do contradominio de f ser R, consideramos Yo como a o-dlgebra dos

borelianos. Ou seja, se (X,X) for um espago mensurdvel e f : X — R, dizemos que f é -
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mensurdvel se, e somente se, f~H(U) € ¥, para todo U C R boreliano. O que é equivalente a dizer
que, f*I(U) € Y para todo U C R aberto.

Definicao 3.1.5. Considere (X,X) um espaco mensurdvel. Uma medida (o-aditiva) 1 nesse

espago € uma fungao p: 3 — [—o0,00], tal que:
(1) p(0) = 0;

(2) Se (Ap)nen C X € familia disjunta, entdo

U( U An) = Zﬂ(An)
n=0

neN

Definigao 3.1.6. (1) Considere X um espago topoldgico, uma medida definida na o-dlgebra dos

Borelianos de X é denominada de medida boreliana;
(2) Dizemos que uma medida p € positiva se, e somente se, p $6 assume valores nao negativos;
(8) Dizemos que uma medida pv € finita se, e somente se, | $6 assume valores reais.

Definigao 3.1.7. Sejam (X, %) um espag¢o mensurdvel e p uma medida nesse espago. Definimos
a fungao |p| : X — [0, 00] como:

[ul(E) = sup{>_,2¢ [1(En)| : (En)n € particdo de E}.
Denominamos a func¢ao |p| de variagao de pu.

Definimos a variagdo total de p, que denotaremos por ||u||, como:

[l = 1 (X).

Proposicao 3.1.8. Sejam (X, X) um espa¢o mensurdvel e p uma medida nesse espago.

Entao, a vartagao de p € uma medida positiva nesse espaco.
Demonstragao. Sugerimos [31], pagina 118. O

Definigao 3.1.9. Consideremos K um compacto Hausdorff. Uma medida boreliana finita p em

K € dita reqular se, e somente se:
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|| (E) = sup{|u|(F): F C E é fechado }.
Fquivalentemente:

|p|(E) = inf{|u|(U) : ECU é aberto }.
Agora, estamos em posigao de definirmos M (K).

Definicao 3.1.10. Seja K um compacto Hausdorff, definimos:
M(K)={p: pn é medida boreliana finita, reqular e de variagao total finita em K}.

A demonstracao da préxima proposicao ndo apresenta dificuldades, logo serd omitida.

Proposicao 3.1.11. Seja K um compacto Hausdorff. Se dotarmos M(K) das operagées ponto a
ponto, M (K) se torna um espago vetorial.
A fungdo que associa a cada elemento de M(K) sua variagdo total é uma norma. Além disso,

(M(K),||.||) € um espago de Banach.

Teorema 3.1.12. Seja K um espago topoldgico compacto Hausdorff. Os espagos C(K)* e
(M(K),||.||) sao espagos de Banach linearmente isométricos.
Sendo que a isometria entre eles associa a cada medida p de M(K) o funcional linear ¢,

definido como:

oulh) = [ sauvs € o).
Demonstragdo. Sugerimos [31], pagina 131. O
Observagao 3.1.13. Para definicdo e propriedades da integral com respeito a medidas o-aditivas,

sugerimos [31].

3.2 Nao complementagao de C (/) em B,([), a > 1

Nessa secdo, vamos mostrar que a classe de Baire 0, ou seja, C(I) nao é subespago

complementado de B, (I), para todo ordinal « > 1.
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Definigao 3.2.1. Sejam X um Banach e Y subespaco fechado de X, dizemos que Y € subespago
complementado de X se, e somente se, existir operador linear continuo P : X — Y, tal que

P(y) =y,Vy € Y. Nesse caso, dizemos que P é proje¢ao de X em Y.

Para fixar notagao, definamos alguns espacos de Banach classicos que usaremos ao longo desse

trabalho.

Definicao 3.2.2. (1)l = {(zn)n:n € Nyz, € R e (z,), € limitada}.

lso se torna um espaco de Banach quando dotado das operacdes ponto a ponto e da sequinte

norma:

[[(Zn)nlloo = sup |zy).
neN

(2) ¢ ={(zn)n € loo : (xn)n € sequéncia convergente}.
E fdcil ver que ¢ € subespaco fechado de (Iso, ||.||so). Portanto, (c,||.||ss) € um Banach;
(3) co = {(n)n € lo : (Tn)n converge para 0}. O espago (co, ||.||c0) também é um Banach.

Na nossa demonstracao de nao complementagao, faremos uso de resultados envolvendo o

conceito de espaco de Grothendieck, que definiremos a seguir.

Definicao 3.2.3. Seja X um espaco de Banach. Dizemos que X € um espaco de Grothendieck se,

e somente se, toda sequéncia w*-convergente em X* € w-convergente.
Teorema 3.2.4. (1) (¢,||.||ec) € separdvel;

(2) (co,||-||oc) mao € reflexivo;

(3) (lsoy |]-||oc) € Grothendieck.

Demonstragdao. Sugerimos [14], pdgina 14 para (1) e pagina 74 para (2). Para (3), veja [9], pagina
103. O

Usaremos uma caracterizacao dos espacos de Grothendieck. Mas, para entendermos esse

resultado, precisamos da nocao de operador fracamente compacto.
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Definicao 3.2.5. Sejam X e Y espacos de Banach e T : X — Y operador linear e continuo.
Dizemos que T € fracamente compacto se, e somente se, T(Bx) € relativamente compacto na

topologia fraca de Y, onde Bx denota a bola unitdria de X.

Teorema 3.2.6. Seja X um espaco de Banach. Entdo X é Grothendieck se, e somente se, todo

operador linear continuo de X num espaco separdvel € fracamente compacto.
Demonstragdo. Sugerimos [8], pagina 150. O

Para demonstrar o Teorema 3.2.10, também precisaremos do Teorema de Mazur (Teorema
3.2.7) e de uma caracterizagao dos espagos de Banach cuja bola unitaria é compacta na topologia

fraca (Teorema 3.2.8).

Teorema 3.2.7. (Teorema de Mazur) Sejam (X, ||.||) um espago de Banach e C C X convero.

Entao UH'H =C"

Demonstragao. Sugerimos [14], pagina 70. O

Teorema 3.2.8. Seja X um espago de Banach. Entao (Bx,w) é compacto se, e somente se, X é

reflexivo.
Demonstragdo. Sugerimos [14], pagina 75. O

Agora, temos todas as ferramentas necesséarias para demonstrar o Teorema 3.2.10. Note que

esse resultado vale para espacos topolégicos mais gerais que I.

Observagao 3.2.9. Se X € um espaco topoldgico, definimos as classes de Baire sobre X, do mesmo

modo que definimos as classes de Baire sobre 1. Veja Capitulo 5, Definigdo 5.1.1.

Teorema 3.2.10. Seja X um compacto Hausdorff que possui uma sequéncia convergente ndo
eventualmente constante.

Entao, ndo existe projecdo linear continua de Bo(X) em C(X), para todo o > 1.



NAO COMPLEMENTAGAO DE C(I) EM B, (I) E PROJEGOES EM ESPAGOS C(K) 56

Demonstragao. Seja (yn)n C X, sequéncia convergente para € X, com y, # Ym S€ N 7# m.

Vamos construir sequéncias (), € (Vi,)n, tais que:
(i) (xn)n € subsequéncia de (yn)n;
(i) V;, é aberto de X, para todo n € N;
(iii) 2, € Vp,Vn € Ne V, NV, =0 se n # m.

Definamos zy como sendo qualquer y,, distinto de x.

Assim, temos que zg # x. Como X é compacto Hausdorff, existem abertos disjuntos Vj, Uy,
com xg € Vp e x € Uy. Como (yy, ), converge para x, existe n arbitrariamente grande com y,, € Up.

Definamos 1 como sendo um ¥, que pertenca a Uy, seja distinto de x e n seja maior que o indice
do elemento de (yn)n que usamos para definir zy. Analogamente ao feito anteriormente, existem
V1, Uy abertos disjuntos tais que 1 € V; e « € U;. Note que podemos supor que Vi, U; C Up.

Continuando com esse processo, construimos as sequéncias (2 )n, (V,)n desejadas.

Fixado n € N, temos que {z,} e VnC sao fechados disjuntos. Como X é normal, pelo Lema
de Urysohn, existe g, € C(X) com 0 < g, < 1, gn(zn) = 1 € gylyc = 0. Temos assim que
(gn)n C C(X).

Consideremos a funcao @ : looc — Bi(X), definida como Q((tn)n) = > p—(tn-gn, para todo
(tn)n € lso.

Mostremos algumas propriedades de @:

(i) Q estd bem definida, ou seja, > o7 (tn.gn € Bi(X),V(tn)n € loo.

Seja (tn)n € loo- Note que a sequencia (3-7_t;.g;)n estd contida em C'(X) e é uniformemente

limitada. De fato, vejamos que essa sequéncia é uniformemente limitada.
Fixemos n € N. Se z € X, temos as seguintes possibilidades:
(Caso 1) @ ndo pertence a nenhum V,,. Entdo || >27_t;.9;(z)||cc = 0;

(Caso 2) @ € Vy, € ng < n. Entdo || Z?:O tj-9;(2)|loc = [tng-Gno (T)] < [tng| < |[(tn)nloos



NAO COMPLEMENTAGAO DE C(I) EM B, (I) E PROJEGOES EM ESPAGOS C(K) 57

(Caso 3) z € Vyy € ng > n. Entdo || 37_ot5.9j(2)||c = 0.

Portanto, temos que:

n
1> #5.95()loe < 11(En)nllsos
§=0
para todo x € X en € N.

Assim, para concluirmos que Q((tn)n) € Bi1(X), basta mostrarmos que (3 7_ot;.gj)n ¢

pontualmente convergente em X, ja que seu limite em cada x € X é Q((tn)n)(x).

Seja ¢ € X, temos duas possibilidades, a saber, existe tnico m € N tal que = € V,,,
ou x ¢ Vp,¥n € N. No primeiro caso, temos que limp oo Y 7 ot5.9j(2) = tm.gm(T).
J& no segundo caso, ficamos com lim,, o Z?:o tj.gj(x) = 0. Com isso, estabelecemos a

convergéncia pontual.
(ii) E facil ver que Q é linear.
(iii) @ é continua. Seja (t,,)n € loo. Entéo:
o0 o
1Q((E)n)lloo = 1Y tn-nlloo = sup 1> tnegn(@)] < |l(En)alloo-
n=0 z n=0

Isso mostra a continuidade de Q.

(iv) Q(co) C C(X). Seja (tn)n € co. Mostremos que a convergéncia
n o0
Z ty.gn(x) nzpe Z tj.g;j(x)
=0 =0

é uniforme em X, o que vai implicar que Q((t,)n) € C(X).

Dado € > 0, existe N > 0 tal que:
n>N=|t,| <e.

Seja x € X, entao:
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|30 N tn-gn(z)] =0 0u | Y02\ tn.gn(x)| = |tn| com n > N. Portanto:

oo
1> togn(z)] <e.
n=N

Para todo x € X. Isso implica a convergéncia uniforme.

Consideremos a fungao 7' : C(X) — ¢, definida como T'(f) = (f(zn))n, Vf € C(X).
Vamos mostrar que 7" estd bem definida, é linear e continua.
(i) T estd bem definida. Isto é, temos que mostrar que T'(f) € ¢,Vf € C(X).
Seja f € C(X). Como a sequéncia (xy), é convergente e f é continua, entdo a sequéncia
(f(xn))n também é convergente. Logo T'(f) € c.
(ii) E facil ver que T é linear.

(iii) T é continua. Seja f € C(X). Entao:

T(F)lloo = II(f (@n))nllec = sup|f(zn)| < sup |f(2)] = || f]|oo-
neN rxeX
Isso mostra a continuidade de T.

Agora, vamos usar as fungoes T e Q acima construidas, para mostrar que nao existe projecao
linear continua de B;(X) em C(X). Suponhamos, por absurdo, que exista P : B1(X) — C(X)
projecao linear e continua.

Consideremos o seguinte operador linear continuo:
ToPoQ:lyx —c.

De acordo com o Teorema 3.2.4 (3) e (1), I é Grothendieck e c¢ é separdvel. Portanto, pelo
Teorema 3.2.6, temos que T o P o ) é operador fracamente compacto.

Assim, T o P o Q(B; ) é conjunto relativamente fracamente compacto em c. Ou seja, esta
contido num subconjunto fracamente compacto de c. Como ¢y C I, temos que T o P o Q(B,)

também é relativamente fracamente compacto em c.
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Notemos que:

(tn)n € co = T o PoQ((tn)n) = (tn)n-

De fato, Q((tn)n) = >_520 tj.9; € C(X). Logo, P o Q((tn)n) = > ;20 t;-95-

Assim, temos que:
ToPoQ((tn)n) = T(Z tj.g;) = ((Z t5-95)(@n))n = (tn)n-
j=0 J=0

Portanto, To PoQ(B,,) = B.,. Dessa forma, temos que B, é relativamente fracamente compacto
em c. Isso significa que Bicow é fracamente compacto em c.

Note que B, ¢ subconjunto fechado na norma em cy. Portanto, como ¢g é subconjunto fechado
de ¢ na norma, temos que B, é fechado na norma em c.

Além disso, B, é convexo em c. Portanto, o Teorema 3.2.7 nos diz que B., = B, em c.
Assim, concluimos que B, é fracamento compacto em c. Dessa forma, B, é fracamento compacto
em cg.

De acordo com o Teorema 3.2.8, teriamos que ¢y é reflexivo, o que é uma contradigao. A
contradigao surgiu pois supusemos que C'(X) era subespago complementado de By (X).

Concluimos, que C(X) nao é subespaco complementado de B;(X).

Tendo em vista que C'(X) nao é subespago complementado de By (X), temos que C(X) nao
é subespago complementado de B,(X), para todo @ > 1. De fato, suponhamos que exista
P : B,(X) — C(X) projegao linear continua. Entao, a restrigdo de P a Bj(X) seria projegao de
B1(X) em C(X), que ndo pode existir. O

Teorema 3.2.11. C(I) ndo é subespago complementado de By (I), para todo o > 1.

Demonstragdo. Como I é compacto Hausdorff e possui sequéncia convergente nao eventualmente

constante, o Teorema 3.2.10 mostra nosso resultado. ]
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3.3 Projegcoes em subespacos de espagos da forma C(K) e

operadores de média

Nessa se¢ao, vamos apresentar algumas idéias presentes no trabalho de S. Ditor [10], que serao
fundamentais para que no Capitulo 5 obtenhamos o resultado geral de nao complementacao das
classes de Baire como subespacos fechados umas das outras.

A idéia central do que apresentaremos a seguir é associar a uma fungdo continua entre dois
compactos Hausdorff ® : S — T um operador linear continuo u : C(S) — C(T'), que denominamos
de operador de média para ®, de forma que a questao sobre a complementacao de um certo
subespago fechado de C(T'), que estd naturalmente relacionado a @, seja equivalente a existéncia
ou nao de um operador de média para P.

Os resultados obtidos nessa secao serao usados para a obtengdo de resultados de nao
complementagao das classes de Baire, devido ao fato de que cada classe de Baire pode ser vista

como um C(K), como discutido no Capitulo 1.

Definicao 3.3.1. Sejam S, T compactos Hausdorff e ® : S — T func¢do continua. Definimos a
funcio ®° : C(T) — C(S) da seguinte forma:

®°(f)(s) = f(®(5)), f € C(T), 5 € S

Proposicao 3.3.2. Suponha que ® : S — T seja continua e sobrejetora, entio ®° definida acima

€ isomorfismo isométrico de dlgebras de Banach sobre sua imagem.
Demonstragao. E simples ver que valem:
BO(f + Ag) =3°%f) + \®%¢g),Vf,g € C(T), A €R
®'(f.9) = ®'(f)-9%(9), ¥, g € C(T)
d(17) = ®°(1g).

Logo, ®° é homomorfismo entre dlgebras com unidade.
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Mostremos que ®° preserva norma, o que também vai implicar a injetividade de ®°. Seja

f e C(T), temos:

12°(F)lloc = sup [D°(f) ()| = sup | f(®(s))].
ses seS

Como @ é sobrejetora:
12°(F)lloc = sup|f(t)] = [ floo-
teT

O]

Observagao 3.3.3. Note que ®(C(T)) € subdlgebra fechada de C(S), pois pela Proposicio 3.3.2,
®O(C(T)) € isomorfo (como dlgebra de Banach) a C(T) que é dlgebra de Banach.

Agora, vamos introduzir o conceito de operadores de média.

Definicao 3.3.4. Considere ® : S — T, funcao continua e sobrejetora. Como descrito na
Definicdo 3.8.1, ® induz ®° : C(T) — C(S).
Dizemos que um operador linear continuo u : C(S) — C(T) € operador de média para ® se, e

somente se, uo ®°(f) = f,Vf € C(T).
Vejamos algumas propriedades béasicas de um operador de média.

Proposicao 3.3.5. Seja u: C(S) — C(T) um operador de média para ®.

Entao:
(1) u € sobrejetor;
(2) u(ls) = 1r;
(3) lull = 1.

Demonstracio. (1) Seja f € C(T). Pela definicio de operador de média, temos que u(®°(f)) = f.

Portanto, u é sobrejetor.

(2) Pela Proposigio 3.3.2, temos que 1g = ®°(17). Portanto, u(1lg) = u(®°(17)) = 1r.
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(3) Notemos que ||u o ®°|| = 1. Logo, temos que:
1= |luo @] < [full[|2°]] = [[ull,

na tltima igualdade, estamos usando o fato de que ||®°|| = 1, mostrado na Proposigao 3.3.2.

Dessa forma, ||u|| > 1.

O]

Na préxima proposicao, veremos que a existéncia de operador de média para ® implica a

sobrejetividade de ®.

Proposigao 3.3.6. Sejam S, T compactos Hausdorff e ® : S — T func¢ao continua. Suponha que
u: C(S) — C(T) seja um operador de média para P.

Entao ® ¢ sobrejetora.

Demonstragdo. Inicialmente, mostremos que a existéncia de u implica a injetividade de ®° :
C(T) — C(9).

Sejam f,g € O(T) com ®°(f) = ®%(g). Entdo, temos que u(®°(f)) = u(®°(g)). Portanto,
f = g. Isso estabelece a injetividade de ®Y.

Agora, vamos mostrar que ®° injetora implica que ® é sobrejetora.

Suponha, por absurdo, que ® néao seja sobrejetora. Entao, existe tg € T — ®(5).

Da continuidade de ® e do fato de .S ser compacto e T hausdorff, segue que ® é funcao fechada.
Logo ®(S) é fechado de T.

Assim, {to} e ®(S) sao fechados disjuntos de T. Da normalidade de T e do Lema de Uryshon,
vem que existe f € C(T) tal que f(tg) =1e f(P(5)) =0.

Segue da definicio de ®° que ®°(f) = 0, mas f # 0. Isso é uma contradicdo, pois ji vimos
que ®° é injetora.

A contradigao surgiu de supormos que ® nao era sobrejetora.

Portanto, temos que ® é sobrejetora. O
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No préximo teorema, vamos estabelecer uma relagio entre a complementagao de ®°(C(T)) em

C(95) e a existéncia de operador de média para ®.

Teorema 3.3.7. Considere ® : S — T fun¢do continua e sobrejetora.
Suponha que P : C(S) — ®%(C(T)) seja projecio linear continua. Entio ® admite operador

de média u, dado por u = P o P,

Demonstragao. Inicialmente, notemos que a Proposicao 3.3.2 garante a existéncia de " em
o0 (C(T)).

Assim u = ®° o P: C(S) — C(T) é operador linear continuo.

Para concluirmos que u é um operador de média para ®, basta mostrarmos que u o ®%(f) =
f,Vfec(T).

Seja f € C(T), entao:

1

wo®(f) =" o P(®(f)) = " (8°(f)) = f.

Isso estabelece nosso resulado. O

O teorema acima nos diz que se ® ndo admite operador de média, entdo ®°(C(T)) ndo é
complementada em C(S5).

Agora, vamos estudar o comportamento do operador adjunto de um operador de média u para

.

Definicao 3.3.8. Sejam X e Y espacos normados e T : X — Y operador linear continuo.

Definimos o operador adjunto ou transposto de T, T* : Y* — X*, como T*(¢) = o T,Vp € Y*.

Proposigao 3.3.9. Sejam X e Y espacos normados e T : X — Y operador linear continuo. Entdo
o operador adjunto de T € linear e continuo, com ||T*|| = ||T||. Além disso, se T é isomorfismo

(isometria), temos que T™ € isomorfismo (isometria).

Demonstragao. Sugerimos [14], pagina 51. O



NAO COMPLEMENTAGAO DE C(I) EM B, (I) E PROJEGOES EM ESPAGOS C(K) 64

A préxima proposicao estabelece uma propriedade interessante de qualquer operador adjunto.

Sua demonstragao sera omitida, pois nao apresenta dificuldades.

Proposigao 3.3.10. Sejam X e Y espagos normados el : X — 'Y operador linear continuo.

Entao o operador adjunto de T € w*-w* continuo.

Definicao 3.3.11. Seja K um compacto Hausdorff. Fizado k € K, definimos a medida
O € M(K), como 6p(E) = 1, se k € E e 0x(E) = 0, se k ¢ E, para todo E boreliano de
K.

Chamamos Oy, de medida de Dirac associada a k.

Lema 3.3.12. Seja K um compacto Hausdorff. A fun¢ao d : K — C(K)* definida como §(k) = 0y,

para todo k € K € continua se considerarmos em C(K)* a topologia fraca estrela.
Demonstragao. Sugerimos [14], pagina 72. O

Teorema 3.3.13. Seja @ : S — T funcao continua. Suponha que u : C(S) — C(T) seja um
operador de média para ®. Consideremos u* : C(T)* — C(S)*, o operador adjunto de u.

Para cada t € T, definamos py = u*(0;), onde §; é a medida de Dirac em t.

Entao a funcao F : T — C(S)*, definida como F(t) = p,Vt € T, € continua se considerarmos
em C(S)* a topologia w* e:

u(f)(t) = /S fdue,

para todot € T e f € C(9).

Além disso, temos que:

[liell = 1 e J|ul| = supger [[p]]-

Demonstragao. O Lema 3.3.12 diz que a funcao ¢ : T — C(T)*, definida como 6(t) = &;,Vt € T é
continua, se considerarmos a topologia w* em C(T')*.
Notemos que F' = u* o §. Pela Proposigao 3.3.10, temos que u* é w*-w* continua.

Dessa forma, F' é continua quando consideramos a topologia w* em C(S)*.
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Seja f € C(S), entao u(f) € C(T). Seja t € T, temos que:

u(f)(t) = Bi(u(f)) = u* (5)(F) = ue(f) = /5 fdu.

Portanto:
u(f)(t) = /S Fdu,
paratodot € T e f € C(95).

Agora, mostremos que ||u|| = sup;cr |||

[lull = sup{[|u(f)llec : £ € C(S), [Iflloc <1} = SHP{SHP\/fdut! e C9) [Iflle <1}
teT JS

=Supsup{!/fdut\ £ € O(8),|Iflloe < 1} = sup |l
teT S teT

Isso mostra que ||u|| = sup,cp ||pe]]-

Vejamos que ||p¢]| > 1.

el | = Sup{l/sfdutl [ e C9), [[flloe <1} = sup{lu(f)(@)] : f € C(S), [[fllo < 1}.

Note que se f = 1g, entao pela Proposicao 3.3.5, temos que u(f) = 17. Logo |u(f)(t)| = |17 (t)| =
L,vteT.
Dessa forma, 1 = |u(1g)(t)| < ||pt]|-

Com o feito acima, estabelecemos o nosso teorema. ]

Teorema 3.3.14. (Teorema de mudanca de varidveis) Sejam Sy, So conjuntos e ¢ : S1 — Ss.
Considere 39 uma o-dlgebra de subconjuntos de So.
Entdo a familia X1 = {¢ Y(E) : E € Yo} € o-dlgebra de subconjuntos de Sy .

Seja p medida em Yo, definimos:
p.i(E) = u(e™ (E)),VE € %1. (3.1)
Valem:

(1) pip € medida em Xq;
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(2) Se p € finita (limitada), entdo psp € finita (limitada);
(3) A variagdo total de p e pypu coincidem;
(4) Se f: Sy — R é Yg-mensurdvel, entdo f o p € 31-mensurdvel;

(5) Se f: S92 — R é p-integrdvel, entdo f o € p,u-integrdavel e:

/52 fdp = /w(sz) fopd(psp)

Demonstragao. Sugerimos [12], pagina 182. O

Teorema 3.3.15. Seja @ : S — T funcdo continua.
Suponha que u : C(S) — C(T) seja um operador de média para ®. Entdo vale:
pe(®71(A)) = 6:(A),VA boreliano de T.

Demonstragao. Estamos considerando em S e T a o-dlgebra dos Borelianos.

Fixado t € T, temos que pu; = u*(d;) é medida em M (S).

Consideremos @, s, definida no Teorema 3.3.14. Da continuidade de ® segue que @, é medida
nos borelianos de T.

Para estabelecermos nosso resultado, temos que mostrar que ®, s = ;.

Seja g € C(T), calculemos:

gd(Pupur) = [ go ®dpy = [ (2%9)(s)dps,
oo = [Lowion= |

devido ao Teorema 3.3.14(5). Usando o Teorema 3.3.13, temos que:

/ gd(®. 1) = u(@)(t) = g(t) = / o(t)dé.
T T

Dessa forma, temos que as integrais de toda fun¢ao em C(T') com respeito a @, e d; coincidem.
Sabemos que §; € M(T), se mostrarmos que ®,u; € M(T), entdo essas duas medidas
representarao o mesmo funcional linear em C(7)*. Pela unicidade do Teorema de representagao

de Riesz, teremos que vale a igualdade entre as medidas.
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Do Teorema 3.3.14, temos que @, é medida finita, limitada e de variagao limitada.

Vejamos que P,y é medida regular nos Borelianos de T.

E simples ver que podemos supor que ¢ € medida positiva. Sejam A boreliano de T e € > 0.

Da continuidade de ® vem que ®~!(A) é Boreliano de S. Como s é regular, temos que existe
F C &7 !(A) com F fechado e u:(® 1(A) — F) > e. O fato de ® ser fungao continua entre
um espago compacto e um Hausdorff implica que ®(F') é fechado de T. E claro que O(F) C A.
Calculemos @, (A — O(F)):

Popr(A — O(F)) = (@71 (A = B(F)) = (@71 (A) = 27H(B(F))).

Portanto:
pue(A— B(F)) > (671 (A) — F) > e.

Isso mostra a regularidade de P, pi.

Como discutido acima, isso estabelece nosso resultado. ]

O teorema anterior tem um coroldrio que nos serd muito util.
Coroldrio 3.3.16. Para todo t € T, temos que pu(®71(t)) = 1.

Demonstragao. Note que como T é Hausdorff, entao {t} é boreliano de T.

Do Teorema 3.3.15, temos que:

(@71 (1) = 6:({t}) = 1.
]

Nosso objetivo é estabelecer cotas inferiores para a norma de operadores de média, tendo-se

em vista propriedades topoldgicas de S e T, objetivo que serd alcancado no Teorema 3.3.22.

Definigao 3.3.17. Seja (ty)xen rede de elementos de T, convergindo para tg € T. Definimos o
conjunto dos pontos de aderéncia dessa rede, como:

limsup @~ 1(¢)) = {s € S : para cada \g € A e vizinhanga U de s, existe um A € A com A\ > g
tal que ®~1(ty) NU # 0}.
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Vejamos algumas propridades tteis de limsup ®71(¢)).

Proposicao 3.3.18. Sejam ® : S — T funcgdo continua e sobrejetora e (ty)rep rede de elementos
de T, convergindo para tg € T.

Entdo limsup ®71(t) € subconjunto compacto e nao vazio de ®~*(tg).

Demonstragdo. Mostremos que limsup @~ 1(¢y) # 0.

Como ® é sobrejetora, ®1(t)) # 0, VA. Para cada )\, tomemos sy € ®71(t)). (s))x é rede em
S. Como S é compacto, existe subrede de (s))y , convergindo para sy € S.

Mostremos que sg € limsup <I>_1(t A). Sejam U vizinhanca de sp e Ag fixados. Como
existe subrede de (s))x convergindo para sg, temos que existe A\ > Ao com sy, € U. Logo
lim sup @1 (ty) # 0.

Mostremos que limsup ®~1(ty) C @ 1(ty). Seja s € limsup ®1(¢,), devemos mostrar que
®(s) = tgp. Suponha, por absurdo, que ®(s) = t; # tp. Como T é Hausdorff, existem abertos
disjuntos de T, V1, Vg com t1 € V] e ty € V. Da continuidade de ®, existe U; vizinhanca de s tal
que ®(U;) C V1.

Como s € limsup ®1(¢y), dado Ao existe A > g tal que ®~1(¢)) N Uy # 0. Assim, dado A,
existe A > \g tal que t) € V1, logo t\ ¢ V. Mas isso é uma contradigao, pois Vp é vizinhanga de
to e (tx)x converge para tg.

Portanto, concluimos que ®(s) = to.

Finalmente, vamos mostrar que lim sup <I>*1(t A) é compacto. Notemos que como S é compacto,
para concluirmos a compacidade de limsup ®~!(¢,), basta verificarmos que ele é fechado em S.
Seja (Sq)a rede de elementos de limsup ®1(¢)). Suponha que (s4)s convirja para so € S, vamos
mostrar que sg € limsup ®~1(¢y).

Sejam U vizinhanca de sg e A\g fixados. Como (s, ), converge para s, existe ag tal que:
a>aay= sq €U.

Em particular, so, € U. Como s,, € limsup®~1(ty) e U é vizinhanca de s,,, para o Ag

inicialmente fixado, existe A > Ao tal que U N ®~1(ty) # 0.
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Assim, concluimos que sy € limsup ®~1(¢,). O
Para continuarmos, precisamos da noc¢ao de residuo de u; parat € T.

Definigao 3.3.19. Sejam ® : S — T fung¢ao continua e u : C(S) — C(T') um operador de média
para .

Considere py = u*(dy). O residuo de p; € definido como:

R(pe) = [lpel| = el (@7H(1)) = [pel (S — 27H(2)).
O proximo teorema ¢é o resultado fundamental no que serd desenvolvido a seguir.

Teorema 3.3.20. Suponha que (ty)x seja rede em T convergindo para ty € T. Entao, temos que:

liminf R(pe, ) > 1+ || || — 2.2, |(lim sup @71(2y)).

Demonstragdo. Definamos Sy = limsup ®~1(¢,). Seja e > 0.
Da Proposicao 3.3.18, vem que Sy é fechado de S, logo S — Sy é aberto de S. Portanto .S — Sy

¢ boreliano de S. Como g, é regular, existe K C S — Sy compacto tal que:

|1t | (K) > [pto] (S — So) — €. (3.2)

Afirmamos que existe V aberto de S, com Sy C Ve VNK = 0.

De fato, Sy e K sao dois fechados disjuntos de S. Como S é normal, pelo Lema de Urysohn,
temos que existe f: S — R com f € C(S)e flxk =0, fls, = 1.

Definamos V = f~1(2,00). Note que V é aberto e Sy C V. Além disso VN K = (.

Agora, vejamos que existe W vizinhanca fechada de Sy, com W C V.

Basta tomarmos W = f~1([%, 00)). E claro que W ¢ fechado, So € W, W C V. Além disso, o

aberto U = f _1(1%, o0) tem a seguinte propriedade:

SocUcCW.

Isso mostra que W ¢ vizinhanga de .Sp.
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Afirmamos que existe hy € C(S) com ||h1]|eo <1, A1 (V) =0ce
|puto (h)| > o [ () — €. (3.3)
De fato, da regularidade de p, segue que existe compacto Z C S — K tal que:

|0 | (S = (KU Z)) < . (3.4)

DN

Consideremos a restrigao de py, aos Borelianos de K. Essa medida representa um funcional em
C(K)* e sua norma é dada por |, |(K).

Da definigao da norma de um funcional linear em C'(K)*, temos que existe p € C(K) tal que:

€
| pdues] > | 5) = 5. (35)

Consideremos a fungdo h: K UZ UV — R definida como h|x =p e h(zuv) = 0.
Note que h é continua e seu dominio é um fechado de S. Pelo Teorema da extensao de Tietze,
existe hy € C(9) tal que h; é extensao de h. Note que podemos tomar hy com ||h1]]s < 1.

Mostremos que a hi, construida acima verifica a equ¢ao (3.3).

atg ()| = | / hadpng| = | /  hndpg + /  hudp,|
S ZUV S—(ZUV)

1w 21 [ el = [ )
S—(2UV) K S—(ZUV)-K

Da equagao (3.5), vem que:

€
o ()| > g () = 5 =1 [
S—(ZUV)-K

€
2l () = 5= [l

> ey () = § = e (S = K = (ZU V)
> |1ao | (K) = 5 = o |(S = (K U 2).

Da equagao (3.4), vem que:

€ €
o ()| > 1o (K) = & = & = g () €
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Note que podemos assumir que

[0 | (V') < [t |(S0) + €.

De fato, devido & regularidade de |, | existe A aberto de S com Sy C A e |, |(A) < |1ty ](So) + €.
Consideremos B = ANV, entdao B é aberto de S contendo Sy, BN K = 0 e |u,|(B) <

|1t (S0) + €.
Como W C V, temos que W e V¢ sio fechados disjuntos de S, da normalidade de S e do Lema
de Urysohn segue que existe ho € C(S) com ||hal|ee = 1, ha(W) =1 e ha(VE) = 0.

Notemos que:

itg (2) = / hadljiey| = / hadljuy| < / dlpisg] = 1o (V).
S Vv Vv

Portanto:

[1ato [ (h2) < 11| (V) < |1ao](S0) + €.

Ficamos com:

[at0] (h2) < |11 |(S0) + €. (3.6)

Mostremos que existe Ay tal que A > Ag implica:

[ (ha) | > g |(KC) — €

|5 (h2)| < |t | (S0) + €.

O Teorema 3.3.13 nos diz que a fungao F : T' — C(S)*, dada por F(t) = u; é continua se
considerarmos a topologia w* em C'(5)*.

. A * A
Assim, como t) = tg, temos que p, it e, - Isso significa que:

fie, (h1) 2 ey (ha),

fit, (ha) 2 ey (o).
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Da continuidade da funcao valor absoluto, temos que:

A
| (ha)| = Lo (R,

A
|1t (h2)| = 1t (h2)-

Logo, das equacoes (3.3) e (3.6) segue que existem A, A2 tal:

A2 A= i (P)| > g | (K) — € (3.7)

A= Xy = |y (ha)| < lp|(So) + . (3.8)

Tomemos A\g > Aq, Aa.

Agora, vamos mostrar que existe A; tal que:
A> N =07 W
Sabemos que existe U aberto de S com Sy C U C W. Mostremos que existe A; tal que:
A> N\ = 07Nty CU

Suponha, por absurdo, que nao exista tal A\;. Entao, existe A arbitrariamente grande tal que
O1(t)\) NUC # (). Assim, construimos (sq)a rede de elementos de UC, com cada s, € @71 (t,).

Da compacidade de U, segue que existe subrede de (Sa)a convergente para sg € U C. Portanto,
temos que sy € Sy, mas Sy C U. Isso é uma contradicao. Logo, concluimos a existéncia de Aq tal
que:

)\2)\1=>(I)_1(t,\)CUCW

Tomemos Ao > Ag, A1

Calculemos, para A > As:

pis () = [ hdis, = [ adun, + [ o,
S 1% %48
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como hy(V®) = 0, ficamos com:

,Ut,\(hQ):/ hod g, =/ h2dﬂtk+/ hodjui,
Vv OV V—3-1(ty)

— (@7 (0) + [ hads
V-2~1(ty)

Pelo Corolario 3.3.16, temos que:

ey (ho) =1 +/ hodjg, .
V-2-1(ty)

Portanto, para A > Az, temos que:

|1t [(So) + € > [ty (he)| = |1 —i—/ hodp, |
V_a-1(ty)
Z 1-— ‘ thNtA-
V—2=1(ty)

Assim:
| / hadye, | > 1— ¢ — |y (o),
V—3-1(ty)

para A > Xo. Notemos que:

| hadjus,| < / sl sodl |
V—®—1(ty) V—o-1(ty)

— [ ] = eV~ 87 ).
V7(1>_1(t)\)
Portanto, se A > Ag, temos que:
ey [(V = @7H(#n)) > 1 — € — |z (So0)-
Agora, mostremos que se A > Ag, entdo:

e, [ (S = @7H() = 1+ [l || — 2:[ 1t |(S0) — 3.

Seja A, calculemos:

—C
s V) 2 1y [(7) = [ 1

73

(3.9)

(3.10)



NAO COMPLEMENTAGAO DE C(I) EM B, (I) E PROJEGOES EM ESPAGOS C(K) 74

= /Vc ||h1‘|°°d|/‘t>\| > |/Vc hld,utﬂ.

Como hi(V) =0, ficamos com:
ey [(VE) > |paey (ha)]-
Da equagao (3.7) vem que:
A > Xo = |y [(VE) > | (K) — €. (3.11)
Dessa forma, se A > \o, temos que:
ey (S = @71(E) = ey (V) + [, [(V = 71 (82))

> | (K) = €41 = a1y | (S0) — € > |ag (S = So) — 2. 1 = |jugy | (S0) — €
— 1+ [leg | — 2116, (S0) — Bee.

Acima, usamos a equacao (3.2). Portanto, concluimos a equacao (3.10).

Usando a definigao de residuo e a equagao (3.10), concluimos que:
A=Az = R(pey) = 1+ (||| — 2|10 |(So) — 3.e.

O que implica que:

lminf R(pe,) > 14 ||t ]| — 2-1pet0 ] (So) — 3-€.
Como isso vale para todo € > 0, temos que:
liminf R(jue,) = 1+ |l — 2100 | (S0).
Estabelecemos assim, nosso resultado. ]

Definicao 3.3.21. Sejam S e T compactos Hausdorff e ® : S — T funcdo continua e sobrejetora.

Definimos recursivamente em k € N e k > 0, os sequintes subconjuntos de T:

(i) Sejan € Nen > 1, Mg)(n) = {teT: ®t) contém n conjuntos disjuntos da forma

limsup ®~!(t,) para redes to — t};
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(ii) Para inteiros k,nq,...,n; > 1, definamos:
Mé,k) (n1,...,ng) ={t € T : ®L(t) contém ny, conjuntos disjuntos da forma limsup ®*(t,)
para redes to, — t tais que ty € Mék_l)(nl, cey M=)}

Teorema 3.3.22. Se Mék) (n1,...,nk) #0 eu: C(S) — C(T) for um operador de média para P,
entdo [Jul| > 1+23% (1 -1).

uz

Demonstragdao. Dado € > 0, mostremos que existe ¢ € T' tal que R(u:) > k + Zle(l - 2)—e

Seja tg € Mék)(m,...,nk). Como |ut,| é medida positiva, existe rede (t5)a C
Mék_l)(nl, ...,ng_1) convergindo para tgy tal que:
. _ 1 _
o (msup @7 (ta)) < =g | (27 (f0)). (3.12)

De acordo com o Teorema 3.3.20, temos que:
liminf R(pe,) > 1+ [[jary]| — 2|peg | (limsup @7 (¢4)).
Usando a equagao (3.12) na equagao acima, ficamos com:
o 2 1
liminf B(pug ) = 1+ [l = -l (27 (0))-

Portanto, existe t; € Mékil)(m, ooy Mp—1) COML:

€

2 .
R(py) > 1+ [[peo]| = ;k|ﬂto|(© H(to)) — % (3.13)

Se k = 1 paramos o processo aqui e arrumamos a equagao (3.13), obtendo assim ¢ = ¢; tal que

R(p) >1+ (1 — 712—1) — €. Caso contrério, continuamos, como especificado abaixo.

Como t; € Mé,k_l)(m,...,nk,l), analogamente ao caso de tp, existe rede (tg)s C
Mék_Q) (n1,...,ng_2) convergindo para t; tal que:
. . 1 _
ey i sap 7 (85)) < —— [ [(27 (1) (314

De acordo com o Teorema 3.3.20, temos que:

liminf R(pe,) > 1+ ||y || — 2lpe, |(limsup @7 (t5)).



NAO COMPLEMENTAGAO DE C(I) EM B, (I) E PROJEGOES EM ESPAGOS C(K)

Usando a equagao (3.14) na equacdo acima, ficamos com:

. . 2 -
liminf R(pe,) > 1+ ||, || — E‘Mtll(é (t1)).

Portanto, existe to € Mq(ﬁk_m(nl, .v .y Nj—2) COML:

2 _ €
Ri(ay) > 1+ || = Lo [(97(12)) = £

Usando a defini¢ao de residuo de p, na equacao (3.15), ficamos com:

R(ps) > 1+ Ru,) + (1= ) g (@7 (1)) —
Nk—1

76

(3.15)

Assim, usando a equacio (3.13), o fato de que |u¢|(®1(¢)) > 1, de acordo com o Corolério 3.3.16

equen; >1,7=1,...,k, naequacao acima:
Riu,) > 2+ (1— fk) (- nf_l) ~2.5 = 2+izk:1k(1 - ;) 2t
Continuando com esse processo, obtemos t € T tal que:
i 2
R(p) > k+;(l - E) — e
Usando a definicao de residuo, temos que:
. 2
||t Zk—i—l—i—;(l—ni)—e.
De acordo com o Teorema 3.3.13, temos que ||u|| = sup;er ||u]]. Logo,
b 2
|ul| > k+1+;(1— 77i)—e,vﬁ > 0.
Portanto:
i 2 k 1 i 1
I 2k+1+;(1—ni) :k+1+2;(1—m)—k:1+2;(1—ni).



Capitulo 4

Nao existéncia de 1sometrias entre as

classes de Baire

No Capitulo 2, mostramos que se 0 < a < < wy, entao B, (I) é subespaco préprio de Bg([).
Uma pergunta natural seria:

Podemos ter B, () isométrico a Bg(I), com « # 37

Nesse capitulo, vamos responder negativamente a essa pergunta. Isso serd feito no Teorema

4.31, que é o principal resultado desse capitulo.

Observacao 4.1. No Capitulo 1, vimos que Bo(I) = By, (I) para todo o« > wi, entdo nossa
pergunta sobre existéncia de isometrias entre as classes de Baire so € interessante se 0 < a < <
w1.
No caso em que o« = 0, sabemos que By(I) = C(I) nao é isomorfo a B,(I),Ya > 1, pois C(I)
¢ separdvel e de acordo com a Proposi¢do 1.4.12, temos que By (I) € nao separdvel para o > 1.
Assim, nesse capitulo nos concentraremos no caso 1 < a < f < wi. O caso em que § = w;

serd estudado no Capitulo 5.

Inicialmente, vamos introduzir a nocao de algebras de Boole e de isomorfismo booleano.

7
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Definigao 4.2. (Algebras de Boole) Seja (B, =) um conjunto parcialmente ordenado. Dados
a,b,c € B, definimos:

aNb=cec=a,c=beseenistirde B comd=a,d=b, entdo d = c;

aVb=csa=<c,b=ceseexistirde B coma=<d,b=d, entao c=d;

Se para quaisquer a,b € B, existirem a Ab,aV b € B, dizemos que (B, =) € um reticulado.

Diremos que B possui um menor elemento, se existir um elemento em B, que denotaremos por
0, tal que 0 = b,Vb € B. Analogamente, diremos que B possui um maior elemento se existir um
elemento em B, que denotaremos por 1, tal que b < 1,Vb € B. Se B possuir 1 e 0, diremos que B
€ limitado.

Seja (B, <) um reticulado limitado. Diremos que (B, =) é complementado, se dado b € B,
existir um elemento em B, que denotaremos por b’ tal que bAY =0 ebVd =1.

(B, =) € dlgebra de Boole se for um reticulado limitado e complementado, e valer a sequinte
lei distributiva:

aV(bAc)=(aVb)A(aVc),Va,b,ceB.

Definigao 4.3. (Algebra de subconjuntos) Sejam X um conjunto e ¥ C o(X). Dizemos que

> é uma dlgebra de subconjuntos de X se, e somente se, valerem:
i) X € X
(ii) Se A € ¥, entio A® € ¥;
(iii) Se A,B € ¥, entdo AUB € X.

Observacao 4.4. Sejam X um conjunto e € C p(X). Podemos definir uma ordem parcial em €,
da sequinte forma:

Dados A, B € €, dizemos que A< B & A C B.

Suponha que € seja uma dlgebra de subconjuntos de X, de acordo com a Defini¢do 4.3. Entao

(€, =) € uma dlgebra de Boole. De fato:

(i) A,B €€, entio AUB€ € e AV B=AUB;
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(ii) A,B €€, entio ANBe€ e ANB=ANB;
(11i) X,0 € € e valem ) < A,VAe € e A= X,VA € €. Logo (€, =) € limitado;

(iv) Se A € €, entdo A € € e valem AV A® = X e AN AC = ().

Portanto A' = A€ € €,VA € €.
(v) E claro que vale a lei distributiva, descrita na Definicao 4.2.

Assim, concluimos que toda dlgebra de subconjuntos de um conjunto X € uma dlgebra de Boole,

com a ordem acima definida.

Esse tipo especial de dlgebra de Boole é denominada dlgebra de Boole de subconjuntos.

Definigao 4.5. (Isomorfismo booleano) Sejam € e 2 duas dlgebras de Boole. Seja ¢ : € — 2,

dizemos que @ é um isomorfismo booleano, se, e somente se, valerem:

(i) ¢ € bijetora;

(ii) (B') = ¢(B) ,VB € ¢;

(iii) p(ANB) = p(A) AN p(B),YA,B € ¢;

(iv) (0) = 0.
Se valerem (ii), (iii) e (iv), diremos que ¢ € homomorfismo booleano.

Agora, vamos relacionar os conceitos apresentados acima com as classes de Baire.

Definigcao 4.6. Dado v um ordinal, definimos:

(1) K, = Hy se~ € finito e K, = Hyy1 se vy € infinito;

(2) Consideremos €, o espago dos funcionais lineares multiplicativos de B (I), com a topologia

w*. Entao K7 € a familia dos conjuntos aberto-fechados de €.

A demonstracdo da préxima proposicdo serd omitida, pois nao apresenta qualquer dificuldade.
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Proposigao 4.7. Fizado ordinal vy, temos que K, e K7 sao dlgebras de Boole de subconjuntos de

I e de 2, respectivamente.

Proposigao 4.8. Considere 1 < a < wy. Temos que K, e K% sdo isomorfos como dlgebras de

Boole.

Demonstragao. Definamos a funcao ¢ : K, — K%, como ¢(A) = 7,(4),VA € K,, onde o fecho é
com respeito a topologia w* em €),. Lembre que 7, estd descrita na Definigao 1.5.1.

De acordo com o Lema 1.5.13, temos que 1 estd bem definida e é bijetora, j4 que sua inversa
6yt K¥ - K,, definida como ¢! (B) = 7,1(7o(I) N B),¥B € K. Ainda de acordo com o
Lema 1.5.13, temos que ¥(A) = B € K, tal que B é o tnico elemento de 2, com a propriedade
de que x(C4) = Cp, onde x : Bo(I) — C(£,) esta descrita na Defini¢ao 1.3.1.

Mostremos que v satisfaz as outras propriedades de Defini¢ao 4.5.

(i) Seja A € K,, entao ¢(A®) = B, onde x(Cyc) = Cp. Note que C4 = 1 — Cyc, logo
X(Ca) = x(1) = x(Cyec) =1 - Cp = Cpe.

Dessa forma, ¢(A) = BC.

(ii) Sejam A, B € K,. Suponha que ¥(4) = D e ¢(B) = E. Isso significa que x(C4) = Cp e
X(CB) = CE

Sabemos que Cynp = C4.Cp. Logo, x(Cang) = x(Ca).x(Cp) = Cp.Cr = CpnE.

Dessa forma, temos que (AN B) =D NE =¢(A)NyY(B).
(iii) Note que Cy = 0. Logo, x(Cp) = 0 = Cj. Dessa forma, temos que ¥ (0) = 0.
Do feito acima, temos que K, e K¢ sao isomorfos como algebras de Boole. O
O proximo teorema nos mostrara a relagao profunda existente entre K, e €, fixado o > 1.

Teorema 4.9. (Teorema de representacdao de Stone) Toda dlgebra de Boole B € isomorfa d

algebra dos aberto-fechados de um espaco topologico compacto Hausdorff e totalmente desconexo.
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Esse espago € chamado um espago de Stone para a dlgebra B. Todos os espacgos de Stone de

uma mesma dlgebra de Boole sGo homeomorfos entre si.
Demonstragao. Sugerimos [32], pagina 275. O

Observagao 4.10. A Proposicdo 4.8 nos diz que K, € isomorfa como dlgebra de Boole a K¢
que € a dlgebra dos aberto-fechados de Q.. No Capitulo 1, vimos que Q2 € compacto Hausdorff e
totalmente desconero.

Dessa forma temos que Q2 € um espaco de Stone para K., para o > 1.

A nao existéncia de isometrias entre as classes de Baire seguird do Teorema 4.29 e do fato de
que para 1 < o < 3 < wi, as élgebras de Boole K, e Kg nao sao isomorfas.

Vamos mostrar que K, e Kg nao sao isomorfas no Teorema 4.28.

O ponto central desse teorema é um resultado sobre o comportamento das funcoes Borel-
mensuraveis, que serda apresentado no Teorema 4.26. No entanto, para a compreensao desse
resultado, precisaremos de alguns conceitos e resultados, que desenvolveremos a seguir.
Definicao 4.11. Seja X um espaco topoldgico. Um subconjunto Y de X € dito:

(1) nowhere dense em X se, e somente se, int(Y') = ();

(2) magro ou de primeira categoria em X se, e somente se, Y = J,,cn Yn, onde cada Y, é nowhere

dense em X;
(3) de sequnda categoria em X se, e somente se, ndo for de primeira categoria.

Definigao 4.12. Seja X um espaco topoldgico, dizemos que X € um espaco de Baire se, e somente

se, dada (Uy), sequéncia de abertos densos de X, temos que (), oy Un € denso em X.

A préxima proposicao nos serd til e sua demonstragdo nao apresenta dificuldades, portanto

sera omitida.

Proposigao 4.13. Seja X um espago topoldgico, sdo equivalentes:
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(1) X € espago de Baire;
(2) Todo subconjunto magro de X possui interior vazio.
Teorema 4.14. (1) Todo espago completamente metrizdvel é um espago de Baire;
(2) Todo espago de Baire é de sequnda categoria com respeito a si mesmo;
(8) Todo aberto de um espago de Baire é Baire;
(4) Todo espago compacto Hausdorff é Baire.

Demonstragdao. Sugerimos [36], pagina 186 para (1) e (4) e pagina 185 para (2).

O item (3) segue da observagao abaixo:

Sejam X um espago topolégico e U um aberto de X. Se A C U é nowhere dense em U, entao
A é nowhere dense em X.

cuja demonstracao é simples e da utilizacao da equivaléncia para espago de Baire mostrada na

Proposicao 4.13. O

Proposicao 4.15. Sejam X um espaco completamente metrizdvel. Considere f : X — R tal que
existe sequéncia (fn)n C C(X) convergindo pontualmente para f em X.

Entdo o conjunto dos pontos de continuidade de f € um G5 denso em X.

Demonstragdo. Fixemos d : X x X — R métrica equivalente em X, tal que (X, d) é espago métrico
completo.
Inicialmente, vamos mostrar que o conjunto dos pontos de continuidade de f é denso em X.
Seja U um aberto nao vazio de X, vamos mostrar que f tem um ponto de continuidade em
U. Seja (€); sequéncia de niimeros reais positivos com lim; o €; = 0. Para cada (k,n) € N x N,
definamos o conjunto:

Apn ={z €U |fi(x) = fal2)] < a1}

Note que cada Ay, é um fechado de U. Definamos By, = (o~ Akn. Cada By, é fechado de U.
E fécil ver que U = |32, By, (%).
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Como X é espago completamente metrizdvel, pelo Teorema 4.14 (1), temos que X é um espago
de Baire. Do Teorema 4.14 (3), vem que todo subconjunto aberto de um espago de Baire, também
é Baire. Logo U é Baire. Assim U é de segunda categoria com respeito a si mesmo (Teorema 4.14
(2)). Como vale (x), cada By, é fechado de U e U é nao vazio, existe kg tal que interior de By, com
respeito a U é nao vazio.

Como U ¢ aberto de X, existe U; aberto nao vazio de X com Uy C By,. Do fato de U; ser nao

vazio, segue que existe zo € U;. Sabemos que fi, é continua em zg, logo existe § > 0 tal que:

d(x;x0) < 0= |y (x) = fio(20)| < €1/2,

Como xy € Uy, e U; é aberto, existe 7 > 0 tal que B[zg, 7| C U;.

Seja r < min(7,0/2,1). Definamos I; = B[z, r]. Note que I; C U; e o interior de I; é nao
vazio.

Além disso, para todo n > kg e € I, temos que |fi,(z) — fn(z)| < €1. Fazendo o limite para

n — 00, temos que | fx, (x) — f(z)| < €1,V € I;. Assim, se x,y € I, temos:

[f(@) = FW)] < (@) = fro (@) + [fro (€) = Fro W) + o () = f(¥)]

< e+ €+ e = 3e.

Portanto:
z,y € I = |f(z) — f(y)| < 3er.

Como o interior de I; é aberto nao vazio de X, podemos repetir o procedimento acima com interior
de I1 no lugar de U, €2 no lugar de €; e obter Iy fechado, com didmetro menor que 1/2.
Continuando com esse processo, construimos uma sequéncia decrescente (1I,),, de fechados de X,
com o didmetro dos (I,) convergindo para zero. Como X é espaco completamente metrizdvel, temos
que existe x € ()7~ I,,. Note que z € U e f é continua em z, j& que |f(z) — f(y)| < 3¢;,Vz,y € I
e lim;_,o € = 0.
Como U aberto de X é arbitrario, temos que o conjunto dos pontos de continuidade de f é

denso em X.
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Agora, vamos mostrar que o conjunto dos pontos de continuidade de f forma um Gg de X.
Seja A C X, definimos a oscilagao de f em A, que denotamos por w4, como:
wa = sup [f(z) — f(y)| € [0,00].
T, yeEA
Agora, seja xp € X, definimos a oscilacdo de f em zg, que denotamos por w(zgp), como:
w(zg) = inf wy,
( 0) VeV (xzo) v
onde V(zg) é a familia de todas as vizinhancas em X de zg.
Dado e > 0, definimos:

Oc={r € X :w(x) < e}

Mostremos que O, é aberto em X. Seja xg € O, entao w(xp) < €.

Dessa forma, existe a € R com w(zp) < a < e. Da defini¢ao de w(xy), segue que existe V
vizinhanga de xg, tal que wy < a. Da defini¢do de wy, temos que |f(z) — f(y)| < a,Vz,y € V.
Seja O aberto de X, com 29 € O C V. E claro que |f(z) — f(y)| < a,Vz,y € O. Portanto wo < a.

Mostremos que O C O..

Seja x € O, entdao O € V(x). Logo, w(r) = infyyecy(m)ww < wo < a < e O que implica que
w(z) < e. Dessa forma, mostramos que O C O..

Assim, para cada ¢ > 0, temos que O, é aberto de X.

Agora, vamos mostrar que f é continua em x € X se, e somente se, w(z) = 0.

Suponhamos que f seja continua em x. Dado n > 0, existe U vizinhanca de x tal que:

para todo y € U. Logo, para todos z,y € U, temos que |f(z) — f(y)| < % Como U € V(x), temos
que w(z) < ,Yn > 0. Portanto w(z) = 0.
Suponhamos que w(x) = 0. Da definigdo de w(x) segue que existe sequéncia (U, ), de abertos

de X, com cada U, contendo z, tal que:

lim wy, = 0.
n—oo
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Logo, dado € > 0, existe N € N tal que:
n>N = wy, <e.

Portanto, sup, ,cp, |f(2) — f(y)| <€ Vn > N.

Em particular, temos que para todo y € Un:

[fly) = f(@)| <e

Como € > 0 foi arbitrario, com isso estabelecemos a continuidade de f em z.
E claro que {reX :w@) =0} =(),5001, que é um G5 de X, jd que todo O1 é aberto de X.

Portanto, temos que o conjunto dos pontos de continuidade de f é um G de X. O
Para a obtencao do Teorema 4.26, introduziremos algumas estruturas conjuntistas.

Definicao 4.16. (Classe o-aditiva) Sejam X um conjunto e € C p(X).

Dizemos que € € classe o-aditiva se, e somente se, valerem:
(i) € # 0;
(i) Se A,Be & e ANB =0, entaio AUB € €;
(iii) Se A,B € € e BC A, entio A— B € €;
(iv) Se (Ag)ren C € € sequéncia crescente de conjuntos, entio |Jpen Ax € €.

Defini¢ao 4.17. Sejam X um conjunto e D C o(X), com D # 0. Entdo, a classe o-aditiva
gerada por D € a menor classe o-aditiva que contém D. Ou seja, € a intersec¢do de todas as
classes o-aditivas contendo D. Isso estd bem definido, pois a interseccdo de uma familia de classes

o-aditivas € classe o-aditiva.

Definicao 4.18. (o-anel) Sejam X um conjunto e € C p(X).

Dizemos que € € og-anel se, e somente se, valerem:

(i) € # 0;
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(ii) Se A,B € €, entio A— B € €;
(iii) Se (Ax)ken C € , entao Uk:eN A € €.

Defini¢ao 4.19. Sejam X um conjunto e D C p(X), com D # (). Entdo, o o-anel gerado por D
€ o menor o-anel que contém D. Ou seja, € a interseccdo de todos os o-anéis contendo D. Isso

estd bem definido, pois a intersec¢cdo de uma familia de o-anéis é o-anel.

Proposicao 4.20. (Lema da Classe o-aditiva) Sejam X um conjunto e D C o(X), com
D # 0. Suponha que D seja fechado para intersecgoes finitas. Entdo a classe o-aditiva gerada por

D coincide com a o-dlgebra gerada por D.
Demonstragao. Sugerimos [15], pagina 15. O

O préximo lema nos diz como obter todas as fungoes Borel-mensuraveis a partir de fungoes

caracteristicas de borelianos.
Lema 4.21. Seja f: I — R uma funcao.

(1) Se f ¢é fung¢ao Borel-mensurdvel entdo, f € limite pontual de funcoes simples Borel-

mensurdveis;

(2) Se f € funcao simples Borel-mensurdvel, entio f €é combinacdo linear finita de fungdes

caracteristicas de borelianos.

Demonstragdo. (1) Seja f: I — R, note que f pode ser escrita como f = f* — f~ onde:

T =max(f,0)

[~ =—min(f,0).
Dessa forma, f é a diferenca de duas fungoes positivas.

Como f ¢ Borel-mensurével, temos que fT, f~ sao Borel-mensuréveis. (Veja [31], pdginal4)

O resultado segue, mediante a aplicagdo do Teorema 1.17 de [31], pagina 15, para f* e f~.
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(2) Seja f : I — R fungao simples, entdo f = Z?Zl Aj.Cya;, com Aj = f71(A;). Como f ¢é
Borel-mensuravel, temos que A; € Bor. Isso mostra nosso resultado.

O]

Para a obtencao do Teorema 4.26, também precisaremos de mais alguns resultados envolvendo

espacos de Baire, que desenvolveremos a seguir.

Lema 4.22. Seja X um espago de Baire. Sejam G1,G2 € Gs(X) tais que G1 e Go sdo densos em
X. Entao G1 NGy € denso em X.

Demonstragdo. Suponhamos que G = (,,cy An € G2 = (),,ey Bn, onde Ay, B, sdo abertos de X.
Como G; é denso em X, temos que A, é denso em X, Vn € N. Analogamente para B,.
Portanto G = G1 NG9 é uma interseccao ernumeravel de abertos densos de X. Como X é Baire,

temos que G é denso em X. ]

Observagao 4.23. Note que com essencialmente a mesma demonstracao do lema acima, temos
que:

Num espaco de Baire X, toda interseccao enumerdvel de Gs’s densos em X € densa em X.

Definicao 4.24. Seja X um espaco topologico, dizemos que X € um espaco polonés se, e somente

se, X € completamente metrizdvel e separdvel.

Lema 4.25. Todo Gs de um espago completamente metrizdvel(espaco polonés) é completamente

metrizdvel(espago polonés).
Demonstragao. Sugerimos [34], pagina 52. O

Agora, estamos prontos para nosso resultado sobre o comporatmento das funcées Borel-

mensuraveis.

Teorema 4.26. Seja f: I — I fun¢do Borel-mensurdvel. Entdo, existe ' C I tal que F € F,, F

é de primeira categoria em I e f|pc € continua.
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Demonstracao. Inicialmente, notemos que para estabelecermos nosso resultado, basta mostrarmos
que para f, como descrita no enunciado, existe G C I tal que G € G5, G é denso em I e f|g é
continua. De fato, suponha a existéncia de G com as propriedades descritas acima, defina F = G©.
E claro que F € F, e f|pc é continua. Mostremos que F é de primeira categoria.

Como G € G5, podemos escrever G = (), .y G, com cada Gy, aberto de I. Dessa forma, temos
que F' = (J,cn G,C; . Para concluirmos que F ¢é de primeira categoria, como cada Gg é fechado,
basta mostrarmos que int(GS) = (), ¥n € N,

G é denso em I, portanto para todo aberto U # () de I, GNU # (). Assim, UNG,, # 0,Yn € N.
Logo, U ¢ Gg ,¥n € N. Dessa forma, concluimos que nenhum Gg pode conter um aberto nao
vazio de I. Logo, int(GS) = 0.

Tendo em vista o que foi discutido acima, vamos mostrar que existe G C I um G4 denso tal
que f|g é continua.

Definamos a seguinte familia de fungoes:

¢ ={g: 1 — R tal que existe H um Gs denso em I com g|y continua}.

Vamos mostrar algumas propriedades de € que vao nos ajudar a simplificar nossa

demonstracao.

(1) € é fechada para a soma de funcoes. Isto é, se f,g € €, entdo a funcdo f + g € €, onde
f+gx)=f(x)+g(x),Vx € I.
Sejam f,g € €, existem Hy, Hy, C I com Hy, Hy € Gg, densos em [ e tais que f|u, e glu,
sdo continuas. Cosidere H = Hy N Hy. E claro que H € G5 e (f + g)|u ¢ continua. Como T

é um espago de Baire, do Lema 4.22 segue que H é denso em 1.

Portanto, temos que f + g € €.

(2) € é fechado por produto por escalar. Isto é, se f € € e A € R, entao a fungao \.f € €, onde
Af)(z) = A f(z),Vz € I.

Sejam f € € e A € R. Existe H C I, um G denso em I com f|g continua. E claro que

(A.f)|m também é continua. Isso mostra (2).
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(3) € é fechada para limites pontuais. Ou seja, se (f,)n C € converge pontualmente para f em

I, entao f € €.

Vamos mostrar que f ,como descrita acima, pertence a €. Para cada n € N, existe G, C I,

com G, um Gs denso em I, tal que f,,|G, é continua. Definamos G = [, oy Gn.
De acordo com a Observacao 4.23, temos que G é denso em 1. E claro que G é um Gy de L.

Notemos que f|g é o limite pontual da sequéncia (f,|g)n C C(G,R) em G. Além disso,
como I é espaco métrico completo, o Lema 4.25 nos diz que G é um espago completamente
metrizavel, ja que G é G5 de 1. Logo, de acordo com a Proposicao 4.15, existe H C G, tal
que H é um G5 de G, H é denso em G e f|g é continua. Como G é G5 del e H é Gs de
G, segue do Lema 2.15 que H é G5 de 1. E claro que H é denso em I, pois H é subconjunto

denso de G, que é denso em 1.

Dessa forma, concluimos que f € €.

Suponha, que tenhamos mostrado que a funcao caracteristica de cada boreliano pertenca a €.
O Lema 4.21 (2), nos diz que toda fungao simples Borel-mensurédvel é combinacao linear finita
de fungoes caracteristicas de borelianos. Portanto, os itens (1) e (2) acima implicariam que toda
funcao simples Borel-mensuravel pertence a €. Além disso, o Lema 4.21 (1), nos diz que toda
funcao Borel-mensurdvel é limite pontual de fungdes simples Borel-mensuraveis. Entao, o item (3)
acima implicaria que toda funcao Borel-mensurdvel pertence a €.

Dessa forma, para estabelecermos mnosso resultado, basta mostrarmos que a funcao
caracteristica de qualquer boreliano pertence a €.

Definamos a familia 20 = {A € Bor tal que Cy4 € ¢}.

Nosso objetivo é mostrar que Bor C 2

Mostremos que 2 é uma classe o-aditiva de 1.
(i) & # 0. De fato, I € ;

(ii) 2 é fechada para unioes finitas disjuntas.
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Sejam A, B € A, com AN B = (. E claro que AU B € Bor. Note que Caup = Ca + Cp.
Por hipétese, C4,Cp € €. Como discutido anteriormente, temos que Caup = C4 +Cp € €.

Dessa forma, AU B € ¥,

(iii) Sejam A, B € 2, com B C A. Mostremos que A — B € . E claro que A — B € Bor. Note
que C'4_p = Cy — Cp. Por hipédtese, temos que C 4, Cp € €. Como discutido anteriormente,

Ca_p=Cy—Cpg € €. Portanto, A — B € ,;

(iv) Suponha que (Ag)reny C A, com (Ag)ken sequéncia de conjuntos crescente. Mostremos
que Jpen Ar € 2L E claro que A € Bor. Note que, para todo x € I, temos que
Ca(z) = limg_y00 Ca, ().

Por hipétese, C4, € €,Vk € N. Assim, C4 ¢ limite pontual de sequéncia de funcoes de €.

Pelo discutido anteriormente, temos que C4 € €. Portanto A € 2.

De (i)-(iv), concluimos que 2 é classe o-aditiva de I.

Consideremos D = {J C I tal que J é intervalo de I}. Note que um intervalo de I é a interseccao
de um intervalo de R com I. Seja R o o-anel gerado por D. Como I € R, da definicao de o-anel,
vem que R é uma o-dlgebra de subconjuntos de I.

Mostremos que R = Bor.

(i) Seja A C I aberto, entdo A é uma uniao enumeravel de elementos de D, portanto A € R.
Dessa forma R é uma o-algebra de I que contém todos os abertos de I. O que implica que

Bor C R;

(ii) Notemos que D C Bor. Como Bor é o-dlgebra, temos que Bor é o-anel. Do fato de R ser o

o-anel gerado por D, segue que R C Bor.

De (i) e (ii) segue que R = Bor. Dessa forma, o o-anel R gerado por D é uma o-dlgebra.
Observemos que R é a o-4lgebra gerada por D.
E claro que D é fechado para intersecgoes finitas, de acordo com a Proposicao 4.20, temos que

a classe o-aditiva gerada por D coincide com a o-algebra gerada por D. Como a o-algebra gerada
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por D é Bor, temos que a classe o-aditiva gerada por D é Bor.

Se mostrarmos que D C 2, como 2 é classe o-aditiva, teremos que Bor C 2.

O que estabelece nosso resultado, como discutido anteriormente.

Seja J € D, suponha que 0 < a < b < 1 sejam os extremos de J. E claro que J € Bor.
Considere o conjunto I — {a, b}, ele é aberto e denso em I, além disso, temos que Cl]’[,{aqb} é
continua. Dessa forma, J € 2.

Isso mostra que D C 2. Logo, Bor C 2. O

Para mostrarmos que K, e Kz nao sao isomorfas como algebras de Boole, precisamos ainda

de um lema, que serd fundamental nesse trabalho.

Lema 4.27. Seja B um boreliano ndo enumerdvel de um espago polonés X, entao B contém um

subconjunto homeomorfo ao conjunto de Cantor.

Demonstragao. Sugerimos [34], pagina 93. O

Teorema 4.28. Sejam 1 < o < 8 < wy, ordinais. Entdio K, e Kg ndo sdao isomorfas como

dlgebras de Boole.

Demonstragao. Fixemos « e 3 como no enunciado. Suponhamos, por absurdo, que p : K, — Kpg
seja um isomorfismo booleano.

Afirmamos, que existe uma funcgao m : I — I bijetora, tal que p(F) = n(E),VE € K,. Vamos
fazer algumas observacoes, para podermos definir uma tal 7.

Seja x € I. Como I é Hausdorff, temos que {z} é fechado, logo {z} € Fy. Dessa forma,
{z} € Ky e {z} € K. Seja B, = p({z}) € K. Mostremos que |B;| = 1.

(i) |Bz| > 1. Note que {z} # 0. Portanto, p({x}) # 0, pois p(0) = 0 e p é injetora.

(ii) |Bz| < 1. Suponha, por absurdo, que |B;| > 2. Podemos tomar a,b € B;, com a # b.

1

Consideremos p~! a inversa de p. E claro que p~! também é isomorfismo booleano. Note

que:

pH(Be) = p~ ({a} U (Bo n{a})) = p~ ({a}) Up™ (B N {a}).
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Dessa forma, temos que p~*({a}) C {z} = p~!(B,). Portanto, como p~'({a}) # 0, temos
que p~({a}) = {r}. Analogamente, concluimos que p~!({b}) = {z}. Da injetividade de

p~ !, segue que a = b. Mas isso contradiz a escolha de a, b.

Portanto, concluimos que |B,| < 1.
De (i) e (ii), concluimos que |B,| = 1.
Definamos 7 : I — I, como 7 (z) = b, onde p({z}) = By = {bs}.
Agora, vamos mostrar que 7 é bijetora.
(i) w é injetora. Sejam z,y € I, com = # y. Entao {z} # {y}. Da injetividade de p segue que

p({z}) # p({y}). Dessa forma, b, # b,.

Isso mostra que 7(x) # 7(y). Estabelecemos, assim, a injetividade de 7.

(ii) 7 é sobrejetora. Seja y € I, suponhamos que p~'({y}) = {a,}. Logo p({a,}) = {y}. Da

definicao de 7, segue que m(ay) = y.
Isso mostra a sobrejetividade de m

De (i) e (ii), concluimos que 7 é bijetora.

Falta mostrarmos que 7(E) = p(E),VE € K,.

Inicialmente, mostremos que p(E) C 7(E). Seja y € p(E), entdao {y} C p(E). Portanto,
p1({y}) € E. Suponha que {z} = p~1({y}). Logo, z € E. Como p({z}) = {y}, temos que
m(z) = y. Portanto, y € 7(E). Isso mostra que p(E) C w(E).

Agora, mostremos que m(E) C p(E). Seja z € w(E), existe x € F tal que z = w(x).

Da definigdo de m, temos que p({z}) = {z}. Como z € E, temos que {z} C E, logo
p({z}) C p(E). Portanto {z} C p(E). O que implica que z € p(E). Isso mostra que 7(E) C p(E).

Com o feito acima, concluimos que 7 : I — I é fungao bijetora, tal que 7(E) = p(E),VE € K,.

Afirmamos que 7 é funcao Borel-mensuravel. De fato, seja G C I aberto, entao G € Gy. Dessa
forma, G € Kg, pois 8 > 1. Assim, p~YG) € K, C Bor, onde Bor = o-algebra dos borelianos de

I. Pelo discutido acima, temos que p(p~1(G)) = 7(p~1(G)). O que implica que:

G =(p"\ (@) (4.1)
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Como 7 ¢ invertivel, tomando pré-imagens na equagao (4.1), ficamos com:

Portanto, temos que W*I(G) € Bor.

Isso mostra que m é Borel-mensuravel.

De acordo com o Teorema 4.26, existe F' C I de primeira categoria em I, com F' € F, e tal
que 7| pc é continua.

Mostremos que F¢ é ndo enumerdvel. Suponha, por absurdo, que FC seja enumerével, entéo

podemos escrever:

FC = U {zn}.

z, €FC

Como I nao possui pontos isolados e é Hausdorff, temos que cada {x,} é nowhere dense em I.
Portanto F¢ é de primeira categoria em I.

Como F também é de primeira categoria em I e I = FUF, temos que I é de primeira categoria
com respeito si mesmo.

No entanto, como I é espaco métrico completo, I é um espago de Baire. Logo I é de
segunda categoria com respeito a si mesmo. Essa contradicdo surgiu, pois supusemos que F¢
era enumeravel.

Assim, concluimos que F€ nio é enumeravel.

Do fato de F ser um F, segue que F'¢ é um Gs. Portanto, F¢ é um boreliano nio enumeravel
de 1. De acordo com o Lema 4.27, existe K C F¢ com K homeomorfo ao conjunto de Cantor
(Definicao 2.1).

Como 7|pc é continua e K C F, temos que 7|x é continua. Além disso, 7|x também é
injetora, ja que 7 é injetora.

Consideremos 7|K : K — w(K). w|K, com esse contradominio, é um homeomorfismo. De
fato, como discutido acima, 7|K é continua e injetora. E claro que, com esse contradominio, | K
é sobrejetora. Assim, 7|K é funcdo continua entre um compacto e um Hausdorff, o que implica

que 7| K é aplicagao fechada. Isso mostra a continuidade de sua inversa.
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Seja A € K,(K), como 7|k é homeomorfismo, o Lema 2.8 garante que m(A4) € K, (7(K)).

No Capitulo 2, mostramos que dado 8 ordinal enumeravel, com o < 3, existe subconjunto do
conjunto de Cantor C pertencente a Kg(C') — K,(C). Como 7(K) é homeomorfo a C, pois K é
homeomorfo a C e K é homeomorfo a 7(K), existe A € Kg(m(K)) — Ko(n(K)).

Note que K é fechado em I, portanto K € K,. Entao p(K) € K3. Pela construgao de 7, temos
que w(K) = p(K). Portanto, 7(K) € Kg. Do Lema 2.15, segue facilmente que A € Kj

Como p : K, — Kg ¢é sobrejetora, temos que A = p(B), para algum B € K,. Além disso,
A € Kg(m(K)), o que implica que:

A ()= p (4) C p M (w(K)) = p~(4) € p (p(K)) = K.

Portanto, temos que B C K. Como K é fechado em I e B € K,, segue do Lema 2.15 que
B € K,(K). Dessa forma, como 7|x : K — 7(K) é homeomorfismo, temos 7(B) € K,(m(K)).
Lembre que B é tal que A = p(B) = m(B). Logo, concluimos que A € K, (7(K)).

Mas, isso contradiz a escolha de A. Portanto, temos que K, e Kz nao sao isomorfas. ]

Agora, vamos demonstrar o teorema central desse capitulo. O Teorema 4.31 terd como uma
das pecas centrais de sua demonstragao, o Teorema de Banach-Stone. KEsse teorema caracteriza

os compactos Hausdorff K e L tais que C(L) e C(K) sao linearmente isométricos.

Teorema 4.29. (Teorema de Banach-Stone) Sejam K,L compactos Hausdorff. C(K) é

linearmente isométrico a C(L) se, e somente se, K e L sao homeomorfos.
Demonstragao. Sugerimos [14], pagina 79. O

E interessante esclarecermos que se C(K) e C(L) sao apenas linearmente isomorfos, entao K
e L nao precisam ser homeomorfos.

O Teorema de Milutin nos da muitos exemplos do dito acima.

Teorema 4.30. (Teorema de Milutin) Se K e L sao espacos métricos compactos e nao

enumerdveis, entao C(K) € linearmente isomorfo a C(L).
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Demonstragdo. Sugerimos [3], pagina 55. O

Teorema 4.31. Sejam «, B ordinais tais que 1 < a < < wy, entdo Bo(I) e Bg(I) ndo sao

1S0OmELTicos.

Demonstragdo. Sejam «, 3, como no enunciado. Suponhamos, por absurdo, que Bq(I) e Bg([)
sejam isométricos.

No Capitulo 1, vimos que B, (I) é isométrico a C(£2,) e Bg([) ¢é isométrico a C'(€23), onde os
espagos, €1y, {13 sao compactos Hausdorff e totalmente desconexos. De acordo com nossa hipétese,
temos que C'(£2,) é isométrico a C'(£2g).

De acordo com o Teorema 4.29, temos que 2, e €23 sao homeomorfos.

Seja h : 1 — Qg um homeomorfismo. Entao, h induz um isomorfismo de algebras de Boole
entre as dlgebras dos aberto-fechados de €2, e Q3. De fato, seguindo a notacao da Proposicao 4.7,
definamos ¢ : K¢ — K? como ¢(A) = h(A),YA € K*. Vamos mostrar que ¢ é isomorfismo de
algebras de Boole.

(i) ¢ estd bem definida, ou seja, h(A) € K VA € K.

Como h é homeomorfismo, h leva aberto em aberto e fechado em fechado. Se A € K¢, entao

A é aberto e fechado, portanto h(A) € K¥. Isso mostra que ¢ estd bem definida.

(ii) ¢ é injetora. Sejam A;, A2 € K®. Suponha que h(A;) = h(A2). Aplicando a inversa de h,
concluimos que h'(h(A1)) = h=1(h(As)). Portanto A; = As. Isso mostra a injetividade de
®.

(iii) o é sobrejetora. Seja B € K?. Como h é continua, h~!(B) € K.

Note que p(h~1(B)) = h(h~'(B)) = B. Isso mostra a sobrejetividade de ¢.

(iv) Seja A € K%, entao:

P(AT) = h(A®) = (h(A)° = (p(4))".

Portanto, ¢ leva o complementar de A no complementar de ¢(A).
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(v) Sejam A, B € K¢, entao:
©(AUB) =h(AUB) =h(A) Uh(B) = ¢(A)Up(B).

Assim, ¢ preserva uniGes finitas.

De (i)-(vi) segue que ¢ é isomorfismo de dlgebras de Boole. Entdao, K e K¥ sdo algebras de Boole
isomorfas.

De acordo com a Proposicao 4.8, K¢ ¢é isomorfa como &lgebra de Boole a K,, o mesmo
acontecendo com K” e K 3.

Portanto, temos que K, e Kz sao isomorfas como algebras de Boole. Mas, isso contradiz o
Teorema 4.28. A contradicao surgiu de supormos que B, (/) era isométrico a Bg(I).

Dessa forma, estabelecemos nosso resultado. ]



Capitulo 5

Nao existéncia de isomorfismo entre
B, (I) e Bo(I) para o enumeravel e
nao complementacao de B,(/) em

Bs(I), 1 <a < e a enumeravel

No capitulo anterior vimos que se 0 < o < f < w1, entao B, (I) e Bg(I) nao sao isométricos.

No entanto, podemos nos perguntar:

E possivel que para distintos «, 8 < wy tenhamos B (1) isomorfo a Bg(I)?

Nesse capitulo vamos mostrar que By, (I) ndo é isomorfo a nenhum B, () com « < wj.

O invariante isomoérfico usado serd a propriedade de um espaco de Banach ser Baire-
complementado, conceito que sera definido na Se¢ao 2. Nessa secao, mostraremos também que ser
Baire-complementado é um invariante isomorfico.

Na Secao 3, mostraremos que B,, (/) é Baire-complementado.

Jé& na Secao 4, veremos que B, ([) nao é Baire-complementado para todo 1 < a < wy.

Portanto, concluiremos a impossibilidade de isomorfismo entre By, (I) e Bo(I), para 1 < a <

97
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w1.

Na Secgao 4, também mostraremos que o fato de B, (I) nao ser Baire-complementado implica
que B, (I) nao é subespago complementado de Bg(I) para 1 < a < < w;. Ou seja, teremos o
resultado geral de nao complementacao das classes de Baire, que comecamos a discutir no Capitulo

3.

5.1 A hierarquia dos conjuntos de Baire e classes de Baire de

funcoes sobre espacos topolégicos

A fim de obtermos resultados acerca da Baire complementacao das classes de Baire sobre I,
teremos que trabalhar com classes de Baire sobre outros espacgos topoldgicos. Isso se deve ao fato
de utilizarmos a representacao de By (I) como C(£2,), vista no Capitulo 1.

Para nossos propdsitos, precisaremos de uma generalizacdo do Teorema de Lebesgue-
Hausdorff, para esse caso mais geral de classes de Baire sobre espacos topolégicos. Essa
generalizagao denominaremos de Teorema de Lebesgue-Hausdorff generalizado. Note que
essa nomenclatura nao é canonica.

No Teorema de Lebesgue-Hausdorff, relacionamos as classes de Baire sobre I com os Borelianos
de I. No caso geral, relacionaremos as classes de Baire sobre um espaco topolégico com a o-
algebra dos conjuntos de Baire desse espaco. Essa relagao estd enunciada no Teorema 5.1.14 e sua
demonstracao se encontra no Apéndice A.

Nessa secao, vamos definir a hierarquia dos conjuntos de Baire e provar algumas propriedades.
O leitor percebera grande semelhanca com as propriedades dos Borelianos de I, o que nao ocorreria
se considerdssemos os Borelianos do espago topolégico. Além disso, mostraremos que no caso de
um espaco métrico as hierarquias dos Borelianos e dos conjuntos de Baire coincidem em cada nivel.

Ao longo dessa secao, S serd um espaco topolégico arbitrario, salvo mencao contréria.

Definicao 5.1.1. Definiremos recursivamente as classes de Baire de funcgées sobre S, que serdo

denotadas por B, (S) para cada ordinal o:
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(1) Bo(S) ={f € C(S) tal que f é limitada};

(2) Dado ordinal a > 1, Bo(S) = {f : § — R tal que f € limitada e eziste (fn)nen C Ug<q Ba(S)

com (fn)nen convergindo pontualmente para f em S}.

Observacao 5.1.2. Em [5], F. Dashiell define as classes de Baire sobre um espago topoldgico
S de uma forma diferente da defini¢ao dada acima, veja [5] pdagina 30. A autora desse trabalho
optou pela defini¢ao aqui apresentada, para que no caso de S = [0,1], as Definigoes 5.1.1 e 1.1.1
coincidam. Portanto, os teoremas de [5] aqui apresentados, foram adaptados de acordo com a

definicdo adotada.

Definigcao 5.1.3. Fizado « ordinal:
(1) Definimos em Bo(S) as mesmas operagoes descritas na Defini¢do 1.1.5;
(2) Definimos a fungao ||.||so : Ba(S) — R, como na Defini¢ao 1.1.6, ou seja:

[[f[loc = sup [ f(s)].
seS

Teorema 5.1.4. Fizemos o um ordinal. Entdo:
(1) As operagies, descritas na Definicao 5.1.3, estao bem definidas;

(2) Bo(S), com as operagoes soma e produto por escalar, descritas na Defini¢do 5.1.3 (1) € um

espaco vetorial real;
(3) A funcao ||.||so, descrita na Defini¢ao 5.1.3(2), € uma norma em By (S);

(4) Sea > 1 e f € Ba(5), entdo existe sequéncia (fn)n C Ug<,, Ba(S), convergindo pontualmente
para f em S tal que || fnlloo < || f]]-

(5) (Ba(S),||-|lcc) € um espago de Banach;

(6) (Ba(S),|]-|lc), com todas as operagoes descritas na Defini¢io 5.1.3 (1) é uma dlgebra de

Banach comutativa.
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Demonstragdo. (1) Andloga & demonstragao da Proposigao 1.1.4;
(2) Anéloga & demonstracao da Proposicao 1.1.5;

(3) Anéloga & demonstracao da Proposicao 1.1.7. Note que como nao estamos supondo S

compacto, exigimos que as fungoes em By(S) sejam limitadas;
(4) Anéloga a demonstracao do Lema 1.1.9;

(5) Com demostracao andloga a da Proposi¢ao 1.1.10, concluimos que B,(S) é fechado para

convergéncia uniforme.

Desse fato e da defini¢ao da norma ||.||, estabelecemos a completude de B,(S);

(6) Anéloga a demonstracao da Proposicao 1.1.12.

O
Agora, vamos definir a hierarquia dos conjuntos de Baire de S e provar algumas propriedades.
Definigao 5.1.5. Definiremos recursivamente as sequintes familias de subconjuntos de S:
(i) Zo(S) = {f71(0) : f € C(S)}, esses sdo chamados de zero sets de S;
(i1) CZo(S) = {A C S : AY € Zy(9)}, esses sdo chamados de cozero sets de S;

(111) Seja o > 0 ordinal, suponha definidos Zg(S) e CZg(S) para todo 0 < B < «, entdo
Za(S) = {Mpen An = An € Upca CZ25(9)}

(iv) CZa(S) = {A: A® € Z,(S)}, para todo ordinal a.
Denominamos Z(S) de classe multiplicativa o e CZ,(S) de classe aditiva c.

Observagao 5.1.6. Note que também podemos descrever CZ,(S) da seguinte forma:

CZo(S) ={|J An: An € | Z5(9)}.

neN B<a
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Definigao 5.1.7. Fizado ordinal o, definimos a classe ambigua o, que denotaremos por Ay (S),

como:

Aa(S) = Zo(S)NCZ,(S).
Proposicao 5.1.8. Fizado ordinal o, temos que:
(1) Za(S) € CZay1(5);
(2) CZa(S) C Zay1(5);
(3) Za(S) C Zay1(5);
(4) CZy(S) C CZa41(S);

(5) Zo(S) € fechado para interseccoes enumerdveis e finitas e CZy(S) € fechado para unides

enumerdveis e finitas;
(6) Zo(S) € fechado para unides finitas e CZy(S) € fechado para intersecgoes finitas;
(7) Aa(S) é uma dlgebra de subconjuntos de S.

Demonstragdo. (1) Seja A € Zo(S). Note que A = |J,cyA e o < a+ 1. Entdo, de acordo com
a Observagao 5.1.6, temos que A € CZ,41(95).

(2) Basta tomarmos complementos e usarmos (1).

(3) Devemos dividir a demonstracao em dois casos:

Caso 1 a = 0. Entdo A € Zy(S) implica que A = f~1(0) para alguma f € C(S).

Para cada n > 0, definamos g, : S — R como g,(s) = min(|f(s)] — £,0). Note que cada

gn € C(9).
Para cada n > 0, seja A, = (g, 1(0))¢ € CZy(S). Notemos que A = (1,,~ An, 0 que implica
que A € Z1(S).

Caso 2 a > 0. Se A € Z,(S), entdo A = (), ey An, com cada A, € CZ,, (5) e ap, < .

Logo, cada ay, < a+ 1. Portanto, temos que A € Z,11(S).
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(4) Basta tomarmos complementos e usarmos (3).

(5) Note se mostrarmos que Z,(S5) é fechado para intersecgoes enumeraveis, teremos que Z,(.S)
é fechado para intersecgoes finitas, pois S € Z,(S5),Va. Analogamente para unides finitas

em CZ,(S5), j& que ) € CZ,(S),Vau.

Suponha que o = 0. Mostremos que Zy(S) é fechado para intersec¢oes enumeraveis. O
resultado para C'Zy(S) seguird do resultado para Zy(S), tomando-se complementos.

Seja (An)ns=0 C Zo(9), entdo para cada n > 0, existe f,, € C(9) tal que A, = f,1({0}).
Note que podemos tomar 0 < f,, < 1, ja que:

fec(s)=IfleC(S) e f{0}) =IfI7'{0}) e f € C(S) = g = mim(f,1) € C(S5) e
7o) = g7 ({o}h).

Definamos h =y 7, g—z Note que essa série é uniformemente convergente, logo h € C(5).

Além disso, temos que:
[e.e] o0
~1 ~1
WY = () £ 10 = (1) Ane
n=1 n=1
Portanto, Zy(S) é fechado para intersecgoes enumerdveis. Como dito anteriormente, isso
implica que CZy(S) é fechado para unides enumeraveis.

Suponha « > 0, ent@o o resultado segue das defini¢oes de Z,(S) e CZ,(5).

(6) Note que para qualquer a que mostrarmos que Z,(.S) é fechado para unioes finitas, tomando
complementos, teremos que C'Z,(S) é fechada para intersecgoes finitas.
Suponha o = 0. Considere {Aj,...,A,} C Zp(5). Cada A; = fjfl(O), para alguma
fi €C(9).
Definamos f = f1--- fn € C(S). E facil ver que A = Uj_1 45 = f7(0). O que implica que
A€ Zy(S).

Suponhamos que o > 0
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Considere {A,...,A,} C Z,(S). Podemos escrever que A; = (\cnAjk, onde Aj, €

CZu;, (S), com ayy, < a. Assim:

U4i=
j=1

Fixado k € N, seja aj, = maz(ag;,j =1,...,n) < a. Assim Aj, € CZ,, (5),j=1,...,n.

(ﬂ Aji) = m(U Ajik)-

1 keN keEN j=1

n

J

No item (5) vimos que C'Zq, () é fechado para unides finitas, logo Uj_; Aji € CZq, (S5).

Portanto Jj_; 4; € Za(5).

(7) Segue das definigbes de Z,(S), CZ,(S) e dos itens (5) e (6).
O

Definigao 5.1.9. Os conjuntos de Baire de S sao os elementos pertencentes a o-dlgebra gerada
pelos zero sets de S.

Denotaremos essa o-dlgebra por B(.5).

A préxima proposicido nos diz como descrever a o-algebra dos conjuntos de Baire em funcéo

das classes ambiguas, descritas na Definicao 5.1.7.
Proposicao 5.1.10. Valem:

(1) A (9) = Up<w, As(5);

(2) Aui(S) = B(5);

(3) Aa(S) = B(5), Vo > wr.

Demonstracio. (1) E claro que Up<w, 48(S) C Ay, (S). Vamos mostrar a outra inclusao.
Seja A € Ay, (S). Entao, A = (,cy
A € Z,(8). Além disso, A = |J,eyBn onde cada B, € Zg,(S) e 8, < w1, pois
A e CZ,,(S). Definamos:

A, onde cada A, € CZ,, (S) e a, < wy, pois

Qg = sup o, < wi
neN
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Bo = sup B, < wi.
neN

Temos que A, € CZ,,(S5) e B, € Zy,(S), para todo n € N. Logo, A € Zy,+1(S5) e
A e CZgy+1(5). Seja v =sup{ag + 1,50 + 1} < wi. Temos que A € A, (S).

(2) E claro que A, (S) C B(S), pois os elementos de A, (S) sdo obtidos do zero sets de S
através de operagoes para as quais B(.S) é fechado. Mostremos que B(S) C Ay, (S). Nossa
estratégia serd mostrar que Zp(S) C Ay, (S) e que Ay, (S) é o-dlgebra. Pela definicao de
B(5), isso implicard que B(S) C Ay, (S).

Zp(S) C Ay, (S)

Note que Zp(S) C Ai(S). No item (1), mostramos que A;(S) C Ay, (S). Portanto
Zp(S) C Au, (S).

Ay, (S) é o-algebra

(i) E claro que 0 € Ay, (9);

(ii) Seja A € A, (S). Pelo item (1), A € Ag(S) com B < wi. Logo AY € Ag(S9).
Novamente, o item (1) nos diz que A¢ € A, (S);

(iii) Seja (An)n C Au, (S). Cada A, € Ay, (S). Seja v = sup,,cy o, < wi.
Assim, A, € A,(S5),Vn € N. Portanto, temos que A, € Z,(S). O que implica que

A=U,enAn € CZ,1(S). Dessa forma, A € Ay y2(S). Como v+ 2 < wy, temos que
Ae A, (s).

(3) E corolério imediato do item (2).

O Teorema 5.1.13 caracteriza as fungoes limitadas Baire-mensuréveis.

Definicao 5.1.11. Seja X um conjunto e 3 uma dlgebra de subconjuntos de X. Definimos:

B(X,X) =span{Cg : E € E}H'Hm C loo(X),
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onde loo(X) ={f : X = R tal que f é limitada}.

Lema 5.1.12. Sejam (X,X) um espaco mensurdvel e f, : X — R, com cada f, X-mensurdvel.
Suponha que a sequéncia (fn)nen seja pontualmente convergente e seu limite pontual seja f.

Entao f € YX-mensurdvel.
Demonstragao. Sugerimos [31], pagina 14. O

Teorema 5.1.13. Sejam S um espago topoldgico e B(S) a o-dlgebra dos conjuntos de Baire de
S.
Entao B(S,B(S)) ={f:S = R: f € limitada e Baire-mensurdvel}.

Demonstragdo. De acordo com a Definicao 5.1.11, temos que:

B(S,%B(S)) = span{Cr : E€ B(S)]™ c 1..(5).

Mostremos que B(S,B(S)) C {f:S — R: f é limitada e Baire-mensuravel}.

Seja f € B(S,B(5)), existe sequéncia (fn)neny C span{Cg : E € B(S)} convergindo
uniformemente para f. Note que cada f, é Baire mensuravel.

Portanto, o Lema 5.1.12 garante que f é Baire mensuravel. Assim, estabelecemos a inclusao.

Agora, mostremos que {f : S — R : f é limitada e Baire-mensuréavel} C B(S,B(S5)).

Seja f : S — R, fungado limitada e Baire mensuravel.

Fixado n > 0, como f ¢ limitada, existem reais a; < az < ... < ag, tais que aj41 —a; < %,j =
1,...,k—1e f(S) C (a1, ax)-

Definamos A; = f~'([aj,aj41)),j = 1,...,k. Como f é Baire mensurdvel, temos que
A;j e B(S),j =1,...,k—1. Além disso, da defini¢do dos A;, vem que 4; N A; = D sei # j
e S = Uf;ll Aj. Se Aj # 0, tome z; € Aj.

Definamos g, = Zf;ll @;.Ca;, onde aj = f(z;) se Aj # 0 e aj = 0se Aj = (). Note que
gn € span{Cg : E € B(9)}.

Mostremos que ||f — gnlloo < 2.



B,,,(I) E B4(I) NAO ISOMORFOS E NAO COMPLEMENTAGAO DE B, (I) EM Bg([) 106

Seja s € S, existe tnico j tal que s € A;. Entao:

S |-

1£(8) = gn(s)| = [f(s) = f(z))] < ajp1 —a; <

Como a equagao acima vale para todo s € S, temos que ||f — gn||oo <

S|=

Como n foi tomado arbitrariamente, mostramos que a sequéncia (gn), C span{Cpg : E € B(S)}
converge uniformemente para f em S. Portanto, f € B(S,B(S5)).

Estabelecemos assim a outra inclusao. O

O proximo teorema é fundamental para nosso estudo. Ele estabelece uma relagdo entre os

conjuntos de Baire de um espaco topoldgico S e as classes de Baire de fungoes sobre S.
Teorema 5.1.14. (Teorema de Lebesgue-Hausdorff generalizado) Seja 1 < « ordinal.

(1) Se « € ordinal finito, entao By (S) = B(S, Ax(S5));

(2) Se « € ordinal infinito, entao Bo(S) = B(S, Aat+1(S5)).
Demonstragao. Veja Apéndice A, Corolario A.26. O

Corolario 5.1.15. Vale que By, (S) = B(S,B(S)). Ou seja, B, (S)={f:S = R: f € limitada

e Baire-mensurdvel}.

Demonstragao. De acordo com o Teorema 5.1.14, temos que By, (S) = B(S, Ay, +1(5)).
Mas, a Proposigao 5.1.10(3) nos diz que A,,1+1(S) = B(S).

A segunda parte do enunciado segue do Teorema 5.1.13. O

Nesse capitulo, precisaremos generalizar alguns resultados do Capitulo 1 para &lgebras de

funcgoes mais gerais que as classes de Baire discutidas até aqui.

Definicao 5.1.16. Sejam S um espaco topoldgico e 2 uma dlgebra de subconjuntos de S. Considere
B(S,X) Clx(S), descrito na Definigao 5.1.11.
E fécil ver que (B(S,%),]|]-llcc), dotada das operagées ponto a ponto é uma dlgebra de Banach

comutativa. Definamos:
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Sy, = {z* € B(S,X)* : x* € multiplicativo}.

Estamos usando funcional linear multiplicativo de acordo com a Defini¢ao 1.2.1.

Teorema 5.1.17. Sy, dotado da topologia w* de B(S,X)* € espaco topoldgico compacto e
Hausdorff.

Demonstracgao. E consequéncia do Teorema 1.2.7 e do fato da topologia w* ser Hausdorff. ]

Teorema 5.1.18. Sejam S um espaco topoldgico e X uma dlgebra de subconjuntos de S.
Consideremos a fung¢ao x : B(S,%) — C(Sy), definida como x(f)(w) = w(f),Vw € Sy, Vf €
B(S,3).

Entao x € isomorfismo isométrico entre as dlgebras de Banach (B(S,%),]|.|l«) €

(C(5%), []-llss)-
Denotaremos, ao longo desse capitulo, x(f) por J?,Vf € B(S,Y).

Demonstragdo. A demonstracao desse teorema, segue o mesmo roteiro desenvolvido na Segao 3 do
Capitulo 1, quando mostramos que By (I) e C(£),) eram isometricamente isomorfas como &élgebras

de Banach. O

Teorema 5.1.19. Sejam S um espago topoldgico e ¥ dlgebra de subconjuntos de S. Consideremos

a fungdo T : S — Sy, definida como 7(s)(f) = f(s),Vs € S, f € B(S,%). Entdo:
(1) 7(S) € denso em Syx;

(2) Seja €(Sy) a dlgebra de Boole dos aberto-fechados de Sx;. Consideremos a fungdo ¢ : ¥ —
¢(Sy) definida como Y(E) = 7(F),VE € X.

Entao ¢ € isomorfismo booleano.
Demonstragao. (1) Mostra-se de forma andloga 4 Proposic¢ao 1.5.9;

(2) Mostra-se de forma andloga a Proposicao 4.8. Para generalizar o Lema 1.5.13, usamos a

Defini¢ao 5.3.5 e o Lema 5.3.6.
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Observacao 5.1.20. Pode-se mostrar que (Sx,w*) € totalmente desconexo. Portanto, os

Teoremas 5.1.17 e 5.1.19(2) nos dizem que Sy, é um espaco de Stone da dlgebra de Boole X.

O proximo teorema nos mostra que no caso de espagos métricos, as classes de borelianos e
conjuntos de Baire coincidem. Isso nos permitird no Apéndice A, estabelecer como coroldrio do
Teorema de Lebesgue-Hausdorff generalizado o Teorema de Lebesgue-Hausdorff para as classes de

Baire sobre 1.
Teorema 5.1.21. Seja M um espaco métrico. Fizado ordinal o, valem:
(1) Se a € par, entio Zo(M) = Fo(M) e CZy(M) = Go(M);
(2) Se a € impar, entao Zo(M) = Go(M) e CZy(M) = Fo(M).
Ou seja, as classes aditivas e multiplicativas coincidem para os borelianos e os conjuntos de Baire.

Demonstracao. Faremos indugao em «. Note que para cada «, ao mostrarmos a afirmacao para
Zo(95), tomando complementos, teremos que a afirmacao para CZ,(S) também é verdadeira.

Entao, vamos mostrar a afirmagao para Z,(S).

(i) o = 0. Mostremos que Zo(M) = Fo(M). E claro que Zo(M) C Fo(M). Vejamos que vale a
outra inclusao.
Seja A € Fy(M), entdao A é um fechado de M. Consideremos a fungao f : M — R, definida
como f(z) = d(z,A),Vz € M. Onde d(z, M) denota a distancia de x ao conjunto M.
Sabemos que f € C(M). Do fato de A ser fechado segue que f~1(0) = A. Portanto, temos
que A € Zy(M). Assim, Fo(M) C Zo(M).

(ii) Seja 0 < . Suponha que seja verdadeira a afirmagao para todo ordinal 0 < 8 < «. Mostremos
que vale para a.
(Caso 1) « é par. Queremos mostrar que Zo(M) = F,(M).

Vejamos que Fio(M) C Zo(M). Seja A € Fpo(M), entdo A = (), ey An, onde A, € Fy, (M)

e a, < a,vn € N. Como « é par, “podemos supor que todos os «,, sao impares.



B,,,(I) E B4(I) NAO ISOMORFOS E NAO COMPLEMENTAGAO DE B, (I) EM Bg([) 109

Logo, pela hipétese de indugao, temos que A, € CZ,, (M),¥n € N. Da definicao de Z, (M)
segue que A € Z,(M).

Agora, mostremos que Zo(M) C Fo(M). Seja A € Z,(M), entao A = [,y An, onde
A, € CZ,, (M) e ap < a,Yn € N. Como « é par, podemos supor que todos os «, sao

impares.

Logo, pela hipétese de indugao, temos que A, € F,, (M),¥n € N. Da definicao de F, (M)
segue que A € F,,(M).

(Caso 2) a é impar. A demonstracao é andloga a do Caso 1.

Corolario 5.1.22. B, (I)={f: I = R: f € limitada e Borel-mensurdvel}.

Demonstragdo. A Proposigao 1.4.6 nos diz que Bor =

que %(I) = Ua<w1 AO‘(I)

Dessa forma, como I é espago métrico, segue do Teorema 5.1.21 que Bor = B(I). Logo, temos

a<w, Ga- Ja a Proposi¢ao 5.1.10 nos diz

que:
{f:I—R: félimitada e Borel-mensurdvel} = {f : I — R : f é limitada e Baire-mensurdvel}.
Portanto, segue do Coroldrio 5.1.15 que By, (I) = {f : I — R : f é limitada e Borel-

mensuravel}. O

5.2 Espacos Baire-complementados

Nessa se¢ao, vamos definir o primeiro espaco de Baire de um espaco de Banach.

Em [27], McWilliams mostrou que se X é espago de Banach, entao seu primeiro espaco de Baire
é um subespaco fechado na norma de X™**, portanto um espaco de Banach.

Vamos definir a propriedade de um espago de Banach ser Baire-complementado e mostrar que
essa propriedade é um invariante isomoérfico. Além disso, veremos que o primeiro espaco de Baire

de C(S), para S compacto Hausdorff, é isométrico a Bi(S5).
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Definigao 5.2.1. Seja X um espaco de Banach. Definimos:

Xy = {z* € X** : existe (xvp)n C X com (J(zp))n convergente para x** na topologia w* de
X**}, onde J é a imersao isométrica descrita na Definicao 1.1.18. X1 € chamado de primeiro
espaco de Baire para X.

Dizemos que X € Baire-complementado se, e somente se, J(X) é subespago complementado de

X;.
Agora, vamos mostrar que ser Baire-complementado é um invariante isomorfico.

Proposicao 5.2.2. Sejam X e Y espacos de Banach isomorfos. Suponha que X seja Baire-

complementado, entdo Y € Baire-complementado.

Demonstragao. Denotaremos as imersoes canoénicas de X em X** e de Y em Y™** por Jx e Jy,
respectivamente.

Seja T': X — Y um isomorfismo entre X e Y.

Entao, temos que:

T YY" > X el X 5 Y™

sao isomorfismos, de acordo com a Proposicao 3.3.9.

Mostremos que a restricao de T™* a X7 é um isomorfismo entre X; e Y;. Para isso, basta
mostrarmos que 77*(X;) C Y] e que todo elemeto de Y] é igual a T** aplicado num elemento de
Xi.

(i) T**(X1) C Y1. Seja ™ € X, entao existe sequéncia (x,), C X tal que:

JIx (z,) 5 2**. (5.1)

Mostremos que:

Ty (Tz,) S T (2*),
o que vai implicar que T%*(z**) € Y.

Seja ¢ € Y*. Note que p o T € X*. Da equagao (5.1) segue que:

lim Jx (2n)(p 0 T) = 2™ (poT)
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Assim:

lim o T (x,) =2 (poT).

n—oo

Portanto,

lim Jy (T (zn))(p) = T (2%)(p).

n—oo

Como isso vale para todo ¢ € Y™, temos que:

Jy (Tan) % T ().

(ii) Seja y** € Y7, como T** é sobrejetora, existe z** € X** tal que y** = T**(2**). Mostremos

que z** € X;.

Como y** € Y7, existe sequéncia (y,), C Y tal que:

*

JY(yn) = Y

*k

Da sobrejetividade de T, segue que podemos escrever y,, = T'(xy,),Vn € N.

Assim, para toda ¢ € Y*, temos que:

lim Jy (Tzn) () =y ().

n—o0

Usando a definicdo de adjunta, ficamos com:

lim T*(p)(zn) = 2™ (T* ().

n—0o0

T* é sobrejetora, entao dada 1) € X*, existe ¢ € Y* tal que ¢ = T*(¢). Logo:

lim () = ™ () = lim Ty (2a) (8) = 2™ ().

n—o0 n—oo

Como ¢ € X* foi tomado arbitrariamente, temos que:

*

JIx (zn) Yz

koK

Isso mostra que que z** € X;.
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Por hipétese, X é Baire-complementado, entao existe P : X; — Jx(X) projecao linear continua.
Além disso, notemos que Q = Jy o T o Ji' : Jx(X) — Jy(Y) é isomorfismo.
E facil ver que Pl = Qo P o (T*)~!: Y] — Jy(Y) é projecio linear continua sobre Jy (V).

Portanto, Y é Baire-complementado. O

Na préxima proposigao, identificaremos C(S); com Bj(S). Para isso, precisaremos de um

resultado, o Teorema da convergéncia dominada de Lebesgue.

Lema 5.2.3. (Teorema da convergéncia dominada de Lebesgue) Sejam S um compacto
Hausdorff, p € M(S) e (fn)n sequéncia de funcées de S em R, com cada f,, Borel-mensurdvel e
integrdvel com respeito a .

Suponha que (fn)n seja pontualmente convergente para uma funcao f em S e que exista

g: S — R, integrdvel com respeito a p tal que:

[fn(s)] < lg(s)];

para todo s € S en € N,

Entao f € integravel com respeito a u e vale:
lim [ fodp= / fdu.

Demonstragao. Para a demonstragao do lema no caso em que u é medida positiva, veja [31], pagina
26.

Para o caso geral, use o Teorema da decomposicao de Hahn, [31], pagina 127. O

Proposicao 5.2.4. Seja S um compact Hausdorff. Entiao C(S); € linearmente isométrico a B1(S).

Portanto, C(S) € Baire-complementado se, e somente se, C(S) é complementado em B1(S).

Demonstragio. Definamos u : Bi(S) — C(S)1, da seguinte forma u(f)(u) = [q fdu,Vf €
Bi(S), n € C(9)".

Mostremos que u € isometria linear.
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Inicialmente mostremos que u estd bem definida, ou seja, que u(f) € C(S);. Fixado f € By(S),
existe sequéncia (fy,), C C(S) uniformemente limitada convergindo pontualmente para f em S,

de acordo com o Teorema 5.1.4(4).
(1) u(f)(n) € R,Vu € C(S)*. Do Lema 5.2.3 segue que:
Jim ; fndp = /Sfdu-
Logo, u(f)(1) € R.
(2) u(f) é linear. Segue de uma simples verificagao.

(3) u(f) é continua. Seja u € C(S)* com ||u|| <1, calculemos:

um) = id,u d,M .
IOTtELIltO? Hu(f)H S ||f’|00

(4) Dos itens (1),(2) e (3) concluimos que u(f) € C(S)**. Agora, vamos mostrar que u(f) €
C(S)1. Mostremos que:

Jes)(fn) = u(f).
No item (1), vimos que:
lim [ fodp= / fdu.
O que implica que:

lim Jo(s) (fn) (1) = u(f)(1).

n—oo

Como isso vale para todo u € C(S)*, temos que:

Jos)(fn) B u(f).

Logo, u(f) € C(9):.
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Com o feito acima, estabelecemos que u estd bem definida.

A linearidade de u segue de uma simples verificacao.

Mostremos que ||u(f)|| = ||f]loo, V.f € B1(S). No item (3) acima, mostramos que ||u(f)|| <
|| flloo- Vamos mostrar que ||u(f)|| > ||f||co, concluindo assim a igualdade.

Fixado f € Bi(S5), existe sequéncia (f,), C C(S) uniformemente limitada convergindo
pontualmente para f em S. Seja ps € C(S)* definido como ¢s(g) = ¢g(s),Vg € C(S). Usando
o fato, mostrado em (4), ou seja:

Jogs)(fa) 2 u(f),

concluimos que f(s) = u(f)(ps),Vs € S. Logo:

[F(s)] = [ul)(@s)] < [fulHI]-Nesll < [JulHI],

para todo s € S. A tltima desigualdade vale pois ||ps|| = 1,V¥s € S. Portanto, ||f|lec < [[u(f)]]-
Do feito acima, segue também que u é injetora.
Agora, mostremos que u é sobrejetora. Seja x € C(S);. Existe sequencia (f,), C C(S5) tal
que:
Joes)(fa) S . (5.2)
Logo, (Je(s)(fn))n ¢ sequéncia uniformemente limitada. Como Jg gy preserva norma, temos que
(fn)n € sequéncia uniformemente limitada em C(S5).

Fixado s € S, consideremos s € C(S)*. Usando a equagao (5.2), ficamos com:

lim JC(S)(fn)(‘ps) = z(ps) = nh—>Holo fn(8) = z(ps).

n—oo

Consideremos a funcao 7 : S — C(5)* definida como 7(s) = ¢s. Assim, podemos escrever que:

nh_{glo fn(s) =z o7(s).

Como (fn)n C C(S) e (fn)n é uniformemente limitada, temos que z o 7 € By(S5).
Mostremos que u(z o 7) = x, 0 que vai estabelecer a sobrejetividade de u. Seja p € C(S)*.
Entéo, u(z o 7)(n) = [gx o 7dp. Como (fn)n converge pontualmente para z o7 em S e (fp)n ¢

uniformemente limitada, o Lema 5.2.3 nos diz que |, g Jndp Y f g T oTdp.
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Mas, a equacdo (5.2) nos diz que u(f,)(p) = x(u). Logo, Js fndp X 2(u). Da unicidade do
limite, segue que x(u) = u(xo7)(n). Como isso vale para todo u € C(S)*, temos que x = u(xoT).

Como discutido anteriormente, isso mostra a sobrejetividade de w.

Portanto, concluimos que C(S); e B1(S) sdo isométricos.

Agora, mostremos que C'(S) é Baire complemmentado se, e somente se, C'(S) é complementado
em Bi(5).

Suponha que C(S) seja Baire-complementado. Entdo, existe P : C(S)1 — Jog)(C(5))
projegao linear continua. Consideremos a fungdo R = JE(IS) oPowu: Bi(S) — C(S). Vamos
mostrar que R é projecao linear continua. E claro que R é linear e continua, pois é composicao de
fungoes lineares e continuas.

Para concluirmos nosso resultado, basta mostrarmos que R(f) = f para toda f € C(S).
Equivalentemente, basta mostrarmos que P(u(f)) = Jo(s)(f),Vf € C(5).

Notemos que

u(f) () = /S fdi = Jegs) () (), ¥ € C(S)*.

Logo, u(f) = Jo(s)(f). Assim, temos que u(f) € Jo(s)(C(S)), o que implica que:

Pu(f)) = ulf) = Jows) (£), V] € C(S).

Dessa forma, temos que C(S) é complementado em By (S).

A demonstracao da reciproca é anéloga. O

5.3 B,,(I) é Baire-complementado

Nessa sec¢@o, mostraremos que By, (I) é Baire-complementado.

Faremos isso, mostrando que €2, é basicamente desconexo (Teorema 5.3.4) e que se um espago
topolégico é compacto Hausdorff e basicamente desconexo, entao C(S) é Baire-complementado
(Teorema 5.3.24).

Esses dois fatos nos permitirao mostrar a Baire complementacao de By, (I).
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Definigao 5.3.1. Seja S um espaco topologico. Dizemos que S é basicamente desconexo se, e
somente se, o fecho de todo cozero set de S € aberto. Se S € normal, isso € equivalente a dizer que
o fecho de todo F, aberto € aberto. Pois, num espaco normal, os cozero sets coincidem com os Fy

abertos.

Nossa demonstracao de que 2, é basicamente desconexo se baseara no fato de que a algebra
de Boole dos aberto-fechados de €2, , denotada por K“*, é o-completa. Fato que mostraremos no

préximo lema.

Definigao 5.3.2. Seja (B, =) uma dlgebra de Boole. Dizemos que B € o-completa se, e somente

se, para toda sequéncia (Ay )y C B, existir em B o supremo dessa sequéncia, que denotaremos por

VA,.
Lema 5.3.3. A dlgebra de Boole K“* € o-completa.

Demonstragdo. De acordo com a Proposicao 4.8 as algebras de Boole K,,, e K“! sao isomorfas
(como &algebras de Boole). Na Secao 1 desse capitulo, vimos que K,,, = A,,+1(]) = B(I).

Portanto K,,, é uma o-algebra. Suponha que ¢ : K, - K“' seja um isomorfismo booleano.

Seja {A, : n € N} C K“!. Para cada n, definamos B,, = ¢~ }(4,) € K,,.

Como K., é o-dlgebra, temos que |J,,cy Bn € Ku,. Logo o(U,cn Bn) € K.

Mostremos que (| J,,cyy Brn) € 0 supremo de {A, : n € N} em K.

Como B,, = ¢ !(Ay,), temos que ¢~ *(A,) C U, ey Bn- Por ser homomorfismo booleano, ¢
preserva inclusao. Logo, A, C ¢(U,cny Bn)- Assim o({,, ey Bn) € cota superior de {A,, : n € N}.

Suponha que C € K“! seja tal que 4, C C,Vn € N. Entao B, = ¢ '(4,) C ¢ 1(C),Vn € N.
Portanto, |,y Bn C ¢ 1(C).

Aplicando ¢, ficamos com ¢ (|, Bn) C C.

Com o feito acima, mostramos que ¢(|J,,cry Bn) € o supremo de {4, : n € N}.

Portanto, K% é algebra de Boole o-completa. O

Teorema 5.3.4. O espaco (2, w*) € compacto Hausdorff e basicamente deconezo.
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Demonstragao. No Capitulo 1, mostramos que (€, , w*) é compacto Hausdorff e zero dimensional.
Vamos mostrar que ele é basicamente desconexo.

Seja F' um F;, aberto de €, . Podemos escrever F' = F,,, onde cada F}, é fechado de €, .

neN
Como 2, é compacto, temos que cada F}, é compacto. Portanto, da compacidade de cada F;, e
do fato de €),, ser zero dimensional segue que podemos escrever F' = |J, Cn, onde cada C,, é
aberto-fechado de €.

De acordo com o Lema 5.3.3, temos que K“!' é o-completa. Portanto, existe VC,, € K“!.

Seja B = V(). Mostremos que B = m, o que vai implicar que F = m é aberto,
ja que B é aberto-fechado.

Note que C,, C B,Vn € N, entao (J,,cy Crn C B. Como B ¢ fechado, temos que m C B.

Suponha, por absurdo, que B — m # (. Portanto, B — m é aberto nao
vazio. Do fato de €, ser zero dimensional, segue que existe Q aberto-fechado nao vazio com
Q C B —U, ey Cn-

Facilmente, mostra-se que:

UCncB—Q.

neN
Assim, C,, C B — @ para todo n € N. Além disso, B — @ é aberto-fechado e B — @ é estritamente

menor que B.

Mas, isso é uma contradigao, ja que B é o supremo de {C,, : n € N} em K“'. A contradi¢ao
surgiu pois supusemos que B — m # (). Portanto, temos que B = m.

Como discutido anteriormente, isso mostra que F é aberto. Portanto €, é basicamente

desconexo. ]

Agora, vamos trabalhar para mostrar o Teorema 5.3.24, que diz que se um espaco topoldgico
compacto e Hausdorff é basicamente desconexo, entao C'(S) é Baire-complementado. Esse teorema
é devido a F. Dashiell [5], sendo profundo e de demonstracio extensa. Assim, o restante dessa
secao serd dedicado ao desenvolvimento de conceitos e resultados que nos permitirao concluir o

Teorema 5.3.24.
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Nosso primeiro objetivo é caracterizar as algebras de subconjuntos 3, de S compacto Hausdorff,
tais que:

C(S) c B(S,Y).

Isso sera feito no Lema 5.3.8.
Para isso, precisamos introduzir o conceito de mensurabilidade de func¢oes com respeito a uma
algebra de subconjuntos de um conjunto, assim como o conceito de base de vizinhancas para um

espaco topolégico.

Definigao 5.3.5. Sejam X um conjunto e ¥ uma dlgebra de subconjuntos de X. Dizemos que uma

funcdo simples f: X — R é S-mensurdvel se, e somente se, f~1(A) € ¥ para todo A C R.

O préximo lema nos fala sobre a mensurabilidade de fungoes caracteristicas. Sua demonstragao

nao apresenta dificuldades, portanto serd omitida.

Lema 5.3.6. Seguindo a notacdo da Defini¢ao 5.3.5, temos:
(1) Se E € 3, entao Cg é X-mensurdvel;
(2) Toda combinagao linear finita de fungdes simples S-mensurdveis € S-mensurdvel;
(3) Cada fungao pertencente a span{Cg : E € ¥} é X-mensurdvel.

Definigcao 5.3.7. Seja S um espaco topoldgico. Uma base de vizinhancas para S € uma familia §
de subconjuntos de S, tal que se U é um aberto de S e s € U, entdao existe E € § com s € int(E)

ek CU.

Lema 5.3.8. Sejam S um compacto Hausdorff e ¥ dlgebra de subconjuntos de S.

Sdo equivalentes:
(1) C(S) C B(S,%).

(2) ¥ contém uma base de vizinhangas para S.
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(3) Quaisquer dois subconjuntos fechados e disjuntos de S estdo contidos em elementos disjuntos

de Y.

Demonstragao. (3) = (1) Seja f € C(S). Dado € > 0, existem ap < a1 < ... < a, tais que

f(S) C [ag,an] e a; —ai—1 < €,i=1,...,n.

Definamos:

Ag =
A, =8S.
Para 1 < i < n, os conjuntos {s € S : f(s) < a;} e {s € S: f(s) > a;4+1} s@o fechados
disjuntos de S. Por (3), temos que existem A;, B; € ¥ tais que A; N B; =0 e:
{se€S: f(s) <a;} C A
{s€S5:f(s) 2 aiy1} C Bi.
Logo, Ain{s e S: f(s) > a1} =0.
Definamos:
n
ge= ai.Caa,_,.
i=1
Como cada A; € ¥ e X é dlgebra de subconjuntos de S, temos que g € span{Cg : E € X}.
Mostremos que ||f — ge||oo < €.
Seja s € S, existe 0 <i < n—1 tal que a; < f(s) < a;+1. Temos as seguintes possibilidades:
Caso 1 a; < f(s) < aiy1. Entdo, s€ Ajsej>i+1les¢ Ajsej<i.
Portanto, ficamos com:
£ (s) = ge(s)| = |f(s) = aiga| = aiy1 — f(s) <aip1 —a; <e

Caso 2 f(s) =a;. Entao, s€ Ajsej>ies¢ Ajsej<i—1L1.
Portanto, ficamos com:

1£(s) — ge(s)| =0 < e.
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Caso 3 f(s) =a;4+1. Entdo, s€ Ajse j> A1 es¢ Ajsej<i.
Portanto, ficamos com:
[f(s) = ge(s)| =0 <e.
Como s € S foi tomado arbitrariamente, temos que ||f — gelloo < €.

Como € > 0 também foi arbitrario, temos que f € B(S,X). Logo, vale (1).

(1) = (3) Sejam Fy, Fy C S dois fechados disjuntos.

Como S é compacto Hausdorff, a Proposicao 1.5.4 nos diz que S é normal. Entao, pelo Lema
de Urysohn, existe f € C(S) tal que f(Fp) =0, f(F1) =1e0 < f < 1. De (1), segue que
f e B(S.Y).

Logo, existe g € span{Cpg : E € ¥} tal que:

1
lg = flleo < 5- (5.3)

Note que o Lema 5.3.6 nos diz que g é X-mensuravel.

Definamos A = g_l(—oo,%) € X, ja que g é Y-mensurdvel. Mostremos que Fy C A e
Fy € AY. Isso estabelecera (3), ja que A € ¥ e A, AY sdo disjuntos.

Vejamos que Fy C A. Seja s € Fy, entao f(s) = 0. Da equagao (5.3) vem que:
1
5 > llg = fllo 2 lg(s) = £(s)| = lg(s)]-

Portanto, g(s) < 3. Assim, s € A.

Agora, mostremos que Fy C A®. Seja s € Fy, entdao f(s) = 1. Da equacao (5.3) vem que:

1

l9(s) — 1 < 5.

Suponha, por absurdo, que s € A. Entao g(s) < % Temos duas possibilidades:
Caso 1 0 < g(s) < 5. Assim:
1
l9(s) = f(s)] =lg(s) =1 =1—g(s) > 5.

Mas, isso contradiz a equagao (5.3). Portanto, esse caso nao é possivel.
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Caso 2 g(s) < 0. Assim:

9(5) — £(5)| =lg(s) ~ 1] > 1> 7.

O que contradiz a equacao (5.3). Portanto, esse caso também nao é possivel.
Dessa forma, concluimos que s € A®. Como discutido anteriormente, isso mostra (3).

(2) = (3) Sejam Fy, Fy C S fechados disjuntos. Como S é normal, existem abertos U e W

disjuntos de S, tais que fyp C U e F; C W.

Seja s € Fy, entao s € W. Como vale (2), existe Es € ¥ tal que s € int(Es) e Es C W.

Dessa forma, temos que:

P c | int(Ey).
seF]

Do fato de S ser compacto e Fy fechado, segue que F; é compacto. Portanto, F} admite
subcobertura finita. Podemos escrever:

n n

P oc | Jint(Ey) c | JE cW.

Jj=1 Jj=1
Note que U?Zl E; € X, ja que cada E; € ¥ e X é dlgebra de subconjuntos de S.
Dessa forma, obtivemos um elemento de ¥ que contém F; e estd contido em W.
Analogamente, podemos obter um elemento de Y que contém Fy e estd contido em U.

Como U NW = (), estabelecemos (3).

(3) = (2) Como S é compacto Hausdorff, da Proposigao 1.5.8 segue que S é regular.

Sejam U C S aberto e s € U, como S é regular, a Proposicao 1.5.7 nos diz que existe V C S

aberto tal que s€ VeV CU.

Logo V e UY sdo fechados disjuntos de S. Por (3) existem A,B € ¥ com ANB=0,V C A
e UY c B. Portanto, temos que A C U e s € V, onde V é aberto contido em A. Assim,

s € int(A).

Isso mostra (2).
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A préxima proposicdo nos permite caracterizar Bj(S) com respeito a uma &dlgebra de

subconjuntos de S especial. Ela serd usada na demonstracao de (2) = (3) do Teorema 5.3.24.

Proposicao 5.3.9. Sejam S espago normal e ¥ = {B C S : B € F;(S)NGs(S)}. Note que ¥ é
dlgebra de subconjuntos de S.

Temos que B1(S) = B(S,X).

Demonstragao. De acordo com o Teorema 5.1.14, temos que By (S) = B(S, A1(95)).

Inicialmente, mostremos que B(S,A1(S)) C B(S,X). Para isso, basta mostrarmos que
A (S) C X

Seja A € A1(S). Entao A = (,cy An, com A, € CZy(S5), ja que A € Z1(S). Como todo
elemento de CZy(S) é aberto, temos que A é um G5 de S. Analogamente, por estar em CZ1(S),
temos que A é um F, de S. Isso mostra que A;(S) C 3.

Agora, mostremos que B(S,¥) C Bi(S). Note que se mostrarmos que Cg € B1(S),VE € X,
teremos nosso resultado, pois Bj(S) é subespago vetorial fechado de I (5).

Seja 2 € X, podemos escrever:

E =, ey Fn, onde cada F,, é fechadoe Fy C Fo C ... C F, C ...

e

E =,y Gn, onde cada G, é abertoe G1 D G2 D ... DGy D ...

Notemos que para cada n, F, N Gg = (). Assim, fixado n temos que F,, e Gg sao fechados
disjuntos. Como S é normal, segue do Lema de Urysohn que existe f,, € C(S) tal que f,(F),) =1,
(G =0e0< f, <1

Considere a sequéncia (fy), C C(S). Ela é uniformemente limitada e é ficil ver que ela

converge pontualmente para Cy em S. Portanto, temos que Cg € B1(S). O
O préximo lema serd fundamental na demonstracao de (3) = (5) do Teorema 5.3.24.

Lema 5.3.10. Sejam S um compacto Hausdorff e f : S — R limitada tal que existe (fn)n C C(S5)
sequéncia crescente convergindo pontualmente para f em S.

Entao f € B(S,%), onde ¥ é a dlgebra gerada pelos Fy abertos de S.
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Demonstragao. Como f é limitada, podemos escrever que f(S) C (—M, M), para algum M > 0.
Fixado n € N com n > 0, vamos construir uma fungao g, € span{Cg : E € X} tal que

||f _gn”oo S

Isso mostrard que f € B(S,Y).

. O que vai implicar que a sequéncia (g, ), converge uniformemente em S para f.

Podemos escrever:

—M=rog<r <...<rm, =M,

comrj —71j_1 < %,j =1,....my.

Fixado r € R, consideremos o conjunto:

{zres: f(x)>r}.
Verifica-se facilmente que:
{reSs: flx)>r}= U{xeS:fn(w)>r}.
neN

Como cada f, é continua, temos que {z € S : f,(z) > r} é aberto de S. Além disso, temos que
{r €S: fu(x) >r} é Fy de S, pois é a imagem inversa por uma fungao continua de um F, de R.
Portanto, temos que {x € S: f(x) > r} é F, aberto de S.

Assim, {x € S: f(z) >r} € ¥,Vr e R.

Tomando-se complementos e tendo em vista que ¥ é dlgebra, temos que {x € S': f(z) <r} €
>, Vr e R.

Agora, definamos:

A = {reS:rj< flx) <rjs},

para todo 0 < 57 < m,, — 1. Note que os A;‘ sao disjuntos e pertencem a 3, pois % é dlgebra de
subconjuntos de S e AT ={z € S: f(z) >rj}N{z € S: f(x) <rjp1}
Se A” # (), tomemos 27 € A7,

Definamos:
mp—1

gn = Z O‘?-CA;M
7=0
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onde aff = f(x]) se A} # 0e af = 0, caso contrdrio. Note que g, € span{Cg : E € ¥}.

Seja x € S, existe dnico j tal que x € A7. Assim:
n 1
|f(2) = gn(2)| = |f(2) = f@f)] S rjr =1y <

. . . 1
Como x € S foi arbitrario, temos que ||f — gn|loo < ;-

Como discutido anteriormente, isso estabelece nosso resultado. ]

Para a demosntragao de (3) = (5) no Teorema 5.3.24, também precisaremos entender o que é

um reticulado o-completo. Conceito que introduziremos a seguir.

Definigao 5.3.11. Sejam X um conjunto e L um conjunto de func¢oes definidas em X, tomando
valores em R, dizemos que L é um reticulado de fun¢oes (function lattice) se L € parcialmente
ordenada pela relagio f < g < f(z) < g(x),Yx € X e f,g € L, implica que as fungdes
maz(f, g), min(f,g) € L, onde max(f,g)(z) = maz(f(x),g(x)) e min(f, g)(z) = min(f(z), g(x)).

A demonstracao da préxima proposicao sera omitida, pois nao apresenta dificuldades.

Proposicao 5.3.12. Seja S um espago topoldgico compacto, entiao C(S) C loo(S) € um reticulado

de fungoes.

Definigao 5.3.13. Sejam X um conjunto e L um reticulado de func¢des definidas em X. Dizemos
que L é o-completo se, e somente se, todo subconjunto enumerdvel e limitado superiormente em

L, possui supremo em L.

Proposicao 5.3.14. Sejam S e T dois conjuntos e Ly, Ly reticulados de fun¢ées em S e T,
respectivamente. Suponha que Ly seja subespacgo vetorial de I (S), que Lo seja subespago vetorial
de loo(T), 15 € Ly € 17 € Lo.

Seja w : L1 — Lo operador linear tal que ||ul| =1 e u(lg) = 1. Entdo u(f) > 0 para toda

f >0, ou seja, u preserva a ordem.

Demonstragao. Seja f € L1, com f > 0. Se f =0, entao u(f) = 0.
Suponha que f > 0e f # 0. Entao ||f||cc # 0.
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1
[Flloo "

Consideremos ¢ € R com 0 < € < I Temos que:

I11s — €.flloo < 1.

Portanto:
lu(ls = €. f)lloo < [Jull[Ls = €.flloc = |[15 — €. flloc < 1.
Logo, para todo t € T', temos:

[u(ls)(t) —eu(f)(H)] <1 =1 —eu(f)t)] < 1.

Portanto:

—1<l—-cu(f)(t)<1l=-2<—cu(f)t) <0=2>cu(f)(t)>0.

Como € > 0, temos que u(f)(t) > 0,Vt € T. Assim u(f) > 0.

125

O

A Proposicao 5.3.17 serd usada nas demonstragoes de (1) = (4) e (2) = (3) do Teorema 5.3.24.

Para melhor entendermos essa proposi¢ao, vamos introduzir o conceito de espago F.

Definigao 5.3.15. Um espaco compacto Hausdorff S € dito um espaco F se, e somente se, quaiquer

dois F, abertos e disjuntos de S possuem fechos disjuntos.

O proximo lema relaciona os conceitos de espaco F e basicamente desconexo. Sua demonstragao

sera omitida, pois nao apresenta nenhuma dificuldade.

Lema 5.3.16. Todo compacto Hausdorff basicamente desconexo é um espago F.

Proposigao 5.3.17. Seja S um compacto Hausdorff e basicamente desconexo. Denotemos por

&€(S) a dlgebra dos aberto-fechados de S.
Entao:

O(S) = B(S,¢(S)).

Demonstragdo. Inicialmente, mostremos que B(S,€(S)) C C(9).
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Seja A € €(S), sabemos que C'4 € C(S). Como combinagao linear finita de fungdes continuas
é continua, temos que span{Cg : E € €(S)} C C(S). Além disso, sabemos que o limite uniforme
de funcoes continuas é continuo.

Portanto, B(S,€(S)) C C(9).

Agora, mostremos que C(S) C B(S,€(9)).

Vamos mostrar que a dlgebra €(S) satisfaz a condi¢ao (3) do Lema 5.3.8, o que vai implicar
que C(S) C B(S,€(S5)), de acordo com o Lema 5.3.8.

Sejam Fp, Fy C S fechados e disjuntos. Como S é normal, segundo o Lema de Urysohn, existe
fed(S)tal que f(F1) =0, f(Fs) =1e0< f < 1.

Definamos:

13

Ay = f‘l(i,i).

Como f é continua, temos que A, As sdo abertos. Além disso, R é espago métrico, entdo como
observado na demonstragao da Proposicao 2.5 (5), todo aberto de R é um F,, de R. Da continuidade
de f e do Lema 2.8, segue que A1, As sdo F, de S.

Portanto, A1, As sdo F, abertos disjuntos de S. Como S é compacto Hausdorff basicamente
desconexo, o Lema 5.3.16 garante que S é um espaco F. Dessa forma, temos que Ay N Ay = (.

Além disso, como S ¢é basicamente desconexo, temos que Aj, A; sdo abertos. Logo Ay, Ay €
¢(9).

Dessa forma, A;, Ay sdo dois elementos disjuntos de €(S) tais que F; C Ay e Fy C As.

Como F1y, F foram tomados arbitrariamente, concluimos que €(S) satisfaz a condicao (3) do
Lema 5.3.8. O que implica que C(S) C B(S5,€(9)).

Assim, estabelecemos nosso resultado. O

Agora, desenvolveremos a teoria necessiria para a demonstracao de (1) = (4) do Teorema

5.3.24.
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Definigao 5.3.18. Sejam X um conjunto e A uma dlgebra de subconjuntos de X. Como discutido
no Capitulo 4, temos que A € uma dlgebra de Boole.

Um subconjunto M de A € dito ideal de A se, e somente se, valerem.:
(i) 0 € M;
(ii) C,D e M =CUD e M;
(iii) Ce M eDeA=CnNDeM.

Definigao 5.3.19. Sejam X um conjunto, A uma dlgebra de subconjuntos de X e M ideal de A.

Definimos a sequinte relacdo de equivaléncia em A:
C~D&CAD e M.

Denotamos a classe de equivaléncia de C € A, por [C] e o conjunto de todas as classes de
equivaléncia por %.

E facil ver que % herda de A uma estrutura natural de dlgebra de Boole. Além disso, se
considerarmos © : A — 4, definida como w(C) = [C], teremos que 7 é um homomorfismo

sobrejetor de dlgebras de Boole.
Lema 5.3.20. Seja S um compacto Hausdorff e basicamente desconexo. Consideremos €(S) a
dlgebra dos aberto-fachados de S. Entao existe um homomorfismo de dlgebras de Boole p : B(S) —

€(9), tal que se B € B(S), entdo p(B) € o tunico aberto-fechado de S tal que BAp(B) é magro

em S.

Demonstragdo. Como visto anteriormente, os conjuntos de Baire de S formam uma o-algebra em
S. Portanto s@o uma algebra de Boole de subconjuntos de S. Analogamente, os aberto-fechados
de S formam uma algebra de Boole de subconjuntos de S.

Notemos que €(S) é subdlgebra de Boole de B(S). Para isso, basta observarmos que
€(S) C B(9), ja& que ambas sao dlgebras de Boole de subconjuntos de S.

Definamos M(S) = {M € B(S) : M é magro em S}.
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E fcil ver que MM(S) é um ideal de B(S). Consideremos m o homomorfismo canénico entre

B(S) e % descrito na Definicao 5.3.19.

()’
Como discutido anteriormente, €(.S) é subalgebra de B(S), entao a inclusao i : €(S) — B(S)
¢ um homomorfismo de dlgebras de Boole. Definamos o homomorfismo ¢ : €(S) — %, como

Y =mol.

Mostremos que % é um isomorfismo. Para isso, precisamos mostrar que 1) é bijetora.

(i) ¥ é injetora. Seja A aberto-fechado de S. Suponha que ¥ (A) = [(}], vamos mostrar que A = ().

Como ¥ (A) = [0], temos que AAD € M(S). O que implica que A € M(S). Dessa forma, A

¢ um aberto-fechado magro de S.

Como S é compacto Hausdorff, o Teorema 4.14(4) nos diz que S é um espaco de Baire.

Portanto int(A) = (). Mas A é aberto, entao A = (). Isso mostra que 1 é injetora.

(ii) v é sobrejetora. Para concluirmos a sobrejetividade de 1), basta mostrarmos que dado
B € B(9), existe A € €(9) tal que BAA € M(S). Como todo aberto-fechado é Baire
e diferenca simétrica de conjuntos de Baire é Baire, s6 precisamos garantir que BAA seja

magro.
Definamos R = {AAM : A € €(S) e M é magro em S}.

Vamos mostrar que B(S) C R. Note que se mostrarmos isso, entao teremos estabelecido a
sobrejetividade de . Nossa estratégia serd mostrar que R é o-algebra e que Zy C R, o que

implicard que B(S) C R.

(1) R é algebra de subconjuntos de S.

(a) S = SAQ. Note que S é aberto-fechado e () é magro. Portanto, S € R;

(b) R é fechado para complementos. Seja AAM € R, com A aberto-fechado e M
magro. Note que (AAM)® = A AM. Portanto (AAM)C € R;

(c) R é fechado para unibes finitas. Sejam A;, As aberto-fechados de S e My, M,
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magros de S. Notemos que:
[(AlAMl) U (AQAMQ)]A(Al U AQ) - (Ml U MQ)

Logo [(A1AM;) U (A2AM3)]A(A; U Ay) = M é magro. Portanto, [(A1AM;) U
(AQAMQ)] = (A1 U AQ)AM Assim [(AlAMl) U (AQAMQ)] € R.

Para concluirmos que R é o-dlgebra, falta mostrarmos que R é fechado para unides

enumeraveis.

R é fechado para unioes enumerdaveis. Consideremos (A, AMy)en C R, onde
A, € €(8) e M, é magro de S, para todo n € N. Mostremos que | J,.ny(A,AM,) € R.
Note que:

U (AnaAM,) = [ (A0 = M) UMy = 40)) = | (A = M) U | (M — 40). (5.4)

neN neN neN neN
Por definicao, cada M,, é magro. Como M, — A,, C M,, temos que M,, — A,, é magro,

Vn € N. Assim (J,,cn(Mn — Ap) € magro, portanto pertence a R.

Note que:

U (A = [ An = M) € | M,

meN neN neN
logo U, pen(Am — Upen(An — M,)) é magro de S.

Além disso, é facil ver que:

U@ =M= A= U (Am = | (A4n = Mp)).

neN neN meN neN

Portanto, |J,cn(An — Mp) = U eny An — D, com D € R.

Notemos que UneN A, é um F, aberto de S.

Vejamos que todo F, aberto de S pertence a R. Seja U um F, aberto. Como S é
basicamente desconexo, temos que U é aberto-fechado, portanto U € R.

Além disso, como U é aberto, temos que OU é fechado com interior vazio, portanto
magro. Assim, QU € R. Do fato de R ser dlgebra, segue que (8U)C € R. Agora, basta
observarmos que U = U N (9U)%. Portanto U € R.
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Assim, | J,,cy An € R. Como ja mostramos que R ¢é dlgebra de subconjuntos, temos que
Unen(4n — My) € R.
Acima mostramos que |J,,cn(An — My), Upen(Mn — An) € R. Segue do fato de R ser
algebra e da equagao (5.4) que | J,cn(AnAM,) € R.

(3) Zo(S) C R. Seja A € Zy(9), existe f € C(S) tal que A = f~1(0).
Notemos que:

fse8: f(5)#£0)= JlseS:15)> )

neN
e que cada {s € S : |f(s)| > 1} ¢ fechado. Portanto {s € S : f(s) # 0} é F, de S.

Além disso, {s € S : f(s) # 0} é aberto. Pelo observado anteriormente, temos que
{s € S: f(s) #0} € R, j4 que é F, aberto de S.
Como R é dlgebra e f~1(0) = {s € S : f(s) # 0}“, temos que A € R.

Como discutido anteriormente, isso estabelece a sobrejetividade de ).

Portanto, temos que ¥ é isomorfismo entre algebras de Boole.

Agora, podemos definir 0 homomorfismo desejado entre B(S) e €(S).

Consideremos p = ¢~! o m. Observe que, dado B conjunto de Baire de S, p(B) é o tnico
aberto-fechado de S tal que BAp(B) é magro. Além disso, p é homomorfismo sobrejetor entre

algebras de Boole. O

Para continuarmos nossos estudos para a demonstragao de (1) = (4) do Teorema 5.3.24,
precisamos do conceito de medida finitamente aditiva, que desenvolvermos a seguir.

Considere €2 um conjunto e ¥ uma o-algebra de subconjuntos de 2.

Definigao 5.3.21. Uma medida p finitamente aditiva em % € uma funcao p: % — R tal que:

(i) (@)

0;
(1) Se {A;:j=1,...,n} C ¥ € familia disjunta, entdo p(U;—; Aj) = > °7_; u(4;).

Agora, vamos definir integral com respeito a uma medida finitamente aditiva.
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Definigao 5.3.22. Sejam p uma medida finitamente aditiva em ¥ e f € span{Cg : E € ¥}, com
f=27012.Ca;, onde Q=j_1 A, Aj€X,j=1,....neAiNA; =0 sei#j.

Definimos: .
/fdﬂ =D Nju(4y).
j=1

Note que definimos a integral para fungoes em span{Cg : E € ¥}. No entanto, vamos usar a

integracao de fungoes no fecho de span{Cg : E € ¥}. Faremos isso através do lema abaixo.

Lema 5.3.23. Sejam X espaco normado e Y espaco de Banach. Sejam Z subespaco de X e
T :7Z —Y operador linear continuo.
Entao T admite dnica extensdo linear continua para o fecho de Z, ou seja, existe unica:

T:Z —Y, comT operador linear continuo, estendendo T. Além disso, vale que ||T|| = ||T]|.
Demonstragao. Sugerimos [23], pagina 100. O
Finalmente, estamos prontos para mostrar a Teorema 5.3.24
Teorema 5.3.24. Para um espacgo topolégico compacto e Hausdorff, sdo equivalentes:
(1) S é basicamente desconexo;
(2) C(S) € Baire-complementado em B1(S) por uma proje¢cdo de norma 1;

(3) C(S) € a imagem de uma proje¢ao de norma 1 definida em B(S,X), onde ¥ é a dlgebra
gerada pelos F, abertos de S;

(4) C(S) € a imagem de uma proje¢do multiplicativa de norma 1 definida em By, (S);
(5) C(S) € reticulado de fungoes o-completo.

Demonstragao. (1) = (4) Seja p : B(S) — €(S) o homomorfismo booleano descrito no Lema
5.3.20. Fixado s € S, definamos us : B(S) — R, como us(E) = ds(p(E)),VE € B(S). Onde
ds : p(5) — R, é definida como d5(A) =1, se s € A e §5(A) = 0, caso contrario.

Mostremos que ps € medida finitamente aditiva na o-algebra dos conjuntos de Baire de S.
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(a) Como p é homomorfismo de dlgebras de Boole, temos que:

(b) Seja {A; : j = 1,...,n} C B(S5), familia disjunta. Como p é homomorfismo de

algebras de Boole, temos que {p(A;) : j = 1,...,n} continua sendo familia disjunta e
p(Uj=1 4;) = Uj—, p(4;). Portanto:
/’[/S(U Aj) = 58(p(U AJ)) = 55<U IO(Aj)) = Zés(p<‘4j>)
j=1 j=1 j=1 j=1
Logo,

n

ps(lJ A7) =D ns(4)).
j=1 j=1

De (a) e (b), concluimos que fixado s € S, us é medida finitamente aditiva na o-algebra dos

conjuntos de Baire de S.
Para f € span{Cg : E € B(S)}, definamos [ fdus, como descrito na Defini¢ao 5.3.22.

Fixado s € S, definamos ¢ : span{Cg : E € B(S)} = R, como ¢,(f) = [4 fdus,Vf €
span{Cg : E € B(S)}.

Note que ps(f) € R, pois us sé assume os valores 0 e 1.

Mostremos que g é operador linear continuo. A linearidade de ¢ decorre de uma simples
verificacao. Vejamos sua continuidade. Seja f = Z?:l a;.Cy,, onde A; € B(S), AjNA; =10
se j #ieS=j_ 4;. Entao:

s (D= 1D ajps(A)| = 1Y a;.6s(p(A7))] < maz(|a;]) = || f]|oo-
j=1 Jj=1

Portanto, temos que ||¢s|| < 1.

Assim, de acordo com o Lema 5.3.23, existe unica @, : B(S,B(S5)) — R, extensao linear e

continua de @,. Além disso, temos que ||@,|| = ||¢s|| < 1.
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O Corolario 5.1.15 diz que B, (S) = B(S,B(95)), entdo podemos para cada f € By, (5),
definir ¢y : S — R como v¢(s) = @,(f).

Mostremos que ¢ € C(S5),Vf € By, (S5).
Caso 1 f € span{CE : E € B(95)}.

Suponhamos que f = Z?Zl a;.Ca;, onde A; € B(S),j =1,...,n, AiNA; =0sei#j
e S = U?:l Aj. Dessa forma, como p é homomorfismo de algebras de Boole, temos que

p(S) = S =Uj_; p(4;), sendo que a familia {p(4;) : j = 1,...,n} é disjunta.

Fixemos sg € S. Existe tnico jo € {1,...,n} tal que sg € p(Aj,). Assim, p(Aj,) é vizinhanca

aberta de sg. Se s € p(Aj,), temos que:

7 (s) = r(so)l = | > ajops(Aj) = ajopusy (Ag)]
=1 =1

= 1D aj(us(4) = uso (A = 1Y j(85(p(A))) = 8y (p(A7)))] = 0.
j=1 j=1
Logo, se s € p(Aj,), entao 1s(s) = 1f(so). Como p(Aj)) é vizinhnea de sp, temos que ¢y é
continua em sg.
Isso estabelece a continuidade de ;.

Caso 2 Caso geral. Seja f € B,,(S5), existe sequéncia (f,), C span{Cg : E € B(9)}

convergindo uniformemente em S para f. Fixemos sg € S e € > 0.

Da convergéncia uniforme de (fy,), para f, segue que existe N € N tal que:

Hm—ﬂ@<i (5.5)

Como fn € span{CE : E € B(S)}, no Caso 1 mostramos que 9y, é continua em sg. Logo,

existe V aberto de S com sg € V, tal que:

s €V = [y (s) = vy (s0)] < 5.
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Seja s € V, calculemos:
[y (s) = ty(so)| < [vp(s) = thpy ()| 4 ¥y () = gy (s0)| + [Ypy (s0) — Pp(s0)]

< [Bo(f = M)l + 5 + [ = )
< RSl = lloo + 5 + 1Bag LI1F = fvlloo < 201f = filloo + -

Usando a equagao (5.5), ficamos com:

[r(s) —r(s0)| <e,

para todo s € V. Isso mostra a continuidade de f em sg, ja que € > 0 é arbitrério.
Dessa forma, estabelecemos a continuidade de f em S.

Definamos P : By, (S) — C(S), como P(f) =,Vf € B, (S). Pelo discutido acima, temos

que P estd bem definida.

Mostremos que P é projegao multiplicativa de norma 1, o que estabelece (4).

(1) P é linear. Sejam f,g € By, (S) e A € R. Entao:

P(f+Xg)(s) = riag(s) = D5(f +Ag) = D5(f) + AP (9)

= ¥5(s) + Aibg(s) = P(f)(s) + A.P(g)(s).
Logo P é linear.
(2) P é continua. Seja f € By, (S). Entao:

[P ()| = |5 ()] = [@5 (N < @5l Flloo < 1 F oo,

para todo s € S. Portanto ||P(f)||cc < ||f|lco- O que implica que ||P|| < 1.

(3) ||P|| = 1. No item (2), vimos que ||P|| < 1. Vamos mostrar que |[|P|| > 1, com isso

estabeleceremos a igualdade.
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Notemos que a funcao 1g : S — R, definida como 1g(s) = 1,Vs € S, pertence a By, (.5),

pois é continua. Calculemos ||P(1g)||cc:
1P(Ls)]loc = sup [P(15)(s)| = sup| [ Csdus| = sup|us(5)| = 1.
seS seS JS ses

Logo, temos que:

1Pl = sup [[P(f)llcc = [IP(15)]|cc = 1.
[ £lloo<1

Portanto, ||P|| > 1.

P(f) = f,¥f € C(S). Seja f € C(S). De acordo com a Proposigao 5.3.17, temos
que C(S) = B(S,€(S)), portanto existe sequencia (f), C span{Cg : E € €(S)}
convergindo uniformemente em S para f.

Como visto no item (2) P é continua, portanto (P(f,)), converge uniformemente para

P(f) em S. O que implica que:

P(f)(s) = lim P(fn)(s),

n—oo

para todo s € S. Fixado s € S, mostremos que P(f)(s) = f(s). Suponhamos que
fo=20m aff.Car, com cada A} € €(5), ATNAP =0sej#ieS= U, A7

Calculemos:

n

kn
P(fa)(s) =) af.us(A7) =Y a6s(4}) = af,
j=1

j=1
onde jo ¢ tal que s € A%. Note que:
k;7l
fn(s) = Za?.CA;z(s) =aj.
j=1
Portanto, temos que P(f,)(s) = fn(s),Vn € N.
Assim:

P(f)(s) = lim fu(s) = £(5).

Logo, P(f)(s) = f(s),Vs € S. Isso implica que P(f) = f.
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(5) P ¢é multiplicativa. Sejam A, B € B(S), entao C4.Cp = Canp. Logo:

P(CACB)(s) = [ Cansdits = m(AN B) = (oA B)) = 8.(p() N ().
E facil ver que 85(p(4) N p(B)) = 85(p(A)).0s(p(B)). Entdo, ficamos com:
P(Ca.Ci)(s) = 0.(p(4)):8:(p(B)) = ps(A).ps(B) = P(Ca)(s).P(Cr)()
Logo:
P(C4.C)(s) = P(Ca)(s)-P(Ci)(s). (5.6)

Da linearidade de P e da equacao (5.6), segue que se f,g € span{Cg : E € B(S)},
entao P(f.g) = P(f).P(g).
Sejam f,g € By, (S), existem sequéncias (fn)n,(gn)n C span{Cg : E € B(S5)}

convergindo uniformemente em S para f e g, respectivamente.

Da continuidade do produto na topologia da norma de B, (S), segue que (fn.gn)n

converge uniformemente em S para f.g. Como P é continua, ficamos com:

P(£)(s) = lim_ P(f.g:)(s) = lim P(f,).P(gs) = P(f)(s).P(a)(s).
Portanto, P é multiplicativa.
Dessa forma, estabelecemos (4).

(4) = (2) Por (4), existe P : B, (S) — C(S) projegao linear, multiplicativa e com [|P|| = 1.
Como B1(S) é subespago de By, (S) e C(S) C Bi(S), a restricao de P a B1(S), P|p,(s) :
B1(S) = C(95) é projecao linear e continua.

Além disso, por ser restricao de P, temos que || P|g, ()| < 1. Notemos que se 1 for a funcio
constante igual a 1 em S, entdo 1g € C(S5) e ||15||c = 1. Como P é projegao sobre C(S5),

temos que P(lg) = 1g. Portanto, ||P(1s)||ec = 1.

Assim, temos que ||P|| > 1. Logo, ||P|| = 1.
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(2) = (3) Por (2), existe P : B1(S) — C(S) projegao linear continua com ||P|| = 1.

Notemos que B(S,¥) C By(S). Pois, ¥ C F,(S) N Gs(S), ji que todo F, aberto de S
estd contido em F,(S) N G5(5) e Fy(S) N Gs5(S) é algera de subconjuntos de S. Logo,
B(S,X) C B(S,F,(S) N Gs(S)). Mas, como S é normal, a Proposi¢ao 5.3.9 nos diz que
Bi1(S) = B(S, F,(S) N Gs(S)). Portanto, B(S,%) C By(S).

Agora, vejamos que C(S) C B(S,Y). Vamos mostrar que ¥ satisfaz a condigao (3) do
Lema 5.3.8, o que vai implicar que C(S) C B(S,X). Sejam F; e F» fechados disjuntos de S.
Procedendo da mesma forma que na demonstracao da Proposicao 5.3.17, concluiremos que
existem dois F, abertos disjuntos de S, cada um deles contendo F} e F5, respectivamente.
(Note que nessa parte da demonstragao da Proposigao 5.3.17, s6 usamos o fato de S ser

normal)

Com o desenvolvido acima, concluimos que:
C(S) C B(S,X) C B1(9).

Portanto, se considerarmos a restricio de P a B(S,3), teremos uma projegao de B(S,X)
sobre C(S). Analogamente, ao feito na demonstracao da implicacao anterior, teremos que

essa projecao tem norma 1.

3) = (5) Para estabelecermos que C'(S) é um reticulado de funcées o-completo, devemos mostrar
¢

que toda sequéncia de fungoes continuas (fy), limitada superiormente, possui supremo em

C(S). Note que basta mostrarmos que toda sequéncia crescente e limitada superiormente

possui supremo em C(S). De fato, seja (g,), sequéncia limitada superiormente em C(S).

Definamos:

fi=n

fn = max(gl, s 7gn)a
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para n > 1. A sequéncia (f,), pertence a C(S), pois C(S) é reticulado de funcoes e é

crecente. Além disso é limitada superiormente.
Se f =sup,ey fn € C(S), mostremos que f = sup,,cy gn-
E claro que f é cota superior de (9n)n, OIS gn < fn,Vn € N.

Seja g € C(9) tal que g, < ¢,Vn € N. Entao, f, < ¢,Vn € N. Como f é o supremo das f,,
temos que f < g.

Com isso mostramos que f = sup,cy gn-

Seja (fn)n sequéncia de elementos de C(S), crescente e limitada superiormente. Entao,
sabemos que para todo s € S existe f(s) = limp oo frn(s). Mais precisamente, f(s) =
sup,en fn(s). Pelo Lema 5.3.10, temos que f € B(S,%). De acordo com (3), existe
P : B(S,%) — C(S) projegao linear continua com norma 1. Como P é projegao sobre
C(S) e 15 € C(S5), temos que P(lg) = 1s.

De acordo com a Proposigao 5.3.14, temos que P preserva ordem. Mostremos que P(f) =
sup,en fn em C(S5).

Da defini¢ao de f, vem que f, < f,Vn € N. Portanto, P(f,) = fn < P(f),Vn € N. Logo,

P(f) é cota superior das f,. Seja g € C(S) tal que f, < g,¥n € N. Da definigao de f vem

que f < g. Portanto P(f) < P(g) = g. Assim, mostramos que P(f) = sup,cy fn-

Logo, estabelecemos (5).

(5) = (1) Sugerimos [32], pdgina 444.
O

Como discutido no comego dessa secao, o fato de By, (I) ser Baire-complementado segue dos

Teoremas 5.3.4 e 5.3.24, como veremos no corolario abaixo.
Corolario 5.3.25. O espaco de Banach By, (I) é Baire-complementado.

Demonstragao. Pelo Teorema 5.3.4 (Qy,, w*) é compacto Hausdorff e basicamente desconexo.
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Portanto, o Teorema 5.3.24, nos diz que C(€),,) é Baire-complementado. Como visto no
Capitulo 1, By, (I) é isomorfo como espago de Banach a C'(£2,,). Na Segao 2 desse capitulo, vimos
que ser Baire-complementado é um invariante isomorfico.

Portanto, temos que By, (I) é Baire-complementado. O

5.4 B,(I) para a < w; nao é Baire-complementado

Nessa segdo, mostraremos que se « ¢é ordinal enumerdvel, entdo B,(l) nao é Baire-

complementado.

Observagao 5.4.1. No Capitulo 3, vimos que C(I) ndo é subespaco complementado de Bi(I).

Logo, a Proposi¢ao 5.2.4 implica que C(I) nao é Baire-complementado.

Portanto, nessa se¢do, vamos trabalhar para mostrar que B, (I) nao é Baire-complementado
para 1 < o < wy. Faremos isso, mostrando que para 1 < «a < wy, 0 espago (Q,, w*) é fortemente
nao F (Teorema 5.4.16) e que se S é fortemente nao F, entao C'(S) nao é Baire-complementado
(Proposicao 5.4.7).

Como corolarios do fato de B, (I) nao ser Baire-complementado para 1 < a < wi, teremos
o resultado de que By (I) e By, (I) nao sao isomorfos (Teorema 5.4.19) e o resultado de que se
1 <a < B <wi, entao By(I) nao é subespago complementado de Bg([) (Teorema 5.4.20).

Inicialmente, vamos utilizar o Teorema 3.3.22 para obtermos cotas inferiores para projecoes de
B(S,%) em C(S) tendo em vista propriedades topoldgicas de S. Esse objetivo serd realizado no

Teorema 5.4.3.

Definicao 5.4.2. Sejam S um espaco topoldgico compacto Hausdorff e ¥ wuma dlgebra de

subconjuntos de S. Definimos recursivamente em k > 1 os sequinte subconjuntos de S:
(i) Para n > 1, F(El)(n) ={z € S: existem G1,...,Gy, € X disjuntos com x € (i, int(G;)};

(ii) Para k,ny,...,ng > 1, definamos:
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F(;)(nl,...,nk) = {z € S : ezistem Gp,...,G,, € X disjuntos com x €
N, (int(Go) NTE D ny, L ney)))

Teorema 5.4.3. Sejam S um espago topoldgico compacto Hausdorff e X uma dlgebra de

subconguntos de S tal que C(S) C B(S,X).
Se P ¢é projecao linear continua de B(S,%) em C(S) e I‘(;)(nl,...,nk) # () entdo, ||P|| >
1+230 (1 4).

Demonstragao. Consideremos a fungao ¢ : Sy, — S definida pela seguinte condigao:

~

fle(x)) = f(z),Vf € C(9),
para x € Sy, fixado. Mostremos que @ estd bem definida, é sobrejetora e continua.

(1) ¢ estd bem definida. Para concluirmos isso, precisamos mostrar que fixado = € Sy, existe

~

tnico s € S tal que f(s) = f(x),Vf € C(S5).
Existéncia

De acordo com o Teorema 5.1.19 (1) temos que 7(S5) é denso em Sy, assim existe rede

(7(sx))x convergindo em Sy, para z. Portanto, para toda g € B(S, ), temos que:

g(sn) > a(g). (5.7)

Considere a rede (sy)y € S. Como S é compacto, existe subrede de (s))) convergindo para

sp € S. Denotemos essa subrede por (s,),. Seja f € C(S), da continuidade de f vem que:

Fsp) & f(s0).

Como (f(su))u € subrede de (f(sa))r, f € B(S,X) e vale a equacao (5.7), temos que:

F(su) = a(f).

~

Da unicidade do limite vem que f(sg) = z(f) = f(x).

Como f € C(S) foi tomada arbitrariamente, estabelecemos a existéncia.
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Unicidade

Suponha, por absurdo, que existem s1,s2 € S distintos tais que para toda f € C(S) valem
f(s1) =x(f) e f(s2) = z(f). Logo, para toda f € C(S), temos que f(s1) = f(s2).

Como S é Hausdorff, {s;} e {s2} sao fechados disjuntos. Como S é nomal, do Lema
de Urysohn segue que existe fy € C(S) tal que fo(s1) = 0 e fo(s2) = 1. Poratanto,

fo(s1) # fo(s2). Chegamos a uma contradigao, que surgiu pois supusemos que s; # S9.
Dessa forma, temos que s; = s2. O que estabelece a unicidade.

Como discutido anteriormente, isso mostra que ¢ esta bem definida.

(2) ¢ é sobrejetora. Seja s € S. Considere 7(s) € Sy. Dada f € C(S), temos que:

o~

f(s) =7(s)(f) = f(7(s)).
Logo ¢(7(s)) = s. Isso mostra que ¢ é sobrejetora.

(3) ¢ é continua. Fixado x € Sy, vamos mostrar que ¢ é continua em x.

Suponha que a rede (x))) C Sy seja convergente para z, para estabelecermos a continuidade

de ¢, basta mostrarmos que:
A
p(ar) = ()
em S. Sabemos que:

w* ~

w2 %= flan) DS fl@) = fle(en) 2 fle(), (5.8)

para toda f € C(S).

Suponhamos, por absurdo, que (p(x)))x nao seja convergente para ¢(z) em S. Entao, existe

V aberto contendo () tal que dado A\g existe A > \g com ¢(z)) € VC.

Note que {¢(x)} e V¢ sio fechados disjuntos de S. Como S é normal, o Lema de Urysohn
nos diz que existe fo € C(9) tal que fo(¢(x)) =1 e foly,c = 0. Mostremos que (fo(@(xy)))a

nao converge para 1, o que vai contradizer a equagao (5.8).
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O intervalo (3, 2) é vizinhanga aberta de 1 em R. Entdo, se (fo(¢(z))))s convergisse para

1, existiria Ag tal que:
13
A>Xo = folp(zy)) € (5, 5)-

Mas, por hipétese, existe A > \g tal que ¢(z) € V. O que implica que fo(¢(zy)) = 0.

Chegamos a uma contradigao. Portanto, temos que (fo(¢(z)))x ndo converge para 1. Como
dito acima, isso é uma contradigdo. A contradi¢ao surgiu pois supusemos que (¢(zy))x nao

era convergente para ¢(z) em S. Portanto, a convergéncia é verificada.

Isso estabelece a continuidade de .

Seja G C S um aberto e z € ¢ }(G). Do fato de 7(S) ser denso em Sy, vem que existe rede

(7(sa))a convergindo para z. Como ¢ é continua, temos que:
P(7(5a)) = 50 = p().
Como G ¢é aberto contendo ¢(x), existe ag tal que:

a>ay= sq €G.

Entio a > ag implica que 7(s4) € 7(G). Como 7(sq) — x, temos que z € 7(G). Assim,

concluimos que:

v (G) C7(G), (5.9)
para todo G C S aberto.
Seja P : B(S,X) — C(S) projecao linear continua. Definamos @ : C(Sx) — C(S) como
Q(f) = P(f),¥f € B(S,X). Note que Q estd bem definida, pois o Teorema 5.1.18 nos garante
que, dada F' € C(Sy) existe unica f € B(S,X) tal que F = 7.

Vamos mostrar que Q é um operador de média para ¢ com ||Q|| = || P||.

(1) @ é linear. Segue da linearidade da fungao f — f (Teorema 5.1.18) e da linearidade de P;
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(2) @ é continua. Seja g € B(S,X), calculemos:

1Q@)lloe = [[P(Dlloc < [PI]llgllcc = [[P[]-[1]]oo-

A ultima igualdade vale, pois a fungao f — fé isometria linear (Teorema 5.1.18).

Logo, temos que [|Q| < [|P]];

(3) 1|Q|] = ||P]|- No item(2), mostramos que ||Q|| < ||P||. Para estabelecermos a igualdade,

basta mostrarmos que ||Q|| > || P|].

Seja f € B(S,X). Calculemos:

IP(Nllss = 1Q(Nle < [1QI1:11Flloe = QU1 ]oo-
Logo, [|P(f)lloc < IQIL[|flloc, V. € B(S,%). O que implica que [[P|| < [|Q]];

(4) Q(fop)=f,Vf e C(S). Seja f € C(S), entao fop e C(Sy).
Mostremos que f = f o ¢. Da definicio de ¢, vem que ]?(T(s)) = f(p(7(s)). Portanto,
essas duas fungdes coincidem em 7(S). Como elas sdo continuas, 7(.5) é denso em Sy, e Sy, é
Hausdorff, temos que elas coincidem em todo o dominio. Portanto, da definicao de Q segue
que:
Qf o) = P(f) = f.
A dltima igualdade vale, pois P é projecao sobre C(S) e f € C(95).

Nosso objetivo é mostrar por inducao em k que Fg)(nl, cooyng) C Mék) (n1,...,ng).

Dessa forma, teremos que Q é um operador de média para ¢ e Mg(gk)(nl, ...,ng) # 0. De acordo

com o Teorema 3.3.22, teremos que ||Q|| > 1+ 2 Zle(l - L.

ng

Mas, acima vimos que ||P|| = ||Q||, entdo teremos que ||P|| > 1 + 22?21(1 — 1), 0 que

ng

estabelece nosso resultado.

(i) k = 1. Seja s € I‘(Zl)(n), com n > 1. Entao, existem n disjuntos Gi,...,G, € ¥ com

s € i, int(G;). Logo, s € int(G;) para todo i =1,...,n.
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Fixado i, existe rede (sq)q C int(G;) convergindo em S para s. Da equacao (5.9) segue que:

0 (sq) C T(int(Gy)) C 7(Gy), (5.10)

para todo a.

Vejamos que limsup ¢~ !(s) C 7(G;). Seja x € limsup ¢~ !(s,). Suponhamos, por absurdo,

que z ¢ 7(G;). Entao z € T(Gi>c. Como T(Gz‘)c é vizinhanga aberta de x, da definigao de

——C
lim sup ¢! (s4), fixado ag, existe a > ag tal que = 1(so) NT(G;) # 0.

Mas isso contradiz a equacao (5.10). A contradigao surgiu pois supusemos que = ¢ 7(G;).

Dessa forma, temos que = € 7(G;), o que implica que limsup ¢~!(s,) C 7(G;). Lembremos

que a Proposicdo 3.3.18 nos diz que limsup ¢! (s4) C ¢~ 1(5s).

Assim, limsup o~ (s,) C 7(G;) N~ 1(s).

Como os conjuntos G, ..., Gy, sdo disjuntos e de acordo com o Teorema 5.1.19 (2) a fungao

Y X — €(Sy) definida como ¢(E) = 7(F) é isomorfismo booleano, temos que os conjuntos

7(G1),...,7(Gy) sao disjuntos.

Entdo ¢~ 1(s) contém n conjuntos disjuntos da forma limsup¢~!(s,) para redes (sq)a

convegindo para s. Isso implica que s € Mq(jl)(n).

(ii) Seja k > 1. Suponhamos que valha:

k—1 _
F(E )(nl,...,nk,l) CMS(DIC 1)(n1,...,nk,1).
(k) (k) - (k) 5

Mostremos que I'y,’(n1,...,ng) C Mg’ (n1,...,n;). Seja s € I'yy’(n1,...,n). Entao,
existem conjuntos G1,...,Gy, € X disjuntos tais que:

ng

s € m int(G;) N Fg_l)(nl, ey 1)

i=1

Portanto, temos que s € int(G;) N Fg_l)(nl, ceeysMg—1),¥i =1,...,ng. Dessa forma, fixado

i, existe rede (sq)a C int(G;) N F(;fl)(nl, ...,nk—1) convergindo para s em S.
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Pela hipétese de inducao, temos que (S4)a C Mé,kil)(nl, ce sy M—1).

Analogamente ao feito em (i), mostra-se que limsupp~'(s,) C ¢~ 1(s) N 7(G;) e que os

conjuntos 7(G1),...,7(Gy,) sdo disjuntos. Logo, ¢~ '(s) possui nj conjuntos disjuntos
da forma limsup ¢~ !(s,), para redes (sq4)a C Mékil)(nl,...,nk_l) convergindo para s.
Portanto, s € Mé,k) (n1,...,ng).

Como discutido anteriormente, isso implica nosso resultado. ]

Agora, vamos usar o Teorema 5.4.3 para obter condigdo necessaria para que C(S) nao seja
complementada em B(S,Y), onde ¥ é uma algebra conveniente que vai nos permitir demonstrar

a Proposicao 5.4.7.

Corolario 5.4.4. Sejam S um espagco topoldgico compacto Hausdorff e 3 wma dlgebra de
subconjuntos de S tal que C(S) C B(S,X). Suponha que exista Q C S nao vazio, tal que para todo

s € Q existem G1,Gy € X conjuntos disjuntos tais que:

s € int(G1) N Q Nint(G2) N Q.
Entao C(S) ndo é complementada em B(S,Y).

Demonstra¢ao. Mostremos que @ C F(;)(Z, Sy 2), Yk > 1.

Fagamos indugao em k.

(i) K = 1. Devemos mostrar que Q) C Fg)(Z).

Seja x € Q). Da definicao de Q, segue que existem G1,Go € ¥ conjuntos disjuntos tais que:

x € int(G1)NQ Nint(G2) N Q.

Notemos que int(G1) N Q C int(G1) N Q. Portanto, = € int(G1). Analogamente conclufmos

que z € int(G2) Portanto:

x € nt(Gr) Nint(Ga).

Logo, temos que x € I‘(El)(Q).
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ii) Seja k > 1. Suponhamos que Q C rik-b 2,...,2). Vamos mostrar que @ C k) 2,...,2).
by b

Seja x € . Da definicaio de Q segue que existem G1,Gy € ¥ conjuntos disjuntos

com z € int(G1)NQ Nint(G2) N Q. Segue da hipdtese de indugao que int(G;) N Q C
int(G;) N Fg_l)(Z, ...,2). Logo:

int(G)NQ C int(G) nTE V(2. 2).

Assim, x € int(G;) N Fg_l)(Q, ...,2), para i = 1,2. Concluimos que:

z€int(G)NTE (2, ., 2)nint(Go) nTEV(2,...,2).

O que implica que x € Fg)(Q, S 2).

Portanto, temos que:

Qcr¥2,...,2),vk>1. (5.11)

Suponha, por absurdo, que P : B(S,X) — C(S) seja projegao linear continua sobre C(S).

Como vale a equagao (5.11) e Q@ # 0, o Teorema 5.4.3 nos diz que ||P|| > 1+ 22?21% =
1+ k,Vk > 0. Isso implica que P nao é continua. Chegamos a uma contradi¢do, que surgiu pois
supusemos que existia P projegao linear continua de B(S,X) em C(S).

Portanto, temos que C'(S) nao é complementada em B(S,X). O
Vamos introduzir o conceito de espaco fortemente nao F.

Definicao 5.4.5. Um espaco topoldgico compacto e Hausdorff S € dito fortemente nao F se, e
somente se, existe um conjunto nao vazio Q C S tal que para todo s € Q existem Gy, Go dois F,

abertos e disjuntos de S com:

seGINRNGNQ.
A préxima proposicao é consequéncia imediata das Definigdes 5.4.5 e 5.3.15.

Proposicao 5.4.6. Seja S espago topoldgico compacto e Hausdorff. Se S é fortemente ndo F,

entao S ndao € um espaco F.
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Proposigao 5.4.7. Sejam S um espago topolégico compacto Hausdorff e ¥ a dlgebra gerada pelos
subconjuntos F, abertos de S.
Se S € fortemente nao F, entao C(S) nao é complementada em B(S,X). Em particular, C(S)

ndo € Baire-complementado.

Demonstragao. Note que C(S) C B(S, ), pois como visto na demonstragao da Proposigao 5.3.17,
¥ satisfaz a condigao (3) do Lema 5.3.8.
Por hipétese, S é fortemente nao F, entao existe um conjunto nao vazio @ C S tal que para

todo s € ) existem G1,G9 dois F, abertos e disjuntos de S com:

seGINERNGNQ.

Como G1,Go sao abertos, temos que:

s €int(Gr) NQ Nint(G2) N Q.

De acordo com o Coroldrio 5.4.4, temos que C(S) ndo é complementada em B(S,X).

Se C(S) fosse Baire-complementado, de acordo com a Proposigao 5.2.4 existiria P : B1(S) —
C(S) projegao linear continua.

Na demonstragdo de (2) = (3) do Teorema 5.3.24, vimos que B(S,X) C B;(S). Note que na
demonstragao de (2) = (3) do Teorema 5.3.24, a tnica hipétese sobre a topologia de S era S ser
compacto e Hausdorff. Logo, P restrita a B(.S, X)) seria projegao linear continua sobre C(S). Mas,
isso contradiria o discutido acima.

Portanto, C'(S) nao é Baire-complementado. O

Agora, vamos trabalhar para mostrar que €2, para 1 < a < w; é fortemente nao F. Isso sera
feito no Teorema 5.4.16.

Para a demonstracao desse teorema, precisaremos de alguns resultados que apresentaremos
abaixo. O mais profundo deles é o que denominamos de Lema de Lusin, que mostra que a classe
aditiva o dos Borelianos de J x J nao possui a propriedade de separagao. Fato que é verdadeiro

para a classe multiplicativa. (Veja [34], pagina 121)
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Lema 5.4.8. (Lema de Lusin) Seja J o conjunto dos irracionais da reta. Para cada ordinal
1 < a<wi, eristem em J X T dois conjuntos nao vazios e disjuntos da classe aditiva o , que nao

estao contidos em conjuntos disjuntos da classe ambigua .

Demonstragao. Sugerimos [34], pagina 122. O

Observacao 5.4.9. A prova do Lema 5.4.8 apresentada em [34] € uma prova cldssica, bem
proxima da demonstracao original de Lusin.

Para uma abordagem mais moderna desse resultado, veja [22] pdgina 171.

Lema 5.4.10. Sejam X um espacgo polonés zero dimensional e A C X um Gg de X, com interior
vazio e denso em X.
Entao A € homeomorfo a J. Portanto, A é homeomorfo a J X J, ji que T é homeomorfo a

Jx7J.

Demonstragao. Sugerimos [25], pagina 441 para a primeira afirmagao e pagina 25 para a segunda

afirmacao. O

Lema 5.4.11. Todo aberto nao vazio do conjunto de Cantor C € ndo enumerdvel.

Demonstragao. Lembremos que C é o conjunto {0, 1}, munido da topologia produto.

Seja U aberto nao vazio de C. Considere xg € U. Entao, existe um aberto béasico B, com
ro € BCU.

Sabemos que um aberto béasico de C é o produto cartesiano de uma quantidade finita de
unitérios e uma quantidade enumeravel de {0, 1}. Portanto, a cardinalidade de B é 2X°, que é nao
enumeravel.

Isso mostra que U é nao enumeravel. ]

Lema 5.4.12. Seja C o conjunto de Cantor. Para todo ordinal 1 < o < wq, existem A, B C C,
com A e B ndo vazios, disjuntos e pertencentes a classe aditiva « de C tal que se A C AeB' C B
com A— A" e B— B’ enumerdveis, entao A’ e B’ ndo estio contidos em conjuntos disjuntos da

classe ambigua o de C.
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Demonstragao. Dividiremos a demonstragao em dois casos, a saber a =1 e a > 1.

(Caso1l) a=1

Sabemos que C é um espago polonés. Seja V C C um aberto nao vazio. Vamos mostrar que
V contém subconjunto nao enumeravel, fechado e nowhere dense de C.

De acordo com o Lema 5.4.11 V é nao enumeravel. Pelo Lema 4.25, temos que V é um espaco

polonés. Logo V é um polonés nao enumeravel. Seja {Vi,Va,...,V,,...} C V base enumerével
de V. Para cada n, tomemos um z, € V,. Entdo o conjunto V — {x1,x9,...,2p,...} é um
G5 nao enumeravel de V. Portanto, segue do Lema 4.27 que V — {x1,z2,...,Zp, ...} possui um

subconjunto A homeomorfo ao conjunto de Cantor C. Como C é nao enumeravel, temos que A é
nao enumerdvel. Note que inty (V — {x1,29,...,2Zn,...}) = 0. O que implica que inty(A) = 0.
Como A é homeomorfo a C, temos que A é compacto, portanto fechado (em V e em C). Dessa
forma, A é nowhere dense em V. Sabemos que um subconjunto nowhere dense de um aberto de
um espaco topoldgico S também é nowhere dense com respeito a S. Entao, A é nowhere dense em
C.

Seja {V1,Va,...,V,,...} base enumerével da topologia de C (vamos supor que cada V,, # 0).

Definamos recursivamente A,, e B, subconjuntos nao vazios de C tais que:
(i) A, By, sdo nao enumeraveis, fechados e nowhere dense em C;
(i) A1, By Cc Vi e AyN By =0
(iti) Se n > 2, entdo A, B, C V;, — UpZ1 (Ax U By) e A, N B, = 0.

Note que os elementos da familia {A,, B, : n > 1} serdo dois a dois disjuntos, por construgao.

V1 é aberto nao vazio de C, portanto, pelo feito anteriormente, temos que existe A; C Vj
nao enumeravel, fechado e nowhere dense de C. Note que V; — A; # (), pois se A; = Vi, entao
int(A1) = int(V1) = V4 # (. Assim, como Vj é aberto de C e Ay é fechado de C, temos que Vi — Ay
é aberto nao vazio de C. Portanto, existe By C Vi — A; subconjunto ndo enumerdavel, fechado e

nowhere dense de C.
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Agora, seja n > 2. Suponha que estejam definidos Ay, By para 1 < k < n, satisfazendo as
condigoes (i),(ii) e (iii). Definamos A,, e B,,.

Consideremos o conjunto UZ;% (A U By). Ele é fechado e nowhere dense em C, ji que uniéo
finita de conjuntos nowhere dense é nowhere dense. Como V,, é aberto nao vazio de C, temos

que V,, — UPZ1 (Ap U By) # 0. Dessa forma, V;, — J!Z1 (A U By) é aberto nao vazio de C. Como
discutido anteriormente, existe 4, C V,, — UZ;}(AK, U Bg), com A, nao enumeravel, fechado e
nowhere dense em C. Como discutido acima, temos que V;, — (4, UJ{Z (Ax U By)) # 0. Portanto,
esse conjunto é aberto nao vazio de C. Entao existe B, C V,, — (A, U UZ;%(A}C U By)), com B,
nao enumeravel, fechado e nowhere dense em C.

Definamos A = |J,,cy An ¢ B = U,y Bn- Como cada A, B, sao fechados em C, temos que

neN
A, B € F,(C). Logo A e B pertencem & classe aditiva 1. Facilmente verifica-se que AN B = ().

Mostremos que os conjuntos A e B satisfazem a conclusao do lema.

Sejam A’ C Ae B’ C B tais que A— A’ e B— B’ sao enumeraveis. Mostremos que A’ é denso em
C. Do fato de A— A’ ser enumeravel e cada A,, ser nao enumerdvel, segue que A'N A, # 0,Vn € N.

Seja U aberto nao vazio de C, entao existe n tal que V,, ¢ U. Mas, A’ N A, C V,. Assim
A'NA, CcU. Logo (AANA,)NU # 0, o que implica que A’ NU # . Analogamente, mostramos
que B’ é denso em C.

Suponhamos, por absurdo, que existam dois conjuntos disjuntos 21, B pertencentes a classe
ambigua 1, tais que A’ C A e B’ C B. Assim, 2, B seriam dois G densos e disjuntos de C.

De acordo com o Teorema 4.14(1), C é um espago de Baire, ja que é completamente metrizdvel.
Dessa forma, o Lema 4.22 nos diz que 2,8 tém intersec¢cdo nao vazia. Chegamos assim a uma
contradigao.

Portanto, nao existem 2, B na classe ambigua 1 separando A’ de B’. Logo A e B satisfazem
a conclusao do lema.

(Caso 2) a > 1.

Como C é separavel, podemos considerar D C C' subconjunto enumeravel e denso em C. O

fato de que D é enumerdvel implica que D € F,(C), ja que C é Hausdorff. Portanto, temos que
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C — D é Gs de C. Da densidade de D em C, segue que C' — D tem interior vazio. Além disso,
note que int(D) = 0, j4 que D é enumerével e todo aberto nao vazio de C é nao enumerdavel. Isso
implica que C' — D ¢é denso em C.

Portanto, C'— D é um G5 com interior vazio e denso em C. Como C é polonés zero dimensional,
o Lema 5.4.10 nos diz que C'—D é homeomorfo a 3xJ. Seja ) : IxT — C'—D um homeomorfismo.

Sejam 2 e B os subconjuntos de J X J cuja existéncia é garantida pelo Lema 5.4.8, ou seja
2, B sao subconjuntos disjuntos pertencentes a classe aditiva o de J X J que nao estao contidos
em conjuntos disjuntos da classe ambigua o de J x 7.

Mostremos que os conjuntos A = ¥(2A) e B = ¢ (*B) satisfazem a conclusdo do nosso lema.

Como 1 é homeomorfismo, temos que A e B sao disjuntos e pertencem a classe aditiva a de
C—-D.

Mostremos que os conjuntos A e B nao podem estar contidos em conjuntos disjuntos da classe
ambigua a de C'— D. Suponhamos, por absurdo, que existem E e F elementos disjuntos da classe
ambigua o de C' — D, tais que A C E e B C F. Entdo v 1(FE) e »"1(F) sao elementos disjuntos
da classe ambigua o de J x J, j& que 1 é homeomorfismo. Além disso, temos que 2l C ¢~ 1(E) e
B C ¢ Y(F). Mas, isso contradiz a escolha de 2 e B.

Com o feito acima, concluimos que A e B sao conjuntos disjuntos, pertencentes a classe aditiva
a de C'— D e que nao estao contidos em elementos disjuntos da classe ambigua a de C — D.

Como a>2e C — D € Gs(C), temos que C — D pertence a classe aditiva o de C. De acordo
com o Lema 2.15(1), A e B pertencem a classe aditiva a de C.

Além disso, A e B nao estao contidos em elementos disjuntos da classe ambigua « de C. De
fato, suponhamos que E e F sejam elementos disjuntos da classe ambigua a de C tais que A C E e
B C F. Como A,BC C—D,temosque AC EN(C—D)e BC FN(C—D). Pelo Lema 2.15(2),
EN(C—D)e FN(C— D) pertencem & classe ambigua o de C' — D e continuam disjuntos. Mas,
isso contradiz nossas conclusoes anteriores sobre A e B.

Sejam A’ C Ae B’ C B tais que A— A’ e B— B’ sdo enumerdveis. Mostremos que A" e B’ nao

estao contidos em elementos disjuntos da classe ambigua « de C. Suponhamos, por absurdo, que
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existam E e F elementos disjuntos da classe ambigua « de C, tais que A’ C F e B’ C F. Notemos
que:

A=AUA-A)=ACEUA-4)

B=B U(B-B)=BCFU(B-B).

Como a > 2, temos que todo conjunto enumeravel pertence a classe ambigua «. Dessa forma, A e
B estao contidos em elementos disjuntos da classe ambigua a de C. Mas isso contradiz o discutido
anteriormente.

Assim, temos que A e B satisfazem a conclusao do nosso lema.

Dos Casos 1 e 2 segue nosso resultado. O

Corolario 5.4.13. Seja K C I homeomorfo ao conjunto de Cantor C. Para todo ordinal
1 < a<wi, eristem A,B C K, com A e B ndo vazios, disjuntos e pertencentes a classe aditiva
a de I tais que se A’ C A e B C B com A— A" e B— B' enumerdveis, entio A’ e B’ nao estdo

contidos em conjuntos disjuntos da classe ambigua o de I.

Demonstragao. Fixado ordinal 1 < a < wi, sejam A, B C C os conjuntos cuja existéncia é
garantida pelo Lema 5.4.12. Seja ¢ : C — K um homeomorfismo. Definamos A = ¥(2) e
B = (B).

Mostremos que A e B satisfazem a conclusdo do coroldrio. Como 2,95 sdo disjuntos, nao
vazios, pertencem & classe aditiva a de C e ¢ é homeomorfismo, temos que A e B sao disjuntos,
nao vazios e pertencem a classe aditiva o de K.

Note que K é fechado de I, portanto pertence a classe aditiva «, pois a > 1. E consequéncia
do Lema 2.15(1) que A e B pertencem & classe aditiva « de I. Sejam A’ C Ae B' C Bcom A— A’
e B — B’ enumeraveis, mostremos que A’ e B’ nao estao contidos em elementos disjuntos da classe
ambigua « de I.

Suponhamos, por absurdo, que existam E e F elementos disjuntos da classe ambigua o de

I tais que A’ ¢ E e B' C F. De acordo com o Lema 2.15(2), temos que EN K e F N K sao
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elementos disjuntos da classe ambigua « de K. Além disso, A’ C (ENK) e B’ C (FNK), pois
A’ B" ¢ K. Como 1 é homeomorfismo, temos que )~1(A — A") e v»~1(B — B') sao enumeréaveis
e Y 1(A"),1(B') estdo contidos em elementos disjuntos da classe ambigua o de C. Mas, isso
contradiz a escolha de 2 e 5.

Portanto, temos que A e B satisfazem a conclusao do corolério. ]

Definigcao 5.4.14. Sejam X um conjunto e § familia de subconjuntos de X, dizemos que § possui
a propriedade da interseccao finita se, e somente se, toda subfamilia finita de § possui intersec¢ao

nao vazia.

Proposicao 5.4.15. Seja S um espago topoldgico. Se S é compacto, entdo toda familia de

subconjuntos fechados de S com a propriedade da interseccdo finita tem intersec¢do nao vazia.
Demonstragao. Sugerimos [36], pagina 118. O

Lembremos que §2, denota o espago dos funcionais lineares multiplicativos de B, (/) munido

da topologia w*.
Teorema 5.4.16. Para todo ordinal 1 < a < wy, Qq € fortemente ndo F.

Demonstragdo. Fixado ordinal enumeravel o > 1, consideremos a funcao 7, : I — €, definida
com 7o(t)(f) = @e(f) = f(t),Vt € I e Vf € Ba(I).

Definamos o conjunto:

Q = {z € Q, : existem G;,G2 dois F, abertos e disjuntos de 2, tais que se W é vizinhanga
de z, entdao 7, H(G1 N W) e 7,1 (G2 N W) sdo nio enumerdveis}.

Nosso objetivo é mostrar que Q satisfaz as hipdteses da Definigao 5.4.5, o que vai implicar que
Q. é fortemente nao F.

Inicialmente, vamos mostrar que se K é um subconjunto de I homeomorfo ao conjunto de
Cantor C, entao m contém um ponto de Q. Em particular, isso vai implicar que Q # ().

Consideremos A, B C K conjuntos com as propriedades descritas no Coroldrio 5.4.13.

Definamos:
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S={ra(M): M CAe A— M é enumeravel ou M C B e B— M é enumeréavel }.

Vejamos que § possui a propriedade da interseccao finita.

Sejam M, ..., M, C Ae My41,...,M, C B com 7,(M;) € §. Definamos A’ = (', M; C A

e B = f:n-&-l M; C B. Note que A — A’ e B — B’ sao enumerdveis.

Pela escolha de A e B, temos que A’ e B’ nao estao contidos em conjuntos disjuntos da classe

ambigua « de I.

Afirmamos que 7, (A")N7,(B’) # ). De fato, suponhamos, por absurdo, que 7, (A’)N74(B’) = 0.

Do fato de €, ser normal, segue que existem abertos disjuntos U;,Us com 74(A’) C Up e

Ta(B’) C Us.

No Capitulo 1, vimos que €2, é zero dimensional, como U; é aberto nao vazio temos que

Ul = Uyea Cr com cada Cy aberto-fechado de Q4. Logo, do fato de 7,(A4’) C Ui e da

compacidade de 7,(A’) segue que existe aberto-fechado C, com 7,(A’) € C' e C C U;. Dessa
forma, C' N7, (B’) = 0.

De acordo com a Proposicao 4.8, temos que ¢ : K, — K¢, definida como (F) = w é
isomorfismo booleano. Como C € K?, existe E € K, tal que (E) = C. Assim, C' = 7,(E).

Mostremos que A’ C E e que B’ C E°.

(1) A C E. Suponhamos, por absurdo, que exista s € A’ — E. Entao 7,(s) € 74(A’). Como

To(A") C 1o (E), temos que 7, (s) € 7o(F). Assim, existe rede (¢, )» convergindo para s em
Qq, com cada t) € E. Dessa forma, temos que ¢y, (f) A 0s(f),Vf € By(I). Em particular,

tomando-se f = Cf, ficamos com ¢y, (Cg) 0. Portanto, existe Ag € A tal que:
A> A=ty §7_f E.

Mas, isso contradiz a defini¢ao da rede (¢, )x. A contradi¢do surgiu pois supusemos que

A’ — E # (). Assim, concluimos que A’ C E.

(2) B’ ¢ E€. Sabemos que 7,(B’) ¢ C¢. Além disso, ¥(EC) = C¢. Entao, 7,(B’) C 7o(E°).

Analogamente ao feito no item (1), mostra-se que B’ ¢ E°.
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Dessa forma, E e EC sdo dois conjuntos disjuntos pertencentes & classe ambigua o contendo A’ e
B’, respectivamente. Mas, isso contradiz as propriedades de A’ e B’. A contradicao surgiu, pois
supusemos que 7, (A’) N 74(B’) = (. Portanto, 74(A’") N 1o (B’) # 0.

Note que 74(A") N 7a(B’) C (-, Ta(M;). Logo, temos que [, 7o (M;) # 0. Entdo § possui

a propriedade da interseccao finita.
Como § ¢é familia de fechados e €2, é compacto, a Proposicao 5.4.15 nos garante que § possui

interseccao nao vazia.

Seja x € N{C : C € §F}. Mostremos que = € 7,(K) N Q.

(1) x € To(K). Se C € §, entao C' C 7,(K). Logo, = € 7,(K).

(2) z € Q. Como A e B pertencem a classe aditiva a existem sequéncias (A, )n, (Bn)n pertencentes
a classe ambigua « tais que A = J,cy An € B = U, cny Bn- (Veja Apéndice A, Lema A.19)
Definamos G1 = U, ey Ta(4n) € G2 = U, en Ta(Bn).

Notemos que G e G sdo F, abertos. De fato, eles sdo claramente F,, e como cada A,, B,

pertencem a classe ambigua «, temos que 7,(A4,) e 74(By) sdo aberto-fechados, portanto

abertos.

Mostremos que G1 N G2 = (). Uma simples verificagao nos mostra que:

GiNGy = U U(Ta(An) N Ta(Bm))'

Como A,, C Ae B,, C B e A B sao disjuntos, temos que A, NB,, = (. Como v é isomorfismo

booleano, resulta que 74(Ay,) N 7o (By) = 0,Vn, m € N. Portanto, Gy N G = ().
Dessa forma, GG, G5 sao dois F, abertos e disjuntos de €2,. Seja W vizinhanca de .

Seja By =71, 1(G1 N W). Vamos mostrar que Fy é ndo enumeravel. Se F; fosse enumeravel,
entao 7,(A — E7) pertenceria a §. Nesse caso, temos que x € 7,(A — E7). Logo, existe rede
(Ta(tx))a convergindo para x com cada ty € A — E;. Como W é vizinhanca de x, existe

7o(t) € W com t € A — Ey. Portanto, t € 7, '(W) N (A — Ep). Assim, t € A, para algum
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n € N. O que implica que 74(t) € G1. Além disso, temos que ¢t ¢ E;. Logo, 7(t) ¢ GiNW.

Mas, como visto acima, 74(t) € G1. Dessa forma, 7,(t) ¢ W.

Chegamos a uma contradigdo. A contradi¢ao surgiu pois supusemos que F; era enumeravel.
Logo, F; é ndo enumerdvel. De forma andloga, mostra-se que Fy = 7,1 (G2 N W) é nio

enumeravel.
Como feito acima, concluimos que z € Q.

Dessa forma, mostramos, que se K C I é homeomorfo ao conjunto de Cantor C, entao
Ta(K)NQ #10.

Agora, vamos mostrar que o nosso Q satisfaz a propriedade descrita an Defini¢ao 5.4.5.

Seja x € Q. Da definicao de Q, segue que existem G1, G2, dois F, abertos disjuntos de €,
tais que se W ¢é vizinhamca de x, entao T(;I(Gj N W) é nao enumerdvel, para j = 1,2. Como
argumentado anteriormente, por Gp ser F, aberto e {2, compacto zero dimensional, podemos

escrever que G = | F,,, onde cada Fj, é aberto-fechado de 2,,.

neN

Seja W aberto-fechado contendo x. Temos que:

o (G W) = | 7 {(Fa ).
neN

Por construgao, 7, 1 (G1NW) é ndo enumerével, o que implica que existe N € N com 7, 1(Fy NW)
nao enumeravel. Mas, Fy N W é aberto-fechado de ), entao existe £ € K, tal que Fy "W =
m. Logo, temos que E é um boreliano nao enumeravel de I. Do Lema 4.27 segue que E
possui um subconjunto K homeomorfo ao conjunto de Cantor C. Como K C F, temos que

Ta(K) C 1o(E) = FNNW.

Segue do feito anteriormente, que Fiy N W possui um ponto de Q. Portanto, G; N W possui
um ponto de Q. Entéao:

para toda vizinhanca aberto-fechada de x. Como {2, é zero dimensional, isso implica que
x € G1NQ. Analogamente, mostra-se que r € Go N Q. Portanto, temos que Q satisfaz as

propriedades descritas na Definicao 5.4.5.
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Assim, concluimos que 2, é fortemente nao F. O
Corolario 5.4.17. Seja a ordinal com 1 < a < wy. Entdo, Qg nao é um espaco F.

Demonstragao. De acordo com o Teorema 5.4.16, temos que {2, ¢é fortemente nao F. Portanto, a

Proposicao 5.4.6 garante que €2, ndao é um espaco F. O
Corolério 5.4.18. Para o > 1 ordinal enumerdvel, temos que By (I) nao é Baire-complementado.

Demonstragdo. Seja o > 1 ordinal enumeravel. De acordo com o Teorema 5.4.16, temos que €2,
¢ fortemente nao F.

Portanto, a Proposigao 5.4.7 nos garante que C'(£2,) nao é Baire-complementado. No Capitulo
1, vimos que B, () é linearmente isomorfo a C(),). Logo, a Proposicao 5.2.2 garante que B, (1)

nao é Baire-complementado. ]
Agora, vamos concluir a nao existéncia de isomorfismo entre B, (I) e By, (I) para 1 < a < w;.

Teorema 5.4.19. Seja o > 1 ordinal enumerdvel. Entao Bu(I) ndo € linearmente isomorfo a

B, (I).

Demonstragao. Seja o > 1 ordinal enumerdvel. Suponhamos, por absurdo, que B,(I) seja
linearmente isomorfo a B,,, (I). De acordo com o Corolério 5.3.25, B, (I) é Baire-complementado.
Segue da Proposicao 5.2.2 que B,(I) é Baire-complementado. Mas, isso contradiz o Corolario
5.4.18.

Portanto, temos que B, (I) nao é linearmente isomorfo a B, (I). O

Finalmente, vamos mostrar nosso resultado geral de nao complementacao para as classes de

Baire.

Teorema 5.4.20. Sejam «, 3 ordinais com 1 < a < f e a ordinal enumerdvel, entao B, (I) ndo

¢ subespaco complementado de Bg(I).
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Demonstragao. Fixemos a como no enunciado. Consideremos §2,, de acordo com a Definicao
1.2.8, a funcdo 74 : I — Q4, de acordo com a Definigao 1.5.1 e a fungao x : Bo(I) — C(£,), de
acordo com a Definigao 1.3.1.

Consideremos a funcdo T : B1(Qq) — Ba+1(I), definida como T'(h) = h o 74,Vh € B1(4).
Mostremos que T estd bem definida, ou seja, que h o 7y € Bat1(I),Vh € B1(4).

Seja h € B1(f4), existe sequéncia (h,), C C(£,) uniformemente limitada e pontualmente
convergente para h em ),. Como cada h, € C(2,) e x é sobrejetora, para cada n € N, existe
fn € Ba(I) tal que hy, = x(fn). No Capitulo 1, vimos que yx é isometria, portanto a sequéncia

(fn)n C Ba(I) é uniformemente limitada. Notemos que:

ha(Ta(t)) = X(fu)(Ta(t)) = fa(D),

para todo t € I. Logo, hpo71, = fpn,Vn € N. Vejamos que a sequéncia ( f,,), converge pontualmente

em I para T'(h), o que vai implicar que T'(h) € Bo+1(I). Seja t € I, temos que:

T(h)(t) = h(ra(t)) = lim hu(ra(t)) = lim fu(t).

n—sc0
Dessa forma, T estd bem definida.

Vamos usar a T acima definida, para mostrar que nao existe projecao linear e continua de
Bat1(I) em By (1).

Suponhamos, por absurdo, que exista P : B,i1(I) — Ba(I) projegao linear e continua.
Consideremos a funcao R : Bi(Q,) — C(€Q4), definida como R(h) = x(P(T'(h))),Vh € Bi(Q4).

Note que R estd bem definida. Mostremos que R é projecao linear continua.

(i) R é linear. Sejam hj, he € B1(€y) e A € R. Calculemos:
R(h1 + A.hg) = x(P(T'(h1 + A.-h2))) = x(P((h1 + A.ha) 0 74)

=xX(P(h1oTq + Ahgao1y)) = xX(P(h1o7a)) + Ax(P(hyoTy)),

na ultima igualdade, usamos a linearidade de P e x. Usando a definicao de T na equagao

acima, ficamos com:

R(hy + Aha) = x(P(T'(h1))) + Ax(P(T(h2))) = R(h1) + X\.R(hs).
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Isso mostra a linearidade de R.

(ii) R é continua. Seja h € B1(f,) com ||h||oc < 1. Calculemos:

HR(M)loo = |IX(P(T(R))loo = [[P(T(A)llco < [PIIT (7)o

Notemos que:

IT(R)lloo = [1h 0 Talloo = ilég!h(Ta(t))l < sup |[h(w)] = [[Aflo-

weN

Assim, usando a equagao acima em (5.12), ficamos com:

1B(W)lloo < [[P[|-][R]lo0 < [IPI]-

Portanto, temos que R é continua e ||R|| < || P]|.

159

(5.12)

(iii) R é projecao sobre C(2,), ou seja, R(h) = h,Vh € C(§,). Vejamos que se h € C(£2,), entdao
T(h) € Bo(I). Como h € C(£,) e x ¢ sobrejetora, existe f € Bq(I) tal que h = x(f), logo

f = x"Y(h). Mostremos que T'(h) = f, o que implica que T'(h) € B, (I).

T(h)(t) = ho7a(t) = x(f)(1a(t)) = f(1),

para todo t € I. Logo, vale T'(h) = f.

Seja h € C(Qy), calculemos R(h):

De (i), (ii) e (iii) segue que C(£2,) é subespaco complementado de Bi(£2y). De acordo com a

Proposicao 5.2.4, temos que C(),) é Baire-complementado. No Capitulo 1, vimos que B,(I)

e C(Qq) eram linearmente isomorfos. Portanto, a Proposi¢ao 5.2.2 implica que B,(I) é Baire-

complementado. Mas, isso contraria o Corolério 5.4.18.

A contradigao surgiu de supormos que B,(I) era subespaco complementado de Bayi(I).

Portanto, temos que B, (I) nao é subespago complementado de By41(I).
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Seja B > «, mostremos que B,(I) nao é subespago complementado de Bg(I). Se B,(I)
fosse subespaco complementado de Bg(I), como Ba11(I) é subespago de Bg([l), terfamos que
B, (I) também seria subespago complementado de B,1(I). Mas, isso contraria nossas conclusoes
anteriores.

Portanto, B, (I) nao é subespago complementado de Bg([). O

Observacao 5.4.21. Em [2], W. Bade estabeleceu o resultado geral de ndo complementagao das
classes de Baire sobre [0,1], ou seja, nosso Teorema 5.4.20. No entanto, aqui apresentamos
a demonstragdo desse resultado contida em [5]. Jd que em [5], esse fato seque facilmente dos
resultados desenvolvidos para a demonstracao da inexisténcia de isomorfismos lineares entre

By, (I) e By(I), para o enumerdvel.



Capitulo 6

Nao existencia de isomorfismo entre

Bi(I) e Bao(I), a>1

Nesse capitulo, vamos mostrar que para a > 1, B, (I) e Bi(I) nao sao isomorfos.

Faremos isso mostrando que nao existe operador linear continuo e injetor de {2°(I") em B (1)
(Teorema 6.9) e que I2°(I) é subespago vetorial de Ba(I) (Proposigao 6.10). Portanto Bs(I) nao
pode ser isomorfo a B (1), o que implica que By (I) e By (I) nao sao isomorfos para o > 1 (Teorema
6.13).

Na demonstracao do Teorema 6.9, usaremos um resultado fundamental sobre funcées convexas
em espagos vetoriais. Nosso primeiro objetivo é esse resultado (Lema 6.2). Para isso, vamos

introduzir alguns conceitos.
Definigao 6.1. Sejam X um espaco vetorial e I C X um convexo.

(1) Fizado x € F, dizemos que F' ¢é simétrico com respeito a x se, e somente se, dado y € F,

temos que y' = 2x —y € F;

(2) Uma fungdo p : F — R € dita conveza se, e somente se, dados x,y € F et € [0,1], temos
que:

pte + (1 —t)y) <tp(z) + (1 —t)p(y).

161
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Lema 6.2. Seja X um espaco vetorial. Suponha que F1 D Fy D F3 D ... seja sequéncia decrescente
de subconjuntos convexos de X.

Para cada n > 1, seja x, € F,, tal que F,, € simétrico com respeito a x,. Seja p : F1 — R
funcao convexa e limitada.

Para cada n > 1, definamos:

M, =sup{p(z) : z € F,,}

m, = inf{p(z) : z € F,}.
Se p(xy) > %Mn_l + imn_l,n =2,3,..., entdo p € constante em F = (2| F),.
Demonstragdo. Sejam n > 1 e € > 0. Segue da definicao de m,, que existe y € F,, tal que

p(y) < my, + 2e. (6.1)

Como F;, é simétrico com respeito a x,, temos que 2z, —y € F,,. Entao:

1 1 1 1
T = 5 (200 =) + 5y = p(wn) < 5p(22n — ) + 5p(v),

pois p é convexa. Usando a equacao (6.1) e a definicdo de M,, na desigualdade acima, ficamos
com:
1

1
plxy) < §Mn + 5 +e.

Note que isso vale para todo € > 0, portanto p(x,) < %Mn + %mn. O que implica que

my > 2p(zy) — My, para todo n > 1. Logo, para n > 1, temos:

-3 1
M, —my, < M, — 2p($n) + M, < 7Mn71 - §mn71 +2M,.
Como F,, C F,,_1, vale que M,, < M,,_1. Assim:
3 1 1

Mn —my < ;Mn—l — =Mp-1+ 2Mn—1 = 5

9 9 2(Mn—1 _mn—1)~
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Continuando com esse processo, concluimos que para n > 1, vale:

1
0< M, —my < ——(M; —my).

2n71
Portanto:
lim M, —m, =0.
n—o0
O que implica que p é constante em F = (2 F,. O

Agora, vamos aplicar o Lema 6.2 para [2°(T").
Definigao 6.3. Seja I' um conjunto nao enumerdvel, definimos:

(1) 12°(T) = {x € loo(T") : & tem suporte enumerdvel} C loo(T).

E fécil ver que 12°(T") € espago vetorial. Consideraremos a restri¢io da norma de lo(I'") para

122(T). Ou seja, (I2°(1), ||.|l) € espago normado, onde ||x||oc = sup,er [2(7)], V2 € I2°(T).

(2) Fizado x € I2(T) com [|z]|oc =1, Fo = {y € (1) : |[Ylloc = Ly(7) = () se x(v) # 0}

Observacao 6.4. E ficil ver que dado z € 1°(T) com ||z||lso = 1, 0 conjunto F, é convexo e

stmétrico com respeito a x.

Nesse capitulo vamos usar o fato de que [2°(I") é subespago fechado de I (I'). Na verdade,
[2°(T") possui uma propriedade mais forte que ser fechado na ||.||«o, €ele é fechado para a convergéncia

pontual de sequéncias, cujo limite pontual esteja em [o(I'). Veremos isso no préximo lema.

Lema 6.5. Sejam (fn)n C I°(I) sequéncia pontualmente convergente e f : I — R seu limite
pontual.

Se f € limitada, entdo f € 1°(1).

Demonstragdo. Para concluirmos que f € [2°(I), basta mostrarmos que o suporte de f é
enumeravel.
Denotemos por o(f) e o(f,) os suportes de f e f,, respectivamente. Mostremos que

(f) C Unen(fn). O que vai estabelecer nosso resultado.
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Seja t € o(f), entao f(t) # 0. Como f(t) = lim, oo frn(t), existe N € N tal que:
n>N= f,(t) #0.

Em particular, ¢t € o(fn). Assim, temos que ¢ € |J,,cy 0(fn). Como isso vale para todo t € o(f),

mostramos que o(f) C J,en 0 (fn)- O

Corolario 6.6. Sejam I' um conjunto ndo enumerdvel, x € I2°(I') com ||z||oc = 1 € (pn)n>1
sequéncia de funcdes convexas e limitadas definidas em F.

Entao, existe y € F, tal que p, € constante em Fy, para todo n > 1.

Demonstragdo. Primeiro, vamos mostrar a conclusao do corolario para uma tunica p.

Mostremos por indugdo que existe uma sequéncia (x,),>1 com as seguintes propriedades:
(i) &, € Fy, para todo n > 1;
(i) Fy, C Fy, ,,Vn>1;
(iii) p(zn) > 3sup{p(2) : 2 € Fy, , } + 3inf{p(z) : z € F,,_, },Vn > 1.

Definamos 1 = x. Fixemos n > 1 e suponhamos ja definidos z1,...,x,, satisfazendo as
propriedades acima. Temos que definir x,1, também satisfazemos essas condigoes. Note que
sey,z €’ ey e F,, entao Iy C F.

Logo, para todo y € F;,,, temos que F, C F}, . Definamos:

M, =sup{p(z): z € F,,}

my, = inf{p(z) : z € F,, }.

Note que se M, = m,, entdao p é constante em F, . Portanto, a conclusao do corolario ja esta
verificada. Caso contrério, temos que m, < M,, o que implica que m,, < %Mn + imn < M,. Da
definigao de M,, segue que existe zg € F,, tal que p(zp) > %Mn + %mn. Definamos x,11 = 2p.

Logo, x,+1 satisfaz as condigoes exigidas.
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Vejamos que a sequéncia (zp,),>1 ¢ pontualmente convergente em I'.

Seja v € I'. Se existir algum N tal que zy(v) # 0, entdo x,(vy) = zn(y),n > N. Pois
xn € Fy, ,,n > 1, por construcao. Caso contrario, temos que x,(y) = 0,n > 1. Logo (x,(7))n é
convergente.

Seja y : I' = R definida como y(y) = limy,—00 Zn (7).

Mostremos que ||y||ooc = 1. Como ||z, = 1, fixado v € T, temos que |z, (v)| < 1,Vn > 0.
Portanto, |y(v)| < 1,Vy € I'. Dessa forma, ||y||cc < 1. Vejamos que dado € > 0, existe 7. € I" tal
que |y(7e)| > 1 — €, o que vai implicar que ||y|lcc = 1. Como ||z1||cc = 1, existe 7. € T' tal que
|x1(7e)| > 1 — ¢, logo |zn(7e)| > 1 —€,Vn > 1. Portanto, |y(v.)| > 1 —e.

De acordo com o Lema 6.5, temos que y € (2°(I).

: _ o0
Consideremos Fy. Vamos mostrar que Fy = ()72 Fy,,.

(i) Fy € o2y Fy,. Seja z € F,, mostremos que z € F,,,¥n > 1. Para isso, basta mostrarmos
que fixado n, z(y) = x,(7y) para todo v € T tal que x,(y) # 0. Mas, isso é evidente, pela
definicao de y;

(i) Moy Fa, C Fy. Seja z € (o2 Fy,. Sejay € T tal que y() # 0, da defini¢do de y segue que
existe N tal que n > N implica que z,(7) = y(y). Como z € Fy, e zn(y) # 0, temos que

z(y) = zn(v) = y(v). Portanto, z € F,,.

De (i) e (ii) segue a igualdade.
Assim, o Lema 6.2 nos diz que p é constante em F},.

Agora, consideremos a sequéncia (pp)p>1. Definamos yo = = e ym € F tal que p,, é

m—1
constante em Fy, , para m > 0. A existéncia de cada y,, ¢ garantida pelo feito acima.
Dessa forma, temos que:

FpwD>F,D>...0F, D...

Analogamente ao discutido no caso de (z,,),, mostra-se que (yy, ), é pontualmente convergente em
I' para uma fungéo y € I com ||y||c =1 e tal que F, =2, F},.

Note que cada p, ¢ constante em F,. Isso estabelece nosso resultado. O
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Agora, vamos demonstrar o Teorema 6.9, do qual o resultado principal desse capitulo serd uma

consequéncia.

Observagao 6.7. Na demonstracdo do Teorema 6.9, faremos uso do Teorema de Baire. FEsse
Teorema descreve a propriedade de By(I), que nmos permite diferencid-la isomorficamente das
demais classes de Baire. E interessante ressaltar que até hoje, ndao se conhece andlogos do
Teorema de Baire para classes de Baire com indices superiores a 1. Talvez o conhecimento
de caracterizacoes das classes de Baire mos permitam obter mais respostas sobre a questdo de
existéncia de isomorfismos, com a utilizacdo de técnicas semelhantes das apresentadas nesse

capitulo.

Teorema 6.8. (Teorema de Baire) Seja f : I — R uma funcdo limitada. f € Bi(I) se, e
somente se, dado F fechado nao vazio de I, a restri¢do de f a F possui pelo menos um ponto de

continuidade.
Demonstragao. Sugerimos [16], pagina 167. O

Teorema 6.9. Sejam I' um conjunto nao enumerdvel e T : [2°(T") — Bi(I) um operador linear
continuo.

Entao, existe x € I2°(T") com ||x||oo =1 tal que Ty = Tx,Vy € F,.
Demonstragao. Paran >1ey € 12°(T") com ||y||lsc = 1, definamos:

1
Sny={t €1 :sup Tz(t) — inf Tz(t) < —}.
ny = 1{ sup 2(t) — Jnf T=(8) < 0}

Vamos mostrar dois resultados, dos quais o teorema vai seguir facilmente.
(i) Para todo K C I fechado e nao vazio, todon > 1 e todo x € {2°(T") com ||z||oc = 1, existe um
y € F, tal que S, , contém um conjunto nao vazio e aberto com respeito a K.

Fixemos K, n e z. Consideremos {G1,Ga,...,Gg,...} base de abertos da topologia de I.

Definamos as seguintes funcoes:
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@m:Fx%Refm:Fx%Rtaisque:

Pm(z) = sup  Ta(t)
te KNG,

£0(2) = e, T

para todo m > 1 tal que K N G,, # 0.
Verifiquemos que @,, e —  s80 funcgoes convexas e limitadas em F,.

Mostremos que p,, ¢ limitada. Seja z € F,, entao ||Tz||ec < ||T||.]|2]|oc; © que implica que
|Tz(t)| < ||T||,Vt € I, pois ||z]|ec = 1. Logo, —||T|| < Tz(t) < ||T||,¥t € I. Como z € F, foi
arbitrario, temos que:
TN <@,(2) = sup  Tz(t) <||T]],
tEKNGm
para todo z € Fj. Isso mostra que p,, é limitada. Analogamente, mostra-se que —p ¢

m

limitada.
E facil ver que @, e —{,, S80 convexas. Note que @ Nao é convexa/

Consideremos o conjunto de fungées convexas e limitadas € = {p,,,—¢ : m > 0 e

KNGy #0}.

De acordo com o Coroldrio 6.6, existe y € F,, tal que cada elemento de € ¢é constante em F,.

Isso implica que cada elemento do conjunto {@,,,o :m >0e KNG, # 0} é constante

—m

em Fy.

Como Ty € Bi(I) e K é fechado de I, o Teorema de Baire

—

Teorema 6.8) nos diz que existe

|~

to € K tal que Ty|x é continua em ty. Definamos ¢y = Logo, existe Uy aberto de K

W~

o
tal que to € Up e |Ty(t) — Ty(to)| < €o,Vt € Up. Logo, existe um aberto bésico Gy, com
to € Gy, tal que:

|Ty(t) — Ty(to)| < €0, Yt € K N G- (6.2)
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Como K NGy # 0, existem @, e @, Por definigao:

Pmo(y) = sup  Ty(t)
t€KNGmy,

(y) = inf Ty(?).

?  teKNGimy

Lmo

Portanto, existem t1,t2 € K N Gy, tais que:

¢m0 (y) —€p < Ty(tl)

fmo(y) +e0 > Ty(ta).

Assim, ficamos com:

oY) = €, (W) < 2.0+ Ty(t1) — Ty(t2) = 2.€0 + (Ty(t1) — Ty(to)) + (Ty(to) — Ty(t2)).

mo

Como t1,ts € K NGy, a equagao (6.2) implica que:

_ 1

Prmo(Y) = ¢, (y) < deeo = . (6.3)
Mostremos que K N Gyyy C Sy y- Sejat € K N Gpy,, entao:

Tz(t) — inf Tz(t) < %) — inf .
sup 2(t) — inf T=(1) < sup Pmo(2) = Inf @, (2)

Como @, e P, S0 constantes em F,, ficamos com:

Tz(t) — inf T2(t) <@ -
sup 2(t) nf 2(t) < @) — €,

< -,
(y) <
onde a tltima desigualdade segue da equacao (6.3). Isso mostra que t € Sy, 4.

Dessa forma, estabelecemos (i).

(ii) Para cadan > 1 ez € I2°(T") com ||z||sc = 1, existe um y € F, tal que Sy, = 1.

Fixemos n e £ como no enunciado.
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Tomando K = I em (i), existem y € F, e U aberto nao vazio de I tal que U C Sy 4.
Portanto o conjunto {m > 1 : G,, C S, . para algum z € F,} é nao vazio, seja
my = min{m >1:G,, C S, para algum z € F,}. Definamos y; como algum elemento de
F, tal que Gy, C Sy ;. Se {m >1: Gy, C S, . para algum z € Fy, } = {m}, definimos
G = Gp,.

Caso contrério, seja mg = min{m > 1,m # m; : Gy, C S, , para algum z € Fy, }. Definamos
y2 como algum elemento em Fy, tal que Gy, C Spy,. Se {m > 1,m # my : Gy, C Sp-
para algum z € Fy, } = {ma}, definimos G = G,,, U Gn,. Caso contrdrio, continuamos esse

processo.

Existem duas possibilidades: Esse processo é finito ou infinito.

(i) Esse processo é finito, isso significa que existe N tal que G, C Sp 2, V2 € Fy,. Nesse
caso, definimos G = U;VZI Gm; € Yy = Yn;

ii) Esse processo € infinito. Entdo construimos sequéncia (yn)n>o tal que y; € F, e

Y
Yrt1 € Fy, para k > 1 e (G, )j>0 sequéncia de abertos bésicos tal que Gy, C Shy;,
além disso m;y1 é o menor natural £ maior que m; tal que G C S, . para algum
. [e)

z € Fy,. Nesse caso, definimos G = (J;2; Gy, -
Note que Fy, D Fy, D .... Como visto na demonstracao do Coroldrio 6.6, a sequéncia
(Yn)n>0 é pontualmente convergente em I". Também vimos que se y é seu limite, entao

y € Fy.

Mostremos que S,, , = I. Inicialmente, vejamos que G C S, ,. Para isso, basta mostrarmos
que Gy, C Sy, para todo k tal que G,,, estd definido, ou seja, no caso finito 0 <k < N e

no caso infinito £ > 0.

Por construcao, temos que G,,, C Sy, . Entao, basta mostrarmos que S ,, C S,,. Note

que Iy C F,,,Vk. No caso finito, isso é evidente e no caso infinito, basta lembrarmos que na
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demonstragao do Coroldrio 6.6, vimos que F,, = (o F,. Seja t € Sy, . Entao:

1
sup Tz(t) — inf Tz(t) < sup Tz(t) — inf Tz(t) < —.
z€F, z€Fy 2€Fy, zEFy, n

Portanto, temos que t € S,,. O que implica que S,, C S,y Como discutido

anteriormente, concluimos que G C Sy, 4.

Agora, vamos mostrar que G = I, o que vai implicar que S, , = I. Suponha, por absurdo,
que K =1 — G # (). Entao K é fechado nao vazio de I. Por (i), existem z € F,, e m > 0 tal
que G NK C Sy 2, com Gy N K # 0.

Vejamos que Gy, C Sy .. Sejat € Gy,. Set € K, entao t € S, .. Suponhamos que t ¢ K,
entao t € G.

Portanto, Gy, C S, UG C S,.US,,. Como z € F,, temos que S,, C Sp.. Logo
Gm C Spz.

Note que z € Fy, para todo k, ja que z € F,. Portanto, valem:

(1) z € Fy,, para todo k;

(2) Gy C Sp 2

Assim, tanto no caso finito quanto infinito, vai existir um k tal que m é o menor indice
com a propriedade de estar contido em S, ., para algum w € Fy, ,. Logo G, = G, para
algum k. Dessa forma, G,, C G. Mas G,, N K # (0. O que implica que K NG # (). Mas,
isso contradiz a definigao de K. A contradigao surgiu de supormos que I — G # (). Portanto,

temos que G = I. Isso mostra (ii).

Agora, vamos mostrar como o teorema segue de (ii).

Tomemos y € [2°(I') com ||y|looc = 1. De (ii) segue que existe y1 € F), tal que Sty = I.
=1.

Continuando com esse processo, construimos sequéncia (yn)n>0 tal que Y41 € Fy, € Sy,

Como yn 1 € Fy,, temos que F,, ., C F, .

Dessa forma, ficamos com:

Fyy DFyD...
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Como discutido na demonstracao do Corolario 6.6, a sequéncia (y, )n>0 ¢ pontualmente convergente
em I' e seu limite = pertence a [2°(T") com ||z|| = 1, além disso F, = (.~ Fy,-
Mostremos que se y € F, entao Ty = Tx. O que vai estabelecer nosso resultado.

Seja y € Fy, entao y € Fy,,Vn > 0. Como S, 4, = I, temos que:

Ta(t) — Ty(t) < sup T=(t) — inf Tx(t) < ~,

2EFy, 2EFy,, n
para todo t € I e n > 0. Portanto:
7w~ Tylloe < -
para todo n > 0. Logo ||Tx — Ty|| = 0.
Isso estabelece o teorema. O

Agora, vamos trabalhar com I' = 1.
Proposigao 6.10. Vale que I2°(I) C Ba(I). Portanto, I12°(I) € subespago vetorial de Ba(I).

Demonstracao. Seja f € 12°(I), denotemos o suporte de f por o(f). Podemos enumerar o o(f).

Suponha que o(f) = {t, : n € N}. Fixado n, definamos f, : I — R, como:

Fo = F(t5).Cpyy-

j=0

Como cada {t;} é fechado, temos que {t;} € K;. Logo o Teorema de Lebesgue-Hausdorff (Teorema
1.4.8) implica que C;;y € Bi(I). Do fato de Bi(I) ser espago vetorial, segue que cada f,, € Bi([).
Mostremos que (fy,)n, converge pontualmente para f em I, o que vai implicar que f € By([), ja
que f é é limitada.

Sejat e I. Set ¢ o(f), entao f(t) =0 = fo(t),Yn € N. Portanto, f(t) = lim,_cc fn(t).

Se t € o(f), entao existe N tal que t = tyn. Portanto, f,(t) = f(¢),Yn > N. Logo,
F(8) = Tty oo ().

O feito acima, mostra a proposicao. O
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Observagao 6.11. Notemos que [2°(I) nao estd contido em Bi(I). Por exemplo, a func¢do
caracteristica dos racionais de I pertence a 12°(I), mas nao pertence a Bi(I). De fato, se a
fungao caracteristica dos racionais de I pertencesse a Bi(I), o Teorema de Baire (Teorema 6.8)
implicaria que ela possui pelo menos um ponto de continuidade, mas essa funcdo ndo possui pontos

de continuidade.
Corolario 6.12. Seja T : Bo(I) — Bi(I) operador linear continuo. Entdo T nao € injetor.

Demonstragao. Seja T : Bo(I) — By(I) operador linear e continuo.

De acordo com a Proposicao 6.10, temos que [2°(I) é subespaco de Ba(I). Seja S : I2°(1) —
Bi(I) a restricao de T a I2°(I). Note que S é um operador linear continuo, portanto o Teorema
6.9 nos diz que existe z € I2°(]) com ||z||sc = 1 tal que S é constante em Fj.

Para concluirmos a nao injetividade de T, basta mostrarmos que F, —{z} # . Como x € I2°(1)

e I é ndao enumeravel, existe tg € I tal que z(tp) = 0. Definamos y : I — R da seguinte forma:

y(to) =1 e y(t)=z(t) para t#to.

Note que y # x e y € F,. Portanto, temos que S(x) = S(y). O que implica que T'(x) = T(y).

Assim, T nao é injetor. O
Teorema 6.13. Dado « ordinal distinto de 1, temos que B (I) e B1(I) nao sao isomorfos.

Demonstragao. Se a = 0, de acordo com a Observacao 4.1, C(I) e Bi(I) nao sao isomorfos.

Se a = 2, o resultado segue diretamente do Corolario 6.12. Agora, suponhamos que o > 2,
entdo Bg(I) é subespago vetorial de B, ().

Suponhamos, por absurdo, que Bi(I) e B,(I) sejam isomorfos. Entao, existe T' : By (I) —
B (I) isomorfismo. Portanto, a restricao de T a By([) serd operador linear continuo e injetor.

Mas, isso contradiz o Coroldrio 6.12. Assim, temos que B, () nao é isomorfo a By ([). O



Capitulo 7

Outro problema em aberto: Classes
de Baire sobre [0,1] como espagos de
Banach separavelmente injetivos ou
universalmente separavelmente

injetivos

Nesse capitulo final, faremos uma breve exposicao de um outro problema em aberto interessante
sobre a geometria dos espagos de Banach das classes de Baire sobre [0,1]. A saber:

Para quais ordinais «, B,(I) é separavelmente injetivo ou universalmente
separavelmente injetivo?

Essa questao é discutida em [1].

Inicialmente, veremos que as classes de Baire sobre [0, 1] ndo sao espagos de Banach injetivos
(Teoremas 7.4 e 7.12) e em seguida apresentaremos alguns resultados ja obtidos sobre a pergunta

acima (Teorema 7.19).

173
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A nao injetividade de B,(I) para a ordinal enumeravel é um corolario do resultado de nao
complementacao das classes de Baire como subespagos fechados umas das outras. J& a nao
injetividade de B, (I) sera estabelecida a partir de um teorema devido H.Rosenthal, contido

em [30].

Definigao 7.1. Um espaco de Banach E € dito injetivo se, e somente se, para todo Banach X,
todo subespaco Y de X e todo operador linear continuo t :' Y — E, existe operador linear continuo

T:X — FE tal que T € extensao de t.
Observacgao 7.2. O exemplo cldssico de espago injetivo é o (lso, ||-||oc). Veja [9], pagina 71.

Proposigao 7.3. Seja E um espaco de Banach injetivo. Suponha que E seja subespaco fechado

de um Banach G. Entdo E é complementado em G.

Demonstragao. Consideremos o operador linear continuo identidade, que denotaremos por id :
E — E. Como E é subespaco de G e E é injetivo, existe T : G — E operador linear continuo, tal
que T estende id. Portanto T é projecao continua de G em E.

Isso mostra que E é complementado em G. O
Teorema 7.4. Seja o ordinal com 0 < a < wy. Entao B, (I) € espago de Banach ndo injetivo.

Demonstragao. No Capitulo 1, vimos que se a < wy, entdo B, ([) é subespago fechado de B, (I).
Suponhamos, por absurdo, que B, (I) seja injetivo, entdo a Proposi¢ao 7.3 nos diz que B, (I) é
subespago complementado de By, (I).

Mas, isso contradiz o Teorema 3.2.11 no caso em que o = 0 e o Teorema 5.4.20 para o > 0.

Essa contradi¢ao mostra que B, () nao é injetivo. O

Agora, vamos estabelecer a nao injetividade de By, (I).
Inicialmente, vamos mostrar que By, (I) possui subespagco isomorfo a co(I). Mais que isso, no

Lema 7.7, vamos mostrar que c¢o(I) C By, ().

Definicao 7.5. Seja I' um conjunto. Definimos:
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o) = {f : T — R, tal que dado ¢ > 0 existe apenas um nimero finito de v € T' com

[f()] = €}

Observacao 7.6. E fdcil ver que co(T) € subespaco fechado de lo(I'). Portanto, temos que
(co(T), ||-llec) € espago de Banach.

Lema 7.7. O conjunto de fungoes co(I) € subespago de Bi(I). Portanto co(I) é subespaco de
B, (I).

Demonstragao. Como co(I) é espago vetorial, para concluirmos que cy(I) é subespago vetorial de
Bi(I), basta mostrarmos que co(I) C By(I).

Seja f € co(I). Dado n > 0, consideremos {¢1,...,tx, } C I os tGnicos pontos ¢ de I tais que
1f®)] > -

Fixado t € I, temos que {t} é fechado, logo segue do Teorema de Lebesgue-Hausdorff (Teorema

1.4.8) que Cyyy € Bi(I). Definamos a funcio g, : I — R como:

kn

gn(t) = Z f(t)-Cppy (),

j=1
para todo t € I. Pelo comentério feito acima, temos que g, € By1(I),Vn > 0.
Portanto (gn)n>0 C B1(I). Se mostrarmos que (g, )n>0 converge uniformemente para f em I,
como Bj(I) é Banach, concluiremos que f € B;(I).

Entao, vamos mostrar que (g )n>0 converge uniformemente para f em I. Notemos que:

17(6) — gn(t)] <

paratodote len > 1.

Seja € > 0, existe N > 0 tal que % < €. Note que:
1
50 = (0] < - <.

para todo t € I. Dessa forma:

n>N=|f(t)—gnt) <e
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Vvt € I. Isso mostra a convergéncia uniforme.
Como discutido anteriormente, isso implica que f € Bji(I). Como f € co(I) foi arbitréria,

temos que ¢o(I) C Bi(I) C By, (I). O
Denotemos por ¢ a cardinalidade do continuo.
Lema 7.8. A cardinalidade de loo(I) € 2°.

Demonstra¢io. (i) |loo(I)| < 2°. Seja A o conjunto de todas as funcoes de I em R. E facil ver

que |A| = 2¢. Além disso, temos que [ (I) C A. Portanto, |l (I)] < 2°.

(i) |loo(I)] > 2°. Sabemos que |p(I)| = 2°. Consideremos a funcao ¢ : p(I) — Ilx(I),
definida como ¢(E) = Cp,VE € p(I). E ficil ver que ¢ ¢ injetora. Portanto, temos
que [loo (1) = [p(I)] = 2°.

De (i) e (ii), concluimos que |lo(I)| = 2¢. O
Lema 7.9. A cardinalidade de By (I) para todo ordinal o € c.
Demonstragao. Sugerimos [16], pagina 162. O
Lema 7.10. By, (I) nao possui subespago isomorfo a loo(I).

Demonstragdo. De acordo com o Lema 7.8, a cardinalidade de I ([) é 2¢. Portanto, se Y é Banach
isomorfo a I ([), temos que |Y| = 2¢.

O Lema 7.9 nos diz que a cardinalidade de B, (I) é c¢. Portanto, temos que todo subespago
de B, () tem cardinalidade menor ou igual a c¢. Dessa forma, nenhum subespaco de B, (I) pode

ser isomorfo a lo (1), j& que ¢ < 2€. O

Lema 7.11. Sejam I' um conjunto infinito e X um Banach injetivo, tal que X possui subespago

isomorfo a co(T'). Entao, X possui subespago isomorfo a loo(T).
Demonstragao. Sugerimos [30], Corolario 1.5 na pagina 19. O]

Teorema 7.12. O espa¢o de Banach By, (I) ndo é injetivo.
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Demonstragao. Se B, (I) fosse injetivo, pelo Lema 7.11, B,,, (I) possuiria subespaco isomorfo a
loo(I), jé que co(I) C By, (I). Mas, de acordo com o Lema 7.10, isso ndo pode acontecer.

Assim, concluimos que B,,, (I) néo é injetivo. O

Observacao 7.13. Note que a nao injetividade de By (I), para o ordinal enumerdvel, também
pode ser mostrada da mesma forma que a nao injetividade de B,, (I). No entanto, como visto
aqui, a nao injetividade de By (I) para o ordinal enumerdvel nio depende do Lema 7.11, que €
um resultado bastante forte.

Uma simplifica¢ao dos resultados de [30] que produzem o Coroldrio 1.5 de [30] se encontra em

[24], pdgina 70.

Agora, discutiremos alguns resultados conhecidos sobre a questdo em aberto que motiva esse

capitulo.

Definicao 7.14. Um espaco de Banach E € dito separavelmente injetivo se para todo espago de
Banach separdvel X e cada subespaco Y de X, todo operador linear e continuo t : Y — E se
estende a um operador linear continuo T : X — E.

Se sempre existe uma extensao T com ||T'|| < M||t||, dizemos que E é \-separavelmente injetivo.

Definigao 7.15. Um espaco de Banach E € dito universalmente separavelmente injetivo se para
todo espa¢o de Banach X e cada subespaco separdvel Y de X, todo operador linear e continuo
t:Y — E se estende a um operador linear continuo T : X — F.

Se sempre existe uma extensio T com ||T|| < M|t||, dizemos que E € A-universalmente

separavelmente injetivo.

Observacgao 7.16. O exemplo cldssico de espago separavelmente injetivo é cq, veja [9] pdgina 71.
Na verdade, M. Zippin em [37] mostrou que se E é um Banach de dimensao infinita, separdvel e
separavelmente injetivo, entdo E € isomorfo a cg. No entanto, temos que ¢y ndo € universalmente

separavelmente injetivo, ja que cg € subespaco separdvel de l, mas nao é subespago complementado

de l.
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Um exemplo de espago universalmente separavelmente injetivo € (I2°(1'), ||.||s0), onde I' é um

conjunto ndo enumerdvel, veja [1] pdgina 11.

Proposigao 7.17. Todo espaco separavelmente injetivo é A-separavelmente injetivo, para algum
A > 1. Analogamente, todo espaco universalmente separavelmente injetivo € \-universalmente

separavelmente injetivo, para algum X\ > 1.
Demonstra¢do. Sugerimos [1], pagina 12. O
Lema 7.18. Seja S espago topologico compacto e Hausdorff. Sao equivalentes:

(i) S € um espago F;

(ii) O espago de Banach (C(S),||.|lsc) € 1-separavelmente injetivo.
Demonstragao. Sugerimos [1], pagina 19. O
Teorema 7.19. Valem que:

(1) O espago de Banach By, (I) € 1-separavelmente injetivo;

(2) Se a € ordinal com 0 < a < wy, entdo By(I) nao é 1-separavelmente injetivo.

Demonstragao. (1) De acordo com o Teorema 1.3.8, temos que By, (I) é linearmente isométrico
a C(Qy,). Além disso, o Teorema 5.3.4, nos diz que €2, ¢é basicamente desconexo. Assim,

temos que €, é um espago F (veja o Lema 5.3.16).
Pelo Lema 7.18, o espaco C'(€2, ) é 1-separavelmente injetivo. Dessa forma, temos que B, (I)
é 1-separavelmente injetivo.

(2) Fixado ordinal & com 1 < o < wy, 0 Teorema 1.3.8 nos diz que B, () é linearmente isométrico
a C(Qq). Sob essas condigdes, o Coroldrio 5.4.17 garante que €2, nao é um espago F.

Portanto, de acordo com o Lema 7.18 temos que C({2,) ndo é l-separavelmente injetivo.

Dessa forma, B, (I) nao é l-separavelmente injetivo.
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No caso em que a = 0, basta notarmos que [0,1] ndo é um espaco F. De fato, considere
os F,’s abertos e disjuntos (O7 %) e (%, 1). Assim, o Lema 7.18 garante que C([0,1]) nao é
1-separavelmente injetivo.

O

O Teorema 7.19 classifica completamente quais classes de Baire sobre [0,1] sao 1-
separavelmente injetivas. Isso é possivel, devido ao Lema 7.18 que estabelece quais espagos
compactos S possuem C(S) 1-separavelmente injetivo.

Atualmente, ndo existem caracterizacoes semelhantes ao Lema 7.18 para A > 1. Assim, o
estudo das classes de Baire sobre [0, 1] pode apontar dire¢oes na caracterizagdo dos compactos S
tais que C'(S) seja A-separavelmente injetivo ou universalmente separavelmente injetivo.

Por outro lado, como ser separavelmente injetivo ou universalmente separavelmente injetivo
sao invariantes isomoérficos, o conhecimento de quais classes de Baire possuem essas propriedades
pode nos ajudar a responder a questao sobre existéncia de isomorfismos entre as classes de Baire

sobre [0, 1].



Apeéndice A
Teorema de Lebesgue-Hausdorft

Ao longo desse apéndice, S denotard um espago topolégico e X um conjunto. Nosso objetivo,
nesse apéndice é demonstrar o Teorema de Lebesgue-Hausdorff generalizado:

(Teorema de Lebesgue-Hausdorff generalizado) Seja « ordinal. Considere f : S — R
funcao limitada.

Temos que:

(1) Se a é ordinal finito, f € B,(S) se, e somente se, f~1(G) € CZ,(S) , para todo aberto
G C R;

(2) Se a é ordinal infinito, f € B,(S) se, e somente se, f~1(G) € CZ411(5), para todo aberto
G CR.

A demonstragao de (1) nao é muito complicada. Na demonstracao de que
f € Ba(S) = fHG) € CZa11(9),

para « ordinal infinito, utiliza-se a mesma técnica do caso finito.

A parte realmente complicada do Teorema de Lebesgue-Hausdorrf generalizado é a reciproca
para ordinais infinitos. Para mostrar isso, vamos trabalhar com o conceito de reticulados de
fungoes, introduzido no Capitulo 5. Nossa demonstracao serda baseada num resultado profundo,

devido a Sierpinski que chamaremos de Lema de Sierpinski.

180
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Observagao A.l. Na verdade, o que denominamos aqui de Lema de Sierpinski é apenas um
coroldrio de um teorema de Sierpinski sobre convergéncia pontual de sequéncias em reticulados de

fungoes. Tanto esse teorema quanto o coroldrio se encontram em [33].

Dessa forma, inicialmente demonstraremos (1) e a parte menos complicada de (2), mencionada

acima. Em seguida, vamos desenvolver um pouco de teoria para mostrarmos o restante.

Proposicdo A.2. Sejan € w. Temos que se f € By(S), entdo f~1(G) € CZ,(S), para todo
aberto G C R.

Demonstracao. Facamos inducao em n.

Se n =0, entdao f é continua. Seja G aberto de R, entdo G é fechado de R.

Note que f~1(GY) = f~1(G)Y, portanto se mostrarmos que f~'(F) € Zy(S), para todo
fechado F de R, teremos nosso resultado.

Consideremos a fungdo d(., F') : R — R, definida como d(t, F') =distancia de ¢t ao conjunto
F. Sabemos que essa funcao é continua. Definamos ¢g : S — R, como ¢(s) = d(f(s), F),Vs € S.
Entéo, g € C(S). E facil ver que f~1(F) = ¢~(0). O que mostra que f~1(F) € Zy(S). Logo, o
resultado vale para n = 0.

Seja n € w, com n > 0. Suponhamos que o resultado seja vélido para todo 0 < k < n,
mostremos que também vale para n.

Considere f € By,(S). Sabemos que todo aberto de R é uma unido enumeravel de intervalos
abertos. Portanto, se mostrarmos que a pré-imagem por f de qualquer intervalo aberto pertence
CZy(S), como CZ,(S) é fechada para unides enumeraveis, teremos o resultado. Sejam a < b
reais, temos que (a,b) = (a,00) N (—00,b). Como CZ,(S) é fechada para interseccoes finitas,
para concluirmos que f~1((a,b)) € CZ,(S), basta mostrarmos que f~1((a,o0)) e f~1((—o0,b))
pertencem a CZ,(S5).

Seja y € R, vamos mostrar que f~!((y,00)) € CZ,(S) . A demonstracio para f~!((—oc0,))
se faz de forma andloga.

Como f € By(95), existe sequéncia (f)m C U;,, Bj(S) tal que (fm)m converge pontualmente

para f em S. Suponhamos que cada f,, € By, (S), com k,, < n.
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Para m, k fixados, definamos A, ;, = {x € S : fi,(z) >y + 1/k}. Notemos que:
F w00 =UJU N Amse
k>0 N m>N
Pela hipétese de inducéao, temos que A% w € CZy, (S). O que implica que A, € Z,,(S). Como
km < n, temos que k,, <n — 1.
Logo, Ay i € Zy—1(S5),Vm € N,k > 0. Como Z,,_1(S) é fechado para intersecgbes enumeraveis,
temos que (< x Amk € Zn-1(5),VN. Assim, da definicao de C'Z,(5), segue que

FHy,00) = U ) A € CZa(5).

k>0 N m>N

Isso estabelece nosso resultado. O

Proposicao A.3. Para todo ordinal o com w < a, temos que se f € Bo(S) entdo f~1(G) €
CZo+1(S) , para todo aberto G C R.

Demonstragao. Fagamos indugao em «. Como discutido na proposicao anterior, basta mostrarmos
que para todo y € R:

f € Ba(S) implica que f~1((y,00)) e f~1((—o00,y)) pertencem a CZ,1(S).

Mostremos que f € B, (S) implica que f~1((y,00)) € CZa11(S).

Suponhamos que o = w. Devemos mostrar que f~1((y,00)) € CZ,+1(S). Como f € B,(S),
existe sequéncia (fn)n C U,c,, Bn(S) convergindo pontualmente para f em S. Podemos escrever
fn € By, (S), com ky, € w,Vn € N.

Para cadan € Ne k > 1, definamos:
App={z€S: fulz) >y+1/k}

Note que:

F w00 = U N 4Ans

k>0 N n>N
Da Proposicdo A.2, segue que Agk € CZ,(S). Portanto, A, € Z,(S). O que implica que

Ap i € Z,(S),Vn, k. Dessa forma, como Z,(S) é fechado para intersec¢oes enumerdveis, temos

que (V> n Ank € Zu(9).
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Logo:

f_l((y,OO)> = U U m Amk € CZw-l-l(S)?

k>0 N n>N

pela defini¢ao de C'Z,,11(5). Isso mostra que o resultado é vélido para w.

Seja « ordinal, com w < «a. Suponhamos que o resultado seja valido para todo w < 8 < a e
vamos mostrar que também é valido para a.

Seja f € B,(S), existe sequéncia (fp,), C Uw§5<a Bg(S) convergindo pontualmente para f em
S. Vamos escrever que f, € Bg, (S) com w < 3, < «, para todo n.

Definamos:

App={z €S fulw) = y+ 1/k}

Note que:

o) =UJU N Ans

k>0 N n>N

Pela hipétese de indugao, temos que A, € Zg 11(S) C Z4(S). Como Z,(S) é fechado para
intersecgoes enumeraveis, temos que (), >y Ank € Za(S), para todo N, k. Portanto:

F M 00) = JU N Ank € CZaia(9),

k>0 N n>N

pela definicao de C'Z,+1(5).

Isso estabelece nosso resultado. O

Para provarmos a reciproca de (1) no Teorema de Lebesgue-Hausdorff generalizado, precisamos

de um lema sobre funcoes caracteristicas de conjuntos de Baire.

Lema A.4. Para cada ordinal o, se E € um conjunto de Baire da classe Zy(S) ou CZ,(S), entdo

Cg € Bay1(9).

Demonstracao. Facamos inducao em a.
Note que toda vez que mostrarmos que o resultado vale para Z,(S), ele também valerd

para CZ,(S). Pois se E € CZ,(S), entdao E€ € Z,(S). Logo Crc € Bar1(S). Além disso,
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Cg = 1 — Cgc e sabemos que as classes de Baire contém as funcoes constantes e sao espacos
vetoriais. Portanto, Cp € By+1(S5).

Seja a = 0. Consideremos E € Zy(S), entdo existe f € C(S) tal que E = f~1(0). Note que:

Ifl € C(S) e |f|~1(0) = f~1(0). Logo, podemos supor f > 0. Além disso, C(S) é fechado para
minimo finito e

min(f,1)~1(0) = f~1(0). Assim, podemos supor 0 < f < 1.

Definamos a sequéncia fy,(s) = (1 — f(s))" € C(S). Note que (f,), é uniformemente limitada
e converge pontualmente para Cg em S.

Isso mostra que f € B1(S). Logo, o resultado vale para oo = 0.

Seja a > 0. Suponhamos que o resultado seja vélido para todo ordinal 0 < 8 < «, mostremos
que também vale para a.

Seja E € Zo(S), entdo E = (1, ey En, com cada E, € CZ,,(S) e ap < o

Definamos F,, = (j_; Ej,¥n € N. Seja 8, = maz(az,...,an) < @, entdo F, € CZg,(S). Pela
hipétese de indugao, temos que CF, € Bg,4+1(S5). Assim CF, € Bo(S),Vn € N.

Note que a sequéncia (Cf, ), é uniformemente limitada e converge pontualmente para Cr em
S. O que implica que Cg € Bo+1(5). Logo, o resultado vale para a.

Assim, estabelecemos o lema. ]

Proposi¢do A.5. Seja n € w. Suponha que f : S — R seja funcdo limitada com f~Y(G) €
CZ,(S), para todo aberto G C R. Entdo f € By(S).

Demonstra¢ido. Caso 1 n = 0. Nesse caso, temos que f~1(G) € CZy(S), para todo aberto
G C R. Assim, a pré-imagem por f de todo aberto de R é aberto de S. Portanto f é

continua.

Caso 2 n > 0. Considere f : S — R satisfazendo as hipdteses da proposicdo. Sem perda de

generalidade, podemos supor que 0 < f < 1, ji4 que B,(S) é espago vetorial e f é limitada.

Considere a,b € R, com 0 < a < b < 1. Definamos:

E*={xe€S: f(x) >a}
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Ey,={x€S: f(z) <b}.

Por hipétese, temos que E?, E, € CZ,(S). Assim E% = UjeN Ej, onde cada Ej € Z,(5) e
kj < n. Pelo Lema A.4, temos que Cg; € By(S5).

Definamos:

g*(z) = Z CE;J(x).
j=1

Cg.
Note que a série que define g é uniformemente convergente e que % € By, (S). No Capitulo
5, vimos que cada classe de Baire é fechada para convergéncia uniforme, logo ¢* € B,(S5).
Note que:

%) >0 xeE* e 0<g%z)<1 paratodo z€S.

Analogamente, temos que Ep = | Ej, com Ej €Z; e %j < n. Pelo Lema A.4, temos que
J

jEN
CEj € Bu(S).
Definamos:
a() =) CESJ-(J:)
j=1

Como argumentado acima, g, € By, (S). Note que:
() >0 ek, e 0<g(r)<1 paratodo z€S.

Definamos:
9°(x)
gp(z) + g*(x)
Note que gp(z) + g*(z) # 0 pois z € S implica que z € Ey ou x € E®. Como g%, gy € Bp(95),

ha,b (l‘) =

temos que hqyp € By, (S). Note que:
(i) Se f(x) > b, entdo hgyp(x) = 1;
(ii) Se f(z) < a, ent@o hqp(x) = 0;

(i) 0 < hgp < 1.
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Para cada m > 0, definamos hy,(z) = %Z;n:l hi-1 i (x). Pelo discutido acima, cada
hj-1 5 € By(S). Como h,, é uma soma finita de elementos de B,(S), que é um espaco

vetorial, temos que hy,, € B, (S),Vm > 0.

Vamos mostrar que a seqéncia (h,;,)m>0 converge uniformemente para f em S, o que
implicara que f € By (95).

Fixado m > 0, mostremos que |f(z) — hpy(z)| < 1/m,Vz € S. Isso implicard a convergéncia

uniforme de (hy,)m>1 para f em S.

Seja x € S, existe j com 0 < j < m tal que:

De (i),(ii),(iii), segue que:

Logo | £(z) — hm(2)| < 1/m.
Como z € S foi tomado arbitrariamente, temos nosso resultado.

O]

As Proposigoes A.2 e A.5 mostram o Teorema de Lebesgue-Hausdorff generalizado para ordinais

finitos.

Teorema A.6. (Lebesgue-Hausdorff-Caso finito) Seja n € w. Considere f : S — R func¢do
limitada, entio f € By, (S) se, e somente se, f~1(G) € CZ,(S) , para todo aberto G C R.

Para concluirmos o Teorema de Lebesgue-Hausdorff generalizado, como dito no comecgo desse
apéndice, basta mostrarmos:

(Reciproca do Teorema de Lebesgue-Hausdorff no caso infinito)

Seja « ordinal infinito. Seja f : S — R, funcao limitada tal que f~1(G) € CZ441(S) , para
todo G C R aberto. Entao, f € B,(95).

Nosso primeiro objetivo é caracterizar o conjunto {f : S — R tal que f é limitada e

f~YG) € CZ,(S), para todo aberto G C R}.
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Sejam X um conjunto e ¥ dlgebra de subconjuntos de X. Consideremos B(X, ¥) como descrito

na Definicao 5.1.11.
Proposicao A.7. Valem:
(1) B(X,X) contém as fungées constantes;
(2) Se f € B(X,X), entao |f| € B(X,X), onde |f|(x) = |f(x)|;

(3) Se f,g € B(X,X), entio min(f,g),mazx(f,g) € B(X,X), onde min(f,g)(x) =
min(f(x),g(x)) e maz(f, g)(x) = max(f(z), g(x)).

Demonstragao. (1) Pela definigdo de &lgebra de subconjuntos, temos que X € X, logo Cx €
B(X.,Y).

Note que Cx é a funcao constante igual a 1. Seja A € R, como B(X, X) é espago vetorial, a
funcao A.C'x € B(X,X). Portanto, B(X,X) contém as fungdes constantes.
(2) Inicialmente, mostremos que se f € span{Cg : E € ¥}, entao |f| € span{CE : E € ¥}.

f € span{Cg : E € ¥} implica que f = 2?21 NiCE;, com E; € ¥, BE;NE; =0sei#je
X =U" B

Assim, se € X, entdo € E; para um unico j. Logo, f(z) = A;j e |f(x)| = |)\j|. Dessa

forma, temos que |f| = >, |\;|CE;. Portanto, |f| € span{Cp : E € X}.

Agora, seja f € B(X,X). Existe uma sequéncia (f,)n, C span{Cg : E € ¥} convergindo

uniformemente para f em X. Pelo visto acima, (|f,|)n C span{Cg : E € X}.

Vamos mostrar que (|f,|)n converge uniformemente para |f| em X, o que implicard que

/] € B(X,X).

Seja € > 0, da convergéncia uniforme de (fy,), para f, segue que existe N € N tal que:

n>N=|f(zx)— folz)| <€ VreX.
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Portanto, para n > N, temos:

1 f(@)] = |fa(@)]] < |f(x) — fu(z)] < €,Va € X.

Logo:

nzN=|[[f| = |fallle <e

Isso mostra que |f| € B(X, X).

(3) Note que:
min(f,9) = 3/ +9) = 510 ~ gl

max(f,g) = 5(f +9) + 51 gl

Como f,g € B(X,X) e B(X,X) é espaco vetorial, temos que f — g, f + g € B(X,X). Pelo
item (1) acima, |f — g| € B(X,X). Dessa forma, min(f,g), max(f,g) € B(X,X).
[

Observe que a Proposicao A.7 nos mostra que B(X,X) é um reticulado de fungoes de acordo

com a Defini¢ao 5.3.11.

Definicao A.8. Seja L um reticulado de fungdes definidas em X. Para cada f € L, definimos

coz(f) ={z e X : f(x) #0}.
Definimos coz(L) = {coz(f): f € L}.

Proposicao A.9. Seja L = B(X,X) C loo(X). Entdo coz(L) é fechado para unides enumerdveis.

Demonstragao. Seja (fn)n sequéncia de funcoes em L. Mostremos que |J,, coz(fr) € coz(L).

Podemos supor que cada f,, > 0, pois pela Proposigao A.7, | f,| € L e coz(f) = coz(|fn|). Além

disso, podemos assumir que cada f, < 1, pois a Proposicao A.7 nos diz que L contém as fungoes

constantes e é fechada para o minimo. Logo min(fy,1) € L, mas coz(f,) = coz(min(f,,1)).

Considere a série fozo J gﬁf”) Como 0 < fnz—(f) < L ¢ a série 22020 % converge, pelo Teste

27L b
. " x .
de Weierstrass a série Y - ! g& ) converge uniformemente em X.
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Defina

o
fn(z)
n=0
Como cada termo da série pertence a L e L é uniformemente fechado, temos que f € L.

E fécil ver que coz(f) = U, coz(fn). Portanto, |, coz(fn) € coz(L). O

Lema A.10. Se (fn)n € uma sequéncia em span{Cg : E € ¥} convergindo uniformemente para f
em X, entao existe uma sequéncia crescente (gn)n C span{Cg : E € ¥} convergindo pontualmente
para f em X.

1

Demonstragdo. Tomando subsequéncia se necessério, podemos assumir que |f,(z) — f(z)| < =,

Vn>0exz e X.

Definamos g, = max(fr — % : k= 1,...,n). Note que para todo n, temos que g, €
span{Cg : E € ¥}. De fato, cada fx € span{Cp : E € ¥}, as fungbes constantes pertencem a
span{Cg : E € ¥} que é espago vetorial, logo fi — % € span{Cg : E € ¥}. Na demostracao
da Proposigao A.7, vimos que span{Cp : E € X} é fechado para minimo finito. Assim,
gn € span{Cp : E € ©}.

E claro que (gn)n é uma seqéncia crescente. Mostremos que (gy ), converge pontualmente para

f em X.

Por hipétese, temos que |f,,(z) — f(z)| < ,Vn,z. Assim:
Fal@) = f(@) < - = fulw) = < fl@) = fu— - < SV

Portanto g, < f,Vn.

Também temos que:

J(@) = fald) < = = [(@) — + < ful@) = F@) — > < ful@) — = < gala).
n n n n
Assim:
f(#) = 2 < gule) < S(@).

O que implica que (gn), converge pontualmente para f em I. Na verdade, mostramos que essa

convergeéncia ¢ uniforme. O
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Teorema A.11. Seja L = B(X,X), entdo:
coz(L)={f"YG):feL e GCR ¢éaberto}.

Demonstragio. E claro que coz(L) C {fY(G): f € L e G C R é aberto }.
Mostremos a outra inclusdo. Seja A = f~1(G), onde G é aberto de R e f € L. Vamos mostrar

que A € coz(L).

Caso 1 f € span{Cpg : E € X}. Pelo Lema 5.3.6, temos que f é ¥-mensurdvel. Portanto A € ¥,
assim Cy € span{Cpg : E € ¥}. Notemos que A = coz(C4). Dessa forma, A € coz(L).
Caso 2 Existe uma sequéncia (fy,), C span{Cg : E € ¥} convergindo uniformemente para f.

Pelo Lema A.10, existe sequéncia crescente (gp,)n, C span{Cg : E € ¥} tal que (g, ), converge

pontualmente para f em X.

Como G é aberto em R, temos que G é uma unido enumeravel de intervalos abertos de
R. A Proposicao A.9 nos diz que coz(L) é fechado para unides enumeraveis. Portanto, se

mostrarmos que f~1((a,b)) € coz(L) para todo a < b, teremos nosso resultado.

Mostra-se facilmente que coz(L) é fechado para intersecgoes finitas, além disso:
((l, b) = (CL, OO) N (_OO’ b)
Dessa forma, para estabelecermos nosso resultado, basta mostrarmos que:

FH(y.00) e fH(=00,y)) € coz(L) VyeR.

Vamos mostrar que f~'((y,00)) € coz(L). Como discutido anteriormente, existe (g,)n
sequéncia crescente de elementos de span{Cg : E € ¥} covergindo pontualmente para f em

X.

Portanto, temos que:

FH(,00)) = gn (g, 00)).
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Como cada g, € span{Cg : E € ¥}, no Caso 1, mostramos que g, !((y,>)) € coz(L).
Dessa forma, segue da Proposicio A.9 que f~!((y,o0)) € coz(L).

Note que acima mostramos que para toda g € L e y € R, vale g7!((y,0)) € coz(L).

Para nossa f fixada, temos que —f € L. Portanto (—f) !((y,00)) € coz(L). Mas
(=) (g 00)) = fH{(—00,9)).

Isso mostra nosso resultado.

Teorema A.12. Seja L = B(X,X). Entao, temos que:
coz(L) ={A: A é unidgo enumerdvel de elementos de ¥}.

Demonstragao. (i) {A : A é unido enumeravel de elementos de ¥} C coz(L).
Se A € 3, entao A € coz(L). Pois Cq € L e A = coz(Chy).
Pela Proposicao A.9, coz(L) é fechado para unides enumerdveis. Portanto {A : A é unido
enumeravel de elementos de £} C coz(L).

(i) coz(L) C {A: A é unido enumeravel de elementos de X}. Seja E = coz(f), com f € L. Na

demostracao da Proposicao A.9, vimos que podemos supor f > 0.

Além disso, o Lema A.10 nos diz que existe sequéncia crecente (fy,), C span{Cg : E € X}
convergindo pontualmente para f em X. Como f > 0 e span{Cg : E € ¥} é fechado para

maximos finitos, podemos tomar f,, > 0, Vn.

Dessa forma, temos que coz(f) = {J,, coz(fn). Note que coz(f,) = f,'(R —0) e que cada f,

é Y-mensurdvel. Portanto coz(f,) € ¥,Vn € N.

Dessa forma, temos que coz(f) é uma uniao enumerdvel de elementos de X.

Definicao A.13. Seja R uma classe de subconjuntos de um conjunto X.
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Dizemos que R possui a propriedade da reducdo finita se para toda familia finita {E; :
Jj=1,...,n} C R, emiste familia {Dj : j = 1,...,n} C R tal que D;N D; = 0 se i # j,
Dj CEj,jzl,...,TL EU;L:1DJ' :U?:1Ej'

Dizemos que R possui a propriedade da reducao enumerdvel se a propriedade descrita acima

vale para toda subfamilia enumerdvel de R.

Definicao A.14. Seja R uma familia de subconjuntos de um conjunto X. Definimos:

R, ={|J An: Ay € R};

neN

R(;:{ﬂAn:AnER};

neN
Lema A.15. Seja X um conjunto e ¥ dlgebra de subconjuntos de X. Entao X, possui a propriedade

da reducdo enumerdvel e finita.
Demonstragdo. Sugerimos [26], pagina 127. O

Teorema A.16. Seja L = B(X,X), com X dlgebra de subconjuntos de X, tal que ¥ = ¥, N Xs.
FEntao L = E, onde:
L={f€lsw(X): fYG) € coz(L)y para todo aberto G C R}.

Demonstragao. (i) L C L.

De acordo com o Teorema A.11, temos que coz(L) = {f 1(G) : f € L e G C R aberto}.
Logo, f € L implica que f~1(G) € coz(L), para todo aberto G de R

Como coz(L) C coz(L),, concluimos que L C L.
(i) L C L. Seja f : X — R, funcdo limitada tal que f~(G) € coz(L)y para todo aberto G C R,
vamos mostrar que f € L.

De acordo com a Proposi¢ao A.9, temos que coz(L) = coz(L),. Além disso, o Teorema A.12

nos diz que coz(L) = X,.
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Dessa forma, a hipdtese sobre f é que ela é limitada e f~!(G) € %, para todo aberto G de
R. Fixado n > 0, como f é limitada, existe um numero finito de nimeros reais a1 < as <

Li=1,.. . k,—1

... < ag, tais que a imagem de f estd contida em (a1,ax,) e a1 —a; < 7,
Para cada 1 < i < k, — 1, sejam J; = (a;,a;1+1) e E; = f~1(J;). Por hipétese, temos que
E; eX,.
De acordo com o Lema A.15, existe familia {D; : i =1,...,k, — 1} C ¥, tal que D; C Ej,
DinD;j=0sei#je D= Ei = X.
Note que fixado i, temos:

D¢ = JDj e %

i

Logo, D; € 5. Dessa forma, temos que D; € 3, N Y5 = 3.
Entao D; € ¥,i=1,...,k, — 1. Vamos ignorar os D; = (). Para cada i, tome x; € D;.
Definamos g, = > "% f(x;)Cp,, onde m,, < k, — 1. Note que g, € span{Cg : E € X}.
Mostremos que a sequéncia (g, ), acima construida converge uniformemente para f em X.

O que implicard que f € L. Seja x € X, existe Unico i tal que x € D;. Logo:
1
o) — £(@)] =17 () ~ F@)] <

. 1
jd que f(x;), f(x) € (@i, aiv1) € aip1 —a; < 5.
Isso mostra a convergéncia uniforme de (g, ), para f. Dessa maneira, temos a nossa inclusao.

De (i) e (ii) segue o resultado. O

Corolario A.17. Sejam X um conjunto, % dlgebra de subconjuntos de X com ¥ = ¥, N5 e
L = B(X,Y). Entao:
L={f:f ¢élimitada e {1 (G) € X, para todo aberto G C R}.

Demonstragdo. De acordo com o Teorema A.16, temos que:
L={f€lo(X): f71Q) € coz(L), para todo aberto G C R}.

Sabemos que coz(L) = coz(L), e usando o Teorema A.12, temos:
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L={f€lo(X): fYQ) € %, para todo aberto G C R}.

Isso mostra o corolario. O

Lema A.18. Para todo ordinal 1 < «, seja An(S) a classe ambigua o de S. Sabemos que Ay (S)

€ uma dlgebra de subconjuntos de S. Vale que:

Demonstracio. E claro que Aq(S) C (Aa(S))s N (Aa(S))s.

Vamos mostrar a outra inclusao. Seja A € (A4(5))s N (Aa(S))s, entdo:

(i) A= U, en An, com cada A,, € A,(S). Logo A, pertence a CZ,(S), que é fechada para unides

enumeraveis. Portanto A € CZ,(S).

(ii) A = N,en Bn, com cada B, € Ay(S). Logo B, € Z4(S), que é fechada para interseccoes

enumeraveis. Portanto A € Z,(S).

De (i) e (ii) segue que A € A,(S5). Isso mostra que (An(S5))e N (Aa(S))s C An(S).

Dessa forma, temos a igualdade. O

Lema A.19. Seja 1 < a ordinal. A C S pertence a CZ,(S) se, e somente se, A € (Aa(9))s.

Demonstragao. Suponha que A € (A4(S))s. Entao A = |J, .y An com cada A, € Ay(S), logo

neN
cada A, € CZ,(5). Como CZ,(S) é fechada para unides enumeraveis, temos que A € C'Z,(S).

Reciprocamente, suponha que A € CZ,(S). Entao A = J, .y An com A, € Zg,(S) e B < a.
Portanto, cada A, € Z,(S). Sabemos que Zg (S) C CZg, +1(S) e B +1 < . Assim, cada
A, € CZy(S).

Portanto, cada A, € A,(S), o que implica que A € (A4(95))o- O

O proximo teorema concretiza nosso objetivo inicial, isto é, caracterizar o conjunto

{f: f élimitada e f~1(G) € CZ,(S) para todo aberto G C R}.

Teorema A.20. Seja 1 < « ordinal. Entdo, temos que:

B(S, Au(S)) ={f : f é limitada e f~1(G) € CZu(S) para todo aberto G C R}.
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Demonstragao. De acordo com o Lema A.18, temos que A, (S) = (Aa(S5))s N (Aa(S))s. Usando
o Coroléario A.17, ficamos com:

B(S,Ay(S)) = {f : f ¢ limitada e f~1(G) € (Aa(S)),, para todo aberto G' C R}.

Dessa forma, do Lema A.19 segue que:

B(S,Ay(S)) = {f : f é limitada e f~1(G) € CZ,(S) para todo aberto G C R}. O

De acordo com o Teorema A.20, para estabelecermos a reciproca do Teorema de Lebesgue-

Hausdorff generalizado no caso infinito, basta mostrarmos que para w < a, vale
B(S, An+1(S)) C By(S).
Precisamos de alguns lemas para estabelecer esse resultado.
Definigao A.21. Sejam X um conjunto e L C loo(X) um reticulado de fungoes. Definimos:
(i) Ba, (L) = {f € lo(X) : existe sequencia (fn)n C L convergindo pontualmente para f em X};
(ii) u(L) o fecho de L em (loo(X),||-]|c0)-

Lema A.22. Sejam X um conjunto e L C loo(X) um reticulado de fungoes.
Entao, u(L) é um reticulado de funcoes e By, (L) = By, (u(L)).

Demonstragdo. Inicialmente, vamos mostrar que u(L) é um reticulado de fungdes.

Sejam f, g € u(L), temos que mostrar que as fungées max(f, g), min(f,g) € u(L). Mostremos
que isso vale para o maximo, a demonstracdao para o minimo é completamente analoga.

Como f,g € u(L), existem (fn)n,(gn)n C L tais que (f,)n converge uniformemente para f
em X e (gn)n converge uniformemente para g em X. Do fato de L ser um reticulado de fungoes,
vem que max(fn,gn) € L,¥n € N. Mostremos que a sequéncia (max(fn,gn))n C L converge
uniformemente para maz(f,g) em X. Isso implicard que max(f, g) € u(L).

Sabemos que para quaisquer fungoes h, [, vale:

1 1
max(h,l) = §(h+l) + §’h_ .
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Portanto, temos que:
imax(fn, gn)(x)—maz(f,g)(x)| = |%{(fn(fv)Jrgn(:v))Jr\fn(w)—gn(l‘)l—(f(fﬂ)+g(l‘))—If(fv)—g(:v)l}l

= %I(fn(w) — f(@)) + (gn(@) — 9(@)) + |fu(2) — gu(@)] = | £ (2) — g(2)|
< %{\fn@:) = f@)] + lgn(@) — g(@)| + | fn(@) = gn(2)| = |f(2) — g(2)[[}
< 2 {fa(@) = £@)] + [9a(2) — 9(2)| + |fu(@) — galx) - F(2) + g(a)]}
< %{\fn(x)—f(fc)|+|gn(x)—g(w)l+|fn(w)—f(w)|+|gn(w)—g(fv)!} = |fu(@) = f(@)|+]gn(x) —g(2)].
Dessa forma, ficamos com:

(max(fn, gn)(x) — max(f, g)(x)] < |fo(x) = f(@)] + |ga(z) — g(2)],

para todo z € X. Seja € > 0, como (f,), converge uniformemente para f em X e (g, ), converge

uniformemente para g em X, existem ni,ns € N tais que:

n>ny = |fo(z) — flz)| <

)

n > ny = |gn(z) — g(z)| <

)

NN N ORI ¥

para todo x € X. Seja ng = max(ni,ng). Temos que:

n > ng = [ma(fu, ga)(x) — maz(f, 9)(z)| < e,

para todo x € X. Isso mostra a convergéncia uniforme. Como discutido anteriormente, isso
estabelece que u(L) é um reticulado de fungoes.

Agora, vamos mostrar que By, (L) = By, (u(L)).
(i) Como L C u(L), temos que Bg, (L) C By, (u(L)).

(ii) Mostremos que Bg, (u(L)) C Bg,(L). Seja f € Bg,(u(L)), existe sequéncia (fn), C u(L)

convergindo pontualmente para f em X.
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Como f, € u(L), fixado n > 0 existe g, € L tal que:

1
an *gnHoo < —.
n
Vejamos que a sequéncia (g, ), C L converge pontualmente para f em X, o que implicard
que f € Bg, (L).
Seja x € X. Dado € > 0, existe ng € N tal que:
€
n2ng = |falz) = fl2)l < 3,
pois (fn)n converge pontualmente para f. Além disso, existe n; € N tal que n > n; implica
que % < 5.

Tomemos ny = max(ng,n1). Dessa forma, temos que:

n 2 ny = |gn(z) = f(2)| < |gn(z) = ful(@)| + |fn(z) — f(2)] <e
Isso mostra a convergéncia pontual de (g), para f em X.

Como discutido anteriormente, isso mostra que Bg, (u(L)) C Bg, (L).

De (i) e (ii), temos nosso resultado. O

Lema A.23. Sejam X um conjunto e L C loo(X) um reticulado de fungoes. Suponha além disso,

s

que L seja subespaco vetorial de loo(X) e que L contenha as funcgioes constantes. Entao Bg, (L) é

subespago vetorial de loo(L) € Bq, (L) € fechado em (loo(X), ||-||00)-

Demonstragio. B facil ver que By, (L) é subespaco vetorial de o (X).

Vamos mostrar que Bg, (L) é fechado em (Ioo(X),||-||oc). Pelo Lema A.22, podemos assumir
que L é subconjunto fechado de o (X).

Seja (fn)n C Ba, (L) convergindo uniformemente para f € loo(X). Mostremos que f € Bg, (L),
o que implicard que By, (L) é fechado.

Tomando subsequéncia se necessdrio, podemos assumir que:

|fn(2) = f(2)] < %,vx €X.
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Definamos hy,(z) = fot1(2) — fo(z). Note que |h,(2)| < 5+, para todo z € X e n € N.
E f4cil ver que:

Como cada hy, € By, (L), pois By, (L) é subespaco vetorial, existe sequéncia (s}'); C L, convergindo
pontualmente para h, em X.

Definamos d' = min(s?, 21n) e ¢ = max(dy, ;nl) Note que d}',c}' € L, pois L contém as
fungoes constantes e é reticulado de funcoes. E f4cil ver que (c}'); converge pontualmente para hy,
em X e que ||c!||s < 57, Vi € N.

Note que a série Y 7, cl(z) é uniformemente convergente em X. Como cada ¢! € L eL é
uniformemente fechado, temos que ¢;(z) = > 0" c?(z) € L.

Vamos mostrar que (t;); converge pontualmente para » -~ h, em X. Isso vai implicar que
Yot ghn € Bq, (L), e de acordo com a equacao (A.1) teremos que f € By, (L).

Fixemos z € X. Dado € > 0, da convergéncia uniforme das séries, segue que existe N € N tal

que:
Z\c \<* Z!h \<*

para todo x € X. Fixado 0 < n < N, existe i, € N tal que:

€

L
P2 00 = (@) — ha(@)] < 5

Seja ig = max(in, : n=0,...,N —1). Dessa forma:

o0

P> o= il Zh =13 ) = o)
n=0 n=0
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Isso mostra a convergéncia pontual de (t;); para >~ h, em X.

Como discutido anteriormente, isso implica que f € By, (L). O

Agora, vamos mostrar o Lema de Sierpinski, que serd fundamental para concluirmos a

demonstragao do Teorema de Lebesgue-Hausdorff no caso infinito.
Teorema A.24. (Lema de Sierpinski) Seja S um espago topoldgico.

(1) Seja \ ordinal limite. Se A € Axi1(5), entao Ca € limite pontual de elementos de
Uacx{Cr : E € Aa(S)};

(2) Seja « ordinal sucessor. Se A € Ay41(5), entao Cy € limite pontual de elementos de

(Cp: E € Aa(5)}.

Demonstragao. (1) Seja A € Ax41(5). Assim A € Z;11(S) N CZy11(S). Dessa forma, temos

que:

A= () Dn,

neN
com D, € CZ\(95), (Dy)n decrescente e

A=,

neN
com C,, € Z)(S5), (Cy)n crescente.
Como C,, € Z)(S), temos que Cp, = (e Cnm com Cpyy € CZy,, (S), au < A, Portanto
Cpm € Aa,,+1(5). Note que a;, +1 < A, pois A é ordinal limite. Além disso, podemos supor
que (Crm)m € sequéncia decrescente, para cada n fixado.
Como D,, € CZ)(S), temos que D,, = |J,,cry Dnm- Como discutido no Caso dos Cpyy, cada
D,,,, pertence a uma classe ambigua de tipo inferior a A\. Além disso, podemos supor que

(Dypm)m € sequéncia crescente.

Para cada n, definamos A,, = (J;_; (CknNDky). Note que A, pertence a uma classe ambigua

de tipo inferior a A.

Mostremos que (Cy, ), converge pontualmente para Cy em S. Seja x € S.
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(Caso 1) x € A. Entao Cx(x) = 1. Da definigao de A, temos que:
x € Dy, Vn = Im(n) tal que x € Dypy(n) = T € Dy, Vm > m(n).
Também temos que existe ng tal que z € Cy,,. Assim:
reCp,Vn>ng=x € Cum,Ym en > ny.

Dessa forma, temos x € C, 1N Dy m para todo m > m(ng). Sejaly = max(ng, m(ng)).

Se n > Iy, ficamos com:

n

Ap = U (Ok,n N Dk,n) U (Cno,n N Dnom)'
kno,k=1

Como n > m(ng), temos que = € (Cpyn N Dpg.pn)-
Portanto para n > ly, x € A,. O que implica que se n > [y, entao Cy, (x) = 1.
Isso mostra a convergéncia em x.
(Caso 2) x ¢ A. Entao Cy(x) = 0.
Da defini¢ao de A, temos que existe ng tal que = ¢ D,,,, o que implica que x ¢ D,,,Vn >
no. Portanto, temos que se n > ng entao x ¢ Dy, Ym € N.
Também temos que, x ¢ C,,Vn € N. Dessa forma, dado n existe m(n) tal que
x & Cpm(n)- Isso implica que para n fixado, se m > m(n) entdao z ¢ Cpp.
Seja N = max(m(1),...,m(ng —1),ng). Se n > N, temos:

n

no—1
An - U (Ckn N Dkn) U U (Ckn N Dkn)
k=1

k=no
Sabemos que = ¢ Dy, se k > ng, o que implica que x ¢ UZ:nO(C;m N D).
Pela escolha de N, temos x ¢ Cj,, paratodo 1 < k < ny—1. Logo z ¢ UZOZ_II(CknﬂD;m).
Portanto, para n > N temos que x ¢ A,,.

O que mostra a convergéncia em z.

(2) A demonstragao é anéloga a (1).
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Teorema A.25. (Lebesgue-Hausdorff-Generalizado.Caso infinito) Seja o ordinal infinito.

Entao B(S, Aa+1(S)) = Ba(S).

Demonstragao. De acordo com a Proposigdo A.3, temos que B,(S) C B(S, Aq+1(5)). Falta
mostrarmos que B(S, Ay 41(S)) C B4 (S). Facamos inducao em «.

Suponhamos que o = w. E consequéncia imediata do Teorema A.24 (1) que:

span{Cg : E € Ay+1(S)} C By, ( U span{Cpg : E € A,(5)}).

new
Portanto:

B(S, Aui1(S)) € By (| span{Ci : E € A,(9)}),

new

pois B, (U,ey sPan{CE : E € Ay(S)}) é fechado, de acordo com o Lema A.23.
Como span{Cg : E € A,(S)} C B(S, A,(S)), temos que |J,,., span{Cr : E € A,(S)} C

UnEw B(S’ An(s))
Portanto, By, (IJ

necw

span{Cg : E € An(S)}) C By, (U eo, B(S, An(S))). Dessa forma, temos:

new

B(S, Awr1(S)) C Ba, (| B(S, 44(5))).

new
De acordo com as Proposigdes A.2 e A.5, temos que B(S,A,(S)) = Bn(S),Vn € w. Logo,
B(S, Awt1(9)) C Bal(UnGw B(5)) = Bu(9).
Assim, concluimos que B(S, A,+1(S)) C B,(S). Logo, o resultado vale para o = w.

Seja a ordinal com w < «. Suponhamos que para todo ordinal 3, com w < 8 < « valha:
B(S, Ag41(S)) C Bs(S).
Mostremos que o resultado também vale para «.

Caso 1 « é ordinal limite. A demonstracao desse caso se faz da mesma forma que fizemos para

o = W.

Caso 2 « é ordinal sucessor. Suponhamos que o = 3 + 1.
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E consequéncia imediata do Teorema A.24 (2) que:
span{Cpg : E € Aq11(S)} C By, (span{Cpg : E € A,(S)}).
Portanto, temos que:
B(S, Ap+1(S)) C By, (span{Cg : E € Ay(S)}),
pois By, (span{Cg : E € A,(S)}) é fechado, de acordo com o Lema A.23.
Como span{Cpg : E € Ay(S)} C B(S, Aa(S)) = B(S, Ag+1(S5)), temos:
By, (span{CE : E € A4(S)}) C Bq,(B(S, Ag+1(95)))
Portanto, ficamos com:
B(S,Aa+1(S)) C By, (B(S, Ag4+1(5))) C By, (Bs(S)) = Bal(S5).
A dltima inclusao vale devido & hip6tese de indugao. Assim, temos que B(S, Aq+1) C Ba(S).
Com isso, estabelecemos nosso resultado. ]
Como consequéncia do que foi desenvolvido ao longo desse apéndice, temos o Teorema 5.1.14.
Corolario A.26. Seja 1 < «a ordinal.
(1) Se a € ordinal finito, entao By (S) = B(S, Ax(S));
(2) Se « € ordinal infinito, entdo B (S) = B(S, Aat+1(S5)).

Demonstragao. (1) Seja a > 1 ordinal finito. Entao o Teorema A.6 nos diz que:
Bo(S)={f:S = R: f élimitada e f~1(G) € CZ,(S), para todo G C R aberto }.

Usando o Teorema A.20, concluimos que B, (S) = B(S, Aa(5)).

(2) Isso é o Teorema A.25.
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Agora, podemos demonstrar o Teorema de Lebesgue-Hausdorff, Teorema 1.4.8.
Corolario A.27. Seja o > 1 ordinal.
(1) Se « € finito, entdo Bo(I) = B(I,Hy) = B(I, K,);
(2) Se « € infinito, entdo Bo(I) = B(I,Hat+1) = B(I, K,).

Demonstragao. Como 1 é espaco métrico, o Teorema 5.1.21 nos diz que A, (I) = H,, para todo
ordinal a.

Logo, nosso resultado é consequéncia imediata do Corolario A.26. O
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