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Disclaimer

m Estes slides foram preparados para o curso de Paradigmas
de Programacao na UFABC.

m Este material pode ser usado livremente desde que sejam
mantidos, além deste aviso, os créditos aos autores e
instituicoes.

m Conteldo baseado no texto preparado, e gentilmente
cedido, pelo Professor Fabricio Olivetti de Franca da UFABC
que por sua vez foi baseado em https:
//github.com/nadia-polikarpova/csel30-sp18/
blob/master/lectures/01-1lambda.md.


https://github.com/nadia-polikarpova/cse130-sp18/blob/master/lectures/01-lambda.md
https://github.com/nadia-polikarpova/cse130-sp18/blob/master/lectures/01-lambda.md
https://github.com/nadia-polikarpova/cse130-sp18/blob/master/lectures/01-lambda.md
https://creativecommons.org/licenses/by-sa/4.0/
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Computabilidade

m Computabilidade é uma area de estudo central da Ciéncia
da Computacao. Ela estuda a possibilidade de resolver um
problema seguindo um algoritmo.



Computabilidade

Problemas associados:

m Decisao: verifica se um elemento s € S também esta
contido em T. Exemplo: testar se um ndmero & primo,
xeN,xeP.

m Funcao: calcular o resultado da aplicacao de uma funcao
f:S — T. Exemplo: inverter uma string.

m Busca: verificar se xRy em uma relacao binaria R.
Exemplo: buscar um cliqgue em um grafo.

m Otimizacao: encontrar a solugao x* entre todas as
solucoes do espaco de busca S de tal forma a maximizar
ou minimizar uma funcao f(x). Exemplo: quanto devo
colocar em cada possivel investimento para maximizar
meus lucros.



Maquina de Turing

m Modelo matematico de computacao
criado por Alan Turing em 1936.
Consiste de uma Maquina de Estado
Finita cuja entrada é provida por
uma fita de execucao de tamanho
arbitrario.

®m A maquina permite ler, escrever, e
andar por essa fita.

Wikipedia - Dominio Pablico


https://en.wikipedia.org/wiki/Alan_Turing

Qual a menor linguagem universal?

Nas linguagens que vocés aprenderam até agora, temos:

m Atribuicdo (x = x + 1)

m Booleanos, inteiros, floats, caracteres,...
m Condicionais

® [acos

m Funcoes

® Recursao

m Ponteiros

m Objetos, classes

Mas do que realmente precisamos para programar?
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m Sistema formal para expressar
computacao baseado em abstracao
de funcoes e aplicacao usando
apenas atribuicoes de nomes e
substituicoes.

m Criado por Alonzo Church na década
de 1930

> Apresentado em 1932 e refinado
até 1940 quando apresentou a sua
versao tipada.

» Church foi o orientador de
doutorado do Alan Turing, que Wikipedia
publicou o paper descrevendo
maquinas de Turing em 1936



https://en.wikipedia.org/wiki/Alonzo_Church
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Descreve computacao apenas utilizando... funcoes!!

a Atribiicio-(x = |
m Booleanos,teirosfloatcaracteres—
. L

= Lacos

m Funcoes

B Recursao

m Pontetros

m Objetos,€tasses



Linguagem do Calculo \

Uma linguagem deve ser descrita em funcao de sua sintaxe e
semantica (vocés estudarao isso em compiladores), ou de
maneira menos formal, como vocé escreve e o que significa.
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Wikipedia
"Whatever the next 700 languages turn out to be, they will
surely be variants of lambda calculus”

Peter Landin, 1966

"The next 700 programming languages”. Communications of the ACM. Association for Computing Machinery. 9 (3):
157-166. https://doi.org/10.1145%2F365230.365257 9


https://en.wikipedia.org/wiki/Peter_Landin
https://doi.org/10.1145%2F365230.365257

Sintaxe do Calculo )

m Composto de 3 elementos
> Variaveis
» Definicao de funcgoes
» Aplicacao de funcoes
m Em sua sintaxe original a letra grega minGscula lambda (\)
é usada para definir funcoes. Por exemplo:
» Funcao identidade: Ax.x
» Fungao que devolve a funcao identidade: Ax.(Ay.y)
m Nestes slides usamos a sintaxe de Haskell que troca

> A por\
> . por->
1 e X

2 |\x—>e
| el e2

10



Sintaxe do Calculo )

Um programa é definido por uma expressao e, ou termos-\
que podem assumir uma de trés formas:

m Variavel: x, y, z,um nome que assumira um valor
durante a computacao.
m Abstracdo: (ou fungao anénima ou fungao )
> \x -> e
» x é o parametro formal, e € o corpo da funcao
» para qualquer valor x compute e

m Aplicacao: (ou chamada de fungéo)

» el e2, aplique o argumento e2 na funcao el (e1(e2)).
» Todo e_i & uma expressao!

n



Exercicio 1

m Qual dos seguintes termos esta sintaticamente incorreto?
a)\(\x -> x) ->vy

d) Alternativas a e ¢
e) Todas acima

(a)
(b)
(A\x -> x (y x)
(d)
(e)

12



Resposta - Exercicio 1

m Qual dos seguintes termos esta sintaticamente incorreto?
@\(\x -> x) ->vy
(b)\x -> x x

(A \x -> x (y x)
(d) Alternativas a e ¢
(e) Todas acima

m Alternativa A

13



Exemplos

1 \Xx -> x -
2 \x -> (\y ->y) -
3 \f -> f (\x -> x) -
4 _

5 -

fungao identidade

retorna a funcao identidade
fungao que aplica seu argumento
(que & uma fungao)

na funcao identidade

14



Funcoes de dois ou mais argumentos

1 \x -> (\y -> y) -- recebe dois args e retorna o segundo
2 \x -> (\y -> x) -- recebe dois args e retorna o primeiro

15



Syntatic Sugar

1

original

syntatic sugar

(((el e2) e3) e4)
\x -> (\y -> (\z -> e))
\x ->\y ->\z -> e

el e2 e3 e4
\x -=>\y ->\z -> e
\Xy z ->e

\xy ->y




Escopo de uma variavel

Escopo indica a visibilidade de uma variavel. Em C, Java:

1 int x; /+ x esta visivel aqui, mas y nao =/

2
3 int y; /* x e y estdo visiveis */
4}

5 /* y deixou de existir :( =/




Escopo de uma variavel

m Na expressao \x -> e
» x & uma variavel
> A expressao e é o escopo de x
» Qualquer ocorréncia de x em e esta ligada (bound) por \x:

1 \x -> x
2 \x -> \y -> x




Escopo de uma variavel

Por outro lado x esta livre (free) se ndo esta dentro de uma

abstracao:
1 Xy -- nao tem \
2 \y -> x vy -- x vem de outro lugar

3 (\x ->\y -> x) x -- 0 segundo x é diferente do primeiro

19



Exercicio 2

Na expressao abaixo, x € ligado ou livre?

1 (\x -> x) x

20



Expressoes fechadas

m Se e nao tem variaveis livres, entao e € uma expressao
fechada.
» Expressoes fechadas também sao chamadas de
combinadores (combinators)

Qual é a menor expressao fechada possivel?

\X -> X

21



Semantica

Podemos reescrever as expressoes utilizando duas regras:

m Passo a: renomeia um parametro formal.

m Passo (3 aplica uma expressao utilizando uma variavel
livre (ou, de maneira mais simples, chama uma funcao).

22



Reducao 3

1 (\x -> el) e2 => el[x := e2]

m Onde el[x := e2] significa, “e1 com todas as
ocorréncias livres de x substituidas por e2.”
m Computacao por substituicao e busca
» Se vocé vir uma abstracao aplicada a um argumento,
pegue o corpo da abstracao e substitua todas as
ocorréncias livres do parametro formal pelo argumento
» Dizemos que (\x -> el) e2, g-reduz parael[x :=
e2]

23



Reducao 3

1

2

3

(\x =-> x) 2 =>2

(\f -> f (\x -> x)) (somar 1) => (somar 1) (\x -> x)

24



Exercicio 3

1 (\x => (\y ->vy)) 3 => 227
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Equivaléncia o

® Renomeia as variaveis de uma funcao para evitar conflito:

1 \X—>x=>\y—>y
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Forma normal (Normal form)

m Um termo-X na forma (\x -> el) e2 échamado de
expressao redutivel (reducible expression) ou redex

m O termo esta em sua forma normal se ndo contém
nenhum redex.

27



Exercicio 4

Quais dos termos abaixo nao esta na forma normal?

1 X

2 Xy

3 (\x -> x) vy
x (\y ->y)

IS
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Avaliacao

m Um termo-\ e é avaliado para e’ se existe uma sequéncia
de passos:

1 e =>el => ... =>en =>¢e

m . tal que e' seja uma forma normal.

29



Avaliacao

-- Exemplo 1
(\x ->x) 3 =>3

--Exemplo 2

(\f -> f (\x -> x)) (\x -> x)
=> (\x -> x) (\x -> x)
=> (\x -> x)

I B R N S

30



Non-Terminating Evaluation

1 (\x -> x x) (\x -> x x)

2 =B> (\x -> x x) (\x -> x x)

m Ops... Conseguimos escrever programas que a cada
reducao nos leva a eles proprios.

» E impossivel chegar a uma forma normal.

m Este combinador é chamado

31



Non-Terminating Evaluation

1

O que ocorre se passarmos §2 como argumento para outra
funcao?

let

(\x

OMEGA = (\x -> x x) (\x -> x x)

-> \y -> y) OMEGA

Essa expressao pode ser reduzida pra forma normal?
Tente em casa. @

32



Programando com \

® [inguagens reais tem uma pancada de funcionalidades:

>

>
>
>
>

Booleanos

Registros (structs, tuplas, ...)
NUmeros

Funcoes v/

Recursao

m Vamos ver como representar essas funcionalidades com
calculo A

33



Programando com \

m Como expressamos o conceito de Verdadeiro e Falso
utilizando funcoes?

34



Programando com \

Antes, é razoavel nos perguntarmos:

m Para que utilizamos Verdadeiro e Falso?

35



Programando com \

m Para que utilizamos Verdadeiro e Falso?
» Decisoes no formato: if b then el else e2.

m NOs ja implementamos as funcoes necessarias para essa
definicdo em outros slides @

36



Booleanos

1 Verdadeiro = \x y -> X
2 Falso =\xy ->vy
3 IF =\bxy->bxy

37



Booleanos

1 IF Verdadeiro 2 3

2 => (\b x y -> b x y) Verdadeiro 2 3
3 => (\x y -> Verdadeiro x y) 2 3

4 => (\y -> Verdadeiro 2 y) 3

5 => Verdadeiro 2 3

6 = (\xy ->x) 23

7 => (\y ->2) 3

8 => 2

38



Exercicio 5

Defina as seguintes funcoes:

1 NOT = \b -> 2?7
2 AND = \bl b2 -> 777
3 OR = \bl b2 -> 7?27
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Programando com \

m [inguagens reais tem uma pancada de funcionalidades:

» Booleanos v/

Registros (structs, tuplas, ...)
NlUmeros

Funcoes v/

>
>
>
» Recursao

40



Registros

m Vamos comecar com registros com dois elementos (ou,
pares)
m Para que e como utilizamos pares?

» Criamos um par dados dois itens
» Pegamos o primeiro item de um par
» Pegamos o segundo item de um par

41



A API de Pares

m Precisamos definir trés funcoes:

1 PAIR = \x y -> ??? -- Cria um par com elementos x e
= Y
2 -- { fst : x, snd : y }
3 FST = \p -> 7277 -- Devolve o primeiro elemento
4 -- p.fst
5 SND = \p -> 777 -- Devolve o segundo elemento
6 -- p.snd
m Tal que

1 FST (PAIR abacate banana)

2 => abacate
3 SND (PAIR abacate banana)
4 => banana

42



Implementando Pares

m Um par de x e y € apenas algo que permite vocé escolher
entre x ey!
» Ou seja, uma funcao que recebe um booleano e devolve ou
X ouy
» Onde voceé ja viu isso antes? @

43



Implementando Pares

1 PAIR = \xy -> (\b -> IF b x y)

2 FST = \p -> p Verdadeiro -- Chamando com Verdadeiro,
< pega o primeiro elemento

3 SND = \p -> p Falso -- Chamando com Falso, pega o

— segundo elemento

44



Exercicio 6 - Trio/Terno/Tripla

= Como implementar um registro com trés valores?

1 TRIPLE = \x y z -> 7?77

2 FST3 =\t -> 7?7
3 SND3 =\t -> ??7?
4 TRD3 =\t -> 777
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Solucao - Exercicio 6

1 TRIPLE = \x y z -> PAIR x (PAIR y z)

2 FST3 =\t -> FST t
3 SND3 = \t -> FST (SND t)
4 TRD3 =\t -> SND (SND t)

46



Programando com \

m [inguagens reais tem uma pancada de funcionalidades:

» Booleanos v/

Registros (structs, tuplas, ...) v
NlUmeros

Funcoes v/

>
>
>
» Recursao

47



Nimeros Naturais

m Considere 0os numeros naturais 0,1,2, ...
m Para que (e como) os utilizamos?

» Contagem: 0, inc, dec

> Aritmética: +, -, *

» Comparagoes: ==, <, ...

48



Nimeros Naturais

m Vamos comecar definindo os nimeros:

1 ZERO = 777
2 UM = 7?77
3 DOIS = ??27?

49



Nimeros Naturais

m NUmeros de Church: um nimero N é codificado como a
chamada de uma funcao N vezes:

1 ZERO = 777

2 UM = \f x -> f x

3 DOIS = \f x -> f (f x)

4 TRES = \f x -> f (f (f x))

50



Nimeros Naturais

E o ZERO?

ZERO = 77?7

UM = \f x -> f x
DOIS = \f x -> f (f x)

TRES = \f x -> f (f (f x))

[ S

51



Nimeros Naturais

Com que essa definicao parece?

1 ZERO = \f x -> X

2 UM = \f x -> f x

3 DOIS = \f x -> f (f x)

4 TRES = \f x -> f (f (f x))

52



Nimeros Naturais

1 ZERO \f x -> X
2 Falso = \x y ->y

53



Nimeros Naturais

® Funcao INC deve adicionar 1 ao ndmero n:

1 INC = \n -> 2?27

54



Nimeros Naturais

Funcao INC deve adicionar 1 ao numero n:

1 INC = \n -> 2?7
2 INC ZERO = UM

55



Nimeros Naturais

Substituindo pelas definicoes:

1 INC = \n -> 77?27
2 INC (\f x -> x) = \f x -> f x

56



Nimeros Naturais

A operacao que deve ser feita para encontrar o novo x € em
funcao do ZERO:

1 INC = \n -> (\f x -> ?2??)
2 INC (\f x -> x) \f x -> f x
3 INC (\f x -> x) \f x -> f ((\f x -> x) ???)

57



Nimeros Naturais

Se eu passar como argumento de ZERO o f e 0 x, obtemos:

INC = \n -> (\f x -> ???)

INC (\f x -> x) \f x -> f x

INC (\f x -> x) \f x -> f ((\f x -> x) f x)
=> \f x -> f x

S

58



Nimeros Naturais

S N

Se eu passar como argumento de ZERO o f e 0 x, obtemos:

INC = \n -> (\f x -> f (n f x))

INC (\f x -> x) \f x -> f x

INC (\f x -> x) \f x -> f ((\f x -> x) f x)
=> \f x -> f x

59



Exercicio 7

Como implementar a funcao ADD?

1 ADD = \n m -> ???

2 ADD DOIS UM = TRES

3 ADD (\f x -> f (f x)) (\f x -> f x) = (\f x -> f (f (f
- x)))

60



Programando com \

m [inguagens reais tem uma pancada de funcionalidades:

» Booleanos v/

Registros (structs, tuplas, ...) v
NiUmeros v/

Funcoes v/

>
>
>
» Recursao
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Recursao

m Como podemos fazer chamadas recursivas se as funcoes
sdo anonimas (nao tem nome)?

1 SUM = \n ->7??? -- 1+ 2+ ... +n
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Recursao

m Nas linguagens tradicionais basta fazer:

0
n + sum (n-1)

1 sum 0
2 sum n

m E no calculo \?
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Recursao

1 \n -> IF (ISZERO n)
2 ZERO
3 (ADD n (Sum (DEC n)))
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Recursao

SUM nao existe, nao tem nome ainda!

1 \n -> IF (ISZERO n)
2 ZERO
3 (ADD n (SUM (DEC n)))
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Recursao

Vamos criar uma funcao intermediaria, chamada STEP que
recebe uma expressao rec:

1 STEP =

2 \rec -> \n -> IF (ISZERO n)

3 ZERO

4 (ADD n (rec (DEC n)))

Nosso objetivo é passar a definicao de rec como parametro
de STEP.
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Fixed Combinator

Queremos criar uma funcao FIX que faca:

1 FIX STEP => STEP (FIX STEP)
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Fixed Combinator

»

- W

0 N O«

10

11

12

13

Dessa forma teriamos:

SUM =

SUM UM

FIX STEP

FIX STEP UM
STEP (FIX STEP) UM
\rec -> \n -> IF (ISZERO n) ZERO
(ADD n (rec (DEC n))) (FIX STEP) UM
\n -> IF (ISZERO n) ZERO
(ADD n ((FIX STEP) (DEC n))) UM
IF (ISZERO UM) ZERO
(ADD UM ((FIX STEP) (DEC UM)))
ADD UM ((FIX STEP) (DEC UM))
ADD UM ((FIX STEP) ZERO)
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Fixed Combinator

Dessa forma teriamos:

1 => ADD UM (STEP (FIX STEP) ZERO)
2 => ADD UM (\rec -> \n -> IF (ISZERO n) ZERO

3 (ADD n (rec (DEC n))) (FIX STEP) ZERO)
4 => ADD UM (\n -> IF (ISZERO n) ZERO

5 (ADD n ((FIX STEP) (DEC n))) ZERO)

6 => ADD UM (IF (ISZERO ZERO) ZERO

7 (ADD ZERO ((FIX STEP) (DEC ZER0))))

s => ADD UM ZERO

9 => UM

Nosso objetivo € passar a definicao de rec como parametro
de STEP.
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Y-Combinator

m Ja fizemos algo nessa linha quando
falamos do combinador Q

m Basta misturarmos a ideia do © com
uma funcao que queremos que seja
"carregada”’junto

m Haskell Brooks Curry @ foi o
primeiro a fazé-lo!

» Haskell foi orientado de doutorado Y
dO David Hilbert Wikipedia/Gleb.svechnikov CC BY-SA 4.0
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https://en.wikipedia.org/wiki/Haskell_Curry
https://creativecommons.org/licenses/by-sa/4.0

Y-Combinator

1 FIX = \stp -> (\x -> stp (x x)) (\x -> stp (x x))

7



Y-Combinator

FIX STEP
=> (\stp -> (\x -> stp (x x)) (\x -> stp (x x))) STEP
=> (\x -> STEP (x x)) (\x -> STEP (x x))
=> STEP ((\x -> STEP (x x) (\x -> STEP (x x))

oW N e
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Programando com \

m [inguagens reais tem uma pancada de funcionalidades:

» Booleanos v/

Registros (structs, tuplas, ...) v/
NlUmeros v/

Funcoes v/

>
>
>
» Recursao v/
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Para saber mais

m Exemplos de funcoes: Principles of Programming
Languages. Handout. The University of Birmingham

m formal Syntax and Semantics of Programming Languages:
A Laboratory-Based Approach. Ken Slonneger, Barry L.
Kurtz. Capitulo 5. Disponivel gratuitamente em: http:
//www.divms.uiowa.edu/~slonnegr/plf/Book/
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https://www.ics.uci.edu/~lopes/teaching/inf212W12/readings/lambda-calculus-handout.pdf
https://www.ics.uci.edu/~lopes/teaching/inf212W12/readings/lambda-calculus-handout.pdf
http://www.divms.uiowa.edu/~slonnegr/plf/Book/
http://www.divms.uiowa.edu/~slonnegr/plf/Book/
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