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Recursao

m A recursividade permite expressar ideias declarativas.

m Composta por um ou mais casos bases (para que ela
termine) e a chamada recursiva.

n'=n.(n-1)!



Recursao

m Caso base:

l'=0=1



Recursao

m Paran=3:

31=3.21=3.2.11=3.2.1=6



Recursao

1 fatorial :: Integer -> Integer
2 fatorial 0 1

3 fatorial 1 1

4 fatorial n = n * fatorial (n-1)




Recursao

1 fatorial :: Integer -> Integer
2 fatorial 0 = 1
3 fatorial 1 =1

4+ fatorial n = n * fatorial (n-1)

Casos bases primeiro!!



Fatorial

O Haskell avalia as expressoes por substituicao:

1 > fatorial 4

2 => 4 » fatorial 3

3 => 4 * (3 = fatorial 2)

4 =>4 » (3 = (2 = fatorial 1))
5 =>4 % (3 = (2 1))

6 =>4 x (3 % 2)

7 => 4 *x 6

8 => 24




Fatorial &

Ao contrario de outras linguagens, ela nao armazena o estado
da chamada recursiva em uma pilha, o que evita o estouro da
pilha.

1 > fatorial 4

2 => 4 = fatorial 3

3 => 4 * (3 = fatorial 2)

4 =>4 » (3 * (2 = fatorial 1))
5 =>4 % (3 * (2 = 1))

6 =>4 % (3 * 2)

7 => 4 x 6

8 => 24
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Fatorial

A pilha recursiva do Haskell &€ a expressao armazenada, ele
mantém uma pilha de expressao com a expressao atual. Essa
pilha aumenta conforme a expressao expande, e diminui
conforme uma operacao é avaliada.

1 > fatorial 4

2 => 4 = fatorial 3

3 => 4 % (3 = fatorial 2)

4 =>4 % (3 » (2 » fatorial 1))
5 =>4 % (3 = (2 1))

6 => 4 % (3 % 2)

7 =>4 * 6

n



Recursao Caudal

m Mesmo a pilha de expressao pode estourar!
m Recursao caudal também é Gtil no Haskell.
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Recursao Caudal

A recursao caudal (tail recursion) @ uma funcao recursiva cujo
valor de retorno consiste apenas da chamada recursiva:
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Recursao Caudal

Contra-exemplos de recursao caudal:
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Recursao Caudal

[CLEE S ' M

=1

m Afuncao fatorial pode ser reescrita como:

fatorial :: Integer -> Integer

fatorial 0 = 1

fatorial 1 = 1

fatorial n = fatorial' n 1
where

fatorial' 1 r = r
fatorial' n r fatorial' (n-1) (n=*r)

m Avariavel r € chamada de variavel acumuladora

15



Recursao Caudal

Dessa forma temos:

1 > fatorial 4
fatorial' 4 1

N
1}
A\

3 => fatorial' 3 (4=1)

4 => fatorial' 2 (3#4x1)

5 => fatorial' 1 (2#3%4%1)
6 => (2%3%4%1)

7 => 24

Pergunta

Por que o primeiro parametro € avaliado e o segundo mantém
uma expressao?




Recursao Caudal

Por que o primeiro parametro € avaliado e o segundo mantém
uma expressao?

| \

Resposta

Precisamos saber o valor do primeiro parametro para o Pattern
Matching, o segundo sO é necessario no final




Recursao Caudal

m Podemos forcar a avaliacao (forcar uma avaliacao estrita)
com a funcao seq

1 seq ::a->b ->b

2 -- Tem o seguinte comportamento

3 1 "seq” b =1 -- 1 representa bottom
4 a 'seq b=05>b

m "Magicamente”apos seq, 0 seu primeiro argumento &
avaliado (avaliacao estrita) e o seu retorno é o segundo
argumento (avaliacao nao estrita)



Recursao Caudal

1 fatorial :: Integer -> Integer
2 fatorial 0 = 1

3 fatorial 1 =1

4 fatorial n = fatorial' n 1

¢ fatorial' 1 r
7 fatorial' nr r
8 where r' = n % r

‘seq” fatorial' (n-1) r'
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Recursao Caudal

Dessa forma temos:

1 > fatorial 4

2 => fatorial' 4 1
3 => fatorial' 3 4
4 => fatorial' 2 12
5 => fatorial' 1 24
6 => 24

20



Recursao Caudal - Bonus! &

TAIL CALL
OPTIMIZATION

rfCon 2019

Tail Call Optimization - The Musical
https://www.youtube.com/watch?v=-PX0BV9hGZY



https://www.youtube.com/watch?v=-PX0BV9hGZY

Maximo Divisor Comum

O algoritmo de Euclides para encontrar o Maximo Divisor
Comum (greatest common divisor - gcd) é definido
matematicamente como:

1 ged :: Int -> Int -> Int
2 gcd a 0 = a
3 gcd ab =ged b (a "mod™ b)

22



Maximo Divisor Comum

1 > gcd 48 18

2 => gcd 18 12
3 => gcd 12 6
4 => gcd 6 0

5 => 6

23



Maximo Divisor Comum

m Se garantirmos que ambos 0s argumentos sao positivos,
podemos reescrever a funcao como:

1 gcd :: Int -> Int -> Int

2 gcdab | a-== = a
3 | a>hb = gcd (a-b) b
4 | otherwise = gcd a (b-a)

2%



Maximo Divisor Comum

-

> gcd 48 18
=> gcd 30 18
=> gcd 12 18
=> gcd 12 6
=> gcd 6 6

6 => 6

[SLE U N

Um passo extra @, mas utilizando subtracdo ao invés de
divisao @
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Multiplicagao Etiope

A multiplicacao Etiope de dois nUmeros m, n é dada pela
seguinte regra:

@ Se m for par, o resultado é a aplicacao da multiplicacao
emm/2,nx2.

@® Se m for impar, o resultado a aplicacao da multiplicacao
em m/2, nx2somados a n.

© Se mforigual a 1, retorne n.

26



Multiplicagao Etiope

@ Se m for par, o resultado € a Exemplo:
aplicacao da multiplicacao em
m/2,nx2. Regra m n

@® Se m for impar, o resultado a 1 14 12 0
aplicacao da multiplicacao em 27 24 24
m/2, n « 2 somados a n. 2 3 48 72

® Se mforigual a 1, retorne n. 3 1 96 168

27



Exercicio 1 - Multiplicagao Etiope

Implemente o algoritmo recursivo da Multiplicagcao Etiope. Em
seguida, faca a versao caudal.

28



Recursao em Listas



Funcoes recursivas em listas

m Podemos também fazer chamadas recursivas em listas, de
tal forma a trabalhar com apenas parte dos elementos em
cada chamada:

1 sum :: Num a => [a] -> a
2 sum [] =0
3 sum ns = 7?77

29



Funcoes recursivas em listas

m Podemos também fazer chamadas recursivas em listas, de
tal forma a trabalhar com apenas parte dos elementos em
cada chamada:

1 sum :: Num a => [a] -> a
2 sum [] =0
3 sum ns = (head ns) + sum (tail ns)

m Por que nao usar Pattern Matching?

30



Funcoes recursivas em listas

m Podemos também fazer chamadas recursivas em listas, de
tal forma a trabalhar com apenas parte dos elementos em
cada chamada:

1 sum :: Num a => [a] -> a
2 sum [] 0
3 sum (n:ns) = n + sum ns

31



Exercicio 2

Faca a versao caudal dessa funcao:

1 sum :: Num a => [a] -> a
2 sum [] 0
3 sum (n:ns) n + sum ns

32



Produtoria

Como ficaria a funcao product baseado na funcao sum:

1 sum :: Num a => [a] -> a
2 sum [] 0
3 sum (n:ns) n + sum ns

33



Produtoria

Como ficaria a funcao product baseado na funcao sum:

1 product :: Num a => [a] -> a
2 product [] 0
3 product (n:ns) n + sum ns

34



Produtoria

Como ficaria a funcao product baseado na funcao sum:

1 product :: Num a => [a] -> a
2 product [] 1
3 product (n:ns) n %= product ns

35



Tamanho

Eafuncao length?

1 sum :: Num a => [a] -> a
2 sum [] 0
3 sum (n:ns) n + sum ns

36



Tamanho

Eafuncao length?

1 length :: [a] -> Int
2 length [] 0
3 length (n:ns) 1 + length ns

37



Padroes de Programacao

m Reparem que muitas solucoes recursivas (principalmente
com listas) seguem um mesmo esqueleto. Uma vez que
vocés dominem esses padroes, fica facil determinar uma
solucao.

m Nas proximas aulas vamos criar fungoes que generalizam
tais padroes.

38



Invertendo uma lista

Considere a funcao reverse:

1 > !t reverse

2 reverse :: [a] -> [a]
3 > reverse [1,2,3]
4 [3,2,1]

Como poderiamos implementa-la?

39



Invertendo uma lista

Vamos comecar pelos casos bases:

m 0 inverso de uma lista vazia, é vazia

1 reverse :: [a] -> [a]
2 reverse [] = []

40



Invertendo uma lista

Vamos comecar pelos casos bases:

m 0 inverso de uma lista vazia, é vazia

m 0 inverso de uma lista com um elemento, é ela mesma

1 reverse :: [a] -> [a]
2 reverse [] = []
s reverse [x] = [x]

41



Invertendo uma lista

Vamos comecar pelos casos bases:

m 0 inverso de uma lista vazia, é vazia
m 0 inverso de uma lista com um elemento, é ela mesma

m 0 inverso de uma lista com dois elementos é...

1 reverse :: [a] -> [a]
2 reverse [] = [1]
3 reverse [x] = [x]

1 reverse [x,y] = [y,x]

42



Invertendo uma lista

Vamos comecar pelos casos bases:

m 0 inverso de uma lista vazia, é vazia

m 0 inverso de uma lista com um elemento, é ela mesma
m 0 inverso de uma lista com dois elementos é...

m 0 inverso de uma lista com trés elementos é...

1 reverse :: [a] -> [a]

2 reverse [] =[]

3 reverse [x] = [x]

4+ reverse [x,yl = [y,x]

reverse [x,y,z] = [z,y,x]

=d

ot
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Invertendo uma lista

Esse Ultimo caso base nos da uma ideia de como generalizar!

Note que:
1 > reverse [1,2,3] == reverse [2,3] ++ [1]
1 reverse :: [a] -> [a]

> reverse [] []
3 reverse (x:xs) = reverse xs ++ [x]

44



Funcao zip

Lembrando a funcao zip da aula anterior:

1 > zip [1,2,3] [4,5]
2 [(1,4)7 (215)]

45



Funcao zip

Temos como casos bases:

1 zip :: [al -> [b] -> [(a,b)]
2 zip [] _ []
3 zip _ [1] []

46



Funcao zip

E 0 caso recursivo:

1 zip :: [a] -> [b] -> [(a,b)]
2 zip [1 _ =[]

s zip _ [1 = [1

4 =

zip (x:xs) (y:ys) (x,y) : zip xs ys

47



Exercicio 3

Crie uma funcao recursiva chamada insert que insere um
valor x em uma lista ys ordenada de tal forma a manté-la
ordenada:

1 dinsert :: Ord a => a -> [a] -> [a]

48



Exercicio 4

Crie uma funcao recursiva chamada isort que utiliza a
funcao insert para implementar o Insertion Sort:

1 isort :: Ord a => [a] -> [a]

49



Recursao Maltipla

Em alguns casos o retorno da funcao recursiva é a chamada
dela mesma maltiplas vezes:

1 fib :: Int -> Int

2 fib 0 =1
3 fib 1 =1
4 fib n = fib (n-1) + fib (n-2)

50



Exercicio 5

Complete a funcao gsort que implementa o algoritmo
Quicksort:

1 gsort :: Ord a => [a] -> [al]

2 qgsort [] =[]

3 qgsort (x:xs) = gsort menores ++ [x] ++ gsort maiores
4 where

5 menores = [a | ??77]

6 maiores = [b | ?2?7]

51



~ - O
Recursao mutua O

Um Gltimo caso interessante de recursao € quando a recursao
é feita entre duas funcoes intercaladamente:

1 even :: Int -> Int
2 even 0 = True

3 even n = odd (n-1)
4

5 odd :: Int -> Int
6 odd 0 = False

7 odd n = even (n-1)

Nao confunda recursao multipla com recursao matua.

52



Recursao matua

Vamos verificar a execucao:

1 > even 4

2 => odd 3
3 => even 2
4 => odd 1
5 => even 0
6 True

53



Dicas para recursao



Dicas para criar uma fungao recursiva

Vamos considerar a funcao drop que remove 0s n primeiros
elementos de uma lista:

1 > drop 3 [1..10]
> [4,5,6,7,8,9,10]

54



Passo 1: defina a assinatura da funcao

A funcao drop recebe um Int e uma lista e retorna outra lista,
sem restrigoes:

1 drop :: Int -> [a] -> [a]

55



Passo 2: enumere 0s casos

nN

ot W

Para o primeiro argumento da funcao, podemos ter o caso
trivial @ que nao faz nada e o0 caso genérico n.

O segundo argumento pode ter a lista vazia [ ] e o caso
genérico (x:xs). Vamos criar as combinacoes desses casos:

drop :: Int -> [a] -> [a]
drop 0 []
drop 0 (x:xs)
drop n []
drop n (x:xs)

56



Passo 3: defina os casos simples

Se eu nao quero remover nada, retorno a propria lista, se eu
quero remover algo de uma lista vazia, o retorno é vazio:

1 drop :: Int -> [a] -> [a]

2 drop 0 [] =[]
3 drop 0 (x:xs) = X:XS
4+ drop n [] =[]

5 drop n (x:xs)

57



Passo 4: defina os casos restantes

Como remover o primeiro elemento de (x:xs)? Removendo x
e retornando apenas Xs.

1 drop :: Int -> [a] -> [a]

2 drop 0 [] =[]

3 drop 0 (x:xs) = X:XS

4+ drop n [] =[]

5 drop n (x:xs) = drop (n-1) xs

58



Passo 5: generalize e simplifique

e

O primeiro e terceiro caso sao redundantes, o segundo caso
nao precisa de pattern matching na lista:

drop :: Int -> [a] -> [a]
drop _ [] []

drop 0 xs XS

drop n (x:xs) = drop (n-1) xs

59



Exemplo - Calculo de poténcias

m Suponha que temos que calcular x" para n inteiro positivo.

m Como calcular de forma recursiva?

60



Exemplo - Calculo de poténcias

x" é:

m 1, sen=0.

m xx"~1 caso contrario.

61



Exemplo - Calculo de poténcias

@ Defina a assinatura da funcao
® Enumere 0s casos

© Defina os casos simples

O Defina os casos restantes

@ Simplifique

62



Exemplo - Calculo de poténcias

@ Defina a assinatura da fungao
® Enumere 0s casos

@ Defina 0s casos simples

O Defina os casos restantes

@ Simplifique

1 pot :: (Num a, Integral b) => a ->b -> a

63



Exemplo - Calculo de poténcias

@ Defina a assinatura da funcao v/
@® Enumere os casos

© Defina os casos simples

O Defina o0s casos restantes

@ Simplifique

1 pot :: (Num a, Integral b) =>a ->b -> a

2 pot b O =
3 pot b1 =
4 pot be =

64



Exemplo - Calculo de poténcias

@ Defina a assinatura da funcao v/
@® Enumere 0s casos v/

@ Defina os casos simples

O Defina o0s casos restantes

@ Simplifique

1 pot :: (Num a, Integral b) =>a ->b -> a
2 potboO =1
3 pot b1 b
4 pot b e

65



Exemplo - Calculo de poténcias

L S

@ Defina a assinatura da funcao v/
@® Enumere 0s casos v/

® Defina os casos simples v/

@ Defina os casos restantes

@ Simplifique

pot :: (Num a, Integral b) =>a ->b -> a
pot b 0 =1

pot b 1 b

pot b e = b *« pot b (e - 1)

66



Exemplo - Calculo de poténcias

@ Defina a assinatura da funcao v/
® Enumere 0s casos v/

® Defina os casos simples v

@ Defina 0s casos restantes v/

@ Simplifique

1 pot :: (Num a, Integral b) =>a ->b -> a
2 pot _ 0 =1
3 pot be=b=*potb(e-1)

67



Exemplo - Calculo de poténcias

1 pot :: (Num a, Integral b) =>a ->b -> a
2 pot _ 0 =1
3 pot be=b=*potb(e-1)

Pergunta

Daria para melhorar?




Exemplo - Calculo de poténcias

1

2

3

pot :: (Num a, Integral b) =>a ->b -> a
pot _ 0 = 1
pot b e =b % pot b (e - 1)

Pergunta

Daria para melhorar?

Resposta

Podemos fazer uma versao com recursao de cauda (tente fazer
em casa!). Mas tem outra saida melhor ainda...

69



Exemplo - Calculo de poténcias

E se definirmos a poténcia de forma diferente?
X" é:
m sen=0 entao x" = 1.

m sen>0enépar, entao x" = (x"/2)2.

m sen>0enéimpar, entdo x" = x(x("=1/2)2,

Note que aqui também definimos a solucao do caso maior em
termos de casos menores.
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Exemplo - Calculo de poténcias

ot - w »

N O

pot :: (Num a, Integral b) =>a ->b -> a

pot _ 0 =1

pot b e
| even e = aux * aux
| otherwise = b * aux * aux
where

aux = pot b (e “div™ 2)

Pergunta

O algoritmo acima & mais eficiente que o anterior. Por qué?

l



Exemplo - Torres de Hanoi &
UFABC
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Exemplo - Torres de Hanoi

® [nicialmente temos 5 discos de diametros diferentes na
estaca A.

m O problema das torres de Hanoi consiste em transferir 0s
cinco discos da estaca A para a estaca C (pode-se usar a
estaca B como auxiliar).

m Porém deve-se respeitar as seguintes regras:

» Apenas o disco do topo de uma estaca pode ser movido.

» Nunca um disco de diametro maior pode ficar sobre um
disco de diametro menor.
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Exemplo - Torres de Hanoi

m Vamos considerar o problema geral onde ha n discos.

m Vamos usar inducao para obtermos um algoritmo para
este problema.
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Exemplo - Torres de Hanoi

B Base: n = 1. Neste caso temos apenas um disco. Basta mover este
disco da estaca A para a estaca C.

B Hipotese: Sabemos como resolver o problema quando ha n — 1 discos.
B Passo: Devemos resolver o problema para n discos.

» Por hipotese de inducao, sabemos mover os n — 1
primeiros discos da estaca A para B usando C como
auxiliar.

» Depois de movermos estes n — 1 discos, movemos 0 maior
disco (que continua na estaca A) para a estaca C.

» Novamente pela hipotese de inducao, sabemos mover os
n — 1 discos da estaca B para C usando A como auxiliar.

B Com isso temos uma solucao para o caso onde ha n discos.

B Ainducao nos fornece um algoritmo e ainda por cima temos uma
demonstracao formal de que ele funciona!
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Exemplo - Torres de Hanoi

Problema: Mover n discos de A para C.

m Se n =1, entao mova o Unico disco de A para C e pare.

m Caso contrario (n > 1) desloque de forma recursiva os
n —1 primeiros discos de A para B, usando C como auxiliar.

m Mova o Ultimo disco de A para C.

m Mova, de forma recursiva, os n — 1 discos de B para C,
usando A como auxiliar.
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Exemplo - Torres de Hanoi &

m Escreva uma funcao com a assinatura abaixo que computa
a solucao para o problema

1 hanoi :: Int -> Char -> Char -> Char -> [(Int, Char,
— Char)]

m A funcao recebe um inteiro representando o nimero de
discos, e os idenficadores das estacas (ex. 'A', 'B' e
"C').

m A sua funcao deve devolver uma lista com triplas onde o
primeiro elemento € o disco a ser movido, o segundo a
estaca de origem e o terceiro a estaca de destino
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