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Os pilares da teoria da informacao

* As tecnologias de transmissao de informacao



Claude Elwood Shannon (1916-2001)

 Trabalhava nos
Laboratorios Bell

* Quanta informacao
pode passar por uma
inha de telefone?

* |[nventou o término
oigit ou bit




Shannon’s ultimate machine

e Quando se abre a caixa, a maozinha solta o
pino e a caixa fecha de novo.



O Bit como unidade de informacao

* Mede o grau de imprevisibilidade.

* 1 bit € a quantidade de informacao necessaria
para tomar uma decisao perante duas opcoes
igualmente provaveis

e Segundo formula de Boltzmann, S=k log(W) onde
W € o n. de possiveis configuracdes para um
determinado arranjo de particulas

e Segundo féormula de Shannon.

S=-> p;log, p,



A informacao € medida em bits
S =log,(n)

* Se todos os estados tem a mesma probabilidade

p, =1/n, Vi

S=-) plog, p = _”(%j Iogz(ij ]

_ —nGj Iogz(%j =log,(n)



A informacao € medida em bits

S =log,(n)

e Ele diz bom dia todo dia
— Ha apenas um estado possivel

* 0 bit. Nao ha informacao

S =log,(1)=0 * Entropia=0
* N3o precisamos transmitir nada

e Ja sabemos que ele diz bom dia.



A informacao € medida em bits

S =log,(n)

* 1 bit — dois estados
igualmente provaveis

* Precisamos transmitir um bit
para informar sobre o estado
da moeda

S =log, (2) =1 * Mas sabemos que so pode ser
° cara ou coroa. Um bit resolve.



A informacao € medida em bits

S =log, (6) = 2,58bits
e Dado: 6 estados.

e 2 bits ndao sao suficientes
e 3 bits: “sobram” 2 estados

O que quer dizer 2.58 bit?
— Quanto é .58 bit?

10



A informacao € medida em bits

_ Cddigo |Estado
S = I092 (6) = 2,58Dbits Do Dado

000

001

010

011

100

* Opcao: codigo redundante. -~

e Podemos ser mais eficientes? 110

OO o u bW NI

111

11




A informacao € medida em bits

_ Cdédigo |Estado
S = |ng(6) = 2,58Dbits Do Dado
000 1
001 2
010 3
o N 011 4
 Para estados 5 e 6, nao v :
transmitimos o ultimo bit
10 5
e Média de bits transmitidos:
11 6
e (4*3+2*2)/6 =16/6= 2.67 ” :




A informacao € medida em bits

S =log, (6) = 2,58bits

Média de bits transmitidos:

(4*¥3+42%2)/6 = 16/6= 2.67

Muito proximo de S
S é um limite inferior

13

Codigo

Estado
Do Dado

000

001

010

011

10

10

11

11

OO o u bW NI




A informacao € medida em bits
S =log, (6) = 2,58bits

* Supomos dado de prob. iguais

* Suponha um dado viciado com
mais probabilidade parale 2

* Entao seria mais vantajoso
codificar os estados 1 e 2 com
2 bits e os outros com 3 bits

* A entropia do dado viciado é
menor
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Verdadeira contribuicao de
Shannon

Quanta informacao cabe num mensagem.

Como arranjar melhor a informacao para que
a mensagem seja mais enxuta.

Exemplo: programas de compressao de
arquivos (Zip)

Outro exemplo sao as sinais em jogos de
cartas como o “truco”.



Algumas sinais do “truco”

Piscar um olho = Zap (Paus)
Subir as sobrancelhas = Sete Copas (Copas)

Fazer um montinho na bochecha usando a lingua =
Espadilha (Espadas)

Mostrar a ponta da lingua = Pica Fumo (Ouros)
Levantar um ombro = Trés

Levantar dois ombros = Um par de trés

Encher as bochechas de ar = "To cheio de manilha"
Tocar no peito = "deixa aqui que eu faco"

Passar a mao no pescoco como se estivesse
cortando-o= "Peca Truco”



Algumas sinais do “truco”

Cartas: 4 a 10; JQKA
Basicamente ha um sinal diferente para cada carta

Queremos essa ineficiéncia para que os adversarios
nao saibam onde estara o nosso sinal.

Mas podemos usar o mesmo tipo de sinal para mais
de uma carta? (mesmo que nao seja bom para
esconder dos adversarios?)



Um cédigo mais enxuto

Pro "Pica-fumo" as cartas do baralho bem abertas, como
um leque de trés carta.

Pra "Espadilha" as cartas do baralho bem abertas, como
um leque de duas cartas so, vc coloca uma carta sobre
uma outra, assim abre um leque somente como se fosse
duas cartas so.

Pro "Sete Copas" vc fecha o baralho como num maco de
uma carta so

Pro "ZAP" vc deita todas as cartas na mesa.



S=log,(w)

 Se W é o numero de diferentes mensagems que
precisamos transmitir o coédigo mais enxuto €
aquele que tem log(w) bits.

* No caso do “truco”, se quisermos transmitir os
guatro naipes com dois bits seria suficiente
usando, talvez, os dois olhos.

* Para transmitir o numero (de 1 para 7)
poderiamos colocar algumas cartas deitadas
(viradas para abaixo) representando os zeros, e
algumas em pé representando os uns, formando
um codigo binario.
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Codificacao binaria (emOe 1)

* Permite identificar qualquer
magnitude em termos de sim ou nao

Exemplo: Para identificar numero entre 1 e n
precisariamos realizar log(n) questoes (bem
formuladas).

* Exemplo para identificar um atomo no meio
do universo que tém 103° dtomos

* Precisariamos Log2(103°) = 266 perguntas



Codificacao binaria permite
responder qualquer pergunta

 Exemplo: Qual é a capital da Islandia?

* Reykjavik. Poderia ser escrito em ASCII que é
codigo binario que utilizam os computadores

na hora de digitar as letras.



Beneficios codificacao binaria

Favorece a transmissao e armazenagem da
informacao em forma de niveis de voltagem.

Existem codigos corretores de erro que evitam
perdas da informacao (exemplo: cédigo de
controle dos cartoes VISA ou numero de ISBN)

Permite conversao A-D e D-A.

A codificacao binaria permite facilmente as
operacoes aritméticas e as operacoes
booleanas (logicas)
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Informacao e incerteza



A

\

* Uma emissor que
fornece sempre a
mesmo mensagem,
fornece zero bits de -
informacao. S = |ng(1) =0

* Enquanto que o
conteudo informativo de
uma mensagem pouco
previsivel é grande




e Como é um evento unico, sabemos quando e
onde foi tirada a foto.

e Se mostrasse o Dunga almocando, a foto nao
passaria essa informacao.



Uma interpretacao da formula da Entropia:
informacao = -log(probabilidade)

* Numa sequéncia binaria, se todos sao um, nao
ha informacao. Ex: 1111111111

* Mas se o numero 1 aparece 10% das vezes, o
numero 1 possui -log,(1/10) de informagao ou
segundo a formula de Shannon

—log,(p)=-log, (0,1)=log, (10)=3,3219 bits

 Enquanto que o numero 0 possui segundo a
formula de Shannon

—log,(p)=-log, (0,9)=log, (10/9)=0,152bits



S :_Z P; Iogz P;

Esta formula de entropia representa uma media ponderada
das informacoes de cada um dos eventos possiveis.

Exemplo: 1000 lancamento de uma moeda.
Informacao em cada cara l....= -10g,(0,5)=log(2)=1

cara_
Informacao em cada coroa = -log,(0,5)=log(2)=1

~ 5001,
média ~ 1000
=0,5log,(2)+0,5lo0g,(2) =
=-0,5log,(0,5)-0,5log,(0,5) =

= —Poara 1095 (Peara) = Peoros 1995 (Peoros)

Icoroa

+5001 00
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* Exemplo: Informacao contida na jogada de uma
moeda alterada para cair 60% das vezes em cara e
40% do tempo em coroa.

S =-0,6l0g,(0,6) —(0,4) log, (0,4) = 0,97 bits

* Observar que a soma das duas probabilidades é 1.
0,6+0,4=1



Exemplo de calculo de entropia de Shannon
para distintas probabilidades de cair cara ou
coroa

* Caso B: Dois tipos de resposta cara e coroa, onde P(cara)+P(
coroa)=1.

S =—P(cara)log, (P(cara)) — P(coroa)log,(P(coroa)) =
—P(cara)log, (P(cara))— (1—P(cara)log,(1—P(cara))

33



1 bit |

0,5 1 P(ry)

« Quando ambas possibilidades tém a mesma probabilidade de
acontecer P(cara)=P(coroa)=0,5 a entropia ou imprevisibilidade é
maxima, e igual a 1 bit.

34
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Informacao transmitida, |

* E a diferencia entre o grau de entropia ou
imprevisibilidade inicial (S) e a
imprevisibilidade final S,

Se



Exemplo:

& * Trata-se de jogar uma bola
de numa matriz com 16
possiveis posicoes. Qual
seria a entropia inicial e
qgual a entropia final, no
caso de querermos lancar
uma outra bola de gude.

* Qual seria a quantidade de

informacao fornecida pela
bola?



Exemplo:

9 * Entropia inicial:
S=log,(16)=4




Exemplo:

* Entropia final: S=log,(15)

* Informacao (diferencia de
entropias:

* |=Entropia inicial - Entropia
final

* |=log,(16)-log,(15)=
=log,(16/15)=0,09
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Atencao!!l

Embora a Entropia da Teoria da Comunicacao
tenha uma analogia matematica com a
Entropia da Termodinamica, sao conceitos
diferentes, e usadas para medir quantidades
diferentes!



http://upload.wikimedia.org/wikipedia/commons/thumb/0/0c/Ice_water.jpg/200px-Ice_water.jpg
http://images.google.com.br/imgres?imgurl=http://www.ime.usp.br/~cesar/projects/lowtech/ep2/wiener/biblio/graph/comunic.gif&imgrefurl=http://www.ime.usp.br/~cesar/projects/lowtech/ep2/wiener/biblio/ww2.html&usg=__ILWwW8eobzK7ZWapMrnEA5RHRJA=&h=473&w=1086&sz=410&hl=pt-BR&start=36&tbnid=ftB3Az33VCphDM:&tbnh=65&tbnw=150&prev=/images?q=entropia&gbv=2&ndsp=18&hl=pt-BR&sa=N&start=18

Entropia
em Termodinamica

-
* Entropia em Termodinamica € uma medida da reversibilidade
de um processo: se nao ha mudanca no valor da entropia do

sistema, o sistema é reversivel.

* Mas a grande maioria dos fendbmenos fisicos sao irreversiveis:
nestes fendmenos, a entropia do sistema envolvido aumenta.

 Uma outra interpretacao em Termodinamica nos permite dizer
gue quando a entropia de um sistema aumenta, diminui a
energia disponivel neste sistema para ser transformada em
trabalho.

* Uma outra interpretacao em Mecanica Estatistica é que o
aumento da Entropia de um sistema significa um aumento da
desordem deste sistema, num sentido de imprevisibilidade.


http://upload.wikimedia.org/wikipedia/commons/thumb/0/0c/Ice_water.jpg/200px-Ice_water.jpg

Entropia
em Termodinamica

e —
)

* Existe uma relacao entre matéria, energia, e informacao.
— Ainda nao 100% compreendida.

* Einstein: matéria transforma-se em energia: E = mc2

* Entropia Termodinamica:
— Exemplo: Comprimimos um gas
— Diminuir a entropia do gas — compressao é reversivel — basta liberar o
gas

— A entropia estatistica da distribuicao da probabilidade de encontrar gas
também aumenta

— O que implica que ordenamos um sistema — diminui a desordem

— Mas gastamos energia para comprimir, a entropia do universo aumentou
— Concentramos energia nesse gas — ha maior pressao

— se liberarmos o gas, ele se expande (pode-se fazer uma bomba assim)

— A expansao diminui a entropia termodinamica — é irreversivel - gasta a
energia concentrada no gas, e torna a distribuicao da probabilidade de
se encontrar o gas mais uniforme.


http://upload.wikimedia.org/wikipedia/commons/thumb/0/0c/Ice_water.jpg/200px-Ice_water.jpg
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Demonstracao: Distribuicao
uniforme é a maior entropia

* Definicdes necessarias

* Func¢ao concava

— Qualquer corda esta acima da funcao.

Sy A




Demonstracao: Distribuicao
uniforme é a maior entropia

* Definicdes necessarias

* Funcao - convexa

— Qualquer corda esta abaixo da funcao.

Fixy &
K ﬁ--

Ca
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Demonstracao: Distribuicao
uniforme é a maior entropia
* Definicdes necessarias

* Funcao concava: definicao matematica

— Uma funcdo real f é concava em um intervalo | se, p/
qualquerXx eyem I:

f(x+ yj f(x)+ f(y)
2 2

— A funcéo sera estritamente concava se a desigualdade for
sempre verdadeira (> ao invés de >=)




Demonstracao: Distribuicao
uniforme é a maior entropia

* Definicdes necessarias
* Desigualdade de Jensen

— Suponha funcdo real f, estritamente concava e continua

em um intervalo |, e:
n

8 =L a>01<1<n

— Entio: Zin=1 af(x)<f (Z?:l aq Xi)

—Onde X, €l,1<1<n
— lgualdade sse X, =..=X

n



Demonstracao: Distribuicao
uniforme é a maior entropia

 Teorema: Suponha X variavel aleatoria com
distribuicao de probabilidade p4, p,,..., P, onde
p:;,>0, 1<=i<=n. Entao Entropia(X)<=log,n, com
igualdade sse p;,=1/n, 1<=i<=n.

Entropia (X) = —Zin:l p; log, p,
=>" p log, }/pi < (Jensen)

< IngZinl(pi X%i):

=log, n
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Exercicios - Individual

1) Dado viciado: Suponha que o dado esta
viciado, com as seguintes probabilidades:

1: 0.05;6:0.3;de2a5:0,1625
a) qual é a entropia do dado viciado?

b) Qual o numero médio de bits transmitidos
por jogada se para cada um dos codigos a
seguir.



Cad. a

Estado

000

Cod. b

Estado

Codigos para estado do dado

001

000

Cad. c

Estado

010

001

000

011

010

001

10

011

010

11

O U B~ W[IN|BEF

10

011

11

RN WSS OO

100

101

110

111

A o u 0 bW N




Codigos para estado do dado

Cdéd. d |Estado
0000 |1 2
— i) Aqui utilizamos 4 bits para
000 2 (q7 : (r
o ‘1’ e apenas 1 bit para o ‘6’.
001 3 Conseguimos um codigo mais
010 4 eficiente?
011 5 — Ii), Podemos conseguir um
codigo muito mais eficiente
1 6
do que este para o dado

viciado?



2) Melhor de Trés

2 times A, e B, jogam uma melhor de trés
jogos. Cada jogo é independente, e os times
tem igual probabilidade de ganhar.

Defina X como a sequéncia de vencedores. Por
exemplo X=AA; ou X=BAB;

Defina Y como o numero de jogos jogados
(pode ser 2 ou 3)

Defina Z como o vencedor final: Aou B



Melhor de Trés

e a) Qual a entropia de X?

— Dica: liste todos os possiveis valores de X e a
probabilidade de cada um.

* b) Qual a entropia de Y?



Melhor de Trés

e ¢) Suponha que sabemos que A ganhou a
melhor de trés.

— i) Qual a entropia de X? Compare com (a), quantos
bits de informacao foram ganhos?

— ii) Qual a entropia de Y? Compare com (b),
guantos bits de informacao foram ganhos?

* d) Suponha que sabemos o valor de X. Qual a
entropia de Z?



