Capitulo 2
Operadores Morfolégicos

Uma forma elegante de resolver problemas de processamento de imagens
é através da utilizacao de uma base tedrica consistente. Uma destas teo-
rias € a morfologia matemdtica criada na década de 60 por Jean Serra e
George Matheron na Ecole Nationale Superiéure des Mines de Paris, em
Fontainebleau, Franca. Esta teoria diz que é possivel fazer transformacoes
entre reticulados completos', os quais sdo chamados de operadores mor-
fologicos. Na morfologia matematica existem quatro classes basicas de ope-
radores: dilatacao, erosao, anti-dilatacao e anti-erosao, chamadas de ope-
radores elementares. Banon e Barrera [BB93] provaram que todos os ope-
radores morfolégicos invariantes por translacao podem ser obtidos a partir
de combinagoes de operadores elementares juntamente com as operagoes de
uniao e interseccao. Além disso, quando um reticulado possui uma familia
sup-geradora, estes operadores podem ser caracterizados por funcgoes estru-
turantes. Usando estes operadores elementares é possivel construir uma lin-
guagem formal, a linguagem morfologica, e sua implementacao é chamada
maquina morfoldgica [BB92]. Um exemplo de uma méaquina morfoldgica é a
MMach [BBL94].

'Um conjunto qualquer com uma relacao de ordem é um reticulado completo se todo
subconjunto ndo vazio tem um supremo e um infimo. Para detalhes da teoria dos reticu-
lados veja [Bir67].
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A teoria dos reticulados estudada em morfologia matematica é abrangente
e o leitor interessado pode consultar, por exemplo, os trabalhos de Serra,
Banon e Barrera [Ser88, BB94]. Banon e Barrera [BB94] também fizeram
estudos de caracterizacao de operadores morfolégicos por fungoes estrutu-
rantes. Zampirolli [Zam97] fez um estudo de operadores baseados em grafos.
Porém as distancias em um grafo estao relacionadas aos curtos das arestas
ou vértices.

Serao apresentados neste capitulo estudos de casos da dilatacao e da
erosao caracterizadas por fungoes estruturantes nos reticulados das imagens

bindrias e em niveis de cinza.

2.1 Erosao e dilatacao binaria

Existem varias formas de escrever a erosao e a dilatacao bindria. Uma
das mais antigas é a subtracao de Minkowski e a soma de Minkowski, res-
pectivamente. Seja E um grupo Abeliano®. Sejam X e B dois subconjuntos
de E. A subtracao de Minkowski é um subconjunto de E definida da seguinte

forma:
XeB={zxeE:B, C X}, (2.1)

onde B, ¢ a transla¢do de B por x [BB94]. Esta transla¢do pode ser inter-
pretada como a vizinhanga B de x [Hei94]. Em morfologia matemaética, o
conjunto B é chamado de elemento estruturante. A notagao da subtracao de
Minkowski também é particular, eg(X) — lé-se erosao de X por B. Analoga-

mente, a soma de Minkowsk: é definida da seguinte forma:

X&B = U{X,:ye€ B} (2.2)

2Um conjunto com uma operacao de adicdo e as propriedades comutativa, associativa,
existéncia do elemento neutro e existéncia do oposto é um grupo Abeliano.



2.1. EROSAO E DILATACAO BINARIA 15

A notagao usada em morfologia matematica para a soma de Minkowski é
dp(X) — lé-se dilatagao de X por B.
Seja X o complemento de X. Entao a subtracdo de Minkowski pode ser

obtida através da soma de Minkowski e vice-versa [WB88|, isto é,
XeB=(X‘@B)-.

Serao apresentadas a seguir algumas definicoes para deixar conceitual-
mente consistentes as implementagoes que serao descritas a partir do proximo
capitulo e a teoria de morfologia matematica.

Sejam E e K dois conjuntos quaisquer finitos e nao vazios. Um operador
1 entre E e K é definido como um mapeamento de E em K e denotado
Y:E— K ouy e K~

O conjunto P(E) de todos os subconjuntos de E, com a relagdo usual
de inclusao C entre subconjuntos, é um reticulado completo e é chamado
de conjunto das partes de E. As operacoes de infimo e supremo sao, re-
spectivamente, as operagoes de intersec¢ao e uniao entre subconjuntos. Um
elemento X C P(E) pode representar, por exemplo, uma imagem bindria se
X €{0,1}E — o valor de um elemento de E é 1 se ele pertence a X e 0, caso
contrario.

Seja uma imagem digital, ou simplesmente imagem, como sendo uma
funcdo do reticulado K®. Assim, se f é uma imagem entdo f € K*. O
conjunto E representa o dominio da imagem podendo ser unidimensional se
E C Z, onde Z representa o conjunto dos nimeros inteiros e bidimensional, se
E C Z x Z. Existem também imagens tridimensionais, imagens com dominio
em uma grade hexagonal, imagens representadas por grafos, etc. Sem perda
de generalidade, seja a origem de uma imagem definida no pixel zero no caso
unidimensional (pixel mais a esquerda) e (0,0) no caso bidimensional (topo
esquerdo da imagem). O conjunto K representa o contra-dominio da imagem
ou os valores que os pontos da imagem podem assumir. Para as imagens

bindrias considere K = {0, k}, onde k é um valor diferente de 0, por exemplo,
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k =1 ou k = oco. Para as imagens em niveis de cinza considere o intervalo
K =0, k], onde k = 255 para imagens com niveis de cinza representadas no
tipo byte. Para representacao computacional sera definida uma imagem em
uma matriz com dominio em E e o tipo desta matriz representa os niveis de
cinza [Vin92]. Observe que esta representacao se refere as imagens tratadas
neste texto, ou seja, imagens unidimensionais ou bidimensionais, dos tipos
bindrios ou em niveis de cinza. Para imagens representadas por grafos, por
exemplo, a estrutura de dados é mais complexa. Apesar desta variedade de
possibilidades de tipos de imagens, todos os algoritmos apresentados nesta
tese sao genéricos quanto ao dominio E. O que muda sao as implementacoes

nas linguagens de programagcao de proposito geral, como C' e MATLAB.

2.1.1 Decomposicao de elementos estruturantes

As seguintes propriedades das operacoes de Minkowski produz um método

para a decomposi¢ao de elemento estruturante [WB88]:

capn(X) =calen(X)) e
0ae8(X) = 04(05(X)).

Por exemplo, uma dilatagao por um elemento estruturante 3 x 3 é equiva-
lente a realizar duas dilatagoes unidimensionais 1 x 3 e 3 x 1. Outro exemplo
é obter o elemento estruturante octagonal a partir de dois elementos estrutu-
rantes 3 x 3. Como ilustrados, respectivamente, nas duas somas de Minkowski
da Figura 2.1.

Como conseqiiéncia desta decomposicao, seja a soma de Minkowski gene-

ralizada definida como segue:

Be =B @@ By,
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Figura 2.1: Exemplos de decomposigoes de elementos estruturantes.

onde {By,- -, By} sdo elementos que decompdem Bg. Assim,
epe(f) = ep (- (m(f))-) e (2.3)
oo (f) = 0, (- (6B, (f)) ) (2.4)

Quando existe um tnico B que decompoe B, escrevemos,

BG:B@...@B7
N e’

k vezes

ou simplesmente Bg = kB.
E evidente que tais procedimentos de decomposicao sao titeis com respeito
a implementagdes da erosao e da dilatagao [Hei94], como serao apresentados

nos proximos capitulos.

2.2 Tipos de elementos estruturantes

Observe que nao foi definido o dominio da imagem nas Equacoes 2.1
e 2.2. Para tratar deste caso, serao definidas as transformacaées infinitas,
onde o dominio da imagem e o dominio da transformacao nao sao neces-

sariamente os mesmos. Uma transformagao muito utilizada na prética sao
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as transformagoes limitadas, onde a imagem e o resultado da transformacao

pertencem ao mesmo dominio E.

Uma aplicacao de transformac¢ao infinita sao os operadores invariantes

por translagao (i.t.), isto é, 1 é invariante por translacdo se e somente se

onde B, = B+z ={y+xz, y € B} é a transla¢io de B por = € E.

Uma funcdo estruturante b sera definida por b € ZZ. Assim, em morfolo-
gia matematica também é possivel aplicar as Equacoes 2.1 e 2.2 em fungoes
estruturantes em vez de elementos estruturantes. Porém, é comum usar ele-
mento estruturante para transformacgoes morfolégicas em imagens binarias
(ou conjuntos) e fun¢ao estruturante para transformagoes morfologicas em
imagens em niveis de cinza. Observe que um elemento estruturante pode
ser visto como o dominio da funcdo estruturante, pois b € Z”, e as trans-
formagoes morfologicas binarias podem ser vistas como um caso particular

de transformagoes em niveis de cinza ({0,1}F = K%).

Algumas possiveis escolhas para fungoes estruturantes, considerando = €
Ee BCE®E, sao [BBY4]:

I. transformacao infinita

I1. transformagao limitada
b(z) = B, NE.

Veja na Figura 2.2 um exemplo de dilatacao binaria limitada.

As fungbes estruturantes quase invariantes por translagao (q..t.) sao
exemplos de transformacgoes limitadas cujo dominio é [E. Mais detalhes de

fungoes estruturantes i.t. e q.i.t. podem ser encontrados em [BB94].
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Figura 2.2: Dilatacao binéria limitada de X por B.

2.3 Erosao e dilatagcao em niveis de cinza

Nesta secao serao apresentadas a erosao e a dilatacao no reticulado das

imagens em niveis de cinza K.

Seja E um retangulo finito de Z x Z, onde Z é o conjunto dos nimeros
inteiros e K C Z ¢é o conjunto finito dos niveis de cinza. Entdo K® pode
representar todas as possiveis imagens em niveis de cinza. A colecao K&
com a relacao de ordem parcial < dada por, Vfi, fo € K&, fi < fo &
fi(z) < fa(x) e Vo € E, é um reticulado completo. As operagoes de infimo e

supremo sao as operacoes de minimo e maximo usuais.

Para tornar vidvel as implementacoes das transformagoes morfolégicas
em niveis de cinza, serdo definidos os operadores — e + que limitam as

transformagoes no intervalo K da seguinte forma [Hei91]:
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Definicao 2.1  Seja K um intervalo [0, k] de Z com k > 0. Sejam v et

inteiros, entdo t — t—v em K € definido por

0 set<ket—uv<O0,
o t—v set<keO0<t—v<k,

k set<ket—uv>Ek,

k set=k.

Analogamente, o operador t — t+v em K € definido por

0 set =0,
set>0et+v <0,
t+v set>0e0<t+v <k,

k set>0et+v>k.

t+v =

<o

Existem varias formas de escrever a erosao e a dilatacao em niveis de
cinza. Serao definidas a seguir a erosao e a dilatacao por uma fungao estru-
turante que serao as mais usadas no decorrer do texto.

A erosao e a dilatacao podem ser descritas, respectivamente, pelas ex-
pressoes [Hei9l]: Vf € KE Ve € Ee b e Z5,

e(f)(x) = min{f(y)—-bly—=z):y € B,NE} e (2.5)
o(f)(x) = max{f(y)+b(z —y):y € B, NE}, (2.6)

onde B, é a translagao de B por x. Veja na Figura 2.3 uma ilustracao da
dilatagao em niveis de cinza.
2.4 Diferentes formas de escrever a erosao

Serao apresentados a seguir trés exemplos diferentes de escrever a erosao

morfologica. Estas erosoes estao classificadas no padrao paralelo, descrito
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Figura 2.3: Dilatagao de uma imagem em niveis de cinza f por uma funcao
estruturante b.

com detalhes no préximo capitulo.

Exemplo 1

Na Equagao 2.5, é apresentada a primeira forma de escrever a erosao
morfolégica aplicada em imagens em niveis de cinza. Esta definicao é a
mais conhecida na literatura e é ilustrada na Figura 2.4. O valor da erosao
no ponto z é o miimo de f(y)—b(y — x) na janela dada pelo elemento

estruturante centrado em z.

Figura 2.4: Primeiro exemplo de erosao.
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Exemplo 2

Outra forma de escrever a erosao de uma imagem f por uma fungao
estruturante b é apresentada na equagao a seguir e ilustrada na Figura 2.5:
Vfe KfebeZP,

&(f) = min{(f,NE)=b(y) :y € B}. (2.7)

A principal diferenca deste exemplo para o exemplo anterior é relativa ao

parametro f,, que tem como retorno uma imagem transladada por y.

E "

Figura 2.5: Segundo exemplo de erosao.

Exemplo 3

Neste tltimo exemplo, a erosao de cada pixel z da imagem ¢ é obtida
fazendo a reducao através da operacao de minimo de todas as sub-imagens
de f subtrafdas de b (veja também Figura 2.6): Vf € KEebe ZP, Vo € E

e(f)(z) = min{(f(2)y. vep NE)-b}. (2.8)

Observe neste exemplo que ' = f(z),, vyes NE retorna uma sub-imagem

de f com centro no pixel x tendo o mesmo dominio de b.
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Figura 2.6: Terceiro exemplo de erosao.

2.5 Notacao

Sera apresentada nesta secao a notacao utilizada para descrever os al-
goritmos neste documento a partir do préximo capitulo. Esta notacao foi
inspirada na notacdo Z e foi usada para gerar codigo de forma automatica,
como descrito no Apéndice A. Z é utilizada para a especificagao de problemas
em engenharia de software através de expressoes matematicas [Pre(2].

Para declarar uma variavel pertencente a um tipo sera utilizado o formato:
nome_variavel : tipo;

onde nome_variavel pode ser letras ou ntimeros. Outra possibilidade é fazer
nome_variavel € tipo;

Para declarar variaveis do mesmo tipo seja:
nome_variavel _1, ..., nome_variavel n : tipo; // declaragoes

onde n é um numero natural e os comentérios seguem ‘//”. Para declarar

uma imagem f seja:

f:E— K ou fecKE
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Para definir uma transformacao sera utilizada a notacao apresentada no
Algoritmo 1. Onde s define um simbolo para representar o algoritmo; D;
representa o dominio da transformagao, com entrada e; € D;, i = 1,...,n;
I; representa o retorno, com s; € I;; ¢ = 1,...,m, onde m e n sao inteiros

positivos; e expressoes sao as expressoes matematicas implementadas.

Algoritmo 1 FEspecificacao de transformacao

SZD1X"'XDTL—>]1X--'X]m

s(ery ..y en) = (81, 8m)

exTpPressoes;

Por exemplo, o Algoritmo 2 apresenta a soma de duas imagens com
varreduras explicitas, isto é, pixel-por-pixel. Esta operagao é a soma usual

sem a preocupacao com o tratamento de saturacao.

Algoritmo 2 Soma duas imagens
4+ KExKE—7ZE
+(f17f2) = fl + f2

Ve e E
(fi + f2)(z) = fi(x) + fa(2);

Outra forma de fazer um algoritmo para somar duas imagens com
saturagdo em K = [0,255] é definida no Algoritmo 3, onde A calcula o
minimo entre f1(x) + f2(x) e 255.

As notacoes deste documento para representar as transformagcoes de mor-
fologia matematica sao as usadas na literatura e estao descritas na tabela de
simbolos, no inicio deste texto. Nesta tabela também estao definidos simbolos
proprios para representar algoritmos como a erosdo por propagacdo, ou &P,
Além disso, quando uma funcao estruturante b é aplicada em uma imagem f

¢ comum utilizar }(f). Para deixar clara a seqiiéncia de argumentos deste
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Algoritmo 3 Soma duas imagens com saturagao

F+ KEx KE - 7ZF
+(f1, f2) = fitfo

Vr e E

(fitf2)(x) = (fi(x) + falx)) A 255;

operador também utilizamos £?(f,b). Por outro lado, quando um algoritmo

com uma grande quantidade de argumentos junto ao simbolo é especificado,

usamos simplesmente uma letra para representar este operador. Por exemplo,

em vez de usar fi+ fo no Algoritmo 3 pode ser usado simplesmente g.
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