Capitulo 4

Classificacao da TD

Neste capitulo serao classificados os algoritmos classicos da transformada
de distancia (TD) que podem ser implementados por erosoes nos padroes
paralelo, seqiiencial e por propagacao. Estas erosoes apresentam melhor
eficiéencia quando usados em decomposigoes de funcoes estruturantes. Como
resultado desta classificagao serao propostos dois novos algoritmos para a
transformada de distancia euclidiana (TDE): um direcional e outro multidi-

mensional.

4.1 Definicoes

Métricas particulares serao apresentadas nesta segao. Com estas métricas
usadas nas fungoes estruturantes é possivel computar erosoes morfoldgicas e
obter a TD.

Sejam x = (x1,22) € ZxXZ ey = (Y1,y2) € ZXZ. d(x,y) é uma distincia

entre x e y, se:
(i) d(z,y) = d(y, »);
(ii) d(z,y) = 0;
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(iii) d(z,z) = 0.

Se, além disso, v e v abaixo também forem satisfeitas, entao d é uma

métrica.
(iv) d(z,y) =0<=zx =1y ;

(v) d(z,y) <d(z,z) +d(z,y),Vz € Z x Z.

Algumas métricas usuais para d(z,y) sao apresentadas a seguir [Bor86,

Cui99]:
City-block: dy(z,y) = |z1 — y1| + |22 — ya2|;
Chessboard: ds(z,y) = max{|x; — y1], |r2 — y2|};

Chanfrada A:B: da.p(v,y) = Ax max{|z; — yi|,|z2 — y2|} +
(B — A) * min{|z1 — y1], |72 — 2|}, com 0 < A < B inteiros;

Euclidiana: dg(z,y) = /(1 — y1)2 + (22 — y2)%.
A fungao distancia de um pizel © ao conjunto X é definida como [Ser82]:
d(z, X) = min{d(z,y) : y € X}.

A func¢ao distancia (denotada Wy(f) e chamada neste texto de transfor-

mada de distancia ou simplesmente TD) é definida como:

Va(f)(x) = d(z,{y € E: f(y) = 0}).

Esta fungao atribui a cada pixel de um objeto numa imagem binaria o valor
da distancia minima ao fundo. Em outras palavras, atribui a cada pixel de
um objeto a menor distancia entre este pixel e um pixel de fundo.

Serao usadas neste texto imagens com niveis de cinza como um sub-

conjunto dos numeros inteiros Z. Para a métrica euclidiana, serd usado o
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quadrado da distancia euclidiana (dg)? € Z, para permanecer com imagens
inteiras das fungoes e obter a transformada de distancia euclidiana (TDE).
Assim, serao apresentados algoritmos para (TDE)2 e para obter exatamente
a métrica euclidiana, deve-se calcular a raiz quadrada de todos os niveis
de cinza gerados pela transformagao. Portanto, ao dizer que um algoritmo
obtém a métrica euclidiana, na verdade esta obtendo o quadrado da métrica

euclidiana.

4.2 Tipos de classificacoes da TD

A TD pode ser classificada de varias formas [Cui99]: pela métrica mais po-
bre (city-block) a mais exata (euclidiana), pela complexidade, pela eficiéncia,
pela ordem de varredura, etc. Na tese do Cuisenaire [Cui99], existe uma clas-
sificacao da TD da métrica mais pobre a mais exata, sendo divididas como
TD euclidiana aproximada e TD euclidiana exata, respectivamente.

Na introducao desta tese, Secao 1.1, foi feito uma classificacao da TD
quanto a métrica usada, podendo ser transformada de distancia chanfrada
(TDC), incluindo as métricas onde a decomposigao da funcao estruturante
é constante. Exemplos de métricas que produzem a TDC: city-block, chess-
board, octagonal, chanfrada 3:4, chanfrada 5:7:11, etc. A métrica mais na-
tural para computar a distancia na maioria das aplicagoes é a euclidiana,
principalmente em funcao de sua propriedade de rotacao invariante. Porém,
devido a dificuldades de construir algoritmos eficientes para a transformada
de distancia euclidiana (TDE), muitos pesquisadores desenvolveram algorit-
mos aproximados (TDEA).

Uma classificacao da TD quanto a ordem de varredura dos pixels na
imagem foi feita na Secao 1.2. Trés padroes de algoritmos foram definidos:
paralelo, seqiiencial e por propagacao. Estes padroes estao descritos nas
Subsecoes 4.3.1, 4.3.2 e 4.3.3, respectivamente.

Finalmente, na Secao 1.3, a TD por propagacao foi subdividida em ou-
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tros quatro tipos: propagacao vetorial, propagacao ordenada, propagacao
(ou propagagao paralela) e geométrico. Vale observar que alguns algoritmos
pertencem a mais de um tipo apresentado, como o do Ragnemalm [Rag92] e o
do Eggers [Egg98| que sdo por propagacao vetorial e também por propagagao

paralela. Mais informacgoes para esta classificagdo sao apresentadas a seguir.

TD por propagacgao vetorial

Os algoritmos da TD por propagacao vetorial sao dificeis de relacionar
com a morfologia matematica, pois sao decompostos em informacgoes vetoriais
do plano cartesiano discreto.

Cuisenaire [Cui99] chamou de T'D por propagag¢do vetorial os algoritmos
que em vez de manipularem as distancias (por exemplo, dy(z,y), ds(z,y),
...), manipulam os vetores distancia (por exemplo, (|z1 —y1|, |2 —y2|), onde
x = (r1,22) € ZXxZ ey = (y1,y2) € Z x Z). O primeiro a implementar
algoritmos seqlienciais para esta classe de TD foi Danielsson [Dan80]. Estes
algoritmos nao resultam na TDE, porém sao eficientes (foram inspirados nos
algoritmos seqiienciais definidos por Rosenfeld e Pfaltz [RP66]).

Ragnemalm [Rag92] modificou os algoritmos seqiienciais da TD definidos
por Danielsson. Ele definiu um novo algoritmo por propagacao vetorial que
encontra a TDE, onde utiliza duas estruturas de filas para armazenar os
pixels de propagacao e varias condicoes de propagacao. Para cada direcao
de propagacao existe um teste, gerando um algoritmo complexo.

Eggers [Egg98] melhorou o algoritmo de Ragnemalm diminuindo os vérios
testes de direcao, melhorando a velocidade do algoritmo de propagacao, mas
aumentando a complexidade da codificagao.

Os trabalhos de TD por propagagao vetorial, como os de Daniels-
son [Dan80], Ragnemalm [Rag92] e Eggers [Egg98|, ndo serao reescritos
por erosao morfolégica pois necessitam manipular informacoes vetoriais e as
erosoes definidas neste texto sao as classicas, ou seja, manipulam distancias

e nao vetores. Porém, inspirado no trabalho do Eggers, serd proposto um
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algoritmo que usa erosoes e as informacoes de diregao de propagagao, como
serd apresentado na Segao 4.4.

O algoritmo do Danielsson [Dan80] e a primeira parte do algoritmo do
Cuisenaire [Cui99] nao calculam a TDE devido a néo conexidade do diagrama
de Voronoi no caso discreto. O diagrama de Voronoi divide um plano forma-
dos por poligonos desconexos e as unioes destes poligonos formam novamente
o plano. A nao conexidade do diagrama de Voronoi sempre ocorre préximo
aos cantos dos poligonos de Voronoi, descrito inicialmente por Danielsson e
corrigido por Cuisenaire na segunda parte do seu algoritmo da TDE. Ya-
mada [Yam84] foi o primeiro a propor um algoritmo exato (que também é
por propagacao) que resolve este problema. A Figura 4.1 ilustra duas ima-
gens onde ocorrem o erro nos algoritmos definidos por Danielsson. Ambas
imagens contém trés pixels (pl, p2 e p3) de valores zeros e os restantes com
valores uns. A imagem a esquerda ilustra a métrica city-block e a imagem
a direita a métrica chessboard. A regiao ao redor do pixel p2 é desconec-
tado do pixel ¢ pelas regioes geradas pelos pixels pl e p3, onde r1 pertence
a regiao (poligono) propagada a partir de pl e r2 pela regido propagada a
partir de p3. Assim, na figura & esquerda ¢ deveria receber v/8 e nao /9
(g —pl =(3,0), ¢ —p2 =(2,2), ¢ — p3 = (0,3)). Na figura a direita ¢ de-
veria receber /144 + 25 e nao min{y/169 + 1, /121 + 49} (¢ — p1 = (13,1),
q—p2=(12,5) e ¢ —p3 = (11,7)). A TDE (como o diagrama de Voronoi)

nao é uma propriedade local, a informacao de vizinhanca de um pixel nao é

propagada para pixels distantes. Portanto esse problema da nao conexidade

ocorre pois sao propagadas informagoes locais, vizinho-por-vizinho.

TD por propagacao ordenada

Os algoritmos por propagac¢ao ordenada sao melhores modelados como o
problema de caminho mais curto usado em teoria dos grafos, implementados
usando fila hierarquica. Nao é possivel modelar este problema por erosoes

morfologicas.
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Figura 4.1: Erros ocorridos nos algoritmos de Danielsson: para métrica city-
block (esquerda) e chessboard (direita) (fonte [Cui99]).

Sharaiha e Christofides [SC94] propuseram uma aproximacao baseada em
grafos para a TD. A TD baseada em grafos pode ser reduzida ao problema
de floresta de caminho minimo, onde as raizes das arvores sao determinadas
pelos pixels de fronteira dos objetos da imagem. Sharaiha e Christofides
descreveram uma TD chanfrada baseada em grafos e apontaram as principais
vantagens de usar a teoria dos grafos em vez de usar a aproximacao pixel-
por-pixel usada em processamento de imagens. A saber: o tamanho do grafo
¢ normalmente menor que o tamanho da imagem; cada pixel ¢ normalmente
processado uma tnica vez; o algoritmo pode ser estendido para dimensoes

maiores e para diferentes grades topoldgicas (por exemplo, grade hexagonal).

Outro trabalho importante da TD por propagacao ordenada foi definido
por Lotufo et. al. [LFZ02], onde definiu o algoritmo IF'T (Image Floresting
Transform). A IFT tem como entrada uma imagem em niveis de cinza, uma
outra imagem com marcadores e uma funcao estruturante para determinar
a vizinhanga. Como saida, o algoritmo retorna uma imagem de custos (para
algumas entradas especiais esta imagem de custos é exatamente a TD), uma
imagem representando a propagacao de cada marcador, ou watershed, e o

caminho minimo até o marcador mais préximo.
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Um estudo de transformagoes baseadas em grafos pode ser encontrado em
Zampirolli [Zam97], onde se criou um conjunto de ferramentas baseadas em
grafos na toolbox MMach [BBL94|, usando o ambiente KHOROS, inclusive

incluindo a TD por propagacao ordenada.

TD por propagacgao

Os algoritmos da TD por propagagio (ou propagagio paralela) tém
relagoes diretas com erosoes morfologicas e serao estudados nas préximas
secoes.

Os trabalhos de Ragnemalm [Rag92], Eggers [Egg98] e Yamada [Yam84]
apresentados anteriormente no tipo de propagacao vetorial também sao por
propagacao paralela. A chave destes algoritmos é: usar duas estruturas de
armazenamento para o mapa de custos (custo_velho e custo_novo); propagar
todos os pixels em paralelo atualizando custo_novo apenas com os dados de
custo_velho; depois que tudo foi atualizado, trocar custo_novo por custo_velho
e fazer outra propagacao paralela; continuar fazendo isto até nao existir mais
propagacao. Estes algoritmos nao sao baseados explicitamente em erosao,
porém suas implementacoes sao bastante semelhantes ao algoritmo da TDE
usando erosao por propagacao apresentado na Subsecao 4.3.3. O trabalho de
Eggers [Egg98] propos varias melhorias ao trabalho de Ragnemalm [Rag92]
fazendo um algoritmo que realiza menos acessos aos pixels. A idéia é fazer
uso da direcao da propagacao para restringir a varredura da vizinhanca ape-
nas aos pixels que podem ser modificados. Usando as informagoes contidas
no algoritmo do Eggers é possivel alterar o algoritmo da TDE utilizando
erosao por propagacao para que faga uso da direcao da propagacao, como
apresentado na Segao 4.4.

Outro trabalho importante para esta tese foi feito por Vincent [Vin92],
que implementou a TD por propagacao a qual estda apresentada no Algo-
ritmo 11, Subsecao 4.3.3. Este algoritmo da TD usa uma estrutura de fila

e poderia também ser usado para calcular a TDE, porém h&a a necessidade
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de trocar a funcao estruturante a cada erosao e fazer cépia de imagens. Isto
poderia ser feito colocando na fila um token indicando o fim de cada erosao.
A cada retirada do token, seria trocado a funcao estruturante. A reescrita

do Algoritmo 11 é apresentada no Algoritmo 13, porém sem o uso de fila.

TD geométrica

Os algoritmos geométricos para a TD usando interseccao de parabolas
formam o tultimo tipo de TD por propagacao. Como exemplo, Saito e Tori-
waki [ST94] mostraram que a TDE é separdvel. Este problema é exatamente
o que faz a morfologia matematica, quando o problema é decomposto em
elementos unidimensionais. Nesta linha existem varios outros artigos: como
o que valida o espago continuo [EBS01]; o algoritmo definido por Meijster e
Roerdink [MRO0], um dos mais eficientes reportados na literatura; e também

o proposto neste documento, veja Secao 4.5.

4.3 Padroes de algoritmos da TD usando

erosoes

Shih e Mitchell [SM92] mostraram que a TD pode ser computada através
de uma erosao morfologica por uma funcao estruturante dada pelo negativo
da distancia a origem. Mais tarde, Huang e Mitchell [HM94] chegaram em
uma computagao eficiente para a TDE decompondo a funcao estruturante
euclidiana por uma seqiiéncia de fungoes estruturantes diferentes de tamanho
3 x 3.

O trabalho de Mitchell et. al. [SM92, HM94] abriu uma porta para estu-
dar e classificar a diversidade de algoritmos da TD disponiveis na literatura.
Devido ao fato de existirem muitos caminhos para implementar eficiente-
mente a erosao morfolégica, Zampirolli e Lotufo [ZL00] propuseram uma

classificacao de algoritmos da TD, onde sao analisados quais algoritmos da
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erosao e quais esquemas de decomposicao de funcao estruturante foram uti-

lizados na literatura.

4.3.1 TD paralela

TD usando erosao paralela

Shih e Mitchell [SM92] propuseram um algoritmo para a TD usando a
erosao morfologica aplicada em uma imagem binaria f por uma fungao es-
truturante bg.

Veja na Figura 4.2 um exemplo da TD usando erosao para o caso unidi-

mensional. Assim, seja a seguinte equagao para a TD:

Va(f) = eve (f)- (4.1)

O valor na origem de bg € zero e nos outros pixels é dado pelo negativo da

distancia a origem, isto é,
bo(z) = —d(z,0),z e EQE, (4.2)

onde O = (0,0). O tipo da TD (city-block, chessboard, octagonal, chanfrada,
euclidiana, etc) vai depender da métrica utilizada pela funcao estruturante.
Uma propriedade da erosao especifica para a TD é ser idempotente, isto é,

ao aplicar a erosao por bg novamente, o resultado nao é modificado [LT00]*:

Eb (€ (f)) = €be (f)- (4.3)

Esta propriedade ¢é 1til, por exemplo, quando se deseja trabalhar com a

'Um trabalho interessante que estuda as condicoes para que dilatacdes e erosdes em
espago-escala morfol6gico sejam idempotentes foi realizado por Leite e Teixeira [LT00].
Este trabalho serd comentado nas conclustes desta tese como trabalhos futuros para a
TD.
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Figura 4.2: TD usando erosao unidimensional da imagem f por b¢.

decomposicao da funcao estruturante bg para obter algoritmos eficientes e
estaveis, como serao apresentados a seguir.

Pelos estudos de decomposicao paralela de funcao estruturante apresen-
tados na Subsecao 3.1.2 e pela Equacao 4.1 é definido a seguinte equagao

para a transformada de distancia [Ser82, SM92]:

Va(f) = en, (-~ (e () - ), (4.4)

onde bg = b1 @ - - - D by e o valor de k£ deve ser o maior valor de distancia que
pode ocorrer na imagem f. Como ilustracao, veja Figura 4.3.

Se for aplicado k vezes o Algoritmo 4 da erosao, apresentado na Subsecao
3.1.1, entao a TD é computada. Além disso, a mesma saida é encontrada
se for aplicado recursivamente este algoritmo até a estabilizacao. Este se-
gundo caso tem como resultado a TD por causa da propriedade de operacao
idempotente, Equacao 4.3, e é apresentado no Algoritmo 10.

Outros tipos de fungoes estruturantes aplicaveis a Equacao 4.4 estao
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Figura 4.3: TD usando erosoes por decomposicoes de fungoes estruturantes
unidimensionais.

ilustrados nas Figuras 4.4a, 4.4b e 4.4c. Estes exemplos mostram fungoes
estruturantes b; = b, onde bg = kb para as métricas city-block, chessboard
e octagonal, respectivamente. Estas métricas estao ilustradas também nas

Figuras 4.7a, 4.7b e 4.7c, respectivamente.

-2 -2
-1 -1 -1 -1 -2 -1 -1 -1 =2

-1 0 -1 -1 0 -1 -1 0 -1
-1 -1 -1 -1 -2 -1 -1 -1 =2

—2 -2

(a) b4 (b) bg (C) bo = b4 @D bg

Figura 4.4: Fungoes estruturantes usadas nas decomposigoes das métricas (a)
city-block, (b) chessboard e (c) octagonal, onde as origens estao em negrito.

Outros tipos de decomposicoes para bg sao as métricas chanfrada 3:4
(Figuras 4.5a e 4.7d) e chanfrada 5:7:11 (Figuras 4.5b e 4.7¢). O trabalho

de Borgefors [Bor86] trouxe um estudo completo da aproximagao destas e
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de outras métricas com a métrica euclidiana. Por exemplo, se ao invés de
usar a = 3 e b = 4 na métrica chanfrada 3:4 usar a = 2 e b = 3 (ou
seja, chanfrada 2:3) a diferenga com a métrica euclidiana vai de 0.0809 para
0.1340 aplicada em uma mesma imagem de um certo tamanho [Bor86]. Os
algoritmos apresentados por Borgefors sao semelhantes aos de Rosenfeld e

Pfaltz [RP66, RP68] e poderao ser reescritos por erosao, como apresentados

a seguir.
—11 —11
-4 -3 -4 -1 -7 -5 =7 -11
-3 0 -3 -5 0 -5
—4 -3 -4 —11 -7 =5 =7 -11
—11 —11
(a) b3.4 (b) bs.7:11

Figura 4.5: Fungoes estruturantes usadas nas decomposicoes das métricas
(a) chanfrada 3:4 e (b) chanfrada 5:7:11, onde as origens estao em negrito.

Huang e Mitchell [HM94] mostraram que a métrica euclidiana dada pela
fungao estruturante b, (Figura 4.7f) pode ser decomposta através de fungoes

estruturantes 3 x 3 distintas, b;, ¢ inteiro positivo, veja Figura 4.6.

A4 +2 | -204+1 | —4i+2
—2i+1 0 —2i+1
41 +2 | —20+1 | —4i+2

Figura 4.6: b; elemento estruturante usado na Equacao 4.4 para obter a TDE,
onde a origem esta em negrito.

Reescrita de algoritmo paralelo da TD

Baseado na implementagao da erosao paralela, Algoritmos 4 e 10, é

possivel reescrever os principais algoritmos da TD usando a teoria de ope-
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Figura 4.7: Funcoes estruturantes obtidas através de 10 somas de Minkowski
de suas respectivas decomposigoes.
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Algoritmo 10 TD paralela
TD: KExZB x7ZP x ... — K
TD(f, b17 bg, .. ) =g

g=I;

i =0;

v.g 7& E‘:bi(g)
gZEbi(g);
L+ +;

radores morfologicos caracterizados por decomposicao de funcao estrutu-
rante.

O primeiro algoritmo paralelo para a TD foi definido por Rosenfeld e
Pfaltz e publicado em 1968 [RP68]. Outro trabalho cldssico que usa esta
implementagao foi definido por Borgefors [Bor86]. Em ambos os casos a

imagem de entrada assume valores zeros e uns e sao descritos abaixo:

. 1 ; .y
v = (k,llirélnrv,lask{vﬁk’j+l + c(k, 1)}, até estabilizar, (4.5)
onde v]"; é o valor do pixel na posicdo (7, j) da imagem na iteracao m, (k,[) é a
posi¢ao na méscara mask e c(k, ) é o valor da méscara em (k, ) (¢(0,0) = 0).

Note que as Equagoes 2.5 e 3.4 sao equivalentes a Equacao 4.5 resultando
na mesma TD, considerando b = b; = —mask, ¢« = 1,--- k. Estas con-

clusoes sao descritas com mais detalhes no trabalho de Shih e Mitchell de
1992 [SM92].

A melhor anélise destas duas equagoes considera z = (i,5) ey = (i+k, j+
[). A Equagao 4.5 pode ser definida como v™(z) = min{v™ ! (y)—b(y — z) :
y € B,}, onde x € E. Note que, se v° = f e vl = g,(f), entdao é encontrado
a definicao da erosao da Equacgao 2.5. Como foi visto, para calcular a TD
usando esta erosao € preciso considerar uma imagem com valores zeros e k

(maior distancia possivel na imagem) e computar a erosao até a estabilizagao.
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TDE em paralelo

Como exemplo de TDE usando uma erosao paralela, a Figura 4.8 mostra
a fungao estruturante bg,, onde a origem esta no topo do paraboléide. Esta
funcao estruturante pode ser usada para calcular a TDE na imagem f fazendo
e (f)-

Como foi visto na Subsegao 3.1.2, a funcao estruturante euclidiana b¢,
pode ser escrita como a soma de Minkowski generalizada em niveis de cinza
de diversas fungoes estruturantes b; € {by,---,bx}. Usando a formagao
dada pela Figura 4.6 é possivel obter bg, = b1 & --- ® b, e z—:bGE(f) =
e, (- (ep, (f)) -+ ) =TDE, usando o Algoritmo 10.

4.3.2 TD seqiiencial

A erosao morfolégica implementada de forma seqiliencial foi vista na
Secao 3.2. O algoritmo da TD seqiiencial é exatamente o algoritmo da erosao
seqtiencial, Algoritmos 5 e 6, usando a decomposicao bg = kb = kb™ @ kb~
Veja um exemplo na Figura 4.9.

Note que nao ¢ possivel usar uma decomposicao com diferentes b.s, como
foram implementados nos padroes paralelo e por propagac¢ao. Portanto, nao

é possivel calcular a métrica euclidiana usando apenas erosao seqiiencial.

Reescrita de algoritmo seqiiencial da TD

O primeiro algoritmo seqiiencial da TD foi descrito por Rosenfeld e Pfaltz
e publicado em 1966 [RP66]. Em seu algoritmo, a imagem de entrada contém

somente 0/1, e o conjunto de pixels com valores zeros é nao vazio. O algoritmo
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TDE

Figura 4.8: Imagem de entrada f, funcao estruturante euclidiana bg, e
TDE = ¢y, (f).
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Figura 4.9:
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¢ dado por 2,

.
0, sea;;=0,

filaiz) = min(a;—1; + 1,a,;-1 + 1), se (i,7) # (1,1) e a;; = 1,
(4.6)

m+n, se(i,j)=(1,1)ea;;=1, ¢

\

folaij) =min(aij, aip1;+ 1,050 + 1),

onde a;; ¢é o valor do pixel na posicao (7,) em uma imagem com m colunas
e n linhas. Os valores a; ; fora da imagem nao sao definidos. f; ¢ aplicada na
ordem raster e, sobre o resultado, fy é aplicada na ordem anti-raster. Esta
TD usa a métrica city-block. Se ay; = 1, o algoritmo faz fi(ay ;) = m + n,
que é a maior distancia possivel na imagem. Este passo no algoritmo pode
ser eliminado se for assumido uma imagem de entrada com valores zeros e
k (k é a maior distancia possivel na imagem). Além disso, a primeira linha
também pode ser eliminada se for incluida na funcao min trés argumentos
em vez de dois. Assim, fi(a;;) = min(a;;,a;,—1; + 1,a;;-1 + 1) pode ser
substituida no passo f; do algoritmo acima.

Fazendo b" e b~ funcoes que decompoem a métrica city-block para as
varreduras raster e anti-raster, respectivamente, como mostra a Figura 4.10,

é possivel reescrever a Equacao 4.6 como:

filaiz) = min{a;; — by, aiv1; — bF g, aijen — b3y},

falaiz) = min{a;; — byg, ai1j — b1 0,ai5-1— by 1}

Se x = (i,j) e f(x) = aij, entdo fi(ai;) = &5 (f)(@) e folay) =
,- (f)(x), como definidos nas Equagoes 3.5 e 3.6, respectivamente. O algo-

ritmo da TD de Rosenfeld e Pfaltz [RP66] é entao equivalente a nossa erosao

2Observe que neste algoritmo o dominio da imagem estd nos intervalos 1 < i < m e
1 < j < n, diferente do definido na Secao 3.2.1, porém isto nao afeta a nossa andlise.
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by by

Figura 4.10: Decomposicao anti-raster b; e raster bj para a métrica city-
block, com valor zero em negrito no centro.

seqiiencial, Algoritmos 5 e 6. Borgefors [Bor86] também implementou um

algoritmo seqiiencial para a TD, o qual é também proposto aqui.

4.3.3 TD por propagacao

Serao apresentados a seguir algoritmos da TD que usam a erosdo por
propagac¢ao, Algoritmo 8, e a erosao por propagacdo generalizada, Algo-

ritmo 9.

Reescrita de algoritmo por propagacao da TD

Vincent [Vin92] implementou a TD por propagacao a qual estd apre-
sentada no Algoritmo 11. Este algoritmo usa uma estrutura de fila para
armazenar a fronteira.

Nesse algoritmo, FIFO_add(x), FIFO_empty() e FIFO_ first() sao as
primitivas de manipulagao de fila que adiciona um elemento x na fila, verifica
se a fila esta vazia e retorna o primeiro elemento da fila, respectivamente.

Esse algoritmo pode ser reescrito como apresentado no Algoritmo 12,
onde o primeiro V coloca na fila todos os pixels de fronteira da imagem f.
Este laco pode ser substituido pela funcao que encontra a fronteira, a qual
coloca os pixels de fronteira no conjunto U como apresentado no cédigo do
Algoritmo 13. No lago ¥V FIFO_ empty() # @ do Algoritmo 11, todos os
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Algoritmo 11 TD por Vincent
TDVinc . {07 1}E _ KIE
TDVe(f) = f // trabalha na mesma imagem

Ve € E // B é a vizinhanga 4 ou 8 definido pela grade quadrada
if f(x)=1landIye B,NE| f(y) =0
FIFO_ add(x);
f(z) =2; // distancia iniciada com valor 2 para a fronteira
V FIFO_ empty() # @
x=FIFO_ first();
Vy e B,NE
if f(y) = 1
fly) = flx)+1;
FIFO_ add(y);

Algoritmo 12 TD auxiliar
D™ : {0, k}* — K®
DU ()= f /) k=00

Ve e E
Vye B,NE
if f(y) > f(z) +1
FIFO_ add(z);
fly) =1
VY FIFO_empty() # @
x=FIFO_ first();
Vye B,NE
if f(y) > f(z) +1
fly) = flz) +1;
FIFO_ add(y);
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pixels de fronteira (da fila) sdo usados para computar a erosdo por seus
pixels vizinhos e ao mesmo tempo um novo pixel de fronteira é computado
para verificar se sera inserido na fila. Este processo é um caso particular
do Algoritmo 8 - Erosdo por Propagac¢ado, apresentado anteriormente, pois
considera uma métrica fixa (city-block ou chessboard) em vez de usar uma
funcao estruturante genérica b. Observe que nao é necessario usar filas, mas

dois conjuntos, que sao trocados em cada iteracao.

No Algoritmo 13 é apresentado uma generalizagao do algoritmo proposto
por Vincent [Vin92].

Algoritmo 13 TD por propagacao
TD?: KE x 728 — K%

TDP(f,b) =g
9 =¢&p(f);
U =0(g,b);

VU # () // até estabilizar
(9,U) = £"(g,0,U);

TDE por propagacao

O algoritmo da TDE por propagacao é o Algoritmo 9 - Erosao por
propagagao generalizada, usando as decomposicoes de bg, = by @ --- D by,
onde os bs foram definidos na Figura 4.6 e b, ¢é ilustrado na Figura 4.7f.
Este algoritmo, bastante simples, apresenta uma boa eficiéncia quando im-
plementado em maquinas seqiienciais de propdsito geral, como analisado na

Secao 4.7 e resumido na Tabela 4.2.
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4.4 TD por propagacao direcional

Ragnemalm [Rag92] implementou a TDE utilizando duas estruturas de
filas para armazenar os pixels de fronteira e véarias condigoes de propagagao,
onde para cada direcao de propagacao existe um teste, gerando um algoritmo
complexo. Eggers [Egg98] melhorou o algoritmo de Ragnemalm diminuindo
os varios testes de direcao, porém criando intimeras variaveis, deixando o
cddigo mais eficiente, contudo nao menos complexo. A idéia proposta por
Eggers é fazer uso da direcao da propagacao para restringir a varredura da
vizinhanga apenas aos pixels que podem ser modificados. Inspirado neste
principio, é possivel alterar o Algoritmo 9 - Erosdao por propagacao gene-
ralizada, para que as erosoes também facam uso da direcao da propagacao,
como serd apresentado a seguir.

Considere uma outra versao para o computo da fronteira 0, onde além
de armazenar a coordenada x, armazena também a direcao de propagacao
da erosao definida por um inteiro k € {1,...,8}, cuja dire¢ao corresponde a

propagagao de x, conforme a Figura 4.11.

5167
4
31211

Figura 4.11: Direcoes de propagacao.

Alterando o Algoritmo 9 - Erosdo por propagacao generalizada, para fazer
uso da diregao de propagagao, é apresentado o Algoritmo 14 (agora U contém
(x,d) € E', onde E' = E x {1,...,8},  é a coordenada e d ¢ a diregao de
propagagcao).

Os comandos €™ e e que aparecem no Algoritmo 14 estdo definidos
nos Algoritmos 15 e 16, respectivamente.

No Algoritmo 16, B! [k——, k, k++] é o subconjunto das diregdes: anterior,
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Algoritmo 14 TD por propagacao direcional

TD%" . KEx 7B x 728 x ... — KF
Tde(fvbth?'”) =g

lg, U] = ™ (f.br);
1=2;
A0
(97 U) = Edw(f7 bHU)a
i+

Algoritmo 15 Erosao inicial

ginit : KEx 78 — KEXE /) E=Ex{l,...

e™(f,0) = (9.U)

=f;

Q:QQ

relk
Vy e B,NE
if g(x) > fy) — by — )
g(@) = f(y) — bly — x);
ifx ¢ U

<

8}

U=UU{(z,d)}; // d é a diregao de B
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k e posterior a k, considerando o sentido horario, como ilustrado na
Figura 4.11. A direcao k é a direcao de propagacao de x obtida numa ite-
ragao anterior. Se k = 1, entao anterior é 8, e se k = 8, posterior é 1. Na
ultima linha do codigo, d é k——, k ou k++ dependendo da direcao do vetor

com origem z e destino y.

Algoritmo 16 Erosao por propagacao direcional
elr: KExZBxE — KExE /) E=Ex{l,...,8}
e (f,6,U) = (g9,U")

9=
Y (2,k) €U
Vy € BLlk—— k, k++]NE
if g(y) > f(z) — b(z —y)
9(y) = f(@) = bz —y);
U=UU{(y,d)}; // d é adiregdo de B

Se forem usadas as fungbes estruturantes bs, como definidas na
Figura 4.6, o Algoritmo 14 encontra a TDE, que é similar em varios aspec-
tos ao proposto por Eggers [Egg98], porém mais simples e com desempenhos

equivalentes, como analisados na Secao 4.7.

A Figura 4.12 ilustra uma iteracao intermediaria da TD por propagacao
direcional da imagem de entrada f pelas funcoes estruturantes by, bo, ...
definidas pela Figura 4.6. A funcao estruturante que estd sendo proces-
sado na iteracao ¢ by com a direcao de propagagao 4, o que implica ao
algoritmo processar apenas as dire¢oes [3,4,5], conforme Figura 4.11. O

pixel x, que esta sendo processado, é o em negrito e esta recebendo o valor

4= N{12(=6),1-(=3),1-(=6)} = TDU" (£, by, by, .. ) ().
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0000000
0000000
00 k k k k k o 1 o 6 3 6
00 &k k k k k
-1 0 -1 -3 0 -3
00 k k k k k 01 s o
00 k k k k k
00 k k k k k& by b,
f

0000000

0000000

001 1 1 11

00 1 2 4 4 4

00 1 4 k k k

00 1 4 k &k k

00 1 4 k k k

TDdiT(f, b17 bg, .. )((L’)

Figura 4.12: Ilustracao de uma iteracao intermediaria da TD por propagacao
direcional, TDY" (f, by, by, ...)(z), da imagem de entrada f pelas funcoes es-
truturantes by, bo, ..., onde o pixel x, com valor 4 em negrito, é o que esta
sendo processado e a direcao propagada é 4, conforme Figura 4.11.
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4.5 TDE multidimensional

Sera apresentado nesta secao um algoritmo da TDE multidimensional
formulado usando erosdes morfoldgicas. A TD é composta de varias erosoes
unidimensionais (1D). As fungoes estruturantes usadas na erosao pertencem
a uma familia de quatro funcoes estruturantes direcionais formadas por
dois pixels. Duas para erosoes seqiiencias e outras duas para erosoes por
propagacao.

Como foi visto na Subsegao 3.1.2, a funcao estruturante euclidiana b¢,
pode ser escrita como a soma de Minkowski em niveis de cinza de diver-
sas fungoes estruturantes bis € {by,--- ,b;}. Usando a formagao dada pela
Figura 4.6 ¢ possivel obter bg, = b1®- - @by e ey (f) = ep, (- (€0, (f)) -+ -)-

Note que esses b}s podem ainda ser decompostos em quatro fungoes estru-
turantes direcionais de dois pixels, duas nas diregoes verticais, Norte (by;), e

Sul (bsi), e duas nas diregoes horizontais, Leste (bg;), e Oeste (bw;):

—2i+1
b i = )
N 0
bwi= | ~2i+1 0], bri= |0 ~2i+1],
0
bsi = .
T —2i41
(4.7)
A funcao estruturante para a TDE pode ser decomposta em:
bp = - BbnoBbN1 DB DBbsoBbs1 B ---
e Bbyr Dby B Dbp D bps. (4.8)

Esta decomposicao gera duas conseqiiéncias importantes. Primeiro, a
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TDE pode ser separada em mais erosoes 1D simples, que traz independéncia
para a computagao de cada linha ou coluna da imagem. Segundo, as fungoes
estruturantes sao reduzidas para funcoes estruturantes direcionais de dois
pixels, permitindo implementacoes simples e eficiente de algoritmos.

Isto significa que a TDE pode ser computada pela erosao de cada coluna
da imagem por by1,bno, ... até a estabilidade usando a propriedade idempo-
tente, entao pela erosao das colunas por bgy, bgo, . . ., seguida pela erosao das

linhas por bg1, bga, . . ., e finalmente, pela erosao das linhas por by, byya, . . ..

4.5.1 TDE unidimensional

Nos algoritmos paralelos, os pixels sao processados independentemente da
ordem de varredura. Os pixels alterados na transformacao dependem apenas
dos pixels da imagem de entrada e da funcao estruturante, como foi visto no
Algoritmo 4 - Erosao paralela.

O Algoritmo 17 da TDE 1D apresentado a seguir é exato e um dos mais
simples para o computo da distancia euclidiana encontrados na literatura.

A ineficiéncia deste algoritmo ocorre devido a varredura desnecessaria nas
areas da imagem onde a erosao nao é afetada. A melhor eficiéncia pode ser

verificada com algoritmos por propagacao.

4.5.2 TDE por propagacao unidimensional

A idéia do algoritmo de erosao por propagacdo esta em processar somente
os pixels que podem mudar na erosao. Este conjunto de pixels é chamado
fronteira de f, denotado por J(f,b). Neste caso, a fronteira para a proxima
erosao é computada durante a erosao prévia. Como foi visto nos Algoritmos 8
e 13, da erosao por propagacao e da TD por propagacao, respectivamente.

Para as erosoes usando a familia de fungoes estruturantes decomposta
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Algoritmo 17 TDE 1D classica
TDEY : K® — KE
TDE'(f) =g
// f é imagem bindria de entrada com valores 0 e M,
// onde M é o quadrado da distancia méxima na imagem

V ¢ C E // primeiro passo, erosoes verticais da coluna ¢
V b=1,3,5,7,... // até estabilizar
vV r C E // varre a coluna ¢
N(r,c) =min(f(r,c), f(r —1,¢) +b)
V b=1,3,5,7,... // até estabilizar
VrCcE
S(r,c) = min(N(r,c), N(r+ 1,¢) + b)
V r C E // segundo passo, erosoes horizontais da linha r
V b=1,3,5,7,... // até estabilizar
vV cCE
E(r,c) = min(S(r,c),S(r,c+ 1) + b)
b=1,3,5,7,... // até estabilizar
V cCE
g(r,c) = min(E(r,c), E(r,c — 1) + b)

v

// Considere f(r —1,¢),N(r+1,¢),S(r,c+1) e E(r,c — 1) tratados
// na fungdo min com valor M fora do dominio E.
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em dois pixels, é possivel melhorar a eficiéncia do algoritmo por propagacao.
Estas melhorias sao diferentes para cada um dos dois passos: a primeira

erosao sequencial vertical e a segunda erosao por propagacao horizontal.

Parte 1

Para a primeira erosao seqiiencial vertical serd apresentado o Algo-

ritmo 183.

Algoritmo 18 TDE 1D com erosao seqiiencial vertical - parte 1
TDE'! : KE — KE

TDEI(f) = g
// f é imagem de entrada e saida, H é altura da imagem

V ¢CE // coluna
b=1;
V r=2..H // varre a coluna ¢ na ordem raster
if f(r,c) > f(r—1,¢)+b
f(T,C) :f<r_ 17C)+b§

b=0b+2;
else;
b=1;

(

if f(r,c) > f(r+1,¢)+0
f(T,C):f(T—f—l,C)—I—b;
b=1>b+2;

else
b=1;

Como a imagem de entrada é binaria, a fronteira pode ser propagada na

30 Algoritmo 18 pode ser melhorado da seguinte forma: na varredura raster, quando
flr,e) > f(r —1,¢) + b for verdade, inicia-se um contador count (inicializado com 0) que
finaliza quando a desigualdade assumir falso. A partir deste ponto inicia-se uma varredura
anti-raster até count/2 utilizando o segundo if do algoritmo. Este processo se repete para
todos os objetos e todas as colunas e é ilustrado na Figura 4.16.
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mesma dire¢ao da funcao estruturante usando um processamento seqiiencial
de forma que o pixel modificado na transformacao é uma funcao do pixel
modificado previamente. Deste modo a erosao vertical pode ser computada

usando uma unica varredura raster e uma unica varredura anti-raster.

Parte 2

Para a segunda parte, erosao por propagacao horizontal, sera apresentado
o Algoritmo 19.

Nessa erosao horizontal, nao é possivel fazer um processamento seqiien-
cial, mas é possivel evitar a cépia das imagens e processar a imagem desde
que a ordem de processamento seja a ordem oposta da propagacao da fron-
teira. Quando se usa a direcao Leste, a ordem raster deve ser Oeste, de forma
que o pixel modificado nao serd usado naquela varredura. Isto é alcangado
usando fila FIFO - First-In-First-Out, duas para cada direcao. A eficiéncia
deste algoritmo é melhorada pelo fato de que s6 os pixels de fronteira sao
processados até a estabilidade.

Note que as filas usadas neste algoritmo tém um tamanho de maximo na
largura da imagem. Para melhor desempenho, estas filas podem ser facil-
mente implementadas por vetores de inteiro de comprimentos fixos.

Observe que nos Algoritmos 18 e 19 de TDE as erosao nao estao definidas
como fungoes separadas, como foi feito em todos os algoritmos até este ponto,
pois o principal objetivo destes algoritmos ¢ mostrar uma implementagao
eficiente. Estas duas versoes estao no trabalho de Lotufo e Zampirolli [LZ01].
Contudo, no Algoritmo 18, o leitor pode ver que o lago V r = 2..H faz a
erosao seqiencial da coluna ¢ na ordem raster, enquanto o laco V. r =
(H —1)..1 faz a erosao seqiiencial da mesma coluna ¢ na ordem anti-raster.
O mesmo ocorre no Algoritmo 19, onde o lago while not EmptyQueue(Eq)
faz a erosdao por propagacao para a direita e while not EmptyQueue(W q)
faz a erosao por propagacdo para a esquerda, até que as estruturas Eq e Wyq

fiquem vazias.
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Algoritmo 19 TDE 1D com erosao por propagacao horizontal - parte 2
TDEY? . KE — K®

TDE'™2(f) =g
// f é imagem de entrada e saida, W é a largura da imagem

vV r CE, // linha
Ve=(W-=-1).1
insertQueue(Eq, c);
V c=2.W
insertQueue(Wq, c);
b=1;
while (not EmptyQueue(Wq) ou not EmptyQueue(Eq))
while not EmptyQueue(Eq)
¢ = fromQueue(Eq)
if f(r,c+1)> f(r,c)+0b
flrie+1) = f(r,c) +b;
ifc+r1<W
insertQueue(Eq2,c+ 1);
while not EmptyQueue(Wq)
c = fromQueue(Wq);
if f(r,c—1)> f(r,c)+b
f(Tvc— 1) = f(r,c)—f—b;

ifc—1>1
insertQueue(Wq2,c — 1);
b=0b+2;
Wq=Wgq2,

Eq = Eq2;
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Para melhor ilustrar o algoritmo da TDE multidimensional usando

erosoes serao apresentados a seguir alguns exemplos.

Exemplo 1
Neste primeiro exemplo é considerado apenas uma transformacao 1D para

melhor entendimento da erosao morfolégica usada para computar a métrica
euclidiana. A Figura 4.13 ilustra a erosao de f pela fungao estruturante b¢,,.

A Figura 4.14 ilustrada a soma de Minkowski de b; por bs. A generalizacao
forma bg, = b1®- - -@®by. A Figura 4.15 ilustra a TDE obtida pela composicao

de erosoes.
k
)
[ _J
[ X ]
[ X J f
[ I J
o O
2 [ ]
[ ] o
[ ] o
° °
.. Cbg (f)
9) —0—-0—-0-0-0—

ba
Figura 4.13: Tlustracao da TDE 1D obtida da erosao pela funcao estruturante

be,.
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b= |—2i+1]0|-2i+1

by bo by @ by

Figura 4.14: Soma de Minkowski em niveis de cinza para a métrica euclidiana,
onde as origens estao no centro de cada funcao estruturante.
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TDE = Ebe (f) = &y (5173 (852 (Ebl (f))))

Figura 4.15: Ilustracao da TDE 1D obtida de erosoes por decomposicao de
funcao estruturante.
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Exemplo 2

Para visualizar as transformagcoes ocorridas nas quatro erosodes do algo-
ritmo multidimensional, a Figura 4.16 ilustra o primeiro passo do algoritmo,
onde sao computadas as erosoes seqiienciais raster e anti-raster. Enquanto
que a Figura 4.17 ilustra do segundo passo deste algoritmo, onde sao rea-

lizadas as erosoes por propagacao.

raster anti-raster

Figura 4.16: Ilustracao do primeiro passo do algoritmo multidimensional.

Exemplo 3

Finalmente, um exemplo simples usando uma imagem f de tamanho 4 x
4 é mostrado na Figura 4.18. O resultado da erosao vertical pela funcao
estruturante B, é apresentado na funcao f,. Em seguida, f; é a primeira
erosao por propagacao horizontal e f; é a segunda erosao por propagagao
horizontal representando o quadrado da distancia euclidiana. Nos resultados
das erosoes horizontais, os pixels inseridos na fila de propagacao sao marcados

em negrito.
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Fast West

Figura 4.17: Ilustracao do segundo passo do algoritmo multidimensional.
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-5
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Figura 4.18: Aplicacao da TDE multidimensional.
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Algoritmos Métricas

DT Paralelo | Segiiencial | Propagacao || by | bg | bo | bs.a | bs.7.11 | bE
[RP66] X X

[RP68] X X | X | X

[Bor86] X X X | X | X | X X X
[SM92] X X | X X X X
[Vin92] X X X X | X | X

[HM94] X X

Tabela 4.1: Classificacao de algoritmos da TD e de suas decomposicoes de
fungoes estruturantes.

4.6 Resumo da classificacao da TD usando

erosoes

A Tabela 4.1 resume a classificacao dos principais algoritmos da TD
nos padroes paralelo, seqiiencial e por propagacao e suas decomposicoes de
fungoes estruturantes by, bg, bo, bs.4, b5.7.11 € bg. Esta tabela também foi apre-
sentada no artigo [ZL00].

Note que nao foram incluidos nesta classificagao os algoritmos para a TD
por propagacao direcional e a TDE multidimensional pois sao casos particu-

lares dos padroes apresentados neste texto.

4.7 Analise de desempenho e comparacoes

Serao apresentadas nesta secao as andlises e as comparagoes dos algorit-
mos da TDE paralelo, por propagacao, por propagacao direcional e multidi-
mensional vistos nas Secoes 4.3, 4.4 e 4.5, respectivamente.

Comparando o algoritmo da TDE obtido por erosoes direcionais, proposto
na Secao 4.4, com o algoritmo do Eggers [Egg98] é possivel notar que este
segundo é mais eficiente (veja Tabela 4.2), isto porque néo existem cépias de

imagens nas iteragoes por conseqiiéncia dos varios testes existes. A simplici-
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Imagem 1 | Imagem 2

Saito 80 60
Eggers 100 90
PMN 90 80
Meijster 121 120
LZ 90 101
TDEP" 190 210
TDE?™ 230 240
TDEP*" 1012 701

Tabela 4.2: Tempo em mili-segundos do desempenho de diversos algoritmos
da TDE.

dade do algoritmo direcional proposto nesta tese elimina estes testes, porém
para o calculo da TDE é necessario fazer a cépia dos pixels de fronteira em
cada iteracao, que torna o nosso algoritmo ineficiente. Isto nao ocorre quando
se usa funcgoes estruturantes constantes, como para as métricas chanfradas.

A Tabela 4.2 apresenta um resumo dos testes feitos para o cdlculo da TDE
de diversos algoritmos da literatura e também dos algoritmos apresentados
nesta tese. Para estes testes foi usado um Pentium II1 — 800 MHz — 256 MB.
A Imagem 1 e a Imagem 2 sao imagens 512 x 512 ilustradas na Figura 4.22
(a) e (b), respectivamente. As implementagoes dos trés primeiros algoritmos
apresentados na tabela (Saito [ST94], Eggers [Egg98] e PMN [Cui99]) foram
extraidas da home page do Olivier Cuisenaire. O algoritmo Meijster é um
dos mais recentes da literatura [MR00]. O algoritmo LZ é o multidimensional
definido na Secao 4.5 e os restantes foram definidos nas Segoes 4.3 e 4.4.

O bom desempenho dos algoritmos Saito [ST94] e PMN [Cui99] se deve ao
fato de ambos usarem uma lookup table para armazenar o mapa da distancia
euclidiana [Cui99], veja Figura 4.19. Este recurso nao foi incluido nos algo-
ritmos propostos nesta tese, pois nao iriam mais ser definidos explicitamete
por erosoes, que € a esséncia desta tese.

Meijster e Roerdink [MROO] definiu um dos algoritmos da TDE mais

recentes, onde possui o primeiro passo igual ao algoritmo multidimensional
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Desempenho de Algoritomos da TDE
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—t— | Z
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0

Imagem 1 Imagem 2

Figura 4.19: Gréfico ilustrando os desempenhos de algoritmos da TDE refe-
rente a Tabela 4.2.
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proposto nesta tese. No segundo passo o algoritmo do Meijster e Roerdink usa
uma multiplicacao para cada pixel conferir a regiao dominante mais proxima.
A vantagem do algoritmo multidimensional é que ele nao exige multiplicacgao,
s6 comparacao e adi¢ao, que faz do algoritmo proposto um dos mais rapido

na maioria das situagoes.

O primeiro passo do algoritmo multidimensional exige uma varredura
raster e outra anti-raster com vizinhanca de dois pixels cada. O desempenho
do segundo passo é mais complexo. A melhor situagao exige uma varredura
raster e outra anti-raster com vizinhanca de dois pixels, que acontece com
uma imagem com colunas iguais, onde nenhuma propagacao horizontal é
exigida. Em um caso tipico, a velocidade depende do ntimero de vezes que o

pixel entra na fila de propagacao.

O algoritmo multidimensional proposto nesta tese tem uma patologia de
pior caso que acontece com uma imagem quadrada com uma linha de fundo
diagonal, veja Figura 4.22¢. Nesta situagao o nimero de vezes que um pixel
é inserido na fila é aproximadamente W /4, onde W é a largura da imagem.
Embora isto faca este algoritmo quadratico com relacao as dimensoes da ima-
gem, isto dificilmente ocorre em imagens tipicas. Uma andalise mais precisa
pode ser observada através da Figura 4.20, onde os valores mostram o niimero
vezes que um pixel é inserido na fila no segundo passo do algoritmo multi-
dimensional. Observe que no pior caso cada linha possui duas progressoes
aritméticas, assim o algoritmo possui complexidade O(HW?), onde W ¢é a

largura e H ¢é a altura da imagem.

Para ilustrar o comportamento dos algoritmos com imagens de tamanhos
diferentes, a imagem box (veja Figura 4.21) foi reproduzida por um fator de
4, 8, 16 e 64 e uma comparacao de tempo foi feita usando a TDE definida
por Meijster e Roerdink [MR00], veja Tabela 4.3.

Dos resultados apresentados nas Tabela 4.2 e 4.3, pode ser concluido que
o algoritmo proposto tem um desempenho melhor que um dos mais rapidos

da TDE e um desempenho comparavel com algoritmos mais conhecidos da
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4 4 3 3 2 2 1 1 0 0
4 3 3 2 2 1 1 000
33 2 2 1 10001
322 1 100011
22 1 100011 2
21 1 000 11 2 2
1100 0 1 1 2 2 3
100011 2 2 3 3
000112 2 3 3 4
0 01 1 2 2 3 3 4 4

Figura 4.20: Matriz representado o nimero de vezes que um pixel é inserido
na fila no segundo passo do algoritmo multidimensional aplicado na imagem
de pior caso (Figura 4.22¢) de tamanho 10 x 10.

nbox

Figura 4.21: Imagem 256 x 256 utilizada para teste de eficiéncia para os
algoritmos da TDE, onde a cor preta é 0 e a cor branca é k # 0.



94

CAPITULO 4. CLASSIFICACAO DA TD

64K | 256K | 1M | 4M
LZ 0.022 | 0.153 | 0.659 | 2.81
Meijster | 0.028 | 0.181 | 0.763 | 3.08

Tabela 4.3: Tempo em segundos do algoritmo proposto e o do definido por
Meijster e Roerdink [MR00] aplicados para a imagem boz reproduzida por
um fator de 4, 16, 32 e 64.

distancia euclidiana.

As experiéncias da Tabelas 4.3 foram feitas em um notebook Pentium II1,

7T50MHz, 128 MB.
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