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Resumo

Esta tese consiste no estudo de algoritmos da transformada de distância
que podem ser descritos usando erosões morfológicas caracterizadas por
funções estruturantes. Estas erosões, juntamente com as dilatações, formam
a base da morfologia matemática. Foram utilizadas as propriedades mor-
fológicas de transformação idempotente, que ocorre com argumentos parti-
culares na erosão, e de decomposição de função estruturante para melhorar
o desempenho das implementações. As erosões foram implementadas nos
padrões de varredura paralelo, seqüencial e por propagação. Este processo
também pode ser feito para outros operadores morfológicos, como dilatação,
reconstrução e transformada de distância. Os algoritmos clássicos da trans-
formada de distância usando erosões foram reescritos (reimplementados) e
classificados através destes padrões, produzindo códigos mais simples e efi-
cientes.

Com base nesses estudos foram propostos dois algoritmos para a trans-
formada de distância euclidiana: um por propagação direcional e outro mul-
tidimensional. Este segundo produz a transformada por várias erosões uni-
dimensionais, onde as funções estruturantes usadas nas erosões pertencem a
uma famı́lia de quatro funções estruturantes direcionais de dois pixels. O
algoritmo de erosão, baseado na varredura por propagação, é muito simples
de codificar e entender, sendo inclusive um dos mais rápidos na literatura.
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Abstract

This thesis refers to distance transformation algorithms that can be writ-
ten using a fundamental morphological operator. The performance of the
algorithms is an important research problem. To improve them, some alge-
braic properties like indempontence and decomposition of structuring func-
tions needs to be used. Morphological operators can be coded in parallel,
sequential, or propagation sweeping patterns. Using these patterns, distance
operators have been classified and rewritten in order to obtain neat and ef-
ficient coding.

With base in these studies was proposed directional propagation and mul-
tidimensional Euclidean distance transformation algorithms. In this second
algorithm the distance transformation can be composed by several one di-
mensional erosions. The structuring functions used in the erosion belongs to
a family of four directional one-dimensional two-point structuring functions.
The erosion algorithm is based on a propagation scheme very simple to code
and understand, yet being one of the fastest Euclidean distance transforma-
tion algorithms in the literature.

v



vi ABSTRACT



Agradecimentos
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4.3.2 TD seqüencial . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 67

4.3.3 TD por propagação . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 71

4.4 TD por propagação direcional . . . . . . . . . . . . . . . . . . 74

4.5 TDE multidimensional . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 78

4.5.1 TDE unidimensional . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 79

4.5.2 TDE por propagação unidimensional . . . . . . . . . . 79

4.6 Resumo da classificação da TD usando erosões . . . . . . . . . 89

4.7 Análise de desempenho e comparações . . . . . . . . . . . . . 89
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raster, ε+

b+
(f)(x), da imagem de entrada f pela função estru-

turante b+, com origem em negrito. O pixel x, que está em
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Caṕıtulo 1

Introdução

O processamento de imagens tem-se tornado uma ferramenta decisiva

na solução de problemas em diversas áreas da ciência e da tecnologia e um

instrumento muito utilizado é a transformada de distância.

Algumas aplicações de processamento de imagens são descritas a seguir:

caracterizar a forma e as dimensões de um tumor a partir de uma imagem

de raios-X, ou de uma tomografia computadorizada é um aux́ılio importante

na formulação de um diagnóstico médico; estimar a quantidade de grãos que

serão colhidos numa safra agŕıcola, a partir de imagens aéreas ou de satélites,

pode ajudar a controlar estoques em armazéns e financiamentos em bancos;

desenvolver algoritmos de compressão de imagens são de grande importância

para armazenamento, transmissão e processamento de imagens; reconhecer

caracteres para a leitura de textos e verificar o controle de qualidade por

inspeção visual; entre outras.

A transformada de distância (TD) associa os pixels de um objeto numa

imagem binária a sua menor distância aos pixels de fundo da imagem.

A TD é um instrumento importante em processamento de imagens pois

pode ser usada em muitas outras transformações, como: dilatação, erosão,

caminho mı́nimo entre dois pixels, esqueleto, SKIZ (SKeleton of Influ-

ence Zone), diagrama de Voronoi, casamento de formas, dimensão fractal ,

1
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etc. [Dan80, Vin91, Rag92, SC94, Egg98, MCSM02]. Além de ser um ope-

rador básico em processamento de imagens, o seu estudo auxilia no estudo

de outros algoritmos similares, como o watershed e a IFT (Image Floresting

Transform). Assim, melhorar a eficiência da TD, melhora-se a eficiência de

algoritmos similares. A TD pode também ser formada por uma seqüência

de operações locais, usando vizinhanças pequenas, inclusive unidimensionais,

tornando os algoritmos mais simples e eficientes de codificar e entender. Exis-

te uma relação ı́ntima entre a TD e a morfologia matemática e o objetivo

desta tese é estudar esta relação, contribuindo também com algoritmos novos

para a TD.

1.1 Transformada de distância

Uma imagem binária bidimensional é uma função f que mapeia os ele-

mentos (ou pixels) de um espaço E em {0, 1}, onde E é usualmente uma

matriz ou grade hexagonal. Os pixels com valor 1 na imagem f formam os

objetos e os pixels com valor 0 formam o fundo da imagem. A posição de um

pixel é dada pela sua posição na matriz. Assim, a linha r e a coluna c do pixel

são associados ao ponto do plano cartesiano (r, c). Desta maneira, qualquer

função distância definida no plano cartesiano induz uma função distância no

domı́nio das imagens [BGKW95].

Para uma dada função distância, a transformada de distância (TD)

atribui aos pixels de um objeto de uma imagem binária a distância mı́nima

entre estes pixels e os pixels de fundo. A Figura 1.1 ilustra a TD aplicada na

imagem f e também alguns contornos, onde todos os pixels de um contorno

têm a mesma distância ao fundo da imagem.

A métrica mais natural para computar a distância na maioria das

aplicações é a euclidiana, principalmente devido a sua propriedade de in-

variância à rotação. Tendo em vista a dificuldade de construir algorit-

mos eficientes para a transformada de distância euclidiana (TDE), muitos
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Figura 1.1: Imagem de entrada f e o resultado da aplicação da transformada
de distância (métrica euclidiana), com alguns contornos onde a legenda são
as distâncias.
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pesquisadores desenvolveram algoritmos aproximados. A métrica mais po-

pular para a TD é conhecida como chanfrada (chamfer) [Bor86] e será usada

nesta tese como transformada de distância chanfrada (TDC). Sua populari-

dade se deve a simplicidade, velocidade e aproximação razoável para a TDE.

A Figura 1.2 ilustra as métricas mais antigas utilizadas na TD e são casos

particulares da TDC: city-block e chessboard . A TDE é ilustrada na imagem

à direita da Figura 1.1. Outro tipo de TD é a transformada que procura

ser euclidiana, porém esbarra no problema da conexidade do diagrama de

Voronoi discreto, este tipo é descrito neste documento como transformada de

distância euclidiana aproximada (TDEA). Danielsson foi o primeiro a criar

um algoritmo do tipo TDEA [Dan80].

city-block chessboard

Figura 1.2: Métricas usadas na TD: city-block e chessboard.

Além das métricas utilizadas na TD é interessante saber o tipo (ou

padrão) de algoritmo utilizado para computar a TD. Uma introdução aos

padrões de algoritmos de processamento de imagens é apresentada a seguir.



1.2. PADRÕES DE ALGORITMOS 5

1.2 Padrões de algoritmos

O uso de padrões de algoritmos auxilia a classificação das transformações

de processamento de imagens. O objetivo destes padrões é identificar quais

algoritmos implementam o mesmo operador e usam diferentes arquiteturas,

possibilitando um melhor entendimento da área. Existem vários padrões de

algoritmos [D’O01], porém neste documento são analisados os padrões de

varredura: paralelo, seqüencial e por propagação.

Existem dois padrões de algoritmos em processamento de imagens conhe-

cidos na literatura desde a década de 60: os paralelos (ou iterativos) e os

seqüenciais (ou recursivos) [RP66, RP68]. Desde aquela época, a preo-

cupação em desenvolver operações eficientes sempre foi objetivo de pesquisa,

como descrito no artigo [RP66]:

Programas de computador para processamento de imagens digita-

lizadas receberam atenção crescente nos últimos anos. Muitos dos

trabalhos feitos neste campo envolveram performance de operações

“locais”... Como vários pesquisadores mostraram, uma varie-

dade grande de transformações de processamento de imagens

pode ser realizada aplicando tais operações independentemente,

ou “em paralelo”, para cada elemento da imagem... É suge-

rido que operações locais sejam executadas em uma seqüência

definida, usando em cada passo os resultados obtidos anterior-

mente... É mostrado que as aproximações paralelas e seqüenciais

são matematicamente equivalentes...

Nos algoritmos paralelos, os pixels são processados independentemente da

ordem de varredura da imagem, dependendo apenas dos valores dos pixels

da imagem de entrada e da vizinhança usada. Isto não ocorre nos algoritmos

seqüenciais, onde a imagem de sáıda depende tanto dos pixels da imagem

de entrada quanto dos valores calculados anteriormente, além da ordem de

varredura na imagem.
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Os algoritmos paralelos possuem a caracteŕıstica de serem ineficientes em

computadores seqüenciais [Vin92]. O mesmo não ocorre com os algoritmos

seqüenciais, onde transformações como a transformada de distância podem

ser encontradas em apenas uma varredura na ordem raster e uma outra na

ordem anti-raster [RP66] 1.

Para obter transformações eficientes em máquinas seqüenciais é apre-

sentado um estudo da equivalência entre as erosões morfológicas paralela

e seqüencial, que é uma aplicação da equivalência definida por Rosenfeld e

Pfaltz [RP66]. Em vez de realizar uma erosão paralela usando uma função es-

truturante “grande”(por exemplo, com o tamanho do domı́nio equivalente a

duas vezes o da imagem a ser processada) é apresentado uma erosão seqüen-

cial equivalente usando uma função estruturante “pequena”(por exemplo,

3× 3, 1× 3 ou 1× 2), que decompõe a função estruturante “grande”e obtém

o mesmo resultado na transformação.

Além das varreduras paralelas e seqüenciais, outras técnicas de varreduras

têm sido introduzidas [Vin92]. Neste texto é usada a varredura por

propagação (ou padrão por propagação). Um algoritmo implementado uti-

lizando este padrão usa o fato de que nem todos os pixels são modificados na

operação. Com isso, o algoritmo coloca apenas os pixels que potencialmente

influenciam no resultado da operação em uma estrutura de dados – fila, con-

junto ou fila hierárquica. O conjunto destes pixels é chamado de fronteira. O

padrão por propagação é útil apenas em casos de operações sucessivas, como

para computar a TD usando sucessivas erosões, isto é, quando a função es-

truturante foi decomposta. Para este caso particular (devido à propriedade

de idempotência de erosões particulares), após a criação da fronteira, o algo-

ritmo entra num laço que só termina quando o mesmo estiver vazio. Dentro

deste laço, um pixel é retirado por vez da fronteira para analisar os pixels

vizinhos e decidir quais destes vizinhos irão fazer parte da nova fronteira.

Este processo se repete até não existir nenhum conjunto fronteira.

1As varreduras raster e anti-raster serão definidas na Seção 3.2.
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Na literatura, o uso de operações por propagação é confuso pois em al-

gumas vezes usa-se fila, em outras fila hierárquica. Para o caso da erosão, a

fronteira é um conjunto que pode ser processado em qualquer ordem (análogo

ao ocorrido no caso paralelo) e neste caso uma estrutura de conjunto (por

exemplo, vetor) é suficiente para armazenar a fronteira.

Como contribuição, além de ser suficiente o uso do conjunto para ar-

mazenar a fronteira, é apresentado a condição para processar uma seqüência

de erosões com elementos estruturantes diversos. Em vez de analisar a

equivalência entre os padrões paralelo e seqüencial introduzido anterior-

mente, é feito uma análise da equivalência entre os padrões paralelo e por

propagação. Esta análise contribui para a criação de novos algoritmos, prin-

cipalmente para a TDE.

Existem entretanto situações em que se pode otimizar o processo de cópia

da imagem no laço entre a operação com uma função estruturante e outra.

Neste caso o uso da fila FIFO pode ser útil, como em alguns algoritmos

de Vincent [Vin92] e também no algoritmo da TDE multidimensional intro-

duzido na próxima seção.

1.3 Algoritmos rápidos para a TDE

Usando os padrões de algoritmos definidos na seção anterior e os traba-

lhos de Ragnemalm, Eggers e Mitchell et. al. [Rag92, Egg98, SM92, HM94],

esta tese contribui com dois algoritmos para a transformada de distância

euclidiana (TDE), introduzidos a seguir.

Os algoritmos mais eficientes para a TDE seguem o padrão por

propagação, onde podem ser divididos em outros quatro tipos: propagação

vetorial, propagação ordenada, propagação paralela (ou simplesmente,

propagação) e geométrico. Os algoritmos da TD por propagação vetorial

são dif́ıceis de relacionar como a morfologia matemática, pois são decompos-

tos em informações vetoriais do plano cartesiano discreto. O algoritmo de
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Danielsson [Dan80] e a primeira parte do algoritmo de Cuisenaire [Cui99]

são exemplos de algoritmos por propagação vetorial para a TDEA. Os algo-

ritmos por propagação ordenada são melhores modelados como o problema

de caminho mı́nimo usado em teoria dos grafos e implementados usando fila

hierárquica. Os algoritmos por propagação (ou propagação paralela) têm

relações diretas com a morfologia matemática e serão estudados neste docu-

mento. Os algoritmos geométricos usando intersecção de parábolas formam

o último tipo de TD por propagação. Saito e Toriwaki [ST94] mostraram

que para este tipo a TDE pode ser separável. Esta caracteŕıstica também

ocorre quando a TDE é obtida por erosões morfológicas unidimensionais.

Nesta linha existem vários outros artigos para a TDE, tais como o algoritmo

definido por Meijster e Roerdink [MR00], um dos mais eficientes reportados

na literatura, e também tratado nesta tese.

Como contribuição de algoritmos para a TDE, esta tese apresenta os

seguintes algoritmos:

TD por propagação direcional : semelhante em vários aspectos ao pro-

posto por Eggers [Egg98] para a métrica euclidiana, porém mais simples

de implementar e entender. Este algoritmo usa erosões por propagação

por funções estruturantes direcionais. Além disso, computa a TDE se as

funções estruturantes especiais definidas por Huang e Mitchell [HM94]

forem utilizadas. Este algoritmo será apresentado na Seção 4.4.

Na erosão por propagação, apenas os pixels de fronteira são processa-

dos, o que diminui a varredura redundante presente no algoritmo para-

lelo. Quando apenas a direção de propagação é considerada diminui-se

ainda mais o processamento desnecessário [ZL00].

TDE multidimensional : usa decomposições unidimensionais (1D) das

funções estruturantes formadas por dois pixels direcionais. Este algo-

ritmo é separável e dimensões elevadas podem ser computadas a partir

do algoritmo 1D, exibindo o mesmo comportamento de paralelismo de
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dimensões elevadas dos algoritmos de FFT [LZ01]. Este algoritmo será

apresentado na Seção 4.5 e suas principais caracteŕısticas são resumidas

a seguir:

• Transformada de distância euclidiana exata e discreta;

• Bem adaptado para dimensões mais altas;

• Simplicidade de código quando comparado a outros algoritmos

eficientes da TDE;

• Usa somente operações de comparação e adição;

• Um dos mais rápidos algoritmos conhecidos para computadores

seqüenciais;

• Paralelização eficiente.

1.4 Resumo das principais contribuições

As principais contribuições desta tese são:

• Novo enfoque de padrões de algoritmos morfológicos: paralelo, seqüen-

cial e por propagação;

• Estudo da equivalência entre erosões paralelas, seqüenciais e por

propagação;

• Classificação, projeto e implementação de algoritmos clássicos da trans-

formada de distância usando esses padrões;

• Construção de novos algoritmos da transformada de distância.

Para os padrões de algoritmos conclúı-se que não existe a necessidade de

usar uma fila no padrão por propagação – pois esta pode ser substitúıda

por um conjunto – que armazena os pixels de fronteira de um objeto numa

imagem digital.
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Como exemplo da equivalência entre operações paralelas e seqüenciais

usando uma vizinhança local definida por Rosenfeld e Pfaltz [RP66], são

apresentados estudos entre erosões paralelas, seqüenciais e por propagação.

Na classificação, projeto e implementação de algoritmos clássicos da TD,

a escrita e o entendimento destes algoritmos são simplificados, mostrando

que podem ser constrúıdos através do encadeamento de erosões mor-

fológicas, destacando o estudo do algoritmo por propagação definido por

Vincent [Vin92].

Este trabalho contribui com dois novos algoritmos para a transformada

de distância euclidiana: um por propagação direcional e outro multidimen-

sional. Com isso, são obtidos algoritmos simples, onde o segundo pode ser

considerado como um dos mais eficientes para imagens reais.

1.5 Conteúdo deste documento

O Caṕıtulo 2 apresenta a dilatação e a erosão caracterizadas por funções

estruturantes. Estas definições são feitas para as imagens binárias e em ńıveis

de cinza. Ainda neste caṕıtulo é apresentada uma notação para descrever os

algoritmos apresentados nos caṕıtulos subseqüentes. O Caṕıtulo 3 apresenta

erosões morfológicas, definidas em imagens em ńıveis de cinza, nos padrões

paralelo, seqüencial e por propagação. Neste caṕıtulo também é apresen-

tado um estudo da equivalência entre estes padrões, com o objetivo de obter

transformações eficientes. Além disso, é apresentado um resumo de padrões

de algoritmos da erosão morfológica. O Caṕıtulo 4 contém a classificação de

algoritmos da TD e algoritmos novos para a TDE por propagação direcional

e multidimensional. Finalmente, o Caṕıtulo 5 apresenta os resultados e as

conclusões da tese.
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Caṕıtulo 2

Operadores Morfológicos

Uma forma elegante de resolver problemas de processamento de imagens

é através da utilização de uma base teórica consistente. Uma destas teo-

rias é a morfologia matemática criada na década de 60 por Jean Serra e

George Matheron na École Nationale Superiéure des Mines de Paris, em

Fontainebleau, França. Esta teoria diz que é posśıvel fazer transformações

entre reticulados completos1, os quais são chamados de operadores mor-

fológicos . Na morfologia matemática existem quatro classes básicas de ope-

radores: dilatação, erosão, anti-dilatação e anti-erosão, chamadas de ope-

radores elementares . Banon e Barrera [BB93] provaram que todos os ope-

radores morfológicos invariantes por translação podem ser obtidos a partir

de combinações de operadores elementares juntamente com as operações de

união e intersecção. Além disso, quando um reticulado possui uma famı́lia

sup-geradora, estes operadores podem ser caracterizados por funções estru-

turantes . Usando estes operadores elementares é posśıvel construir uma lin-

guagem formal , a linguagem morfológica, e sua implementação é chamada

máquina morfológica [BB92]. Um exemplo de uma máquina morfológica é a

MMach [BBL94].

1Um conjunto qualquer com uma relação de ordem é um reticulado completo se todo
subconjunto não vazio tem um supremo e um ı́nfimo. Para detalhes da teoria dos reticu-
lados veja [Bir67].

13
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A teoria dos reticulados estudada em morfologia matemática é abrangente

e o leitor interessado pode consultar, por exemplo, os trabalhos de Serra,

Banon e Barrera [Ser88, BB94]. Banon e Barrera [BB94] também fizeram

estudos de caracterização de operadores morfológicos por funções estrutu-

rantes. Zampirolli [Zam97] fez um estudo de operadores baseados em grafos .

Porém as distâncias em um grafo estão relacionadas aos curtos das arestas

ou vértices.

Serão apresentados neste caṕıtulo estudos de casos da dilatação e da

erosão caracterizadas por funções estruturantes nos reticulados das imagens

binárias e em ńıveis de cinza.

2.1 Erosão e dilatação binária

Existem várias formas de escrever a erosão e a dilatação binária. Uma

das mais antigas é a subtração de Minkowski e a soma de Minkowski , res-

pectivamente. Seja E um grupo Abeliano2. Sejam X e B dois subconjuntos

de E. A subtração de Minkowski é um subconjunto de E definida da seguinte

forma:

X 	B = {x ∈ E : Bx ⊂ X}, (2.1)

onde Bx é a translação de B por x [BB94]. Esta translação pode ser inter-

pretada como a vizinhança B de x [Hei94]. Em morfologia matemática, o

conjunto B é chamado de elemento estruturante. A notação da subtração de

Minkowski também é particular, εB(X) – lê-se erosão de X por B. Analoga-

mente, a soma de Minkowski é definida da seguinte forma:

X ⊕B = ∪{Xy : y ∈ B}. (2.2)

2Um conjunto com uma operação de adição e as propriedades comutativa, associativa,
existência do elemento neutro e existência do oposto é um grupo Abeliano.
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A notação usada em morfologia matemática para a soma de Minkowski é

δB(X) – lê-se dilatação de X por B.

Seja Xc o complemento de X. Então a subtração de Minkowski pode ser

obtida através da soma de Minkowski e vice-versa [WB88], isto é,

X 	B = (Xc ⊕B)c.

Serão apresentadas a seguir algumas definições para deixar conceitual-

mente consistentes as implementações que serão descritas a partir do próximo

caṕıtulo e a teoria de morfologia matemática.

Sejam E e K dois conjuntos quaisquer finitos e não vazios. Um operador

ψ entre E e K é definido como um mapeamento de E em K e denotado

ψ : E → K ou ψ ∈ KE.

O conjunto P(E) de todos os subconjuntos de E, com a relação usual

de inclusão ⊂ entre subconjuntos, é um reticulado completo e é chamado

de conjunto das partes de E. As operações de ı́nfimo e supremo são, re-

spectivamente, as operações de intersecção e união entre subconjuntos. Um

elemento X ⊂ P(E) pode representar, por exemplo, uma imagem binária se

X ∈ {0, 1}E – o valor de um elemento de E é 1 se ele pertence a X e 0, caso

contrário.

Seja uma imagem digital , ou simplesmente imagem, como sendo uma

função do reticulado KE. Assim, se f é uma imagem então f ∈ KE. O

conjunto E representa o domı́nio da imagem podendo ser unidimensional se

E ⊂ Z, onde Z representa o conjunto dos números inteiros e bidimensional , se

E ⊂ Z×Z. Existem também imagens tridimensionais, imagens com domı́nio

em uma grade hexagonal, imagens representadas por grafos, etc. Sem perda

de generalidade, seja a origem de uma imagem definida no pixel zero no caso

unidimensional (pixel mais à esquerda) e (0, 0) no caso bidimensional (topo

esquerdo da imagem). O conjunto K representa o contra-domı́nio da imagem

ou os valores que os pontos da imagem podem assumir. Para as imagens

binárias considere K = {0, k}, onde k é um valor diferente de 0, por exemplo,
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k = 1 ou k = ∞. Para as imagens em ńıveis de cinza considere o intervalo

K = [0, k], onde k = 255 para imagens com ńıveis de cinza representadas no

tipo byte. Para representação computacional será definida uma imagem em

uma matriz com domı́nio em E e o tipo desta matriz representa os ńıveis de

cinza [Vin92]. Observe que esta representação se refere às imagens tratadas

neste texto, ou seja, imagens unidimensionais ou bidimensionais, dos tipos

binários ou em ńıveis de cinza. Para imagens representadas por grafos, por

exemplo, a estrutura de dados é mais complexa. Apesar desta variedade de

possibilidades de tipos de imagens, todos os algoritmos apresentados nesta

tese são genéricos quanto ao domı́nio E. O que muda são as implementações

nas linguagens de programação de propósito geral, como C e MATLAB.

2.1.1 Decomposição de elementos estruturantes

As seguintes propriedades das operações de Minkowski produz um método

para a decomposição de elemento estruturante [WB88]:

εA⊕B(X) = εA(εB(X)) e

δA⊕B(X) = δA(δB(X)).

Por exemplo, uma dilatação por um elemento estruturante 3×3 é equiva-

lente a realizar duas dilatações unidimensionais 1×3 e 3×1. Outro exemplo

é obter o elemento estruturante octagonal a partir de dois elementos estrutu-

rantes 3×3. Como ilustrados, respectivamente, nas duas somas de Minkowski

da Figura 2.1.

Como conseqüência desta decomposição, seja a soma de Minkowski gene-

ralizada definida como segue:

BG = B1 ⊕ · · · ⊕Bk,
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Figura 2.1: Exemplos de decomposições de elementos estruturantes.

onde {B1, · · · , Bk} são elementos que decompõem BG. Assim,

εBG
(f) = εBk

(· · · (εB1
(f)) · · · ) e (2.3)

δBG
(f) = δBk

(· · · (δB1
(f)) · · · ). (2.4)

Quando existe um único B que decompõe BG, escrevemos,

BG = B ⊕ · · · ⊕B
︸ ︷︷ ︸

k vezes

,

ou simplesmente BG = kB.

É evidente que tais procedimentos de decomposição são úteis com respeito

a implementações da erosão e da dilatação [Hei94], como serão apresentados

nos próximos caṕıtulos.

2.2 Tipos de elementos estruturantes

Observe que não foi definido o domı́nio da imagem nas Equações 2.1

e 2.2. Para tratar deste caso, serão definidas as transformações infinitas ,

onde o domı́nio da imagem e o domı́nio da transformação não são neces-

sariamente os mesmos. Uma transformação muito utilizada na prática são
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as transformações limitadas , onde a imagem e o resultado da transformação

pertencem ao mesmo domı́nio E.

Uma aplicação de transformação infinita são os operadores invariantes

por translação (i.t.), isto é, ψ é invariante por translação se e somente se

ψ(Bx) = (ψ(B))x,

onde Bx = B + x = {y + x, y ∈ B} é a translação de B por x ∈ E.

Uma função estruturante b será definida por b ∈ Z
B. Assim, em morfolo-

gia matemática também é posśıvel aplicar as Equações 2.1 e 2.2 em funções

estruturantes em vez de elementos estruturantes. Porém, é comum usar ele-

mento estruturante para transformações morfológicas em imagens binárias

(ou conjuntos) e função estruturante para transformações morfológicas em

imagens em ńıveis de cinza. Observe que um elemento estruturante pode

ser visto como o domı́nio da função estruturante, pois b ∈ Z
B, e as trans-

formações morfológicas binárias podem ser vistas como um caso particular

de transformações em ńıveis de cinza ({0, 1}E = KE).

Algumas posśıveis escolhas para funções estruturantes, considerando x ∈
E e B ⊆ E⊕ E, são [BB94]:

I. transformação infinita

b(x) = Bx;

II. transformação limitada

b(x) = Bx ∩ E.

Veja na Figura 2.2 um exemplo de dilatação binária limitada.

As funções estruturantes quase invariantes por translação (q.i.t.) são

exemplos de transformações limitadas cujo domı́nio é E. Mais detalhes de

funções estruturantes i.t. e q.i.t. podem ser encontrados em [BB94].
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Figura 2.2: Dilatação binária limitada de X por B.

2.3 Erosão e dilatação em ńıveis de cinza

Nesta seção serão apresentadas a erosão e a dilatação no reticulado das

imagens em ńıveis de cinza KE.

Seja E um retângulo finito de Z × Z, onde Z é o conjunto dos números

inteiros e K ⊂ Z é o conjunto finito dos ńıveis de cinza. Então KE pode

representar todas as posśıveis imagens em ńıveis de cinza. A coleção KE

com a relação de ordem parcial ≤ dada por, ∀f1, f2 ∈ KE, f1 ≤ f2 ⇔
f1(x) ≤ f2(x) e ∀x ∈ E, é um reticulado completo. As operações de ı́nfimo e

supremo são as operações de mı́nimo e máximo usuais.

Para tornar viável as implementações das transformações morfológicas

em ńıveis de cinza, serão definidos os operadores −̇ e +̇ que limitam as

transformações no intervalo K da seguinte forma [Hei91]:
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Definição 2.1 Seja K um intervalo [0, k] de Z com k > 0. Sejam v e t

inteiros, então t→ t−̇v em K é definido por

t−̇v =







0 se t < k e t− v ≤ 0,

t− v se t < k e 0 ≤ t− v ≤ k,

k se t < k e t− v > k,

k se t = k.

Analogamente, o operador t→ t+̇v em K é definido por

t+̇v =







0 se t = 0,

0 se t > 0 e t+ v ≤ 0,

t+ v se t > 0 e 0 ≤ t+ v ≤ k,

k se t > 0 e t+ v > k.

�
Existem várias formas de escrever a erosão e a dilatação em ńıveis de

cinza. Serão definidas a seguir a erosão e a dilatação por uma função estru-

turante que serão as mais usadas no decorrer do texto.

A erosão e a dilatação podem ser descritas, respectivamente, pelas ex-

pressões [Hei91]: ∀f ∈ KE, ∀x ∈ E e b ∈ Z
B,

εb(f)(x) = min{f(y)−̇b(y − x) : y ∈ Bx ∩ E} e (2.5)

δb(f)(x) = max{f(y)+̇b(x− y) : y ∈ Bx ∩ E}, (2.6)

onde Bx é a translação de B por x. Veja na Figura 2.3 uma ilustração da

dilatação em ńıveis de cinza.

2.4 Diferentes formas de escrever a erosão

Serão apresentados a seguir três exemplos diferentes de escrever a erosão

morfológica. Estas erosões estão classificadas no padrão paralelo, descrito
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Figura 2.3: Dilatação de uma imagem em ńıveis de cinza f por uma função
estruturante b.

com detalhes no próximo caṕıtulo.

Exemplo 1

Na Equação 2.5, é apresentada a primeira forma de escrever a erosão

morfológica aplicada em imagens em ńıveis de cinza. Esta definição é a

mais conhecida na literatura e é ilustrada na Figura 2.4. O valor da erosão

no ponto x é o mı́nimo de f(y)−̇b(y − x) na janela dada pelo elemento

estruturante centrado em x.

PSfrag replacements

bf
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f(y)−̇b(y − x)

E

Figura 2.4: Primeiro exemplo de erosão.
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Exemplo 2

Outra forma de escrever a erosão de uma imagem f por uma função

estruturante b é apresentada na equação a seguir e ilustrada na Figura 2.5:

∀f ∈ KE e b ∈ Z
B,

εb(f) = min{(fy ∩ E)−̇b(y) : y ∈ B}. (2.7)

A principal diferença deste exemplo para o exemplo anterior é relativa ao

parâmetro fy, que tem como retorno uma imagem transladada por y.

PSfrag replacements
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Figura 2.5: Segundo exemplo de erosão.

Exemplo 3

Neste último exemplo, a erosão de cada pixel x da imagem g é obtida

fazendo a redução através da operação de mı́nimo de todas as sub-imagens

de f subtráıdas de b (veja também Figura 2.6): ∀f ∈ KE e b ∈ Z
B, ∀x ∈ E

εb(f)(x) = min{(f(x)y: ∀y∈B ∩ E)−̇b}. (2.8)

Observe neste exemplo que f ′ = f(x)y, ∀y∈B ∩E retorna uma sub-imagem

de f com centro no pixel x tendo o mesmo domı́nio de b.
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Figura 2.6: Terceiro exemplo de erosão.

2.5 Notação

Será apresentada nesta seção a notação utilizada para descrever os al-

goritmos neste documento a partir do próximo caṕıtulo. Esta notação foi

inspirada na notação Z e foi usada para gerar código de forma automática,

como descrito no Apêndice A. Z é utilizada para a especificação de problemas

em engenharia de software através de expressões matemáticas [Pre02].

Para declarar uma variável pertencente a um tipo será utilizado o formato:

nome variavel : tipo;

onde nome variavel pode ser letras ou números. Outra possibilidade é fazer

nome variavel ∈ tipo;

Para declarar variáveis do mesmo tipo seja:

nome variavel 1, . . . , nome variavel n : tipo; // declarações

onde n é um número natural e os comentários seguem “//”. Para declarar

uma imagem f seja:

f : E −→ K ou f ∈ KE.
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Para definir uma transformação será utilizada a notação apresentada no

Algoritmo 1. Onde s define um śımbolo para representar o algoritmo; Di

representa o domı́nio da transformação, com entrada ei ∈ Di, i = 1, . . . , n;

Ii representa o retorno, com si ∈ Ii, i = 1, . . . ,m, onde m e n são inteiros

positivos; e expressões são as expressões matemáticas implementadas.

Algoritmo 1 Especificação de transformação

s : D1 × · · · ×Dn −→ I1 × · · · × Im
s(e1, . . . , en) = (s1, . . . , sm)

expressões ;

Por exemplo, o Algoritmo 2 apresenta a soma de duas imagens com

varreduras expĺıcitas, isto é, pixel-por-pixel. Esta operação é a soma usual

sem a preocupação com o tratamento de saturação.

Algoritmo 2 Soma duas imagens

+ : KE ×KE −→ Z
E

+(f1, f2) = f1 + f2

∀x ∈ E

(f1 + f2)(x) = f1(x) + f2(x);

Outra forma de fazer um algoritmo para somar duas imagens com

saturação em K = [0, 255] é definida no Algoritmo 3, onde ∧ calcula o

mı́nimo entre f1(x) + f2(x) e 255.

As notações deste documento para representar as transformações de mor-

fologia matemática são as usadas na literatura e estão descritas na tabela de

śımbolos, no ińıcio deste texto. Nesta tabela também estão definidos śımbolos

próprios para representar algoritmos como a erosão por propagação, ou εp.

Além disso, quando uma função estruturante b é aplicada em uma imagem f

é comum utilizar εp
b(f). Para deixar clara a seqüência de argumentos deste
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Algoritmo 3 Soma duas imagens com saturação

+̄ : KE ×KE −→ Z
E

+̄(f1, f2) = f1+̄f2

∀x ∈ E

(f1+̄f2)(x) = (f1(x) + f2(x)) ∧ 255;

operador também utilizamos εp(f, b). Por outro lado, quando um algoritmo

com uma grande quantidade de argumentos junto ao śımbolo é especificado,

usamos simplesmente uma letra para representar este operador. Por exemplo,

em vez de usar f1+̄f2 no Algoritmo 3 pode ser usado simplesmente g.
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Caṕıtulo 3

Padrões de Algoritmos da

Erosão

No caṕıtulo anterior foi apresentada a teoria de operadores elementares

caracterizados por funções estruturantes. Como exemplo, foram definidos

operadores no reticulado das imagens binárias e no reticulado das imagens

em ńıveis de cinza. Uma importante propriedade desses operadores é a de-

composição de função estruturante.

Dando continuidade aos estudos de operadores morfológicos, será apresen-

tada neste caṕıtulo a erosão caracterizada por funções estruturantes focando

as implementações. Assim, serão usados três padrões de algoritmos: paralelo,

seqüencial e por propagação.

Existem resultados na morfologia matemática para a decomposições

ótimas de funções estruturantes [HAS00]. Porém, serão apresentadas nesta

tese apenas algumas decomposições para a viabilidade da transformada de

distância usando erosões.

No próximo caṕıtulo serão classificados os principais algoritmos da trans-

formada de distância usando as erosões paralela, seqüencial e por propagação

definidas a seguir.

27
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3.1 Padrão paralelo

Será apresentado nesta seção o padrão paralelo, onde a ordem de

varredura na imagem não influencia no resultado obtido.

3.1.1 Erosão paralela

Será apresentada a seguir a caracterização da erosão morfológica por

função estruturante no reticulado KE das imagens em ńıveis de cinza.

A erosão por uma função estruturante, definida na Equação 2.5, pode ser

reescrita pelo Algoritmo 4.

Algoritmo 4 Erosão paralela

ε : KE × Z
B −→ KE

ε(f, b) = εb(f)

∀x ∈ E // em paralelo
εb(f)(x) =

∧

∀y∈Bx∩E
{f(y) −̇ b(y − x)};

Observe que este algoritmo é genérico, isto é, independe da dimensão e

do tipo da imagem.

A notação utilizada para representar os algoritmos neste documento é a

descrita na Seção 2.5. Esta notação é semelhante à notação Z e é posśıvel

gerar código a partir destes algoritmos. Isso será descrito com detalhes no

Apêndice A – Ambiente mmil.
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3.1.2 Decomposição paralela de função estruturante

A aplicação direta do Algoritmo 4 por uma função estruturante “grande”1

bG, apresentado na Subseção 3.1.1, é ineficiente em máquinas seqüenciais.

Uma solução é a decomposição de função estruturante grande em funções

estruturantes “pequenas”, como apresentada mais adiante nesta seção. Para

justificar esta afirmação, considere as próximas definições.

Sejam Bi ⊆ E⊕E contendo a origem e bi ∈ Z
Bi , onde i = 1, . . . , k. Então

a soma de Minkowski em ńıveis de cinza de bi por bj [Ser82, SM92] é definida

como 2: ∀x ∈ Bi ⊕Bj,

(bi ⊕ bj)(x) = max{bi(y) + bj(x− y) : y ∈ (Bj + x)}, (3.1)

onde j = 1, . . . , k e Bi ⊕ Bj é a soma de Minkowski em conjunto3 (imagens

binárias), veja Figura 3.1.

Como conseqüência, é posśıvel fazer a soma de Minkowski generalizada

em ńıveis de cinza como segue:

bG = b1 ⊕ · · · ⊕ bk, (3.2)

onde b1, · · · , bk são funções que decompõem bG. Quando existe um b tal que,

bG = b⊕ · · · ⊕ b
︸ ︷︷ ︸

k vezes

, (3.3)

1Como apresenado no Seção 1.2, dizemos função estruturante “grande”(por exemplo,
com o tamanho do domı́nio equivalente a duas vezes o da imagem a ser processada) e
função estruturante “pequena”(por exemplo, 3× 3, 1× 3 ou 1× 2) que decompõe a função
estruturante “grande”.

2Observe que nesta parte Bi não é a translação de B por i, mas apenas a notação usual
de um conjunto qualquer.

3Note que é usado o mesmo śımbolo para soma de Minkowski para imagens binárias
(representada por letras maiúsculas) e para imagens em ńıveis de cinza (representadas por
letras minúsculas).
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Figura 3.1: Soma de Minkowski em ńıveis de cinza, onde as origens estão no
centro de cada função estruturante.

é escrito simplesmente bG = kb.

Uma propriedade da erosão é [Ser82, SM92]:

εbG
(f) = εbk

(· · · (εb1(f)) · · · ). (3.4)

Note que é mais eficiente trabalhar com a decomposição de bG em

erosões paralelas. Isto também se aplica para os padrões seqüenciais e por

propagação, como serão apresentados nas próximas seções. Por exemplo, seja

bG = kbi de dimensão 3× 3 e f de dimensão n× n. Então εbG
(f) requer

(2k + 1)(2k + 1)n2 = (2k + 1)2n2

acessos à memória, enquanto εbk
(· · · (εb1(f)) · · · ) requer 9kn2 acessos.

A Figura 3.2 ilustra um exemplo de aplicação da erosão paralela de uma

imagem f por uma função estruturante b.
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Figura 3.2: Ilustração da erosão paralela εb(f) da imagem de entrada f pela
função estruturante b, com origem no centro.
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3.2 Padrão seqüencial

Será apresentado nesta seção o padrão seqüencial . A principal caracte-

ŕıstica deste padrão é a sua eficiência pois basta varrer uma imagem duas

vezes para conseguir bons resultados. Este tipo de algoritmo é conhecido na

literatura desde a década de 60 [RP66, Dia69, Dan80, YTF81, WB88, WB92,

WHCR95, BHJ97, D’O01]. Como foi visto na seção anterior, nos algoritmos

paralelos os pixels são processados independentemente da ordem de varredura

da imagem, dependendo apenas dos valores dos pixels da imagem de entrada e

da vizinhança usada. Nos algoritmos seqüenciais a imagem de sáıda depende

não somente dos pixels da imagem de entrada, mas também dos valores

calculados anteriormente e da ordem de varredura na imagem.

3.2.1 Erosão seqüencial

Será apresentada nesta subseção a erosão morfológica caracterizada por

funções estruturantes no reticulado KE das imagens em ńıveis de cinza. Os

operadores que serão apresentados são diferentes daqueles vistos até agora

no que diz respeito à ordem de varredura da imagem e na forma de decompor

a função estruturante.

Algoritmos seqüenciais podem ser classificados conforme a ordem de

varredura dos pixels acessados de uma imagem. As duas ordens mais co-

muns são as raster e anti-raster , como exemplo, veja Figuras 3.3a e 3.3b,

respectivamente4.

Considere uma imagem f com domı́nio E ⊂ Z×Z de dimensões m×n =

|E|, onde m é a largura ou o número de colunas da imagem e n é a altura ou o

número de linhas da imagem. Um pixel em E é denotado pelo par ordenado

4D’Ornellas chamou esta varredura raster e anti-raster e varredura horizontal,
definindo também a varredura vertical [D’O01].
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Figura 3.3: Ordem de varredura em uma imagem de duas dimensões: (a)
raster horizontal e (b) anti-raster horizontal.

(i, j), onde 0 ≤ i ≤ m− 1 e 0 ≤ j ≤ n− 1.

No caso de uma varredura horizontal em uma imagem f , a ordem raster

é definida como uma visita aos pixels de f da esquerda para a direita e de

cima para baixo, isto é, {(0, 0), (0, 1), · · · , (0, n− 1), (1, 0), (1, 1), · · · , (1, n−
1), · · · , (m − 1, 0), (m − 1, 1), · · · , (m − 1, n − 1)}, veja Figura 3.3a. Esta

seqüencia é definida como S+ = {0, · · · ,mn − 1}. A varredura na ordem

anti-raster em f é definida na direção inversa, da direita para a esquerda

e de baixo para cima, isto é, {(m − 1, n − 1), (m − 1, n − 2), · · · , (m −
1, 0), · · · , (0, n − 1), (0, n − 2), · · · , (0, 0)}. Esta seqüencia é definida como

S− = {mn− 1, · · · , 0}, veja Figura 3.3b.

Existe uma bijeção `+ : E → S+, definida por `+(i, j) = in + j, onde

(i, j) ∈ E e n é a largura da imagem. Uma função inversa de `+ é dada por

(`+)−1(r) = (br/nc, r rem n), onde r ∈ {1, 2, . . . , |S+|}, br/nc é a divisão

inteira e r rem n é o resto da divisão de r por n, respectivamente.

Dado um elemento estruturante B ⊆ E ⊕ E com origem, seja B+ uma

vizinhança para a ordem raster e seja B− uma vizinhança para a ordem anti-

raster . Considerando o centro de B como o centro dos eixos de coordenadas

cartesianas (i, j) ∈ E, onde i é a abscissa (posição para direita) e j é a

ordenada (posição para baixo), como ilustrados na Figura 3.3a, seja: B+ =
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{(i, j) ∈ B | j > 0 ou se j = 0 então i ≥ 0}. Similarmente B− = {(i, j) ∈
B | j < 0 ou se j = 0 então i ≤ 0}. Note que B+ ∪ B− = B. Similarmente,

igual decomposição pode ser aplicada para uma função estruturante b ∈ Z
B,

isto é, b+ ∈ Z
B+

e b− ∈ Z
B− . Um exemplo desta decomposição é mostrada

na Figura 3.4. Isto significa que qualquer função estruturante com domı́nio

em E⊕ E com origem pode ser decomposta em funções estruturantes raster

e anti-raster .

b+G b−G

Figura 3.4: Exemplos de funções estruturantes utilizadas nas varreduras
raster e anti-raster.

Seja ε+
b+

(f) a erosão seqüencial na ordem raster , como definida na

Equação 2.5, porém colocando os resultados parciais na própria função f .

De forma mais precisa: para x ∈ E na ordem raster ,

ε+
b+

(f)(x) = min{ε+
b+

(f)(y)−̇b(y − x) : y ∈ B+
x ∩ E}. (3.5)

Analogamente, seja ε−
b−

(f)(x) a erosão seqüencial na ordem raster de f ,

definida como: para x ∈ E na ordem anti-raster ,

ε−
b−

(f)(x) = min{ε−
b−

(f)(y)−̇b(y − x) : y ∈ B−
x ∩ E}. (3.6)
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Baseados nas Equações 3.5 e 3.6 acima, serão apresentados os algoritmos

da erosão seqüencial na ordem raster e da erosão seqüencial na ordem anti-

raster , Algoritmos 5 e 6, respectivamente. Nestes algoritmos os conjuntos

seq S+ e seq S− representam as varreduras raster e anti-raster , respectiva-

mente. De forma análoga é definida a dilatação seqüencial e por este motivo

não será apresentada aqui.

Algoritmo 5 Erosão seqüencial na ordem raster

ε+ : KE ×KB+ −→ KE

ε+(f, b+) = ε+
b+

(f)

ε+
b+

(f) = f ;
∀x ∈ seq S+ // seqüencial raster

ε+
b+

(f)(x) =
∧

∀y∈B+
x ∩E

{ε+
b (f)(y) −̇ b+(y − x)};

A Figura 3.5 ilustra uma iteração intermediária da erosão seqüencial na

ordem raster, ε+
b+

(f)(x), da imagem de entrada f pela função estruturante

b+. O pixel x, que está sendo processado, é o em negrito e está recebendo o

valor 1 =
∧{0−̇(−1), 1−̇(−1), 2−̇(−1), 0−̇(−1), 5−̇(0)} = ε+

b+
(f)(x).

Algoritmo 6 Erosão seqüencial na ordem anti-raster

ε− : KE ×KB− −→ KE

ε−(f, b−) = ε−
b−

(f)

ε−
b−

(f) = f ;
∀x ∈ seq S− // seqüencial anti-raster

ε−
b−

(f)(x) =
∧

∀y∈B−x ∩E
{ε−b (f)(y) −̇ b−(y − x)};
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Figura 3.5: Ilustração de uma iteração intermediária da erosão seqüencial
raster, ε+

b+
(f)(x), da imagem de entrada f pela função estruturante b+, com

origem em negrito. O pixel x, que está em negrito com valor 1, é o que está
sendo processado.
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3.2.2 Decomposição seqüencial de função estruturante

De forma análoga ao ocorrido nos algoritmos paralelos, a aplicação direta

da erosão por uma função estruturante grande bG é ineficiente. Contudo,

é posśıvel fazer a decomposição seqüencial da função estruturante bG para

obter implementações rápidas, como apresentado a seguir.

Um resultado de Rosenfeld e Pfaltz [RP66] é apresentado no teorema a

seguir:

Teorema 3.1 Aplicar um operador seqüencial com uma vizinhança local

em uma imagem f é equivalente a aplicar uma seqüência de transformações

paralelas com igual vizinhança local em f .

A prova deste resultado pode ser vista no apêndice do trabalho [RP66] e

algumas aplicações serão apresentadas a seguir, mais especificamente, serão

apresentados casos onde se obtém a equivalência entre as erosões paralelas e

seqüenciais.

Primeiro caso: εbG
(f) = ε−

b−
(f) ∧ ε+

b+
(f)

Seja b uma função estruturante qualquer contendo a origem bo com o

valor zero. Para o caso de bo ser diferente de zero, basta subtrair b de bo

(b = b− bo) e nos dois lados da igualdade acima calcular a erosão por bo:

εbo
(εbG

(f)) = εbo
(ε−

b−
(f) ∧ ε+

b+
(f)).

Seja b = b+ ∨ b− a decomposição de b nas ordens raster b+ e anti-raster

b−. Observe que as origens de b+ e b− também têm valores zeros.

Seja uma função estruturante estável uma função que não muda dentro

de uma janela finita:

kb = (k + 1)b, (3.7)



38 CAPÍTULO 3. PADRÕES DE ALGORITMOS DA EROSÃO

por exemplo, dentro da janela k × k.

Sejam b+ e b− funções estruturantes estáveis, f ∈ KE e

bG = k(b+ ∨ b−) = kb+ ∨ kb−, (3.8)

então,

εbG
(f) = εkb+∨kb−(f) = εkb+(f) ∧ εkb−(f) = ε−

b−
(f) ∧ ε+

b+
(f). (3.9)

Assim, a erosão paralela εbG
(f) pode ser obtida pelos algoritmos raster

e anti-raster ε−
b−

(f) e ε+
b+

(f), para uma função estruturante qualquer. A

Figura 3.6 ilustra esta equivalência para uma função estruturante unidi-

mensional. Na figura são ilustradas a imagem de entrada f de tamanho

1 × 10; a função estruturantes b de tamanho 1 × 5 com origem no centro; a

erosão raster ε+
b+

(f) e b+; a erosão anti-raster ε−
b−

(f) e b−; e a equivalência

εkb+∨kb−(f) = ε+
b+

(f) ∧ ε−
b−

(f), com bG = kb+ ∨ kb−. Foi utilizado neste

exemplo k = 10.

A desvantagem desta equivalência está nas funções estruturantes bidimen-

sionais, onde ocorre o inconveniente ilustrado na Figura 3.7. Observe que na

união bG = 2b− ∨ 2b+ existem dois espaços em branco, que possuem valores

−∞. Este problema se propaga com o aumento das somas de Minkowski.

Assim, não é posśıvel calcular a TD utilizando esta equivalência.

Outra ilustração da equivalência para o caso bidimensional é apresentada

na Figura 3.8. Na figura são ilustradas a imagem de entrada f de tamanho

10× 10, com os ńıveis de cinza gerados de forma aleatória5; a função estru-

turantes b de tamanho 3× 3, também com ńıveis de cinza gerados de forma

aleatória e com origem no centro; a erosão raster ε+
b+

(f); a erosão anti-raster

ε−
b−

(f); e a equivalência εkb+∨kb−(f) = ε+
b+

(f) ∧ ε−
b−

(f), com bG = kb+ ∨ kb−.

Foi utilizado neste exemplo k = 27.

5Observe que à direita de cada imagem possui uma escala dos ńıveis de cinza existentes
em cada imagem.
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Figura 3.6: Ilustração da equivalência entre algoritmos paralelos e seqüenciais
para funções estruturantes unidimensionais.
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Figura 3.7: Ilustração da patologia ocorrida no primeiro caso da equivalência
das erosões paralelas e seqüenciais usando bG = 2b− ∨ 2b+. Os espaços as-
sumem −∞.
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Como sugestões para pesquisas futuras, seria interessante estudar a

relação entre k e as dimensões e ńıveis de cinza de f e b, e não simples-

mente assumir k suficientemente grande ou tendendo para o infinito para

obter a equivalência entre erosões paralelos e seqüenciais6.

Segundo caso: εbG
(f) = ε−

b−
(ε+

b+
(f))

Neste segundo caso, só existe uma função estruturante paralela equiva-

lente para funções estruturantes estáveis (que não mudam dentro de uma

janela finita). Quando isto ocorre, também vale a igualdade:

bG = kb = kb+ ⊕ kb−. (3.10)

Como estudo de casos de funções estruturantes estáveis, veja a seguinte

definição.

Seja 2p < q < p ≤ 0 conforme a função estruturante b mostrada na

Figura 3.9 [Bor86], então

ε+
b+

(f) = εkb+(f) e ε−
b−

(f) = εkb−(f).

Portanto, é posśıvel obter um operador paralelo equivalente a dois operadores

seqüenciais. Por exemplo, seja k a maior distância posśıvel numa imagem

f ∈ [0, k]E. Se bG = kb, então

εkb(f) = εk(b+⊕b−)(f) = εkb+⊕kb−(f) = εkb−(εkb+(f)) = ε−
b−

(ε+
b+

(f)). (3.11)

Assim, a erosão paralela εbG
(f) pode ser obtida pelos algoritmos raster e anti-

raster ε−
b−

(ε+
b+

(f)), para uma função estruturante definida pela Figura 3.9.

6Um trabalho interessante que estuda as condições para que dilatações e erosões em
espaço-escala morfológico sejam idempotentes foi realizado por Leite e Teixeira [LT00].
Neste trabalho também existe um resultado para o número de iterações necessárias, entre
escalas, para que a idempotência seja calcula. Este resultado seria o ponto de partida para
determinar a relação entre k e as dimensões e ńıveis de cinza de f e b.



42 CAPÍTULO 3. PADRÕES DE ALGORITMOS DA EROSÃO
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Figura 3.8: Ilustração da equivalência entre algoritmos paralelos e seqüenciais
para funções estruturantes bidimensionais.
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Figura 3.9: Função estruturante b para a Equação 3.11, onde 2p < q < p ≤ 0.

As funções estruturantes estáveis são apropriadas para calcular a TD e

serão estudas com detalhes no próximo caṕıtulo.

3.3 Padrão por propagação

Algoritmo por propagação é um outro padrão muito estudado devido à

boa eficiência dos algoritmos [VV88, Vin92, Vin93, BHJ97, FLA01, D’O01].

Como introduzida na Seção 1.2, a idéia deste padrão é processar apenas al-

guns pixels, inseridos em uma estrutura de dados, como fila, conjunto ou fila

hierárquica. Com isso, o algoritmo coloca apenas os pixels que potencial-

mente influenciam no resultado da operação nesta estrutura. Um trabalho

interessante de Vliet e Verwer [VV88] descreve o padrão por propagação

para erosões, dilatações e esqueletos, porém não possui o formalismo usado

em morfologia matemática.

O padrão por propagação é útil apenas em casos de operações sucessivas,

onde uma função estruturante bG pode ser decomposta como bG = b1⊕· · ·⊕bk
e b1 ≥ · · · ≥ bk. Quando isto ocorre, é equivalente fazer uma operação usando

bG ou uma seqüência de operações usando os b′is.

Este padrão por propagação possui caracteŕısticas dos padrões paralelo e

seqüencial, apresentados anteriormente. Do padrão paralelo, possui a carac-

teŕıstica de poder ser implementado numa arquitetura paralela para os pi-

xels de propagação. Para o padrão seqüencial , em vez de possuir varreduras

raster e anti-raster , o padrão por propagação é formado por uma seqüência
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de padrões paralelos.

Como exemplo, é posśıvel computar a TD usando sucessivas erosões por

propagação com as funções estruturantes decompostas. Para este caso parti-

cular, após a criação da fronteira, o algoritmo entra num laço que só termina

quando o mesmo estiver vazio. Dentro deste laço, um pixel por vez é retirado

da fronteira para analisar seus pixels vizinhos e decidir quais destes vizinhos

irão entrar numa nova fronteira. Este processo se repete até não existir

nenhum conjunto fronteira. Os detalhes deste processo são apresentados no

próximo caṕıtulo.

Vincent [Vin92] abordou o problema de varredura por propagação

de forma diferente, definindo os algoritmos baseados em contorno e

subdividindo-os em duas famı́lias: os algoritmos por propagação chains and

loops e os algoritmos por propagação baseados em fila [Vin92].

Nos algoritmos por propagação chains and loops, propostos em 1989 por

Schmitt [Sch89], os vetores elementares que contornam a fronteira de uma

imagem binária são armazenados. As transformações ocorrem usando esses

vetores através de regras de propagação. Essas regras são determinadas

por ângulos formados pelos pares de vetores elementares adjacentes. Por

exemplo, para a grade hexagonal existem seis regras para o operador de di-

latação [Vin92]. Portanto, não é necessário percorrer toda a imagem para

saber quais pixels propagar, mas sim percorrer a fronteira dos objetos da

imagem e verificar nas regras quais pixels são propagados.

Esse processo tem o mesmo prinćıpio ocorrido no padrão por propagação

usado neste documento, ou seja, percorrer apenas a fronteira dos objetos.

Porém, a diferença entre estes dois padrões é que no padrão por propagação

percorrem-se os pixels que contornam os objetos, colocando-os em uma es-

trutura de dados e entrando em um laço que analisa os vizinhos destes pi-

xels. Estes vizinhos são determinados pela função estruturante. No padrão

chain and loop não existe a noção de vizinhança de um pixel definida por

uma função estruturante, o que dificulta ou impossibilita as transformações
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genéricas ocorridas. Por exemplo, o número de regras para cada operação

cresce consideravelmente com o aumento da vizinhança.

Na famı́lia de algoritmos por propagação baseados em fila, definida por

Vincent [Vin92], os pixels de fronteira dos objetos em imagens são armazena-

dos em uma estrutura de dados de fila FIFO – First-In-First-Out . Esta es-

trutura possui os métodos de incluir um pixel no final da fila, remover um

pixel do ińıcio da fila e verificar se a fila está vazia. Esta famı́lia de algoritmos

baseados em fila também foi usada por D’Ornellas [D’O01].

O uso de filas FIFO é uma otimização da varredura por propagação para

casos particulares onde é posśıvel trabalhar com a mesma imagem de entrada

e sáıda e com operações idempotentes. Estes pontos serão detalhados na

Subseção 4.3.3.

As maiores contribuições desta tese, no que diz respeito ao estudo de

padrões de algoritmos, foram alcançadas para o padrão por propagação, onde

foram obtidas implementações simples e eficientes de algoritmos da TD re-

portados na literatura. Além disso, estas implementações foram constrúıdas

através dos operadores elementares de morfologia matemática usando ape-

nas um conjunto para armazenar a fronteira, como serão apresentadas no

próximo caṕıtulo. No final dessa seção é apresentado a condição para o uso

de sucessivas erosões por funções estruturantes não crescentes.

3.3.1 Erosão por propagação

Será apresentada nesta subseção a erosão por propagação caracterizada

por função estruturante. Não será apresentada a dilatação por propagação,

pois é semelhante à erosão e foi defina por Barrera e Hirata [BHJ97].

Seja f ∈ KE e B ⊆ E ⊕ E com origem. A fronteira de propagação,

ou simplesmente fronteira, da erosão de f por b ∈ Z
B é o conjunto ∂(f, b)
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definido por:

∂(f, b) = {x ∈ E : ∃y ∈ Bx, f(y) > f(x)−̇b(x− y)}. (3.12)

No Algoritmo 7 é apresentado o cômputo da fronteira de f usando uma

vizinhança definida pela função estruturante b. Esta fronteira é armazenada

no conjunto U , valor de sáıda de ∂(f, b). Observe que antes de inserir um

pixel no conjunto de fronteira, é feita uma verificação para que o pixel não

seja inserido mais de uma vez desnecessariamente.

Algoritmo 7 Fronteira

∂ : KE × Z
B −→ E

∂(f, b) = U

U = ∅;
∀x ∈ E

∀y ∈ Bx ∩ E

if f(y) > f(x)−̇b(x− y) e x /∈ U
U = U ∪ {x};

A erosão por propagação de f por b ∈ Z
B é definida como:

∀x ∈ ∂(f, b), ∀y ∈ Bx ∩ E,

εp
b(f)(y) = min{f(x)−̇b(x− y)}. (3.13)

No Algoritmo 8 é apresentado o código que calcula a erosão por propagação

e a nova fronteira tendo como entrada a imagem f , a função estruturante b

e a fronteira U calculada por ∂(f, b). Um exemplo de erosão por propagação

é mostrado na Figura 3.10.
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Algoritmo 8 Erosão por propagação

εp : KE × Z
B × E −→ KE × E

εp(f, b, U) = (g, U ′)

g = f ;
U ′ = ∅;
∀x ∈ U
∀y ∈ Bx ∩ E

if g(y) > f(x) −̇ b(x− y)
g(y) = f(x) −̇ b(x− y);
if y /∈ U ′

U ′ = U ′ ∪ {y};

3.3.2 Decomposição por propagação de função estru-

turante

De forma análoga ao ocorrido nos algoritmos paralelos e seqüenciais, a

aplicação direta da erosão por uma função estruturante grande bG é inefi-

ciente. Contudo, é posśıvel fazer a decomposição por propagação da função

estruturante bG para obter implementações rápidas, como apresentada a

seguir.

É posśıvel generalizar o Algoritmo 8 da erosão por propagação usando

uma seqüência de erosões com funções estruturantes não crescentes, isto é,

satisfazendo o critério b1 ≥ b2 ≥ · · · ≥ bk, onde a relação de ordem é definida

pelo reticulado Z
Bi , onde Bi ⊆ E⊕E com origem. Esta erosão por propagação

generalizada é mostrada no Algoritmo 9.

A condição para que o Algoritmo 9 seja válido é que a fronteira calculada

na iteração i com o uso de bi deve conter (por excesso) a fronteira associada

a bi+1, pois ela será usada no cálculo da erosão por bi+1: ∂(g, bi) ≥ ∂(g, bi+1).

A fronteira de f em relação à função estruturante bi pode ser escrita
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Algoritmo 9 Erosão por propagação generalizada

εpg : KE × Z
B1 × Z

B2 × · · · × Z
Bk −→ KE

εpg(f, b1, b2, · · · , bk) = g

g = f ;
U = ∂(f, b1);
∀i ∈ [1, · · · , k]

(g, U) = εp(g, bi, U);

como:

∂(f, bi) = (f ⊕ b̆i)− f ⇐⇒
(f ⊕ b̆i − f) ≥ (f ⊕ b̆i+1 − f) ⇐⇒

f ⊕ b̆i ≥ f ⊕ b̆i+1 ⇐⇒
bi ≥ bi+1,

que é a condição para que o Algoritmo 9 seja válido. No caso em que a

erosão é idempotente este algoritmo é aplicado até a estabilidade. Quando

isto ocorre, é posśıvel obter a TD, como será visto no próximo caṕıtulo.

Observe que a fronteira usada na erosão por propagação é formada pelos

pixels que têm pelo menos um vizinho que vai ser erodido.

Analisando numa imagem binária, a fronteira é formada pelos pixels

do fundo que têm pelo menos um vizinho pertencente a um objeto, como

ilustrado na Figura 3.10. A fronteira usada na dilatação é formada pelos

pixels do objeto que têm pelo menos um pixel de fundo. Outras operações

morfológicas, como abertura e fechamento, podem ser computadas usando

as erosões e dilatações por propagação, porém tomando o devido cuidado

para não trocas as fronteiras. Segundo Vliet e Verwer [VV88] as rotinas para

trocar uma fronteira da erosão para uma fronteira da dilatação e vice-versa

são facilmente constrúıdas.

Como sugestões para trabalhos futuros, seria interessante implementar
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Figura 3.10: (a) Imagem de entrada f , onde o valor entre colchetes pertence
à fronteira ∂(f, b4); (b) erosão por propagação por b4, onde os pixels entre
colchetes pertencem à nova fronteira ∂(εp

b4
(f), b4). b4 é a métrica city-block

definida no próximo caṕıtulo.

os resultados de Vliet e Verwer [VV88] também para imagens em ńıveis de

cinza, incluindo o trabalho da dilatação por propagação definida por Barrera

e Hirata [BHJ97].

3.4 Resumo do caṕıtulo

Nesta seção será apresentado um pequeno resumo das principais carac-

teŕısticas dos estudos feito neste caṕıtulo, no que diz respeito aos padrões de

algoritmos para a erosão morfológica. A extensão para a dilatação é análoga.

A Tabela 3.1 resume as caracteŕısticas dos padrões da erosão: as im-

plementações são simples nos três padrões, como foi apresentado neste

caṕıtulo; na arquitetura, o padrão por propagação pode ser implementado

em máquinas paralelas na erosão por uma fronteira, ou seja, é uma seqüência

de algoritmos paralelos; a implementação em hardware é complexa no

padrão por propagação, pois exige uma estrutura de armazenamento para

a fronteira; considerando uma função estruturante constante, a eficiência
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paralela seqüencial propagação
implementação simples simples simples

arquitetura paralelo seqüencial paralelo
hardware simples simples complexo

armazenamento não não sim
eficiência baixa alta alta

função estruturante genérica restrita b1 ≥ · · · ≥ bk
calcula a TDE sim não sim

Tabela 3.1: Resumo dos padrões de algoritmos da erosão.

no caso paralelo apresenta complexidade linear com relação ao número de

pixels da imagem a ser processada, porém faz acessos desnecessários (no

caso seqüencial, esses acessos desnecessários são eliminados) e no padrão por

propagação a complexidade é linear com relação ao número de pixels da fron-

teira7; para melhorar a eficiência dos algoritmos foi realizada a decomposição

de função estruturante nos padrões:

paralelo: se bG = b1 ⊕ · · · ⊕ bk =⇒ εbG
(f) = εbk

(· · · (εb1(f)) · · · ),

seqüencial: equivalência restrita entre erosão paralela e seqüencial:

• bG = kb+ ∨ kb− =⇒ b genérico, porém não aplicável à TD,

• bG = kb+ ⊕ kb− =⇒ b restrito, porém aplicável à TD,

propagação: se bG = b1 ⊕ · · · ⊕ bk e b1 ≥ · · · ≥ bk

=⇒ εbG
(f) = εbk

(· · · (εb1(f)) · · · );

com estas restrições, apenas o padrão seqüencial não calcula a TDE, pois

não suporta os b′is genéricos apresentados no próximo caṕıtulo.

7A complexidade de sucessivas erosões por propagação, Algoritmo 9, é mais dif́ıcil de
ser analisada usando funções estruturantes variáveis. Porém em casos particulares, como
para computar a TD nas métricas chanfradas definidas no próximo caṕıtulo, é fácil ver
que este algoritmo também é linear com relação ao número de pixel da imagem a ser
processada, pois um pixel é inserido na fronteira no máximo uma vez.
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163–170, São Paulo, Brasil, Outubro 1997.

[Bor86] G. Borgefors. Distance transformations in digital images. Com-
puter Vision, Graphics and Image Processing, 34:344–371, 1986.

[Dan80] P.E. Danielsson. Euclidean distance mapping. Computer Vision,
Graphics and Image Processing, 14:227–248, 1980.

[Dia69] R.B. Dial. Shortest-path forest with topological ordering. Com-
munications of the ACM, 12(11):632–633, 1969.

[D’O01] M.C. D’Ornellas. Algorithmic Patterns for Morphological Im-
age Processing. Tese de Doutorado, University of Amsterdam,
Amsterdam, 2001.

[FLA01] A.X. Falcão, R.A. Lotufo e G. Araújo. The image foresting trans-
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Caṕıtulo 4

Classificação da TD

Neste caṕıtulo serão classificados os algoritmos clássicos da transformada

de distância (TD) que podem ser implementados por erosões nos padrões

paralelo, seqüencial e por propagação. Estas erosões apresentam melhor

eficiência quando usados em decomposições de funções estruturantes. Como

resultado desta classificação serão propostos dois novos algoritmos para a

transformada de distância euclidiana (TDE): um direcional e outro multidi-

mensional.

4.1 Definições

Métricas particulares serão apresentadas nesta seção. Com estas métricas

usadas nas funções estruturantes é posśıvel computar erosões morfológicas e

obter a TD.

Sejam x = (x1, x2) ∈ Z×Z e y = (y1, y2) ∈ Z×Z. d(x, y) é uma distância

entre x e y, se:

(i) d(x, y) = d(y, x);

(ii) d(x, y) ≥ 0;

53
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(iii) d(x, x) = 0.

Se, além disso, iv e v abaixo também forem satisfeitas, então d é uma

métrica.

(iv) d(x, y) = 0 ⇐⇒ x = y ;

(v) d(x, y) ≤ d(x, z) + d(z, y),∀z ∈ Z× Z.

Algumas métricas usuais para d(x, y) são apresentadas a seguir [Bor86,

Cui99]:

City-block : d4(x, y) = |x1 − y1|+ |x2 − y2|;

Chessboard : d8(x, y) = max{|x1 − y1|, |x2 − y2|};

Chanfrada A:B : dA:B(x, y) = A ∗max{|x1 − y1|, |x2 − y2|}+

(B − A) ∗min{|x1 − y1|, |x2 − y2|}, com A e B inteiros;

Euclidiana : dE(x, y) =
√

(x1 − y1)2 + (x2 − y2)2.

A função distância de um pixel x ao conjunto X é definida como [Ser82]:

d(x,X) = min{d(x, y) : y ∈ X}.

A função distância (denotada Ψd(f) e chamada neste texto de transfor-

mada de distância ou simplesmente TD) é definida como:

Ψd(f)(x) = d(x, {y ∈ E : f(y) = 0}).

Esta função atribui a cada pixel de um objeto numa imagem binária o valor

da distância mı́nima ao fundo. Em outras palavras, atribui a cada pixel de

um objeto a menor distância entre este pixel e um pixel de fundo.

Serão usadas neste texto imagens com ńıveis de cinza como um sub-

conjunto dos números inteiros Z. Para a métrica euclidiana, será usado o
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quadrado da distância euclidiana (dE)2 ∈ Z, para permanecer com imagens

inteiras das funções e obter a transformada de distância euclidiana (TDE).

Assim, serão apresentados algoritmos para (TDE)2 e para obter exatamente

a métrica euclidiana, deve-se calcular a raiz quadrada de todos os ńıveis

de cinza gerados pela transformação. Portanto, ao dizer que um algoritmo

obtém a métrica euclidiana, na verdade está obtendo o quadrado da métrica

euclidiana.

4.2 Tipos de classificações da TD

A TD pode ser classificada de várias formas [Cui99]: pela métrica mais po-

bre (city-block) à mais exata (euclidiana), pela complexidade, pela eficiência,

pela ordem de varredura, etc. Na tese do Cuisenaire [Cui99], existe uma clas-

sificação da TD da métrica mais pobre à mais exata, sendo divididas como

TD euclidiana aproximada e TD euclidiana exata, respectivamente.

Na introdução desta tese, Seção 1.1, foi feito uma classificação da TD

quanto à métrica usada, podendo ser transformada de distância chanfrada

(TDC), incluindo as métricas onde a decomposição da função estruturante

é constante. Exemplos de métricas que produzem a TDC: city-block , chess-

board , octagonal , chanfrada 3:4 , chanfrada 5:7:11 , etc. A métrica mais na-

tural para computar a distância na maioria das aplicações é a euclidiana,

principalmente em função de sua propriedade de rotação invariante. Porém,

devido a dificuldades de construir algoritmos eficientes para a transformada

de distância euclidiana (TDE), muitos pesquisadores desenvolveram algorit-

mos aproximados (TDEA).

Uma classificação da TD quanto à ordem de varredura dos pixels na

imagem foi feita na Seção 1.2. Três padrões de algoritmos foram definidos:

paralelo, seqüencial e por propagação. Estes padrões estão descritos nas

Subseções 4.3.1, 4.3.2 e 4.3.3, respectivamente.

Finalmente, na Seção 1.3, a TD por propagação foi subdividida em ou-



56 CAPÍTULO 4. CLASSIFICAÇÃO DA TD

tros quatro tipos: propagação vetorial, propagação ordenada, propagação

(ou propagação paralela) e geométrico. Vale observar que alguns algoritmos

pertencem a mais de um tipo apresentado, como o do Ragnemalm [Rag92] e o

do Eggers [Egg98] que são por propagação vetorial e também por propagação

paralela. Mais informações para esta classificação são apresentadas a seguir.

TD por propagação vetorial

Os algoritmos da TD por propagação vetorial são dif́ıceis de relacionar

com a morfologia matemática, pois são decompostos em informações vetoriais

do plano cartesiano discreto.

Cuisenaire [Cui99] chamou de TD por propagação vetorial os algoritmos

que em vez de manipularem as distâncias (por exemplo, d4(x, y), d8(x, y),

. . .), manipulam os vetores distância (por exemplo, (|x1−y1|, |x2−y2|), onde

x = (x1, x2) ∈ Z × Z e y = (y1, y2) ∈ Z × Z). O primeiro a implementar

algoritmos seqüenciais para esta classe de TD foi Danielsson [Dan80]. Estes

algoritmos não resultam na TDE, porém são eficientes (foram inspirados nos

algoritmos seqüenciais definidos por Rosenfeld e Pfaltz [RP66]).

Ragnemalm [Rag92] modificou os algoritmos seqüenciais da TD definidos

por Danielsson. Ele definiu um novo algoritmo por propagação vetorial que

encontra a TDE, onde utiliza duas estruturas de filas para armazenar os

pixels de propagação e várias condições de propagação. Para cada direção

de propagação existe um teste, gerando um algoritmo complexo.

Eggers [Egg98] melhorou o algoritmo de Ragnemalm diminuindo os vários

testes de direção, melhorando a velocidade do algoritmo de propagação, mas

aumentando a complexidade da codificação.

Os trabalhos de TD por propagação vetorial, como os de Daniels-

son [Dan80], Ragnemalm [Rag92] e Eggers [Egg98], não serão reescritos

por erosão morfológica pois necessitam manipular informações vetoriais e as

erosões definidas neste texto são as clássicas, ou seja, manipulam distâncias

e não vetores. Porém, inspirado no trabalho do Eggers, será proposto um
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algoritmo que usa erosões e as informações de direção de propagação, como

será apresentado na Seção 4.4.

O algoritmo do Danielsson [Dan80] e a primeira parte do algoritmo do

Cuisenaire [Cui99] não calculam a TDE devido a não conexidade do diagrama

de Voronoi no caso discreto. O diagrama de Voronoi divide um plano forma-

dos por poĺıgonos desconexos e as uniões destes poĺıgonos formam novamente

o plano. A não conexidade do diagrama de Voronoi sempre ocorre próximo

aos cantos dos poĺıgonos de Voronoi, descrito inicialmente por Danielsson e

corrigido por Cuisenaire na segunda parte do seu algoritmo da TDE. Ya-

mada [Yam84] foi o primeiro a propor um algoritmo exato (que também é

por propagação) que resolve este problema. A Figura 4.1 ilustra duas ima-

gens onde ocorrem o erro nos algoritmos definidos por Danielsson. Ambas

imagens contém três pixels (p1, p2 e p3) de valores zeros e os restantes com

valores uns. A imagem à esquerda ilustra a métrica city-block e a imagem

à direita a métrica chessboard. A região ao redor do pixel p2 é desconec-

tado do pixel q pelas regiões geradas pelos pixels p1 e p3, onde r1 pertence

à região (poĺıgono) propagada a partir de p1 e r2 pela região propagada a

partir de p3. Assim, na figura à esquerda q deveria receber
√

8 e não
√

9

(q − p1 = (3, 0), q − p2 = (2, 2), q − p3 = (0, 3)). Na figura à direita q de-

veria receber
√

144 + 25 e não min{
√

169 + 1,
√

121 + 49} (q − p1 = (13, 1),

q − p2 = (12, 5) e q − p3 = (11, 7)). A TDE (como o diagrama de Voronoi)

não é uma propriedade local, a informação de vizinhança de um pixel não é

propagada para pixels distantes. Portanto esse problema da não conexidade

ocorre pois são propagadas informações locais, vizinho-por-vizinho.

TD por propagação ordenada

Os algoritmos por propagação ordenada são melhores modelados como o

problema de caminho mais curto usado em teoria dos grafos, implementados

usando fila hierárquica. Não é posśıvel modelar este problema por erosões

morfológicas.
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Figura 4.1: Erros ocorridos nos algoritmos de Danielsson: para métrica city-
block (esquerda) e chessboard (direita) (fonte [Cui99]).

Sharaiha e Christofides [SC94] propuseram uma aproximação baseada em

grafos para a TD. A TD baseada em grafos pode ser reduzida ao problema

de floresta de caminho mı́nimo, onde as ráızes das árvores são determinadas

pelos pixels de fronteira dos objetos da imagem. Sharaiha e Christofides

descreveram uma TD chanfrada baseada em grafos e apontaram as principais

vantagens de usar a teoria dos grafos em vez de usar a aproximação pixel-

por-pixel usada em processamento de imagens. A saber: o tamanho do grafo

é normalmente menor que o tamanho da imagem; cada pixel é normalmente

processado uma única vez; o algoritmo pode ser estendido para dimensões

maiores e para diferentes grades topológicas (por exemplo, grade hexagonal).

Outro trabalho importante da TD por propagação ordenada foi definido

por Lotufo et. al. [LFZ02], onde definiu o algoritmo IFT (Image Floresting

Transform). A IFT tem como entrada uma imagem em ńıveis de cinza, uma

outra imagem com marcadores e uma função estruturante para determinar

a vizinhança. Como sáıda, o algoritmo retorna uma imagem de custos (para

algumas entradas especiais esta imagem de custos é exatamente a TD), uma

imagem representando a propagação de cada marcador, ou watershed, e o

caminho mı́nimo até o marcador mais próximo.
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Um estudo de transformações baseadas em grafos pode ser encontrado em

Zampirolli [Zam97], onde se criou um conjunto de ferramentas baseadas em

grafos na toolbox MMach [BBL94], usando o ambiente KHOROS , inclusive

incluindo a TD por propagação ordenada.

TD por propagação

Os algoritmos da TD por propagação (ou propagação paralela) têm

relações diretas com erosões morfológicas e serão estudados nas próximas

seções.

Os trabalhos de Ragnemalm [Rag92], Eggers [Egg98] e Yamada [Yam84]

apresentados anteriormente no tipo de propagação vetorial também são por

propagação paralela. A chave destes algoritmos é: usar duas estruturas de

armazenamento para o mapa de custos (custo velho e custo novo); propagar

todos os pixels em paralelo atualizando custo novo apenas com os dados de

custo velho; depois que tudo foi atualizado, trocar custo novo por custo velho

e fazer outra propagação paralela; continuar fazendo isto até não existir mais

propagação. Estes algoritmos não são baseados explicitamente em erosão,

porém suas implementações são bastante semelhantes ao algoritmo da TDE

usando erosão por propagação apresentado na Subseção 4.3.3. O trabalho de

Eggers [Egg98] propôs várias melhorias ao trabalho de Ragnemalm [Rag92]

fazendo um algoritmo que realiza menos acessos aos pixels. A idéia é fazer

uso da direção da propagação para restringir a varredura da vizinhança ape-

nas aos pixels que podem ser modificados. Usando as informações contidas

no algoritmo do Eggers é posśıvel alterar o algoritmo da TDE utilizando

erosão por propagação para que faça uso da direção da propagação, como

apresentado na Seção 4.4.

Outro trabalho importante para esta tese foi feito por Vincent [Vin92],

que implementou a TD por propagação a qual está apresentada no Algo-

ritmo 11, Subseção 4.3.3. Este algoritmo da TD usa uma estrutura de fila

e poderia também ser usado para calcular a TDE, porém há a necessidade
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de trocar a função estruturante a cada erosão e fazer cópia de imagens. Isto

poderia ser feito colocando na fila um token indicando o fim de cada erosão.

A cada retirada do token, seria trocado a função estruturante. A reescrita

do Algoritmo 11 é apresentada no Algoritmo 13, porém sem o uso de fila.

TD geométrica

Os algoritmos geométricos para a TD usando intersecção de parábolas

formam o último tipo de TD por propagação. Como exemplo, Saito e Tori-

waki [ST94] mostraram que a TDE é separável. Este problema é exatamente

o que faz a morfologia matemática, quando o problema é decomposto em

elementos unidimensionais. Nesta linha existem vários outros artigos: como

o que valida o espaço cont́ınuo [EBS01]; o algoritmo definido por Meijster e

Roerdink [MR00], um dos mais eficientes reportados na literatura; e também

o proposto neste documento, veja Seção 4.5.

4.3 Padrões de algoritmos da TD usando

erosões

Shih e Mitchell [SM92] mostraram que a TD pode ser computada através

de uma erosão morfológica por uma função estruturante dada pelo negativo

da distância à origem. Mais tarde, Huang e Mitchell [HM94] chegaram em

uma computação eficiente para a TDE decompondo a função estruturante

euclidiana por uma seqüência de funções estruturantes diferentes de tamanho

3× 3.

O trabalho de Mitchell et. al. [SM92, HM94] abriu uma porta para estu-

dar e classificar a diversidade de algoritmos da TD dispońıveis na literatura.

Devido ao fato de existirem muitos caminhos para implementar eficiente-

mente a erosão morfológica, Zampirolli e Lotufo [ZL00] propuseram uma

classificação de algoritmos da TD, onde são analisados quais algoritmos da
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erosão e quais esquemas de decomposição de função estruturante foram uti-

lizados na literatura.

4.3.1 TD paralela

TD usando erosão paralela

Shih e Mitchell [SM92] propuseram um algoritmo para a TD usando a

erosão morfológica aplicada em uma imagem binária f por uma função es-

truturante bG.

Veja na Figura 4.2 um exemplo da TD usando erosão para o caso unidi-

mensional. Assim, seja a seguinte equação para a TD:

Ψd(f) = εbG
(f). (4.1)

O valor na origem de bG é zero e nos outros pixels é dado pelo negativo da

distância à origem, isto é,

bG(x) = −d(x,O), x ∈ E⊕ E, (4.2)

onde O = (0, 0). O tipo da TD (city-block , chessboard , octagonal , chanfrada,

euclidiana, etc) vai depender da métrica utilizada pela função estruturante.

Uma propriedade da erosão espećıfica para a TD é ser idempotente, isto é,

ao aplicar a erosão por bG novamente, o resultado não é modificado [LT00]1:

εbG
(εbG

(f)) = εbG
(f). (4.3)

Esta propriedade é útil, por exemplo, quando se deseja trabalhar com a

1Um trabalho interessante que estuda as condições para que dilatações e erosões em
espaço-escala morfológico sejam idempotentes foi realizado por Leite e Teixeira [LT00].
Este trabalho será comentado nas conclusões desta tese como trabalhos futuros para a
TD.



62 CAPÍTULO 4. CLASSIFICAÇÃO DA TD

PSfrag replacements

k

f

bG

εbG
(f)

Figura 4.2: TD usando erosão unidimensional da imagem f por bG.

decomposição da função estruturante bG para obter algoritmos eficientes e

estáveis, como serão apresentados a seguir.

Pelos estudos de decomposição paralela de função estruturante apresen-

tados na Subseção 3.1.2 e pela Equação 4.1 é definido a seguinte equação

para a transformada de distância [Ser82, SM92]:

Ψd(f) = εbk
(· · · (εb1(f)) · · · ), (4.4)

onde bG = b1⊕ · · ·⊕ bk e o valor de k deve ser o maior valor de distância que

pode ocorrer na imagem f . Como ilustração, veja Figura 4.3.

Se for aplicado k vezes o Algoritmo 4 da erosão, apresentado na Subseção

3.1.1, então a TD é computada. Além disso, a mesma sáıda é encontrada

se for aplicado recursivamente este algoritmo até a estabilização. Este se-

gundo caso tem como resultado a TD por causa da propriedade de operação

idempotente, Equação 4.3, e é apresentado no Algoritmo 10.

Outros tipos de funções estruturantes aplicáveis a Equação 4.4 estão
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PSfrag replacements

k

f

b1

b2

b3
b4

TD = εbG
(f) = εb4(εb3(εb2(εb1(f))))

Figura 4.3: TD usando erosões por decomposições de funções estruturantes
unidimensionais.

ilustrados nas Figuras 4.4a, 4.4b e 4.4c. Estes exemplos mostram funções

estruturantes bi = b, onde bG = kb para as métricas city-block , chessboard

e octagonal , respectivamente. Estas métricas estão ilustradas também nas

Figuras 4.7a, 4.7b e 4.7c, respectivamente.

−1
−1 0 −1

−1

(a) b4

−1 −1 −1
−1 0 −1
−1 −1 −1

(b) b8

−2 −2
−2 −1 −1 −1 −2

−1 0 −1
−2 −1 −1 −1 −2

−2 −2
(c) bO = b4 ⊕ b8

Figura 4.4: Funções estruturantes usadas nas decomposições das métricas (a)
city-block , (b) chessboard e (c) octagonal , onde as origens estão em negrito.

Outros tipos de decomposições para bG são as métricas chanfrada 3:4

(Figuras 4.5a e 4.7d) e chanfrada 5:7:11 (Figuras 4.5b e 4.7e). O trabalho

de Borgefors [Bor86] trouxe um estudo completo da aproximação destas e
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de outras métricas com a métrica euclidiana. Por exemplo, se ao invés de

usar a = 3 e b = 4 na métrica chanfrada 3:4 usar a = 2 e b = 3 (ou

seja, chanfrada 2:3 ) a diferença com a métrica euclidiana vai de 0.0809 para

0.1340 aplicada em uma mesma imagem de um certo tamanho [Bor86]. Os

algoritmos apresentados por Borgefors são semelhantes aos de Rosenfeld e

Pfaltz [RP66, RP68] e poderão ser reescritos por erosão, como apresentados

a seguir.

−4 −3 −4
−3 0 −3
−4 −3 −4

(a) b3:4

−11 −11
−11 −7 −5 −7 −11

−5 0 −5
−11 −7 −5 −7 −11

−11 −11
(b) b5:7:11

Figura 4.5: Funções estruturantes usadas nas decomposições das métricas
(a) chanfrada 3:4 e (b) chanfrada 5:7:11 , onde as origens estão em negrito.

Huang e Mitchell [HM94] mostraram que a métrica euclidiana dada pela

função estruturante bGE
(Figura 4.7f) pode ser decomposta através de funções

estruturantes 3× 3 distintas, bi, i inteiro positivo, veja Figura 4.6.

−4i+ 2 −2i+ 1 −4i+ 2
−2i+ 1 0 −2i+ 1
−4i+ 2 −2i+ 1 −4i+ 2

Figura 4.6: bi elemento estruturante usado na Equação 4.4 para obter a TDE,
onde a origem está em negrito.

Reescrita de algoritmo paralelo da TD

Baseado na implementação da erosão paralela, Algoritmos 4 e 10, é

posśıvel reescrever os principais algoritmos da TD usando a teoria de ope-
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= b1 ⊕ b2 ⊕ · · ·

Figura 4.7: Funções estruturantes obtidas através de 10 somas de Minkowski
de suas respectivas decomposições.
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Algoritmo 10 TD paralela

TD : KE × Z
B × Z

B × · · · −→ KE

TD(f, b1, b2, . . .) = g

g = f ;
i = 0;
∀g 6= εbi

(g)
g = εbi

(g);
i+ +;

radores morfológicos caracterizados por decomposição de função estrutu-

rante.

O primeiro algoritmo paralelo para a TD foi definido por Rosenfeld e

Pfaltz e publicado em 1968 [RP68]. Outro trabalho clássico que usa esta

implementação foi definido por Borgefors [Bor86]. Em ambos os casos a

imagem de entrada assume valores zeros e uns e são descritos abaixo:

vm
i,j = min

(k,l)∈mask
{vm−1

i+k,j+l + c(k, l)}, até estabilizar, (4.5)

onde vm
i,j é o valor do pixel na posição (i, j) da imagem na iteraçãom, (k, l) é a

posição na máscara mask e c(k, l) é o valor da máscara em (k, l) (c(0, 0) = 0).

Note que as Equações 2.5 e 3.4 são equivalentes a Equação 4.5 resultando

na mesma TD, considerando b = bi = −mask, i = 1, · · · , k. Estas con-

clusões são descritas com mais detalhes no trabalho de Shih e Mitchell de

1992 [SM92].

A melhor análise destas duas equações considera x = (i, j) e y = (i+k, j+

l). A Equação 4.5 pode ser definida como vm(x) = min{vm−1(y)−̇b(y − x) :

y ∈ Bx}, onde x ∈ E. Note que, se v0 = f e v1 = εb(f), então é encontrado

a definição da erosão da Equação 2.5. Como foi visto, para calcular a TD

usando esta erosão é preciso considerar uma imagem com valores zeros e k

(maior distância posśıvel na imagem) e computar a erosão até a estabilização.
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TDE em paralelo

Como exemplo de TDE usando uma erosão paralela, a Figura 4.8 mostra

a função estruturante bGE
, onde a origem está no topo do parabolóide. Esta

função estruturante pode ser usada para calcular a TDE na imagem f fazendo

εbGE
(f).

Como foi visto na Subseção 3.1.2, a função estruturante euclidiana bGE

pode ser escrita como a soma de Minkowski generalizada em ńıveis de cinza

de diversas funções estruturantes bi ∈ {b1, · · · , bk}. Usando a formação

dada pela Figura 4.6 é posśıvel obter bGE
= b1 ⊕ · · · ⊕ bk e εbGE

(f) =

εbk
(· · · (εb1(f)) · · · ) =TDE, usando o Algoritmo 10.

4.3.2 TD seqüencial

A erosão morfológica implementada de forma seqüencial foi vista na

Seção 3.2. O algoritmo da TD seqüencial é exatamente o algoritmo da erosão

seqüencial , Algoritmos 5 e 6, usando a decomposição bG = kb = kb+ ⊕ kb−.

Veja um exemplo na Figura 4.9.

Note que não é posśıvel usar uma decomposição com diferentes b′is, como

foram implementados nos padrões paralelo e por propagação. Portanto, não

é posśıvel calcular a métrica euclidiana usando apenas erosão seqüencial.

Reescrita de algoritmo seqüencial da TD

O primeiro algoritmo seqüencial da TD foi descrito por Rosenfeld e Pfaltz

e publicado em 1966 [RP66]. Em seu algoritmo, a imagem de entrada contém

somente 0/1, e o conjunto de pixels com valores zeros é não vazio. O algoritmo
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f bGE

TDE

Figura 4.8: Imagem de entrada f , função estruturante euclidiana bGE
e

TDE = εbGE
(f).
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Figura 4.9: (a) Imagem de entrada; (b) erosão raster por b+8 e (c) erosão
anti-raster de (b) por b−8 .
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é dado por 2,

f1(ai,j) =







0, se ai,j = 0,

min(ai−1,j + 1, ai,j−1 + 1), se (i, j) 6= (1, 1) e ai,j = 1,

m+ n, se (i, j) = (1, 1) e ai,j = 1, e

f2(ai,j) = min(ai,j, ai+1,j + 1, ai,j+1 + 1),

(4.6)

onde ai,j é o valor do pixel na posição (i, j) em uma imagem com m colunas

e n linhas. Os valores ai,j fora da imagem não são definidos. f1 é aplicada na

ordem raster e, sobre o resultado, f2 é aplicada na ordem anti-raster . Esta

TD usa a métrica city-block . Se a1,1 = 1, o algoritmo faz f1(a1,1) = m + n,

que é a maior distância posśıvel na imagem. Este passo no algoritmo pode

ser eliminado se for assumido uma imagem de entrada com valores zeros e

k (k é a maior distância posśıvel na imagem). Além disso, a primeira linha

também pode ser eliminada se for inclúıda na função min três argumentos

em vez de dois. Assim, f1(ai,j) = min(ai,j, ai−1,j + 1, ai,j−1 + 1) pode ser

substitúıda no passo f1 do algoritmo acima.

Fazendo b+ e b− funções que decompõem a métrica city-block para as

varreduras raster e anti-raster , respectivamente, como mostra a Figura 4.10,

é posśıvel reescrever a Equação 4.6 como:

f1(ai,j) = min{ai,j − b+0,0, ai+1,j − b+1,0, ai,j+1 − b+0,1},
f2(ai,j) = min{ai,j − b−0,0, ai−1,j − b−−1,0, ai,j−1 − b−0,−1}.

Se x = (i, j) e f(x) = ai,j, então f1(ai,j) = ε+
b+

(f)(x) e f2(ai,j) =

ε−
b−

(f)(x), como definidos nas Equações 3.5 e 3.6, respectivamente. O algo-

ritmo da TD de Rosenfeld e Pfaltz [RP66] é então equivalente a nossa erosão

2Observe que neste algoritmo o domı́nio da imagem está nos intervalos 1 ≤ i ≤ m e
1 ≤ j ≤ n, diferente do definido na Seção 3.2.1, porém isto não afeta a nossa análise.
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−1
−1 0

b−4

0 −1
−1

b+4

Figura 4.10: Decomposição anti-raster b−4 e raster b+4 para a métrica city-
block , com valor zero em negrito no centro.

seqüencial , Algoritmos 5 e 6. Borgefors [Bor86] também implementou um

algoritmo seqüencial para a TD, o qual é também proposto aqui.

4.3.3 TD por propagação

Serão apresentados a seguir algoritmos da TD que usam a erosão por

propagação, Algoritmo 8, e a erosão por propagação generalizada, Algo-

ritmo 9.

Reescrita de algoritmo por propagação da TD

Vincent [Vin92] implementou a TD por propagação a qual está apre-

sentada no Algoritmo 11. Este algoritmo usa uma estrutura de fila para

armazenar a fronteira.

Nesse algoritmo, FIFO add(x), FIFO empty() e FIFO first() são as

primitivas de manipulação de fila que adiciona um elemento x na fila, verifica

se a fila está vazia e retorna o primeiro elemento da fila, respectivamente.

Esse algoritmo pode ser reescrito como apresentado no Algoritmo 12,

onde o primeiro ∀ coloca na fila todos os pixels de fronteira da imagem f .

Este laço pode ser substitúıdo pela função que encontra a fronteira, a qual

coloca os pixels de fronteira no conjunto U como apresentado no código do

Algoritmo 13. No laço ∀ FIFO empty() 6= ∅ do Algoritmo 11, todos os
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Algoritmo 11 TD por Vincent

TDV inc : {0, 1}E −→ KE

TDV inc(f) = f // trabalha na mesma imagem

∀x ∈ E // B é a vizinhança 4 ou 8 definido pela grade quadrada
if f(x) = 1 and ∃y ∈ Bx ∩ E | f(y) = 0

FIFO add(x);
f(x) = 2; // distância iniciada com valor 2 para a fronteira

∀ FIFO empty() 6= ∅

x = FIFO first();
∀y ∈ Bx ∩ E

if f(y) = 1
f(y) = f(x) + 1;
FIFO add(y);

Algoritmo 12 TD auxiliar

TDaux : {0, k}E −→ KE

TDaux(f) = f // k = ∞

∀x ∈ E

∀y ∈ Bx ∩ E

if f(y) > f(x) + 1
FIFO add(x);
f(y) = 1;

∀ FIFO empty() 6= ∅

x = FIFO first();
∀y ∈ Bx ∩ E

if f(y) > f(x) + 1
f(y) = f(x) + 1 ;
FIFO add(y);
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pixels de fronteira (da fila) são usados para computar a erosão por seus

pixels vizinhos e ao mesmo tempo um novo pixel de fronteira é computado

para verificar se será inserido na fila. Este processo é um caso particular

do Algoritmo 8 - Erosão por Propagação, apresentado anteriormente, pois

considera uma métrica fixa (city-block ou chessboard) em vez de usar uma

função estruturante genérica b. Observe que não é necessário usar filas, mas

dois conjuntos, que são trocados em cada iteração.

No Algoritmo 13 é apresentado uma generalização do algoritmo proposto

por Vincent [Vin92].

Algoritmo 13 TD por propagação

TDp : KE × Z
B −→ KE

TDp(f, b) = g

g = εb(f);
U = ∂(g, b);
∀ U 6= ∅ // até estabilizar

(g, U) = εp(g, b, U);

TDE por propagação

O algoritmo da TDE por propagação é o Algoritmo 9 - Erosão por

propagação generalizada, usando as decomposições de bGE
= b1 ⊕ · · · ⊕ bk,

onde os b′is foram definidos na Figura 4.6 e bGE
é ilustrado na Figura 4.7f.

Este algoritmo, bastante simples, apresenta uma boa eficiência quando im-

plementado em máquinas seqüenciais de propósito geral, como analisado na

Seção 4.7 e resumido na Tabela 4.2.
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4.4 TD por propagação direcional

Ragnemalm [Rag92] implementou a TDE utilizando duas estruturas de

filas para armazenar os pixels de fronteira e várias condições de propagação,

onde para cada direção de propagação existe um teste, gerando um algoritmo

complexo. Eggers [Egg98] melhorou o algoritmo de Ragnemalm diminuindo

os vários testes de direção, porém criando inúmeras variáveis, deixando o

código mais eficiente, contudo não menos complexo. A idéia proposta por

Eggers é fazer uso da direção da propagação para restringir a varredura da

vizinhança apenas aos pixels que podem ser modificados. Inspirado neste

prinćıpio, é posśıvel alterar o Algoritmo 9 - Erosão por propagação gene-

ralizada, para que as erosões também façam uso da direção da propagação,

como será apresentado a seguir.

Considere uma outra versão para o cômputo da fronteira ∂, onde além

de armazenar a coordenada x, armazena também a direção de propagação

da erosão definida por um inteiro k ∈ {1, . . . , 8}, cuja direção corresponde a

propagação de x, conforme a Figura 4.11.

5 6 7
4 8
3 2 1

Figura 4.11: Direções de propagação.

Alterando o Algoritmo 9 - Erosão por propagação generalizada, para fazer

uso da direção de propagação, é apresentado o Algoritmo 14 (agora U contém

(x, d) ∈ E
′, onde E

′ = E × {1, . . . , 8}, x é a coordenada e d é a direção de

propagação).

Os comandos εinit e εdir que aparecem no Algoritmo 14 estão definidos

nos Algoritmos 15 e 16, respectivamente.

No Algoritmo 16, B ′
x[k– –, k, k++] é o subconjunto das direções: anterior,
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Algoritmo 14 TD por propagação direcional

TDdir : KE × Z
B × Z

B × · · · −→ KE

TDdir(f, b1, b2, · · · ) = g

[g, U ] = εinit(f, b1);
i = 2;
∀U 6= ∅

(g, U) = εdir(f, bi, U);
i++;

Algoritmo 15 Erosão inicial

εinit : KE × Z
B −→ KE × E

′ // E
′ = E× {1, . . . , 8}

εinit(f, b) = (g, U)

g = f ;
U = ∅;
∀x ∈ E

∀y ∈ Bx ∩ E

if g(x) > f(y) −̇ b(y − x)
g(x) = f(y) −̇ b(y − x);
if x /∈ U

U = U ∪ {(x, d)}; // d é a direção de B
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k e posterior a k, considerando o sentido horário, como ilustrado na

Figura 4.11. A direção k é a direção de propagação de x obtida numa ite-

ração anterior. Se k = 1, então anterior é 8, e se k = 8, posterior é 1. Na

última linha do código, d é k– –, k ou k++ dependendo da direção do vetor

com origem x e destino y.

Algoritmo 16 Erosão por propagação direcional

εdir : KE × Z
B × E

′ −→ KE × E
′ // E

′ = E× {1, . . . , 8}
εdir(f, b, U) = (g, U ′)

g = f ;
∀ (x, k) ∈ U
∀y ∈ B′

x[k– –, k, k++] ∩ E

if g(y) > f(x) −̇ b(x− y)
g(y) = f(x) −̇ b(x− y);
U = U ∪ {(y, d)}; // d é a direção de B

Se forem usadas as funções estruturantes b′is, como definidas na

Figura 4.6, o Algoritmo 14 encontra a TDE, que é similar em vários aspec-

tos ao proposto por Eggers [Egg98], porém mais simples e com desempenhos

equivalentes, como analisados na Seção 4.7.

A Figura 4.12 ilustra uma iteração intermediária da TD por propagação

direcional da imagem de entrada f pelas funções estruturantes b1, b2, . . .

definidas pela Figura 4.6. A função estruturante que está sendo proces-

sado na iteração é b2 com a direção de propagação 4, o que implica ao

algoritmo processar apenas as direções [3, 4, 5], conforme Figura 4.11. O

pixel x, que está sendo processado, é o em negrito e está recebendo o valor

4 =
∧{1−̇(−6), 1−̇(−3), 1−̇(−6)} = TDdir(f, b1, b2, . . .)(x).
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0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0
0 0 k k k k k
0 0 k k k k k
0 0 k k k k k
0 0 k k k k k
0 0 k k k k k

f

−2 −1 −2
−1 0 −1
−2 −1 −2

b1

−6 −3 −6
−3 0 −3
−6 −3 −6

b2

0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0
0 0 1 1 1 1 1
0 0 1 2 4 4 4
0 0 1 4 k k k
0 0 1 4 k k k
0 0 1 4 k k k

TDdir(f, b1, b2, . . .)(x)

Figura 4.12: Ilustração de uma iteração intermediária da TD por propagação
direcional, TDdir(f, b1, b2, . . .)(x), da imagem de entrada f pelas funções es-
truturantes b1, b2, . . ., onde o pixel x, com valor 4 em negrito, é o que está
sendo processado e a direção propagada é 4, conforme Figura 4.11.
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4.5 TDE multidimensional

Será apresentado nesta seção um algoritmo da TDE multidimensional

formulado usando erosões morfológicas. A TD é composta de várias erosões

unidimensionais (1D). As funções estruturantes usadas na erosão pertencem

a uma famı́lia de quatro funções estruturantes direcionais formadas por

dois pixels. Duas para erosões seqüencias e outras duas para erosões por

propagação.

Como foi visto na Subseção 3.1.2, a função estruturante euclidiana bGE

pode ser escrita como a soma de Minkowski em ńıveis de cinza de diver-

sas funções estruturantes b′is ∈ {b1, · · · , bk}. Usando a formação dada pela

Figura 4.6 é posśıvel obter bGE
= b1⊕· · ·⊕bk e εbGE

(f) = εbk
(· · · (εb1(f)) · · · ).

Note que esses b′is podem ainda ser decompostos em quatro funções estru-

turantes direcionais de dois pixels, duas nas direções verticais, Norte (bNi), e

Sul (bSi), e duas nas direções horizontais, Leste (bEi), e Oeste (bWi):

bNi =

[

−2i+ 1

0

]

,

bWi =
[

−2i+ 1 0
]

, bEi =
[

0 −2i+ 1
]

,

bSi =

[

0

−2i+ 1

]

.

(4.7)

A função estruturante para a TDE pode ser decomposta em:

bE = · · · ⊕ bN2 ⊕ bN1 ⊕ · · · ⊕ bS2 ⊕ bS1 ⊕ · · ·
· · · ⊕ bW2 ⊕ bW1 ⊕ · · · ⊕ bE2 ⊕ bE1. (4.8)

Esta decomposição gera duas conseqüências importantes. Primeiro, a
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TDE pode ser separada em mais erosões 1D simples, que traz independência

para a computação de cada linha ou coluna da imagem. Segundo, as funções

estruturantes são reduzidas para funções estruturantes direcionais de dois

pixels, permitindo implementações simples e eficiente de algoritmos.

Isto significa que a TDE pode ser computada pela erosão de cada coluna

da imagem por bN1, bN2, . . . até a estabilidade usando a propriedade idempo-

tente, então pela erosão das colunas por bS1, bS2, . . ., seguida pela erosão das

linhas por bE1, bE2, . . ., e finalmente, pela erosão das linhas por bW1, bW2, . . ..

4.5.1 TDE unidimensional

Nos algoritmos paralelos, os pixels são processados independentemente da

ordem de varredura. Os pixels alterados na transformação dependem apenas

dos pixels da imagem de entrada e da função estruturante, como foi visto no

Algoritmo 4 - Erosão paralela.

O Algoritmo 17 da TDE 1D apresentado a seguir é exato e um dos mais

simples para o cômputo da distância euclidiana encontrados na literatura.

A ineficiência deste algoritmo ocorre devido à varredura desnecessária nas

áreas da imagem onde a erosão não é afetada. A melhor eficiência pode ser

verificada com algoritmos por propagação.

4.5.2 TDE por propagação unidimensional

A idéia do algoritmo de erosão por propagação está em processar somente

os pixels que podem mudar na erosão. Este conjunto de pixels é chamado

fronteira de f , denotado por ∂(f, b). Neste caso, a fronteira para a próxima

erosão é computada durante a erosão prévia. Como foi visto nos Algoritmos 8

e 13, da erosão por propagação e da TD por propagação, respectivamente.

Para as erosões usando a famı́lia de funções estruturantes decomposta
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Algoritmo 17 TDE 1D clássica

TDE1D : KE −→ KE

TDE1D(f) = g
// f é imagem binária de entrada com valores 0 e M ,
// onde M é o quadrado da distância máxima na imagem

∀ c ⊂ E // primeiro passo, erosões verticais da coluna c
∀ b = 1, 3, . . . , (2n− 1) // até estabilizar e n inteiro
∀ r ⊂ E // varre a coluna c

N(r, c) = min(f(r, c), f(r − 1, c) + b)
∀ b = 1, 3, . . . , (2n− 1) // até estabilizar e n inteiro
∀ r ⊂ E

S(r, c) = min(N(r, c), N(r + 1, c) + b)
∀ r ⊂ E // segundo passo, erosões horizontais da linha r
∀ b = 1, 3, . . . , (2n− 1) // até estabilizar e n inteiro
∀ c ⊂ E

E(r, c) = min(S(r, c), S(r, c+ 1) + b)
∀ b = 1, 3, . . . , (2n− 1) // até estabilizar e n inteiro
∀ c ⊂ E

g(r, c) = min(E(r, c), E(r, c− 1) + b)

// Considere f(r − 1, c), N(r + 1, c), S(r, c+ 1) e E(r, c− 1) tratados
// na função min com valor M fora do domı́nio E.
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em dois pixels, é posśıvel melhorar a eficiência do algoritmo por propagação.

Estas melhorias são diferentes para cada um dos dois passos: a primeira

erosão seqüencial vertical e a segunda erosão por propagação horizontal .

Parte 1

Para a primeira erosão seqüencial vertical será apresentado o Algo-

ritmo 183.

Algoritmo 18 TDE 1D com erosão seqüencial vertical - parte 1

TDE1D1 : KE −→ KE

TDE1D1(f) = g
// f é imagem de entrada e sáıda, H é altura da imagem

∀ c ⊂ E // coluna
b=1;
∀ r = 2..H // varre a coluna c na ordem raster

if f(r, c) > f(r − 1, c) + b
f(r, c) = f(r − 1, c) + b;
b = b+ 2;

else;
b = 1;

b = 1;
∀ r = (H − 1)..1 // varre a coluna c na ordem anti-raster

if f(r, c) > f(r + 1, c) + b
f(r, c) = f(r + 1, c) + b;
b = b+ 2;

else
b = 1;

Como a imagem de entrada é binária, a fronteira pode ser propagada na

3O Algoritmo 18 pode ser melhorado da seguinte forma: na varredura raster, quando
f(r, c) > f(r − 1, c) + b for verdade, inicia-se um contador count (inicializado com 0) que
finaliza quando a desigualdade assumir falso. A partir deste ponto inicia-se uma varredura
anti-raster até count/2 utilizando o segundo if do algoritmo. Este processo se repete para
todos os objetos e todas as colunas e é ilustrado na Figura 4.16.
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mesma direção da função estruturante usando um processamento seqüencial

de forma que o pixel modificado na transformação é uma função do pixel

modificado previamente. Deste modo a erosão vertical pode ser computada

usando uma única varredura raster e uma única varredura anti-raster .

Parte 2

Para a segunda parte, erosão por propagação horizontal, será apresentado

o Algoritmo 19.

Nessa erosão horizontal, não é posśıvel fazer um processamento seqüen-

cial, mas é posśıvel evitar a cópia das imagens e processar a imagem desde

que a ordem de processamento seja a ordem oposta da propagação da fron-

teira. Quando se usa a direção Leste, a ordem raster deve ser Oeste, de forma

que o pixel modificado não será usado naquela varredura. Isto é alcançado

usando fila FIFO - First-In-First-Out , duas para cada direção. A eficiência

deste algoritmo é melhorada pelo fato de que só os pixels de fronteira são

processados até a estabilidade.

Note que as filas usadas neste algoritmo têm um tamanho de máximo na

largura da imagem. Para melhor desempenho, estas filas podem ser facil-

mente implementadas por vetores de inteiro de comprimentos fixos.

Observe que nos Algoritmos 18 e 19 de TDE as erosão não estão definidas

como funções separadas, como foi feito em todos os algoritmos até este ponto,

pois o principal objetivo destes algoritmos é mostrar uma implementação

eficiente. Estas duas versões estão no trabalho de Lotufo e Zampirolli [LZ01].

Contudo, no Algoritmo 18, o leitor pode ver que o laço ∀ r = 2..H faz a

erosão seqüencial da coluna c na ordem raster , enquanto o laço ∀ r =

(H − 1)..1 faz a erosão seqüencial da mesma coluna c na ordem anti-raster .

O mesmo ocorre no Algoritmo 19, onde o laço while notEmptyQueue(Eq)

faz a erosão por propagação para a direita e while notEmptyQueue(Wq)

faz a erosão por propagação para a esquerda, até que as estruturas Eq e Wq

fiquem vazias.
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Algoritmo 19 TDE 1D com erosão por propagação horizontal - parte 2

TDE1D2 : KE −→ KE

TDE1D2(f) = g
// f é imagem de entrada e sáıda, W é a largura da imagem

∀ r ⊂ E, // linha
∀ c = (W − 1)..1

insertQueue(Eq, c);
∀ c = 2..W

insertQueue(Wq, c);
b = 1;
while (notEmptyQueue(Wq) ou notEmptyQueue(Eq))

while notEmptyQueue(Eq)
c = fromQueue(Eq)
if f(r, c+ 1) > f(r, c) + b

f(r, c+ 1) = f(r, c) + b;
if c+ 1 < W

insertQueue(Eq2, c+ 1);
while notEmptyQueue(Wq)

c = fromQueue(Wq);
if f(r, c− 1) > f(r, c) + b

f(r, c− 1) = f(r, c) + b;
if c− 1 > 1

insertQueue(Wq2, c− 1);
b = b+ 2;
Wq = Wq2;
Eq = Eq2;
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Para melhor ilustrar o algoritmo da TDE multidimensional usando

erosões serão apresentados a seguir alguns exemplos.

Exemplo 1

Neste primeiro exemplo é considerado apenas uma transformação 1D para

melhor entendimento da erosão morfológica usada para computar a métrica

euclidiana. A Figura 4.13 ilustra a erosão de f pela função estruturante bGE
.

A Figura 4.14 ilustrada a soma de Minkowski de b1 por b2. A generalização

forma bGE
= b1⊕· · ·⊕bk. A Figura 4.15 ilustra a TDE obtida pela composição

de erosões.

PSfrag replacements

k

f

bG

εbG
(f)

Figura 4.13: Ilustração da TDE 1D obtida da erosão pela função estruturante
bGE

.
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PSfrag replacements

bi =

b1 b2 b1 ⊕ b2

=⊕

−2i+ 1−2i+ 1

00 0

0

−1−1 −1−1−3−3 −4−4

Figura 4.14: Soma de Minkowski em ńıveis de cinza para a métrica euclidiana,
onde as origens estão no centro de cada função estruturante.

PSfrag replacements

k

f

b1

b2

b3

b4

TDE = εbG
(f) = εb4(εb3(εb2(εb1(f))))

Figura 4.15: Ilustração da TDE 1D obtida de erosões por decomposição de
função estruturante.
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Exemplo 2

Para visualizar as transformações ocorridas nas quatro erosões do algo-

ritmo multidimensional, a Figura 4.16 ilustra o primeiro passo do algoritmo,

onde são computadas as erosões seqüenciais raster e anti-raster. Enquanto

que a Figura 4.17 ilustra do segundo passo deste algoritmo, onde são rea-

lizadas as erosões por propagação.

raster anti-raster

Figura 4.16: Ilustração do primeiro passo do algoritmo multidimensional.

Exemplo 3

Finalmente, um exemplo simples usando uma imagem f de tamanho 4×
4 é mostrado na Figura 4.18. O resultado da erosão vertical pela função

estruturante Bv é apresentado na função fv. Em seguida, f1 é a primeira

erosão por propagação horizontal e f2 é a segunda erosão por propagação

horizontal representando o quadrado da distância euclidiana. Nos resultados

das erosões horizontais, os pixels inseridos na fila de propagação são marcados

em negrito.
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Imagem de Entrada

East West

Figura 4.17: Ilustração do segundo passo do algoritmo multidimensional.
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f =







∞ ∞ 0 ∞
∞ ∞ ∞ ∞
∞ 0 ∞ ∞
0 ∞ ∞ ∞






, Bv =













−5
−3
−1

0
−1
−3
−5













,

fv = f 	Bv =







9 4 0 ∞
4 1 1 ∞
1 0 4 ∞
0 1 9 ∞






,

Bh1 =
(

-1 0 -1
)
, f1 = fv 	Bh1 =







5 1 0 1
2 1 1 2
1 0 1 5
0 1 2 10






,

Bh2 =
(
−3 0 −3

)
, f2 = f1 	Bh2 =







4 1 0 1
2 1 1 2
1 0 1 4
0 1 2 5






.

Figura 4.18: Aplicação da TDE multidimensional.
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Algoritmos Métricas

DT Paralelo Seqüencial Propagação b4 b8 bO b3:4 b5:7:11 bE

[RP66] X X

[RP68] X X X X

[Bor86] X X X X X X X X

[SM92] X X X X X X

[Vin92] X X X X X X

[HM94] X X

Tabela 4.1: Classificação de algoritmos da TD e de suas decomposições de
funções estruturantes.

4.6 Resumo da classificação da TD usando

erosões

A Tabela 4.1 resume a classificação dos principais algoritmos da TD

nos padrões paralelo, seqüencial e por propagação e suas decomposições de

funções estruturantes b4, b8, bO, b3:4, b5:7:11 e bE. Esta tabela também foi apre-

sentada no artigo [ZL00].

Note que não foram inclúıdos nesta classificação os algoritmos para a TD

por propagação direcional e a TDE multidimensional pois são casos particu-

lares dos padrões apresentados neste texto.

4.7 Análise de desempenho e comparações

Serão apresentadas nesta seção as análises e as comparações dos algorit-

mos da TDE paralelo, por propagação, por propagação direcional e multidi-

mensional vistos nas Seções 4.3, 4.4 e 4.5, respectivamente.

Comparando o algoritmo da TDE obtido por erosões direcionais, proposto

na Seção 4.4, com o algoritmo do Eggers [Egg98] é posśıvel notar que este

segundo é mais eficiente (veja Tabela 4.2), isto porque não existem cópias de

imagens nas iterações por conseqüência dos vários testes existes. A simplici-
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Imagem 1 Imagem 2
Saito 80 60

Eggers 100 90
PMN 90 80

Meijster 121 120
LZ 90 101

TDEDir 190 210
TDEPro 230 240
TDEPar 1012 701

Tabela 4.2: Tempo em mili-segundos do desempenho de diversos algoritmos
da TDE.

dade do algoritmo direcional proposto nesta tese elimina estes testes, porém

para o cálculo da TDE é necessário fazer a cópia dos pixels de fronteira em

cada iteração, que torna o nosso algoritmo ineficiente. Isto não ocorre quando

se usa funções estruturantes constantes, como para as métricas chanfradas.

A Tabela 4.2 apresenta um resumo dos testes feitos para o cálculo da TDE

de diversos algoritmos da literatura e também dos algoritmos apresentados

nesta tese. Para estes testes foi usado um Pentium III − 800 MHz − 256 MB.

A Imagem 1 e a Imagem 2 são imagens 512×512 ilustradas na Figura 4.22

(a) e (b), respectivamente. As implementações dos três primeiros algoritmos

apresentados na tabela (Saito [ST94], Eggers [Egg98] e PMN [Cui99]) foram

extráıdas da home page do Olivier Cuisenaire. O algoritmo Meijster é um

dos mais recentes da literatura [MR00]. O algoritmo LZ é o multidimensional

definido na Seção 4.5 e os restantes foram definidos nas Seções 4.3 e 4.4.

O bom desempenho dos algoritmos Saito [ST94] e PMN [Cui99] se deve ao

fato de ambos usarem uma lookup table para armazenar o mapa da distância

euclidiana [Cui99], veja Figura 4.19. Este recurso não foi inclúıdo nos algo-

ritmos propostos nesta tese, pois não iriam mais ser definidos explicitamete

por erosões, que é a essência desta tese.

Meijster e Roerdink [MR00] definiu um dos algoritmos da TDE mais

recentes, onde possui o primeiro passo igual ao algoritmo multidimensional
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Figura 4.19: Gráfico ilustrando os desempenhos de algoritmos da TDE refe-
rente à Tabela 4.2.
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proposto nesta tese. No segundo passo o algoritmo do Meijster e Roerdink usa

uma multiplicação para cada pixel conferir a região dominante mais próxima.

A vantagem do algoritmo multidimensional é que ele não exige multiplicação,

só comparação e adição, que faz do algoritmo proposto um dos mais rápido

na maioria das situações.

O primeiro passo do algoritmo multidimensional exige uma varredura

raster e outra anti-raster com vizinhança de dois pixels cada. O desempenho

do segundo passo é mais complexo. A melhor situação exige uma varredura

raster e outra anti-raster com vizinhança de dois pixels, que acontece com

uma imagem com colunas iguais, onde nenhuma propagação horizontal é

exigida. Em um caso t́ıpico, a velocidade depende do número de vezes que o

pixel entra na fila de propagação.

O algoritmo multidimensional proposto nesta tese tem uma patologia de

pior caso que acontece com uma imagem quadrada com uma linha de fundo

diagonal, veja Figura 4.22c. Nesta situação o número de vezes que um pixel

é inserido na fila é aproximadamente W/4, onde W é a largura da imagem.

Embora isto faça este algoritmo quadrático com relação às dimensões da ima-

gem, isto dificilmente ocorre em imagens t́ıpicas. Uma análise mais precisa

pode ser observada através da Figura 4.20, onde os valores mostram o número

vezes que um pixel é inserido na fila no segundo passo do algoritmo multi-

dimensional. Observe que no pior caso cada linha possui duas progressões

aritméticas, assim o algoritmo possui complexidade O(HW 2), onde W é a

largura e H é a altura da imagem.

Para ilustrar o comportamento dos algoritmos com imagens de tamanhos

diferentes, a imagem box (veja Figura 4.21) foi reproduzida por um fator de

4, 8, 16 e 64 e uma comparação de tempo foi feita usando a TDE definida

por Meijster e Roerdink [MR00], veja Tabela 4.3.

Dos resultados apresentados nas Tabela 4.2 e 4.3, pode ser conclúıdo que

o algoritmo proposto tem um desempenho melhor que um dos mais rápidos

da TDE e um desempenho comparável com algoritmos mais conhecidos da
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4 4 3 3 2 2 1 1 0 0
4 3 3 2 2 1 1 0 0 0
3 3 2 2 1 1 0 0 0 1
3 2 2 1 1 0 0 0 1 1
2 2 1 1 0 0 0 1 1 2
2 1 1 0 0 0 1 1 2 2
1 1 0 0 0 1 1 2 2 3
1 0 0 0 1 1 2 2 3 3
0 0 0 1 1 2 2 3 3 4
0 0 1 1 2 2 3 3 4 4

Figura 4.20: Matriz representado o número de vezes que um pixel é inserido
na fila no segundo passo do algoritmo multidimensional aplicado na imagem
de pior caso (Figura 4.22c) de tamanho 10× 10.

nbox

Figura 4.21: Imagem 256 × 256 utilizada para teste de eficiência para os
algoritmos da TDE, onde a cor preta é 0 e a cor branca é k 6= 0.



94 CAPÍTULO 4. CLASSIFICAÇÃO DA TD

64K 256K 1M 4M

LZ 0.022 0.153 0.659 2.81

Meijster 0.028 0.181 0.763 3.08

Tabela 4.3: Tempo em segundos do algoritmo proposto e o do definido por
Meijster e Roerdink [MR00] aplicados para a imagem box reproduzida por
um fator de 4, 16, 32 e 64.

distância euclidiana.

As experiências da Tabelas 4.3 foram feitas em um notebook Pentium III,

750MHz, 128MB.
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Caṕıtulo 5

Conclusão

Os trabalhos de Mitchell e colaboradores [SM92, HM94] nos inspiraram a

estudar e classificar algoritmos clássicos da transformada de distância (TD)

com o enfoque de erosões morfológicas nos padrões paralelo, seqüencial e por

propagação.

Como resultado destes estudos, foram apresentadas equivalências restri-

tas entre os padrões paralelos e seqüenciais, sendo divididos em dois casos:

no primeiro, se as somas de Minkowski de decomposições raster e anti-raster

de funções estruturantes são estáveis em uma janela finita, então existe a

equivalência entre a erosão paralela, pela união das somas de Minkowski

das decomposições raster e anti-raster, e a intersecção das erosões seqüen-

ciais pelas decomposições raster e anti-raster ; no segundo caso, existe a

equivalência quando uma seqüência de somas de Minkowski de funções es-

truturantes se estabilizam em uma janela finita, quando isto ocorre é posśıvel

obter a equivalência entre uma erosão paralela pela função estruturante re-

sultante desta soma e a composição de duas erosões seqüenciais, uma raster e

outra anti-raster. Neste segundo caso também é posśıvel calcular a TD usan-

do estas erosões seqüencias, porém não são aplicáveis para a métrica euclidi-

ana. Para o padrão por propagação foi observado que, quando uma função

estruturante é decomposta por uma seqüência não crescente de funções es-
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truturantes, é posśıvel obter a equivalência entre os padrões paralelo e por

propagação. Todo esse estudo de equivalência foi útil para melhorar a

eficiência da TD.

Na classificação da TD, foi apresenta uma nova formulação para a TD

seqüencial e para a TD por propagação. Na TD por propagação também

foi posśıvel calcular a métrica euclidiana (TDE). Com esta classificação

foi posśıvel reescrever algoritmos clássicos da TD através de erosões mor-

fológicas, destacando a reescrita do algoritmo do Vincent [Vin92].

Como resultados adicionais, dois novos algoritmos foram apresentados:

TD por propagação direcional e TDE multidimensional. O primeiro algo-

ritmo também encontra a TDE, quando é usado a decomposição de função

estruturante definida por Huang e Mitchell [HM94]. O segundo algoritmo

é baseado em erosões morfológicas por uma famı́lia de decomposições de

funções estruturantes direcionais de tamanho 2. A decomposição unidi-

mensional de função estruturante permite independência de linhas e colu-

nas fazendo o algoritmo muito satisfatório para processamento paralelo e

facilmente extenśıvel para dimensões mais altas. O algoritmo de erosão por

propagação usa uma fila de propagação de tamanho fixo permitindo im-

plementações simples e eficientes. Como o algoritmo trabalha por erosão

morfológica, apenas comparações e adições são usadas.

Foi confirmado que a morfologia matemática é muito satisfatória para

a compreensão e projeto de algoritmos eficientes para a TD. Os algoritmos

apresentados neste trabalho são os mais simples para a TD dispońıveis na

literatura, tanto para codificação quanto para compreensão. O algoritmo

da TDE multidimensional apresentou desempenho de cerca de 9 acessos por

pixel envolvendo somente adições, sendo um dos mais rápidos algoritmos da

TDE conhecido na literatura.
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Trabalhos futuros

Como sugestões para pesquisas futuras, seria interessante estudar a

relação entre k e as dimensões e ńıveis de cinza de uma imagem f ∈ [0, k]E

e uma função estruturante b para determinar a equivalência restrita entre

os padrões paralelos e seqüenciais da erosão e não simplesmente assumir k

suficientemente grande ou tendendo para o infinito.

Um trabalho interessante que estuda as condições para que dilatações e

erosões em espaço-escala morfológico sejam idempotentes foi realizado por

Leite e Teixeira [LT00]. Neste trabalho também existe um resultado para

determinar o número de iterações necessárias, entre escalas, para que a idem-

potência seja calcula. Este resultado seria o ponto de partida para determinar

a relação entre k e as dimensões e ńıveis de cinza de f e b na equivalência

restrita entre os padrões paralelos e seqüenciais da erosão.

Também como sugestões para trabalhos futuros, seria interessante imple-

mentar os resultados de Vliet e Verwer [VV88] de operadores por propagação

para imagens em ńıveis de cinza, incluindo o trabalho da dilatação por

propagação definida por Barrera e Hirata [BHJ97] e os resultados de di-

latações e erosões em espaço-escala morfológico realizados por Leite e Tei-

xeira [LT00], tudo isso para o espaço multidimensional. Como resultado deste

estudo, seria posśıvel implementar vários operadores existentes em morfolo-

gia matemática nos padrões paralelo, seqüencial e por propagação definidos

nesta tese.
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102 CAPÍTULO 5. CONCLUSÃO
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Apêndice A

Ambiente mmil

Uma linguagem-fonte de sucesso está inclinada a ser implemen-

tada em várias máquinas-alvo. Se a linguagem sobreviver, os

compiladores para a mesma necessitarão gerar código para várias

gerações de máquinas-alvo... por conseguinte, compiladores re-

orientáveis estão inclinados a desempenhar algum papel. Logo,

o projeto de linguagens intermediárias é importante, na medida

em que confina detalhes espećıficos de máquina para um pequeno

número de módulos. [ASU95]

Neste apêndice será apresentado o ambiente de geração automática de

códigos e documentos para operadores morfológicos, chamado mathematical

morphology intermediary language, ou mmil . Este ambiente faz uso de ele-

mentos de alto desempenho que definem a nossa linguagem intermediária,

também apresentada neste apêndice. O ambiente mmil foi desenvolvido

no Adesso, um ambiente computacional de suporte ao desenvolvimento de

aplicações cient́ıficas como uma caixa de ferramentas [Mac02].

Para explicar como funciona o ambiente mmil , este apêndice será divi-

dido da seguinte forma: na Seção A.1 será apresentada a motivação para

criação deste ambiente; na Seção A.2 será apresentada uma introdução ao

ambiente desenvolvido, comentando as linguagens de programação utilizadas
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e descrevendo a sua arquitetura, destacando a Figura A.2; na Seção A.3

será apresentada a linguagem intermediária; na Seção A.4 serão descritos

os elementos utilizados pelos operadores que compõem a linguagem inter-

mediária do ambiente mmil ; nas Seções A.5, A.6 e A.7, serão apresentados

alguns exemplos ilustrativos da programação usando os elementos definidos,

mostrando nas duas primeiras seções os códigos correspondentes em XML e

MATLAB .

Nos exemplos da Seção A.7 não serão mostrados os códigos XML e MAT-

LAB , pois eles não são códigos para leitores humanos, mas para as máquinas

interpretarem. Serão mostradas apenas as expressões matemáticas equiva-

lentes, que podem ser geradas automaticamente através dos códigos em XML.

A.1 Motivação

Serão apresentadas nesta seção as várias linhas de pesquisa para o de-

senvolvimento de software para processamento de imagens. Serão analisados

os paradigmas de programação e a organização da informação no processo

de desenvolvimento de software; serão apresentados a evolução e os proble-

mas de uma ferramenta particular de processamento de imagens, chamada

inicialmente de MMach; serão apresentadas também as soluções encontradas

na literatura para resolver parte destes problemas; finalmente, será apresen-

tada a nossa solução para estes problemas.

A análise e o processamento de imagens por computador digital possi-

bilita resolver problemas em várias áreas da ciência [BB94, GW92]. Porém,

a criação e o uso de ferramentas de processamento de imagens pode

muitas vezes impedir o sucesso de uma aplicação devido à complexidade,

às limitações e à grande quantidade de transformações e parâmetros exis-

tentes [D’O01]. Em transformações serão inclúıdas todas as operações (soma,

subtração, complemento, etc.), operadores (dilatação, erosão, etc.) e trans-

formações geométricas (translação, rotação, etc.).
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Programação genérica

O estado da arte em linguagens de programação é a programação

genérica [Aus99]. Assim como o conceito de orientação a objetos revolu-

cionou a programação no ińıcio da década de 90, a programação genérica

está revolucionando a programação no ińıcio desta década, onde o objetivo é

generalizar os algoritmos de forma a facilitar a sua reutilização.

O paradigma da programação genérica permite construir algoritmos abs-

tratos encapsulando os tipos e estruturas de dados. A linguagem de pro-

gramação C++ possibilita a escrita destes tipos de algoritmos usando a bi-

blioteca STL (Standard Template Library). O paradigma da programação

orientada a objetos permite abstrair estruturas de dados encapsulando os

algoritmos. Outro paradigma bem conhecido dos programadores é a pro-

gramação estruturada, onde os esforços estão em implementar os mesmos

para diferentes estruturas e tipos de dados e isto implica na multiplicação

de esforços. A programação genérica busca distribuir as atividades de imple-

mentação de algoritmos usando diferentes estruturas e tipos de dados.

Essas três atividades de programação podem ser simbolizadas pelo eixo

octagonal tridimensional, onde os esforços de construção de estruturas de

dados estão no eixo X, dos tipos de dados estão no eixo Y e dos algoritmos

estão no eixo Z. Segundo D’Ornellas et. al. [DCB+02], um dos primeiros

registros de iniciativas que buscaram organizar e estabelecer os reais limites e

elementos envolvidos na programação geral coube à Wirth [Wir76] ao propor

que houvesse uma separação semântica no desenvolvimento de programas,

tratando algoritmos e estruturas de dados em separado e entendendo que a

união de ambas é que viria a definir o programa. Por esta análise, se os

esforços de desenvolvimento forem separados, um esforço total de X + Z é

encontrado para os algoritmos e estruturas de dados. Com a evolução da

programação percebeu-se que as atividades relacionadas ao tratamento de

tipos de dados devem assumir uma atividade distinta. Assim, se essas três

atividades forem tratadas em separado e se todas as possibilidades de imple-
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mentação forem cobertas, os esforços para a programação são encontrados

em X+Y +Z. Se isto não ocorrer, é obtido no pior caso um esforço total de

X ∗Y ∗Z para cobrir todas as possibilidades de implementação. Isto pode ser

facilmente verificado na programação estruturada, onde são multiplicados os

códigos quando são mudados as estruturas e tipos de dados. O paradigma

da programação que ajuda a obter este esforço linear nas atividades de pro-

gramação é chamado de programação genérica, onde as estruturas e tipos de

dados estão encapsulados nos algoritmos.

Indo mais além nessa análise da evolução da programação, será ana-

lisado a construção de um software e não simplesmente as atividades de

programação em uma linguagem espećıfica, não descartando os esforços e

as descobertas alcançadas na programação. Considerando um software for-

mado por programas e documentações, os programas podem ser definidos em

diferentes linguagens e os documentos podem ser escritos também usando

diferentes editores. Uma sugestão para distribuir ainda mais as atividades

para a construção de software seria definir mais uma ou duas dimensões no

eixo octagonal tridimensional incorporando as atividades de linguagens de

programação e editoração. Por exemplo, considere os eixos W para as lin-

guagens de programação e K para os editores de texto. Assim, considere

a união dos esforços para o desenvolvimento de um software distribúıdos

nos eixos X,Y, Z,W e K. Se foi posśıvel, com muito esforço, construir um

software na linguagem C++ ∈ W em X + Y + Z, então, se for preciso

mudar de linguagem, o software deverá ser reescrito na nova linguagem e

torcer para que esta suporte também um esforço de X + Y + Z. Analoga-

mente para a documentação escrita em LaTeX ∈ K. O ideal seria definir

uma estrutura para armazenamento de informação incorporando algoritmos

e documentação, como descrito na próxima seção, e que a compilação desta

estrutura gerasse códigos em diferentes linguagens de programação e em dife-

rentes formas de documentações.
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Organização da informação

Uma boa metodologia no processo de desenvolvimento de software

é definir uma estrutura de armazenamento que possibilite processar os

seguintes conceitos [McG99]:

Conteúdo é a informação em si;

Estrutura define a organização da informação;

Apresentação associa a forma de consumir a informação.

É de consenso que se estas três partes são separadas uma da outra, uma

melhor utilização das informações é alcançada. Uma boa ilustração desses

conceitos é realizada no sistema de editoração conhecido como LaTeX . O

conteúdo é armazenado em um arquivo texto, a estrutura é armazenada em

um arquivo de estilo (book, article, report , etc.) e a sáıda é alcançada pelo

processador Tex . Em contraste, se um autor escrever seu documento usando

somente Tex , a reutilização do documento é perdida. Por outro lado, é

posśıvel converter arquivos LaTeX para outros formatos.

Recentemente, com a proliferação da Internet e a necessidade de ter uma

ferramenta eficiente de manipulação da informação, surgiu a linguagem XML

(EXtensible Markup Language), onde o conteúdo é armazenado em uma lin-

guagem de marcação, tal como em HTML, mas com a possibilidade de criar

novos tags . A estrutura é definida através de esquema (ou scheme), que

restringe o conteúdo da informação, como aceitar apenas números inteiros

em um certo campo. Finalmente, a apresentação é definida através de folhas

de estilo (ou stylesheets), que governam a tradução da informação para um

formato de sáıda.
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A.1.1 MMach

A morfologia matemática é uma das subáreas do processamento de ima-

gens e se baseia em teoria dos conjuntos através de quatro classes de opera-

dores elementares: dilatação, erosão, anti-dilatação e anti-erosão.

Uma implementação de transformações para morfologia matemática foi

iniciada em 1992 com o projeto MMach (Morphological Machine) [BBL94].

Durante a evolução deste projeto foi criada uma biblioteca na linguagem C ,

denominada MMachLib [LZHJB97]. Serão apresentadas a seguir as principais

caracteŕısticas desta biblioteca.

Hierarquia

A MMachLib foi concebida de forma hierárquica. Então, muitos dos

operadores são formados pela composição de operadores elementares e

operações básicas de união e intersecção. Esta caracteŕıstica facilita o desen-

volvimento de software [BB94]. Tipicamente as bibliotecas de processamento

de imagens têm centena de transformações. Este fato complica a manutenção

e cresce a probabilidade de ocorrência de erros na programação, devido à pro-

liferação de código. No caso da MMachLib, as transformações hierárquicas

foram exploradas com o objetivo de diminuir o volume de código e minimizar

a probabilidade de ocorrência destes erros.

Não-hierarquia

O surgimento de algoritmos não-hierárquicos, com implementações com

menor tempo de processamento, obrigou a MMachLib possuir rotinas espe-

cializadas. Em particular, rotinas que utilizam estruturas de filas mostraram-

se muito eficientes, como é o caso do watershed e da transformada de

distância. Outro exemplo é a abertura por área, em imagens em ńıveis de

cinza, que utiliza filas hierárquicas. Outros algoritmos que estão fornecendo

bons resultados são os seqüenciais, devido a sua eficiência, porém possuem a
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desvantagem de não serem intuitivos comparados com os algoritmos parale-

los.

Obsolescência de recursos

Com o avanço da tecnologia, o software e o hardware estão ficando obsole-

tos num peŕıodo de tempo cada vez mais curto. Sistemas operacionais como

MS-Windows ou Unix e programas como MATLAB mudam de versão em

média a cada três anos, ou menos. Quando isto ocorre, geralmente mudanças

nas ferramentas que usam estas plataformas são necessárias. Na prática,

quando um software não possui uma boa metodologia, tais mudanças sig-

nificam muitas vezes implementar tudo de novo! Existe hardware espećıfico

para o processamento de imagens e para a morfologia matemática, hardware

aceleradores nas CPU’s convencionais como o MMX do Pentium, e também

a possibilidade de se explorar eficientemente o uso do processamento em para-

lelo. Para um melhor aproveitamento do hardware, as empresas de software

criam novos programas, com desempenho bem superior às versões anteriores.

Assim sendo, é preciso atualizar freqüentemente os aplicativos e isto eviden-

cia a necessidade de criar ferramentas capazes de minimizar a árdua tarefa de

reescrita de código. Quando isto não ocorre, o custo de reescrita dos códigos

pode ser alto e muitas vezes inviabilizar um projeto de hardware especial. O

ideal seria com pouco esforço gerar novos códigos que executassem, de modo

eficiente, nas diversas arquiteturas dispońıveis.

A.1.2 Questões

Este apêndice contribui para responder de forma eficiente as seguintes

questões: seria posśıvel criar uma linguagem intermediária para escrever

operadores morfológicos, e como resultado ter geração automática de código

em várias linguagens de programação, junto com suas documentações?
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A.1.3 Soluções encontradas na literatura

Apply e Adapt

Uma linguagem de programação independente de arquitetura para visão

de baixo ńıvel, chamada Apply , foi definida por Hamey et. al. [HWIC89].

Esta linguagem reduz o problema de escrita de algoritmos para visão de baixo

ńıvel, mas não pode ser usada em algoritmos globais, como histograma de

imagens. A compilação da Apply converte um simples procedimento em uma

implementação que pode ser executada eficientemente em linguagens como

C . A linguagem Adapt foi definida em seguida por Webb [Web90], onde o

processamento de imagens global foi inclúıdo, baseado no modelo de divisão

e conquista. Um estudo do desempenho da linguagem Apply foi feito por

Walace et. al. [WWIC89] para vários problemas de visão computacional em

máquinas paralelas.

Horus

Horus é um ambiente de processamento de imagens escrito na linguagem

C++ que usa a biblioteca STL (Standard Template Library) e é baseado

na programação genérica e na programação orientada a objetos [KPS00].

Este software classifica as transformações de processamento de imagens

em padrões: pontual paralelo (negação, complemento, etc); binário para-

lelo (adição, subtração, menor que, etc); redução (máximo, mı́nimo, etc);

convolução generalizada paralela (convolução, erosão, dilatação, etc); vizi-

nhança paralela (mediana, etc); vizinhança recursiva paralela (transformada

de distância, implementações recursivas, etc); geométrica (rotação, reflexão,

etc). Para cada padrão existe um algoritmo, que tem como parâmetro

uma string que representa o ı́ndice de uma tabela contendo todas as trans-

formações deste padrão. Isto define a programação genérica no Horus . Os

tipos de dados no Horus são definidos através de seis elementos, definindo a
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estrutura de dados genérica das imagens.

Horus com operadores morfológicos

Um estudo de padrões de algoritmos morfológicos foi feito por

D’Ornellas [D’O01], onde três padrões de algoritmos foram definidos: para-

lelo, seqüencial e baseado em filas. Classificações semelhantes também foram

estudas por outros pesquisadores [Vin92, BHJ97, ZL00]. D’Ornellas [D’O01]

adicionou ao Horus estes padrões criando um ambiente de programação

genérico e orientado a objetos para operadores de morfologia matemática,

onde representações abstratas em algoritmos foram implementadas.

OLENA

Baseado nas conclusões de D’Ornellas [D’O01], Darbon et. al. [DGDL02]

criou o ambiente OLENA, uma biblioteca dedicada a usuários de morfolo-

gia matemática com código fonte dispońıvel. Este trabalho apresenta de

forma simples um ambiente de processamento de imagens, onde escreve

operadores morfológicos, como dilatação, erosão e watershed, usando pro-

gramação genérica para diversos tipos de dados e dimensões da imagem.

A.1.4 Solução proposta neste apêndice - mmil

Será proposta neste texto a seguinte solução: a MMachLib seria reescrita

em uma linguagem de programação para algoritmos morfológicos, chamada

linguagem intermediária, fazendo uso de elementos de alto desempenho

(definida neste trabalho). Por exemplo, elementos de acesso à fila, de acesso

à vizinhança de um pixel, de acesso a todos os pixels da imagem, etc.

Nesta linguagem a codificação de quase todos os algoritmos de morfologia

matemática seria posśıvel. Existem casos onde mais que uma implementação
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para um operador morfológico são necessárias. Por exemplo, a transfor-

mada de distância pode ser implementada usando filas, ou usando varredura

de vizinhança seqüencial, ou usando composições de erosões. O conjunto

de transformações implementadas usando a linguagem intermediária junta-

mente com as regras de geração de código (definidas pelos esquemas e pelas

folhas de estilo) formam o nosso ambiente mmil (mathematical morphology

intermediary language). Dado uma arquitetura, uma estimativa do tempo

de execução pode ser feita para cada elemento do ambiente mmil e baseada

nesta estimativa a melhor implementação pode ser escolhida para cada função

na biblioteca. A linguagem intermediária é compilada usando o melhor al-

goritmo para a plataforma em questão. Neste ambiente, com o surgimento

de novas máquinas e de novas linguagens, a tarefa de migração do código da

MMachLib consistiria apenas na adaptação das rotinas de geração de código

para as novas linguagens ou máquinas.

Linguagem intermediária

Usualmente as transformações escritas em linguagens de programação

são implementadas em dois passos. No primeiro passo, poderia especificar

através da linguagem morfológica. No passo seguinte, poderia implementar

em uma linguagem de programação de propósito geral, como C. Entretanto,

é desejável implementar um sistema mais genérico e flex́ıvel de forma que

os operadores morfológicos serão descritos em uma linguagem intermediária.

Esta linguagem intermediária permitirá sua tradução eficiente para diversas

linguagens e arquiteturas.

Por exemplo, existem várias formas de implementar um operador mor-

fológico. A Figura A.1 ilustra três algoritmos para a erosão: paralelo, seqüen-

cial e por propagação. Esta figura também ilustra a tradução de um co-

mando da linguagem intermediária para comandos da linguagem C . A im-

plementação que tiver o melhor desempenho numa dada arquitetura será a
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escolhida para a tradução.

O principal resultado deste trabalho é a definição da linguagem inter-

mediária. Seus elementos devem ser em número reduzido, poderosos na utili-

dade e que sejam facilmente traduzidos nas diversas arquiteturas dispońıveis,

mesmo as de alto desempenho. Também se deseja compilar a linguagem in-

termediária para gerar código em diversas linguagens, por exemplo C , MAT-

LAB , Python e Tcl/Tk , em várias plataformas, como MS-Windows e Unix , e

em várias arquiteturas, como MMX e cartões aceleradores de processamento

de imagens.

Apesar do nome linguagem intermediária ser bem genérico, neste docu-

mento será usado este nome para descrever um passo intermediário entre

a programação de alto ńıvel, descrita por uma linguagem natural como a

linguagem morfológica, e uma linguagem de programação de propósito geral.

Além disso, existem diversos tipos de usuários no desenvolvimento e no

uso de um software de processamento de imagens. Para simplificar, serão

definidos dois tipos de usuários. Os usuários que desenvolvem aplicativos, ou

seja, usam um software de processamento de imagens para resolver proble-

mas do mundo real, como segmentar imagens médicas usando o MATLAB .

Em morfologia matemática estes usuários programam usando apenas a lin-

guagem morfológica. Um outro tipo de usuário, que também será chamado

projetista de software, é responsável pela criação de um software de proces-

samento de imagens. A linguagem intermediária definida neste texto está

voltada para este segundo tipo de usuário, para os projetistas de software

para processamento de imagens.

A.2 Introdução ao ambiente mmil

Será apresentado neste apêndice um ambiente para a geração automática

de código para operadores de morfologia matemática, chamado mmil . Este

ambiente roda na linguagem XML, que usa as vantagens de armazenar os
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...

...

(a) g = erosao(f,b)

Linguagem Morfológica

e  : K ´Z K
E B E

!

Algoritmo Paralelo

(b)

Algoritmo PropagaçãoAlgoritmo Seqüencial

Languagem Intermediária

...

}

(c) Fifo_in(y);

...

imgstr *erosao ( imgstr *imgin, imgstr *imgout) {

Linguagem C

e(f,b) = g

g = f;
x E
y B E

If  g(x) > f(y) – b(y-x)
g(x) = f(y) – b(y-x);

0

0 1x

x E
y B E

If  f(x) > f(y) – b(y-x)
f(x) = f(y) – b(y-x);

0

0 1

seq

x

e : K ´Z K+ E B E
!

e (+ f,b) = f

e : K ´Z ´ E K ´ E
p E b E

!

e
p
(f,b,U) = (g,U’)

U’ =
x U
y B E

If  g(y) > f(x) – b(x-y)
g(y) = f(x) – b(x-y);
U’

i

0

0 1

c

x

= U’ {y};

;  g=f;

Figura A.1: Ilustração da relação entre: (a) linguagem morfológica, (b) lin-
guagem intermediária e (c) linguagem C.
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dados numa estrutura de árvore. A Figura A.2 mostra a arquitetura do

ambiente mmil . Esta figura mostra um editor GUI (Graphic User Inter-

face) para editar documentos XML. Em nossos estudos, estes documentos são

operadores morfológicos implementados através dos elementos definidos na

próxima seção. O conteúdo em XML é validado pelo esquema, que é uma es-

trutura contendo um conjunto de regras definidas para os atributos e elemen-

tos (nós da árvore) do XML. O conteúdo em XML é então processado pelas

folhas de estilo gerando códigos em diversas outras linguagens (C, MAT-

LAB, PYTHON, TCL/TK , etc), em diversas plataformas (UNIX, LINUX,

WINDOWS , etc.), e também para gerar documentos (LaTeX, HTML, etc.).

Outra ferramenta usada na máquina de translação da mmil é a linguagem

TCL, que trabalha junto com as folhas de estilo no processo.

Conteúdo

Editor
Gráfico

Matlab

Latex

HtmlXML TCL

Translação

Regras

XML

XML

TCL

Macros
Linguagem

Intermediária

Esquema

Folhas de estilo

Matlab

Latex

Html

Apresentação

Figura A.2: Arquitetura da mmil .

Atualmente existem folhas de estilo para gerar códigos nas linguagens

MATLAB e C . Também existe folha de estilo para gerar documentos em

LaTeX .

A arquitetura da mmil foi desenvolvida no Adesso, um ambiente com-

putacional de suporte ao desenvolvimento de aplicações cient́ıficas [Mac02].
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Na Seção A.4 será apresentado um breve resumo dos elementos do modelo

de informação do Adesso necessários para o desenvolvimento da linguagem

intermediária.

A.3 Linguagem intermediária

Será apresentado nesta seção uma linguagem para algoritmos mor-

fológicos, chamada linguagem intermediária, inspirado na notação Z [Spi88]

e na linguagem morfológica [BB92].

A.3.1 Notação Z

A notação Z é utilizada para a especificação de problemas em engenha-

ria de software através de notações matemáticas e possui uma ferramenta

denominada assistente de prova, utilizada para prova automática das especi-

ficações [Pre02].

Como a notação Z modela problemas usando notação matemática, é

natural usar em paralelo uma linguagem que possibilita editar śımbolos

matemáticos, como LaTeX . Neste sentido, um trabalho para servir de inspi-

ração para mudança entre formatos é o conversor Zed2XML [CVM99], que

transforma especificações Z escritas em LaTeX em documentos correspon-

dentes em HTML [CVM99] e isto também pode ser realizado no ambiente

proposto neste documento através das folhas de estilo, introduzidas na seção

anterior. Existem também editores para a notação Z , que podem armazenar

seus documentos em LaTeX , como o ZCREATOR [BC98] e visualizadores,

como o Z Browser [Mik95].

A notação Z possui uma quantidade significativa de śımbolos próprios,

o que dificulta o aprendizado e a utilização. Por este motivo e baseado nos

trabalhos existentes da notação Z , é posśıvel criar um editor simplificado,

que suporta a escrita dos padrões de algoritmos morfológicos estudados nos

caṕıtulos anteriores. Neste editor, além de poder visualizar as expressões
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<operador>::=<operador elementar>|<limitante>|<composição>
<limitante>::=<argumento><operação de reticulado><argumento>
<argumento>::=<termo>|<composição>
<termo>::=<operador elementar>| (<limitante>)
<composição>::=<termo><termo>|<composição><termo>
<operador elementar>::=<operador morfológico>

<função estruturante>

<função estruturante>::=<letra>|<letra><número>
<número>::=<d́ıgito>|<número><d́ıgito>
<operação de reticulado>::= ∨ | ∧
<operador morfológico>::= ε | δ | εa | δa

<letra>::= a | b | c | d
<d́ıgito>::= 0 | 1 | 2 | 3 | 4 | 5 | 6 | 7 | 8 | 9

Tabela A.1: Gramática da linguagem morfológica [BB94].

matemáticas, é posśıvel gerar códigos LaTeX, HTML, C, MATLAB , entre

outros, como serão visto a seguir. Este editor seria uma proposta de con-

tinuação deste trabalho e não será discutido neste texto.

A.3.2 Linguagem morfológica

Existe na literatura uma linguagem formal para os operadores elementares

de morfologia matemática [BB92, BB94], chamada linguagem morfológica.

Veja na Tabela A.1 a gramática da linguagem morfológica. Esta linguagem

tem como caracteŕıstica representar a dilatação, a erosão, a anti-dilatação e

a anti-erosão por funções estruturantes. Porém, a linguagem intermediária

definida neste documento, além de possuir esta caracteŕıstica, possui um

vocabulário voltado para as diversas possibilidades de implementações destes

operadores elementares.

A.4 Elementos da linguagem intermediária

A notação Z pode ser armazenada numa linguagem intermediária

chamada linguagem intercâmbio (interchange language) [Har96] usando ele-
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mentos (tags) para armazenar as informações de forma semelhante à lin-

guagem XML. Analogamente, a linguagem XML é utilizada para armazenar

a linguagem intermediária definida neste apêndice através de poucos elemen-

tos, como serão apresentados nesta seção.

Antes de definir os elementos da linguagem intermediária, será apresen-

tado um breve resumo de onde estes elementos foram inclúıdos na estrutura

do Adesso. Para mais detalhes deste ambiente consulte [Mac02]. Seja o

elemento chamado AdFunctions, com os filhos definidos pelo elemento Ad-

Function. Veja Figura A.3 1.

Figura A.3: Elemento AdFunctions.

O elemento AdFunction define as transformações implementadas,

Figura A.4, e tem como filhos: Platforms – define as plataformas onde serão

gerados os códigos; Short – descreve uma descrição da função; Symbol – as-

socia um śımbolo matemático; Returns – define os argumentos de retorno,

veja Figura A.5; Args – define os argumentos de entrada através dos fi-

lhos definidos pelo elemento Arg contendo os atributos name e type, veja

Figura A.6; e Source – descreve o código da função, veja Figura A.7.

A linguagem intermediária, onde são implementados os operadores mor-

fológicos, é definida dentro do elemento Code, filho de Source, com atributo

lang recebendo “mmil”, veja Figuras A.7 e A.8.

A linguagem intermediária é definida através de nove elementos: Var para

variáveis, Index para acessar ı́ndices de vetor, Set para atribuições, Oper para

transformações em geral, Loop para controles de repetição, If para operação

condicional, Call para acessar outras funções já implementadas na linguagem

intermediária, Expand e Extract para transformações que usam vizinhança.

1As Figuras A.3 até A.14 foram geradas pelo software XMLSpy .



A.4. ELEMENTOS DA LINGUAGEM INTERMEDIÁRIA 119

Figura A.4: Elemento AdFunction.

Figura A.5: Elemento Returns.

Figura A.6: Elemento Args.

Figura A.7: Elemento Source.
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Figura A.8: Elemento Code.

Será descrito abaixo cada um destes elementos.

A.4.1 Var

Var é usado para acessar variável. Os seguintes casos podem ocorrer: o

conteúdo é um valor escalar, uma matriz, ou um elemento de uma matriz

(para o caso 2D). Neste último caso, um elemento de uma matriz é acessado

pelo uso recursivo do elemento Var e pelo elemento Index. Veja Figura A.9.

Figura A.9: Elemento Var.
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A.4.2 Index

Index é usado para acessar os elementos de uma matriz e é usado junto

com o elemento Var. Veja Figura A.10.

Figura A.10: Elemento Index.

A.4.3 Set

Set é usado para especificar atribuições, onde existem duas partes, left e

right. O conteúdo da parte right é associado a parte left. Associado à left

existe o elemento Var e associado a right pode existir um dos filhos mostrados

na Figura A.11.

Figura A.11: Elemento Set.
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A.4.4 Oper

Oper especifica uma transformação, que é dividida em três padrões: pon-

tual, global e geométrico. O padrão pontual tem as operações: adição (+),

subtração (−), diferença ( 6=), igualdade (==), união (∨), intersecção (∧),

negação (∼), etc. O padrão global tem as operações máximo (
∨

), mı́nimo

(
∧

), etc. O padrão geométrico tem as transformações translação (Bx é

a translação do conjunto B pelo vetor x), find, fronteira (∂), etc. Veja

Figura A.12. Estas opções são definidas através dos seguintes elementos:

name especifica a operação;

i especifica um ı́ndice quando a operação é uma translação.

Figura A.12: Elemento Oper.

A.4.5 Loop

Loop este elemento faz referência a repetições For ou While, denotado

por ∀. O laço é associado a um ı́ndice e a uma especificação de um domı́nio
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através de atributos. O laço While requer uma expressão lógica. Veja

Figura A.13. Para este elemento serão definidos os seguintes atributos:

name especifica o tipo de laço;

i especifica o ı́ndice para o laço;

D especifica o domı́nio de i;

Dse especifica o domı́nio da função estruturante;

oper especifica uma operação associada ao laço;

it especifica o ı́ndice se existir uma translação dentro de Loop;

Ds especifica o conjunto de armazenamento usado nos operadores por

propagação;

s especifica o ı́ndice que vai percorrer o conjunto definido em Ds ;

out especifica uma sáıda;

A.4.6 If

If é um comando condicional. Se a expressão lógica é True, o bloco

associado ao elemento If é executado. Veja Figura A.14.

A.4.7 Call

Call é usado para referenciar uma operação implementada pela mmil .

Serão definidos os seguintes elementos:

name especifica o nome da operação;

i1 especifica a primeira entrada;

i2 especifica a segunda entrada;

o1 especifica a sáıda.
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Figura A.13: Elemento Loop.

Figura A.14: Elemento If.
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A.4.8 Expand

Expand expande uma imagem pela vizinhança passada como parâmetro.

É passado também o valor a ser atribúıdo na borda expandida. Por exemplo,

se for usado vizinhança 3× 3, a imagem será expandida de uma linha e uma

coluna ao redor da imagem. Para este elemento serão definidos os seguintes

atributos:

Out especifica a sáıda expandida da imagem definida no atributo In;

Out1 especifica outra imagem com dimensões equivalentes à definida em

Out, porém com valores definidos por Value;

In especifica a entrada;

SE especifica a vizinhança que define quanto vai expandir;

Value especifica o valor a ser atribúıdo à região expandida.

A.4.9 Extract

Extract extrai uma imagem pela vizinhança passada como parâmetro.

Utilizado pelos operadores morfológicos que usam funções estruturantes.

Para este elemento serão definidos os seguintes atributos:

Out especifica a sáıda;

In especifica a entrada;

SE especifica a vizinhança que define quanto vai diminuir a entrada.

A.5 Exemplo de uso dos elementos Var e In-

dex

Nesta seção serão apresentados alguns exemplos ilustrativos da pro-

gramação usando os elementos definidos anteriormente. Inicialmente, serão



126 APÊNDICE A. AMBIENTE MMIL

mostrados exemplos simples com os elementos Var e Index. Em seguida,

serão apresentados dois exemplos da operação de adição, mostrando o código

XML, a expressão matemática e o código MATLAB . Finalmente, serão des-

critas três versões da erosão, dependendo da forma em que o laço é feito.

Exemplo A.1 Este é um simples exemplo do uso do elemento Var.

<Var>0</Var>

O retorno deste elemento é o valor zero. �

Exemplo A.2 O valor de sáıda do elemento Var é a variável f que

pode ser um valor escalar ou uma matriz, dependendo da forma em que foi

definida.

<Var>f</Var>

�

Exemplo A.3 Este exemplo usa os elementos Var e Index, devolvendo o

conteúdo de um elemento de variável hist, definida por um elemento de f .

Este exemplo pode ser reescrito simplesmente por hist(f(x)).

<Var>

hist

<Index>

<Var>f<Index>x</Index></Var>

</Index>

</Var>

�
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A.6 Exemplos de adição em imagens

Nesta seção serão apresentados dois exemplos da operação de adição entre

duas imagens com o mesmo domı́nio.

Exemplo A.4 O exemplo abaixo faz a imagem g receber a adição da

imagem f1 e f2. Estas três variáveis possuem o mesmo tamanho E.

...

<Set>

<Var>g</Var>

<Oper name="Add">

<Var>f1</Var>

<Var>f2</Var>

</Oper>

</Set>

Este código em XML pode ser apresentado através da seguinte expressão:

g = f1 + f2,

ou ainda pelo seguinte código em MATLAB:

g = f1 + f2;

�

Exemplo A.5 Neste outro exemplo será mostrada uma outra versão para

a adição de duas imagens. As três variáveis f1, f2 e g possuem o mesmo

tamanho E. Agora a varredura é expĺıcita para o domı́nio E:

...

<Loop name="for" i="x" D="f1">

<Set>

<Var>g<Index>x</Index></Var>
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<Oper name="Add">

<Var>f1<Index>x</Index></Var>

<Var>f2<Index>x</Index></Var>

</Oper>

</Set>

</Loop>

Este código pode ser visto como a seguinte expressão (apresentada também

no Algoritmo 2):

∀x ∈ E

g(x) = f1(x) + f2(x);

ou ainda, pelo seguinte código em MATLAB:

for x=D(f1)

g(x) = f1(x) + f2(x);

end

onde ∀x ∈ E ou x = D(f1) são todos os pixels da imagem f1. �

Elemento Call

Exemplo A.6

<Call name="ero" i1="f" i2="b" o1="g"/>

Este exemplo é equivalente a g = εb(f), isto é, g recebe a erosão da

imagem f pela função estruturante b. �



A.7. DIFERENTES FORMAS DE IMPLEMENTAR A EROSÃO 129

A.7 Diferentes formas de implementar a

erosão

Serão apresentadas três diferentes formas de implementar a erosão usando

a linguagem intermediária através de três expressões matemáticas diferentes,

porém equivalentes. A parte central deste exemplo é mostrar a flexibilidade

do ambiente desenvolvido, particularmente do elemento Loop.

Nos exemplos a seguir não serão mostrados os códigos XML e MATLAB ,

pois não são códigos para leitores humanos, mas para as máquinas inter-

pretarem. Serão mostradas apenas as expressões matemáticas equivalentes,

que podem ser geradas automaticamente.

Exemplo A.7 Seja Z o conjunto dos inteiros, E ⊂ Z
2 o domı́nio da

imagem e K = [0, k] ⊂ Z um intervalo de números inteiros representando os

posśıveis ńıveis de cinza da imagem. O operador invariante por translação

em ńıveis de cinza, εb : KE → KE (KE, lê-se conjuntos de funções de E em

K), é definido como [Hei91]:

εb(f)(x) = min{f(y)−̇b(y − x) : y ∈ Bx ∩ E},

onde f ∈ KE, x ∈ E, B ⊆ E ⊕ E e B é chamado elemento estruturante),

Bx = {y+ x, y ∈ B} (translação de B por x) e b é uma função estruturante

definida em B com b : B → Z.

A equação acima, quando implementada na mmil, sem o tratamento de

borda, tem a representação apresentada no Algoritmo 20 (veja Figura 2.4).

A expressão ∀x ∈ E é especificada pelo elemento Loop com o atributo for:

<Loop name="for" i="x" D="f">

O atributo i especifica um elemento do domı́nio de f , isto é, um elemento

de E. A expressão
∧

∀y∈Bx∩E
{...} é também especificada pelo elemento Loop,

com um atributo adicional oper recebendo Min representando a operação de

redução
∧

, que é a operação de mı́nimo:
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Algoritmo 20 Primeiro algoritmo da erosão paralela

ε1 : KE × Z
B −→ KE

ε1(f, b) = g

∀x ∈ E

g(x) =
∧

∀y∈Bx
{f(y) −̇ b(y − x)};

<Loop name="for" i="y" Dse="b" oper="Min">

O atributo Dse acima indica que o laço irá varrer o domı́nio da função estru-

turante b. O parâmetro b(y− x) é obtido pelos elementos Var, Index e Oper.

Neste último caso, dois atributos são passados, um indicando a operação de

translação e o outro indicando o ı́ndice de translação:

<Oper name="Transl" i="x">

<Var>b<Index>y</Index></Var>

</Oper>

�

Exemplo A.8

Neste outro exemplo, apresentado no Algoritmo 21, será obtido a erosão

da imagem f pela função estruturante b, fazendo a intersecção da translação

de f por y, subtraindo de b em y (veja Figura 2.5).

Algoritmo 21 Segundo algoritmo da erosão paralela

ε2 : KE × Z
B −→ KE

ε2(f, b) = g

∀x ∈ E

g =
⋂

∀y∈Bx
{fy−̇b(y)};

A principal diferença deste exemplo e do exemplo anterior, com relação

ao código gerado, é com o parâmetro fy, que tem como retorno uma imagem
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transladada por y. Este tratamento diferenciado da operação de translação

ocorre através do contexto onde o parâmetro f aparece no código XML.

�

Exemplo A.9

Neste último exemplo, apresentado no Algoritmo 22, será obtido a erosão

de cada pixel x da imagem g fazendo a redução, através da operação de

mı́nimo de todas as sub-imagens de f subtráıdas de b (veja também Figura

2.6).

Algoritmo 22 Terceiro algoritmo da erosão paralela

ε3 : KE × Z
B −→ KE

ε3(f, b) = g

∀x ∈ E

g =
∧{f(x)

y, ∀y∈B
−̇b};

Note que neste exemplo f(x)y, ∀y∈B retorna uma sub-imagem de f com

centro no pixel x tendo o mesmo domı́nio de b.

�

A.8 Conclusões e trabalhos futuros

Foi apresentado neste apêndice mmil , mathematical morphology indepen-

dent language, um ambiente que escreve transformações morfológicas em

XML e, ao ser compilado, gera de forma automática código em diversas lin-

guagens de programação e também documentos. Além disso, foi visto que ao

gerar documentos em LaTeX , é posśıvel não mais trabalhar com linguagens

de programação para descrever uma transformação morfológica, mas com

expressões matemáticas, e a compilação destas expressões (armazenadas em

XML) são códigos executáveis.
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Trabalhos futuros

Para concluir este ambiente está faltando validar os códigos gerados para

a linguagem de programação C, corrigir eventuais erros de geração de código,

melhorar e completar a documentação do ambiente e a documentação gerada

e finalmente testar a eficiência dos códigos gerados de forma automática. Por

exemplo, é desejável saber quais das três operações de erosão implementadas

na Seção A.7 é a mais eficiente na linguagem C ou MATLAB , rodando em

um PC com Windows 98 ou LINUX . Falta também fazer a otimização do

código gerado.

Como resultado adicional deste ambiente, fazendo poucas modificações, é

posśıvel construir uma estrutura em XML contendo todas as informações

necessárias de um artigo, a compilação é gerada num formato qualquer

(como pdf ) pronta para a submissão, e é posśıvel também testar o pseudo-

código (representados por expressões matemáticas) gerando códigos para a

linguagem de programação desejada. Assim será eliminado o trabalho de

implementar um pseudo-código contido em um artigo.
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