Capitulo 4

Ensemble Canodnico

4.1 Sistema em contato com um reservatorio térmico

O ensemble microcanénico descreve sistemas isolados, i.e. sistemas com N, V fixos, e com energia
total E fixa ou limitada dentro de um pequeno intervalo de energia arredor de E.

Vamos procurar um ensemble que seja apropriado para descrever sistemas nao-isolados, que
estejam em contato com um reservatorio térmico a temperatura T (ver Fig. 4.1). O sistema esta
caracterizado pelas grandezas Fs, Vi e N, e o reservatério por E,., V. e N,., onde:

Vs, Ng, Vi, N sao fixos, (4.1)
E, + E, = E;ytq) = constante, (4.2)

e a temperatura T é a mesma no reservatorio e no sistema. O reservatério é por defini¢do muito

maior que o sistema, i.e.:
E; < E,. (4.3)

Em principio, a energia do sistema e a do reservatério podem ter flutuacdes ao longo do tempo, mas,
se em um instante dado o sistema estd com energia F,, o reservatério deve estar necessariamente
com uma energia Fyioq — Fs, onde Ejuq é constante. Portanto, a probabilidade de encontrar o
sistema com energia F é igual & probabilidade de encontrar o reservatério com energia Eiorq; — Es.
Essas probabilidades sao proporcionais ao niimero de microestados accessiveis no espaco das fases,
logo:

ws(Fs) < wr(FErotal — Es). (4.4)
Consideremos a entropia do reservatorio,
Sr(Etotal - Es) =kln uJv"(E‘total - Es)- (45)

Como Es < Eyotal, podemos expandir Sy (Eyotq; — Es) em série de Taylor arredor de E = Eyppq:
klnws(Es) X kIn wr(Etotal - Es) = Sr(Etotal - Es) =

Bq.(4.4)
058,
Taylor r( total) OF BBy~ s T ( s)
1
~ knw,(Eiotar) — TES (4.6)
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Reservatorio
Er Vr Nr

Fronteira diatérmica

Sistema
Es Vs Ng

Fronteira totalmente restritiva

Figura 4.1: Sistema em contato com um reservatorio térmico.

Exponenciando a relacio anterior temos ws(Es) o wy(Eiorar)e” P/ 1) mas como wy(Fjopar) € cons-

tante, podemos escrever:
ws(By) oc e PEs, (4.7)

A probabilidade P; de encontrar o sistema com energia Fy é proporcional ao nimero de estados

ws(Fs) no espago das fases:
Py oc e PEs, (4.8)

Para escrever uma igualdade, devemos introduzir um fator de normalizacao tal que 0 < P; < 1 e
E{Es} PS =1. ASSim,

P= et (19
== 4.9
s Z{Es} e—BEs
O denominador desta expressao recebe o nome de funcdao de particio candénica Qy:
Qn(V,T)= Y e PP (4.10)
{Es}

A dependéncia de Qn(V,T) com T ¢é evidente. A dependéncia com V' e N esta implicita na energia
E.

Onservagao: Na Eq. (4.6) foi utilizada a definigdo de entropia de Boltzmann Sp = klnw e nao
a de Gibbs Sg = kInY (ver capitulo anterior). Isto significa que a temperatura que aparece nas
expressoes anteriores, é a temperatura de Boltzmann definida como:

8Sp\ !
T N)=|—= 4.11
e nao a temperatura de Gibbs, definida como
9Sa\
T N)=|——= . 4.12
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Na Secao 3.3.3 mostramos que ambas temperaturas se relacionam da seguinte maneira:

Ta

s =1"%jc

(4.13)

onde C' é a capacidade calorifica associada & entropia de Gibbs:

C= (%%) - . (4.14)

Como mostrado no capitulo anterior, a temperatura fisicamente aceitével é a temperatura de Gibbs.
Porém, as diferencas entre Tz e T sao despreziveis na imensa maioria dos casos e por isso omitimos
o subindice na temperatura. No entanto, devemos sempre lembrar que as diferencas entre ambas
temperaturas sao relevantes quando |C| é proximo ou menor que a constante de Boltzmann k. Em
particular, T pode ficar negativa se 0 < C' < k.

4.2 Funcao densidade no ensemble can6nico

A densidade de pontos representativos no ponto (g,p) do espago das fases é proporcional a proba-
bilidade de encontrar o sistema na vizinhanca desse ponto:

p(g,p) oc e~ PH(@D) (4.15)

A dependéncia com (q,p) aparece somente através de H(q,p), e portanto, o ensemble canoénico
¢ estacionério (veja o capitulo anterior). A constante de proporcionalidade em p o e M ngo é
importante pois estamos interessados apenas na média no ensemble da grandeza fisica f(q,p) :

(f) = v [ F(@.p)pa.p)dNqdNp gy [ f(g p)e” 1P dNqdNp w1
v [ (g, p)dNgd3Np v [e PHanaNg Ny :

O denominador da expressao anterior ¢ a fungao de partigao introduzida na Eq. (4.10) no caso em
que as energias possiveis do sistema formam um continuo:

1
Qv T) = 13y / e PH@P) @3N ¢ @3N, (4.17)

Para sistemas formados por particulas indistinguiveis, devemos introduzir o fator de correcéo de

Gibbs:

1 _
Qv T) = v /e BHap) 3N ¢ @3N, (4.18)

4.3 Conexao com a termodinamica

4.3.1 Relagao fundamental

A termodindmica de um sistema no ensemble candnico é obtida a partir de

F(T,V,N) = —kTnQn(T, V) (4.19)
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onde 8 =1/(kT).

Para justificar esta relagdo vamos mostrar que, apos a identificagao U = (H), ela leva a relagao
F =U —TS. Para isso, comegamos escrevendo a Eq. (4.19) na forma Qn = exp(—(F) e usamos
a expressao para @y dada na Eq. (4.17):

1
e =Qn(TV) = 15y [ e HPdNqd M, (4.20)

1
= 1= th/eﬁ(F—”)d?’Nq d*Np. (4.21)

Derivando a equagao anterior em relagdo a [ temos:

1 _ oF
0 = v [ <} SR ag)dqudSNp—
et _ oF
— Ry e 5H<F_/H_Ta )dSqung_

1 _ oF
— W\]/e BH (F_H_Tw>d3qu3Np:

= <F>—(H)—<TZ—§>:F—<H)—T6—F:F—U+TS, (4.22)

oT

como queriamos demonstrar.

4.3.2 Energia interna

Podemos também obter uma relagao tutil para a energia interna:

U = ()= 1 /He—BHd:qu 4N p = 1 / — e ¥ 4N g dNp =
QN3N QN3N B
1 0 1 sy 1 QN 0lnQn
S DA R BH 3N _ 33N - — . 4.9
On [ o5 <h3N [ aa p)} Qn 08 95 (4.23)
Temos entao: 91

4.3.3 Entropia

Vamos calcular (In Ps) lembrando que, pela Eq. (4.9), a probabilidade Ps de encontrar o sistema
com energia Ey é P; = e_ﬁES/QN :

(In P,) = (n(ePE*JQn)) = (~BE,) —nQy = —BU + BF = B(U — TS — U) = —S/k. (4.25)
Temos entao,

S = —k(lnP,) (4.26)
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Lembrando que a média de uma grandeza qualquer fs é definida como (fs) = > Psfs, temos
(In Ps) =" PsIn Ps, temos:

S=-kY P.InP, (4.27)

que é conhecida como entropia de Von Neumann.

Quando T = 0, o sistema estd normalmente no estado fundamental. Se esse estado for tnico,
temos Ps; = 1 e consequentemente S = —kIn1 = 0; i.e. verifica-se a terceira lei da Termodinamica.
Quando o niimero de estados accessiveis ao sistema aumenta, temos varios Ps; nao nulos e a entropia
aumenta. Quando o niimero de estados accessiveis fica arbitrariamente grande, temos P, — 0 e
S — oo.

4.4 Sistemas de particulas nao interagentes

4.4.1 Teorema

Consideremos um sistema de N particulas nao-interagentes, onde o hamiltoniano de uma particula
é h(q,p). A fungao de partigao do sistema de N particulas pode ser escrita como

QOn(V.T) = [Q1(V, T)]N para particulas distinguiveis (4.28)
NS % @ (V,T )]N para particulas indistinguiveis '
onde Q1(V,T) é a fungao de partigdo de uma particula, definida por
1
QT =43 / e M) 3¢ d3p. (4.29)
Demonstragao: O Hamiltoniano do sistema é da forma:
N
H(gq,p) = Z hi(qi, i) (4.30)
i=1

onde o Hamiltoniano h;(g;, p;) da i—ésima particula depende apenas da coordenada ¢; e do momento
p; dessa particula. Como as particulas sdo idénticas entre si, todos os h;(g;, p;) sdo iguais entre si,
i.e. todos tem a mesma forma h(q,p). A funcao de partigao do sistema pode ser escrita da seguinte

45



maneira:

N
Qv T) = h;N/'”/eXp <_5Zhi(%?i)> d*Nqd*Np =
i=1

N
1 —Bh (e

= h.?)]\f// (He th(q“pz)> dBqung:

i=1

1 N

_ hsN//H (efﬂhi(qi,m)d:%qi d3p¢) _

i=1

N

— H (hz)’/e—ﬂhi(qz',m)cﬁqi d3pi> —

=1

1 N
_ (113 / e—ﬁh(q,p)dSqd3p> _

= [ (v, )N Q.E.D.

4.4.2 Exemplo: Gas ideal sem graus de liberdade internos

Consideremos um sistema formado por IV particulas livres idénticas, sem graus de liberdade internos
(e.g. moléculas monoatoémicas), confinadas em um volume V', em equilibrio a uma temperatura 7.

O Hamiltoniano do sistema é: N
2
pA
H(g,p) = —£
(¢,p) 2 om

(4.31)

mas, de acordo com o teorema apresentado acima, é suficiente considerarmos apenas o hamiltoniano

de uma particula:
2

h(q,p) = 2p—m (4.32)

A funcao de particdo de uma particula é:

2 00 2 3
@) = o [ [ew (—ﬂ;n) di”p:hvg[ [ ew <_27§kT) dp] ()

Na expressao anterior temos uma integral gaussiana cuja solucao é dada por

/OO e A 4y = :/f%, (4.34)

sendo A uma constante. Logo,
\% Vv
Q(V,T) = ﬁ[\/?r\/kaT]‘g =%
onde introduzimos o comprimento de onda térmico A = h/v27mkT definido no capitulo anterior.
A funcéao de partigdo de N particulas é:

(4.35)

1 N
anvr) = v = 5[] (4.30)
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A energia livre de Helmholtz é:

F(V,T) = -kTlnQn(V,T) = —kT'In <1 [;/3

N 174
= } ):—Nlen {AS] +kTInN!.  (4.37)

Usando a formula de Stirling, In N! &~ NIn N — N, obtemos:

F(V,T) = —NkT'n {V] + NkTInN — NkT = —NkT <ln [ v ] + 1) . (4.38)

A3 N3

A partir de F(V,T') obtemos as grandezas termodinamicas P, S, u e U:

oF NET
p__9F  _ 4.39
8V T,N V ’ ( )
OF |4 )
oF N3
= =kTIn | — 441
U=F+TS=3NkT. (4.42)

4.4.3 Sistema de osciladores harmoénicos

Consideremos um sistema de N osciladores harménicos unidimensionais independentes e distingui-
veis.
Analise classica: O Hamiltoniano de uma particula é:

1 2 2 p2
h(g,p) = gmw’a” + 5, (4.43)

e fungao de particdo de uma particula é:

1 “+o00 —+o00 1 2 1 2 2
Q(V.T) = / / dqdp exp (—5 [mwzq2 + pD Y LN UL
o oo 2 h
1

2m Bmw? B
= Bhi (4.44)
A funcao de partigdo do sistema de N osciladores é:
Qv(V.T) = [Qu(V, )V = (Bhw)™" (4.45)
A energia livre de Helmholtz é dada por
F=—kTlnQn(V,T) = —kTIn(Bhw) ™Y = —NET In(fhw), (4.46)
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portanto, temos
OF

oF
P = — 5 = 0, (4.48)
s = —(% — Nk [In(Bhw) + 1], (4.49)
U = F+TS=NEKT, (4.50)
ou 0
_0H| oU-PV) B 6£ B i B
Cp = Gr|,T T ar |, T |, o7 (NFT) = Nk. (4:52)

Nas relagbes acima vemos que se verifica o teorema de equiparticao, ja que a energia média por osci-
lador resulta 2 x %kT correspondentes aos dois termos quadraticos independentes do Hamiltoniano
de uma particula.

Anailise quantica: Os autovalores de energia de um oscilador harménico unidimensional sao
dados por E,, = (n + %)ﬁw onden=0,1,2,..... Logo, a funcao de particao de uma particula é:

9] 9] 00
n
V.T) = ~BEn _ —Bnt3)he _ o—phw/2 ( ,ﬁm) _
Ql( ’ ) Ze Ze ¢ Z € série geométrica
n=0 n=0 n=0
—Bhw/2
€
1— e Bhw

= [2sinh(38hw)] (4.53)

onde usamos que a soma da série geométrica é > ¢" = (1 — ¢)~! para 0 < ¢ < 1, e introduzimos
sinhx = %(ew — e 7). A fungao de partigao do sistema de N osciladores é:

Qv(V.T) = [Q(V,T)]N = [2sinh(}phw)] " . (4.54)
A energia livre de Helmholtz é dada por
F=—kTQn(V,T) = NkT In [2sinh(}Bhw)] = N [%hw + kTIn(1 — e Py | (4.55)
portanto, temos
oF .1
p = —— =kTIn[2sinh(58hw)], (4.56)
ON
oF
P = ——=0 4.57
ov ’ ( )
S = —%:Nk [3Bhw coth(3 Bhw) — In (2sinh(3 Bhw))]
Bhw _
U = F+TS = 3Bhwcoth(3phw) =N | 38w e 4.59
= + = 5Bhw coth(5Bhw) = 308 +W, (4.59)
o = Y _ NE(Bhw)?cosech? (L Bhw) = Nk(ﬁfm)?ﬂ (4.60)
Vo= ar|, T NG 2Ph) = (Pl — 12" |
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No caso quéntico, Cy depende da temperatura e é sempre menor que o valor classico Nk. No limite
classico (T — oo) temos fhw — 0 e portanto Cyy — Nk. No limite 7' — 0 temos Cy — 0. Em
geral, todas as férmulas acima tendem aos valores classicos quando kT < hw.

4.5 Flutuacgoes de energia no ensemble canénico

O ensemble candnico descreve situagoes nas quais a energia do sistema nao é fixa, i.e. Es pode ter
flutuagoes compativeis com a condi¢do Fiy = E, + Es = constante. Para determinar quanto se
afasta o sistema da energia media U = (H) calcularemos o desvio quadrético,

(H—(H)?) = (H*=2H(H) + (H)?) = (H?) = 2(H)(H) + (H)* = (H?) — (H)* =

2
_ ! / W%Qe—m_[ 1 / dBqui”NpHe—m} _

@ 13N QiN h3N
1 43N g d3Np 92e—FH 1 43N g d3Np de—PH 2
h QN/ WN- 0B _{QN/ WN- 0B ] B
_ 182/W65H_ 10 [dNgdNp ]
Qn 052 h3N Qn 0p h3N
_ 1oy 1 {a@zvr_a(la@w) _5<8IDQN> _
Qv 982 Q% | 98 B \Qn 98 B B Eq.(?7)
oU 50U 9
= —_—— = e == . 4 1
55 = FT'57 . kT2Cy (4.61)

Na expressao anterior, todas as derivadas em relagao a 3 sao realizadas mantendo V' e N constantes;
portanto Cy é a capacidade calorifica a volume constante do sistema.
O desvio relativo é:

VH2) — (H)2  JET2Cy  \/kT2Ncy 1
(H) ~ U T Nu SUN

onde cy é o calor especifico por particula a volume constante e u é a energia interna por particula.
No limite termodindmico, N — o0, o desvio relativo se anula, desde que cy seja finito. Isto
significa que, embora o sistema possa adotar muitos valores diferentes de energia (compativeis com
E,. + Es = constante e Es < E,.), ele praticamente nao se afasta da energia média (#). Contudo,
se o calor especifico for divergente (e.g. como nas transigoes de fase de segunda ordem) grandes
flutuagoes podem acontecer no sistema.

O resultado anterior pode ser entendido da maneira seguinte. No ensemble canénico, os sistemas
estao distribuidos no espago das fases de acordo com p x exp(—fH), i.e. a densidade de estados
decai exponencialmente & medida que nos afastamos da origem do espago das fases. Porém, ao
nos afastarmos da origem, as superficies com energia constante possuem uma area cada vez maior.
Em consequéncia, o niimero de pontos sobre superficies com energia constante aumenta primeiro e
decresce depois quando nos afastamos da origem. O maximo, que sempre esté localizado na energia
média, tende a ser extremamente estreito quando N — oo.

(4.62)
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4.6 Gas ideal com graus de liberdade internos
4.7 Paramagnetismo

4.8 Sistema de dois niveis: temperaturas absolutas negativas?
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