Capitulo 5

Ensemble macrocanonico

5.1 Sistema em contato com um reservatorio térmico e de particulas

Vamos procurar um ensemble que seja apropriado para descrever sistemas nao-isolados, que estejam
em contato com um reservatoério térmico e de particulas, caracterizado por uma temperatura 1" e
um potencial quimico u (ver Fig. 4.1).

O sistema esté caracterizado pelas grandezas Es, V; e Ny e o reservatorio por E,., V. e N, onde:

Vs, Vi sao fixos, (5.1)
E, + E,. = E;,, = constante,
Ny + N, = Niptal = constante. (5.3)

O sistema esté em equilibrio, logo, a temperatura é a mesma no reservatorio e no sistema 1, = Ty =
T. O mesmo acontece com o potencial quimico, i.e. p, = pus = pu. O reservatorio é por defini¢ao
muito maior que o sistema, i.e.:

E; < E,,Ns < N,. (5.4)

Em principio, tanto a energia quanto o ntimero de particulas do sistema podem ter flutuagoes ao
longo do tempo. Mas, se em um instante dado o sistema esté com energia Es e nimero de particulas
Ny, o reservatorio deve estar necessariamente com uma energia Eytq; — Es € um nimero de particulas
Niotal — Ns, onde Eiopqr € Nyota) S840 constantes.

A probabilidade de encontrar o sistema no estado caracterizado por Es e Ny é igual a proba-
bilidade de encontrar o reservatério no estado caracterizado por Fiptai — Fs € Niotai — Ns. Essas
probabilidades sao proporcionais ao niimero de microestados em hipercascas com energias E; (sis-
tema) e Fyotq — Fs (reservatorio); logo,

wS(Esv Ns) 0.8 Wr(Etotal — Es, Niotal — Ns)~ (5'5)
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Figura 5.1: Sistema em contato com um reservatorio térmico e de particulas.

Temos entao,

klnw(ESa Ns) X klnwr(Etotal - E57Ntotal - Ns) = ST(Etotal - Es; Ntotal - Ns) ~

Eq.(5.5)
oS, oSy
~  S.(Eorals Niotal) — = ) o= N+
Taylor 'r( total total) OF S s ON N Np N, s T
1
X klnwr(Etotala Ntotal) - TES =+ %Ns' (56)

Note-se que a entropia utilizada na expressao anterior segue a definicao de Boltzmann S = k1lnw.
Portanto, a temperatura e o potencial quimico também sao os correspondentes a essa definicao,
como ja explicado no capitulo sobre o ensemble microcanénico. Como na imensa maioria dos casos
as grandezas de Boltzmann e de Gibbs coincidem, néo utilizaremos o indice B, para simplificar a
notacao.

Na Eq. (5.6), wr(Etotals Ntotal) € constante e podemos escrever:

E N,
kInw(Es, Ng) o< constante — — + P, (5.7)
T T
Exponenciando a relagao anterior temos:
ws(Eg, Ny) ox e PEsFBuNs (5.8)

A probabilidade P; de encontrar o sistema com energia F; e nimero de particulas Ny é proporcional
ao numero de estados ws(FEs, Ng) accessiveis ao sistema no espago das fases:

P, o e PEsFBuNs (5.9)

Para escrever uma igualdade, devemos introduzir um fator de normalizagdo tal que 0 < P < 1 e

2 o(g, N,y Ps = 1. Assim,
e_,BEs"FBHNs

P, =
Yo, N,y € PPN

(5.10)
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O denominador desta expressao recebe o nome de fungao de particao macrocanénica =Z(T,V, p):

BE(T,Vip)= Y e PEHomN:, (5.11)
{Es,Ns}

Para simplificar a notacao, omitiremos a partir de agora o subindice s na energia e no namero de
)
particulas. Introduzindo a fugacidade definida por

z=ePH, (5.12)

a fungao de particdo macrocandnica pode ser reescrita da seguinte forma

E(T,V,2) = Z e PEHAUN — ZzNefﬁE = ZZNZefﬁE(N) = ZzNQN(V, T). (5.13)
E,N N E N

E,N

5.2 Conexao com a termodinamica
A termodindmica de um sistema no ensemble macrocanénico é obtida a partir de
Q=—kTInE (5.14)

onde () é o grande potencial termodinamico definido por Q@ = U — T'S — uN. Outras relagoes tuteis
para estabelecer o vinculo com a termodindmica sao as seguintes:

UT,V,2) = (B)= o S BN P8 = 150 N0t
(T.V,2) & P ap
10 n _gp_ 105 OlE
= Lo ver 105 OBS (5.15)
208 &= 208 ap
NTV,2) = (V) = =t S NN =0 (5.16)
T E(T,V,2) £ 0z ‘ '
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5.3 Flutuacoes no ensemble macrocandénico

5.3.1 Flutuagoes de energia:

Usando um raciocinio similar ao utilizado no contexto do ensemble canénico, é facil mostrar que o
desvio quadratico das flutuacoes de energia e dado por

<E2>—<E)2 = éZEQzNe_BE— é ENe BE| =
~ EN | T EN i
- 12
1 ZN826_BE 1 ZNae_BE
- = 2 = -
“EN 08 | T EN o |
2
1 02 N 10
_ 10 —pe_ |1 O N -BE| _
5‘952]5]\,26 EaﬁENze
_ 12 1 702) 0 (102 _ 0 (9lE) _
292 =2 |0p 0B \2 08 o8 \ 98

Assim como foi demonstrado para o ensemble canénico, obtemos agora que o desvio relativo é:

V(E?) —(E)2  \/kT2Cy  \/ET?Ncy 1
= = XX y
(E) U Nu VN
onde cy é o calor especifico por particula a volume constante e u é a energia interna por particula.

No limite termodindmico, N — 0o, o desvio relativo se anula, desde que ¢y seja finito. Isto significa
que, embora o sistema possa adotar muitos valores diferentes de energia, ele praticamente nao se

(5.18)

afasta da energia média.

5.3.2 Flutuagoes no nimero de particulas:

Analisemos agora as flutuacoes no ntmero de particulas. Temos:

2

1 1 o0 0
2y 2 _ L 2 N —BE _ | L N,—BE| _ 9 _ 0O 4 o
(N?) —(N)? = EZNZ e EZNZ e =252 (In%) (5.19)
E,N E,N
Usando a seguinte relacao
0 ou 0 0
Vi e 5.20
9~ %oz ou ou’ (5:20)
temos,
(N?) — (N)? = k*T? o (InE) k:TV—aZP (5.21)
— = — (InZ=) = .
op? op?’
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onde foi utilizada a relaggo PV = kT InZ=. Definindo a densidade de nimero de particulas n e o
volume especifico v por meio de

v= % = %, (5.22)
podemos escrever
(n?) — (n)? = <N2>V_2<N>2 = lgi]; (5.23)
A derivada OP/0p pode ser reescrita como:
oP _0POv _ 0P <aﬂ)_1 _1 (5.24)
o Ovdu  Ov \Ov v

onde foi usada a relagao de Gibbs-Duhem dy = vdP — sd1' para T constante; i.e. du = vdP
= Ou/0v = vdP/Ov. Derivando novamente em relagao a p temos:

2
g:: _ ;gz _ ’Z% (5.25)
onde introduzimos a compressibilidade isotérmica
o _ig]“g . (5.26)
Assim, a flutuacao relativa no ntimero de particulas é:
W= _ WO _ il o
(N) (n) 4

No limite termodin&mico, V' — 00, o desvio relativo se anula, desde que k7 seja finito. Em principio,
o numero de particulas do sistema pode variar devido & parede permeéavel que o limita. Porém, como
mostra a Eq. (5.27), o nimero de particulas praticamente nao se afasta do valor médio (N) no limite
termodindmico. Uma excegao a este comportamento surge nas transi¢goes de fase liquido-solido: a
compressibilidade isotérmica fica divergente e as flutuagées no nimero de particulas se tornam
relevantes.
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