Capitulo 6

Operador densidade

6.1 O experimento de Stern-Gerlach: estados puros e mistos

O aparelho de Stern-Gerlach consiste essencialmente em um ima produzindo um campo magnético
nao uniforme. Um feixe de dtomos penetra no ima numa direcao perpendicular ao gradiente do
campo magnético. Em consequéncia da interacao do seu spin com o campo magnético, os atomos
sofrem uma deflex@o na sua passagem pelo campo. Na saida do ima, os d4tomos sao detectados por
contadores.

Para simplificar a anélise, suponhamos que o experimento é realizado com atomos de prata, os
quais possuem um total de 47 elétrons. Nestes dtomos, 46 elétrons formam uma nuvem esférica sem
momento angular, L = 0 e S = 0. Se ignorarmos o momento angular do niicleo, o momento angular
do atomo se deve apenas ao spin do quadragésimo-sétimo elétron. Assim, o momento magnético u
de um atomo resulta proporcional ao spin do elétron, u o< S.

A energia de interagdo entre o momento magnético e o campo magnético é —u-B. Se o gradiente
do campo for vertical (diregao z) e a direcao inicial do feixe de atomos for horizontal, os dtomos
sofrem uma forca cuja componente z é:

0 0B,
F, = —g(—ﬂ -B) = Mg (6.1)

i.e., eles serao defletidos para cima ou para baixo, dependendo do valor da componente do seu spin
na diregao vertical.

O feixe de atomos que entra no campo magnético é produzido em um forno onde sao evaporados
os atomos de prata que posteriormente serao colimados. Estes atomos estao orientados randomica-
mente (ndo ha uma diregao preferencial para o spin), e por isso o feixe é chamado de nao-polarizado.
Apos a passagem pelo ima, temos dois feixes polarizados. No feixe defletido para cima a componente
vertical do spin dos 4tomos é positiva e no feixe defletido para baixo é negativa.

De acordo com o formalismo da Mecéinica Quéntica, o feixe defletido para cima é descrito
por um ket |S.;+) e o feixe defletido para baixo por |S.;—), tais que S?|S.;+) = 3h2|S,;£) e
S.|S.;£) = :I:%h|Sz; +). O ket mais geral possivel para um sistema de spin % é:

) = cx1Ss+) + |55 —) (6.2)
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Figura 6.1: Representagao esquematica do experimento de Stern-Gerlach.

onde cic} +c_c® = 1. Este ket geral descreve um estado cujo spin aponta em qualquer direcao
possivel; i.e. descreve qualquer estado polarizado. Porém, ele nao é capaz de descrever o feixe de
dtomos que entra no campo magnético, ja que este é uma mistura de dtomos orientados em todas
as diregOes possiveis.

Isto nos leva a definir dois tipos de estados: estados puros e estados mistos. Os estados puros
podem ser descritos por uma tnica funcao de onda. No exemplo do experimento de Stern-Gerlach,
os dois feixes que saem da regido com campo magnético sao estados puros. Os estados mistos
nao podem ser descritos por uma tnica fungdo de onda. O feixe que entra na regido com campo
magnético pode ser visto como uma mistura de 50 % de atomos no estado |S,; +) e 50 % de atomos
no estado |S.;—) (veja que precisamos de dois kets). Alternativamente, podemos descrever esse
feixe com uma mistura de 50 % de atomos no estado |Sy;+) e 50 % de atomos no estado |Sg; —).
Frequentemente um estado de este tipo é denominado mistura incoerente de estados com spin + e —.
Deve ficar claro que essa mistura incoerente nada tem a ver com uma superposicao linear coerente
como, por exemplo, [¢) = %\SZ; +)+ %\SZ; —) que representa o estado polarizado |Sy;+).

O feixe completamente incoerente descrito acima, é um caso extremo de estado misto. Em um
feixe misto arbitrario, uma certa fragao dos estados (e.g. 80 %) é descrita por um ket |¢1) e o resto
dos estados (e.g. 20%) é descrito por um outro ket |¢2) (ndo é necessario que [¢1) e |1)2) sejam
ortogonais). Neste caso, o feixe é parcialmente polarizado.

Para descrever estados mistos é muito ttil introduzir o formalismo do operador densidade, ja
que qualquer estado, puro ou misto, podera ser descrito por um tnico operador densidade.
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6.2 O operador densidade para estados puros

6.2.1 Definicao

Consideremos um estado quantico puro descrito pelo ket [1)). Nesse estado, um observavel A tem
um valor de expectagao dado por:

(4) = (V|Alp). (6.3)
Definimos o operador densidade do estado [¢) como
p=1)(l. (6:4)

Com essa definicao, é facil mostrar que o valor de expectacdo do observavel A é dado por
(4) = Ta(pA), (6.5)

onde devemos lembrar que o trago é um invariante algébrico, i.e. nao depende da base utilizada.
Para demonstrar a relagdo anterior consideramos uma base ortonormal completa arbitraria {|n)}.
O traco de um operador X é definido como TrX = )", (n|X|n), logo,

Te(pA) = ) (nlpAln) =Y () {¥]Aln) = Y (W|Aln)(nly) = (¥|Aly). (6.6)

n n n

E facil verificar que o operador densidade verifica Trp = 1 e que é hermitiano p' = p. No caso de
estados puros, o operador densidade é idempotente,

0=, (6.7)

a qual é uma condicao suficiente e necessaria para que um estado seja puro.

6.2.2 Exemplos

Consideremos um feixe de luz se propagando na direcéo z. Calcularemos primeiro a matriz densidade
para um estado puro polarizado na diregdo xz. Este estado é descrito pelo ket |Sy;+), logo, seu
operador densidade é:

p = |Sz;+)(Sz;+|. (6.8)

Agora escrevemos p na base {|S.;+),[S,; —)}:

b= |ggisein + i) | JatsaH+ o

- ]
() (% w)-(

s > , (6.9)

Consideremos agora um estado com polarizacao arbitraria, descrito pelo ket

DO |00 = S‘ —_
NI

) = c4|Sz;+) + e[Sz ) (6.10)
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onde cycl 4+ c_c* = 1. O operador densidade na base {|S.;+),|S.;—)} &

p o= ler]Sai+) + |85 =) [ (S5 +| + ¢ (Sss ]
_ cy « sy _ [ cech cyct
= ( . ) (¢, )= ( c e ) (6.11)

A partir desta ultima expressao obtemos os seguintes casos particulares:

a. estado polarizado na diregao |S,;+): ¢ =1, c— =0,

p:<(1) 8) (6.12)

b. estado polarizado na dire¢do |S,; —): ¢4 =0, c— =1,

p:<8 g’) (6.13)

c. estado polarizado na direcao |Sz; +): ¢y

o

(6.14)

DO =0 — S‘._l
[\v}
P

he

Il
N
DN | DO =
~

d. estado polarizado na diregao |Sy; —): ¢y = %

_ ( %5 —f > (6.15)

6.3 O operador densidade para estados mistos

6.3.1 Definicao

Vamos descrever um estado misto que contém uma fracao p; de estados descritos por |¢1), uma
fragdo p; de estados descritos por [1;), etc., onde

> =1 (6.16)
i
O valor de expectagao de um observavel A é dado por:

(4) = ZPi(¢i\A|¢z‘>- (6.17)

Veja que temos duas médias diferentes envolvidas nesta expressao; uma média puramente quéntica
(o braket) devida & natureza probabilistica da fungao de onda e outra estatistica (a soma sobre )
devida & mistura de estados. O operador densidade do estado misto é definido como

p= ZPiWQ(%\v (6.18)

99



e os elementos de matriz na base base ortonormal completa {|n)} sao

n'|pln) = sz by (5 |m). (6.19)
Neste caso também temos:

(A) = Tr(pA). (6.20)

Para demonstrar esta relacao consideremos novamente uma base ortonormal completa arbitraria
{|n)}. Temos entao:

Te(pA) = ) (nlpAln) =) (n| (Zml%ﬂ%!) Aln) =

= ZZpl n\wl ¢Z|A’n Zzpl ¢11A|n>(”|¢z> =
= ZPMMA (Z |n)(n|> i) = ZPz‘WﬂAWi) =
_ <j4> Z (6.21)

Para estados mistos também se verifica Trp = 1 e pi = p. Porém, neste caso temos

0> # p i.e., p ndo é idempotente, (6.22)

2

Trp® < 1 desde que p; # 0 para mais de um 1. (6.23)

6.3.2 Exemplos

Consideremos novamente um feixe se propagando na dire¢ao z. Calcularemos primeiro a matriz
densidade para uma mistura que tem 50% dos estados polarizados na diregao |S,;+) 50% dos
estados polarizados na direcao |S,; —)

1300 -(hY) =

Para uma mistura que tem 50% dos estados polarizados na direcao |Sy; +) 50% dos estados polari-
zados na diregao |Sg; —) obtemos o mesmo resultado

SUDACG DG e

Estes exemplos representam o mesmo estado completamente incoerente. Por esse motivo, a matriz
ficou diagonal; o sistema esté “igualmente distribuido” em todos os estados possiveis.

Agora consideremos um feixe parcialmente polarizado, e.g. 75% dos estados polarizados na
direcao |S;;+), e 25% dos estados polarizados na dire¢ao |Sz; +)

DDA D

N[O
D[ DO

|00l

DO
DI
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Para o estado apresentado neste tltimo exemplo, podemos calcular a média dos operadores S, S,
e 5., cujas matrizes sao:

h(0 1 h(0 —i h(1 0
Sf_2<1 0) Sy_2<z' 0) SZ_Q(O —1>' (6.27)

Para isso, fazemos:
(S2) = Te(pS,) = T [@ i) . <(1’ é)] =1 (6.28)
s =m6s) =1 [(11)5 (0 )] -0 (6.29
(S.) = Tr(pS.) = Tr Ké i) g (é _01)] _ %’;‘ (6.30)

6.4 Evolucao operador densidade: a equagao de Von Neumann

Vamos determinar a equacgao de movimento para o operador densidade. Para isso, fazemos
Zﬁ 8 Zﬁ* (mez (Wi ) = ZﬁZPz (Wi><¢i| + \¢i><¢i’> (6.31)
Cada um dos estados da mistura verifica a equacgao do Schrédinger e a sua adjunta,
ihls) = Hi) — ih{hi| = (i H, (6.32)
portanto, a Eq. (6.31) fica
ihp = 3 pi (Hwi) il = i) (il H) = Hmez (il — szrwz (il H
= Hp—pH=[H,p] (6.33)
A equacao
ihp = [H, p] (6.34)

recebe o nome de equacdo de Von Neumann, e é o anilogo quantico da equacao de Liouville (o
colchete de Poisson foi substituido pelo comutador [, ]/(ik). A equagao de Von Neumann descreve
a evolugao temporal do operador densidade na representacao de Schrodinger. Ela e valida também
para hamiltonianos dependentes do tempo. Esta equagado nao deve ser confundida com a equagao
de movimento para um observavel X na representacao de Heisenberg: —ihX = [H, X], que tem um
sinal negativo do lado esquerdo. Esta diferenga nas equagoes nao leva a nenhuma contradigdo ja
que p nao é um observavel dindmico na representagao de Heisenberg.
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6.5 Interpretacao probabilistica da matriz densidade

Consideremos uma base ortonormal {|n)}, onde p é representado por uma matriz densidade cujos
elementos de matriz sao

prm = (n|plm) = Zpi<n|¢i><¢i\m>- (6.35)

Definindo os coeficientes ai, = (n|t;), i.e.
[$i) =) apln), (6.36)

temos

Prm = Zpiaflai;. (6.37)
i

O coeficiente a?, = (n|1;) é a amplitude de probabilidade de que o autoestado |n) esteja contido em

|4). A probabilidade correspondente é P¢ = |a},|? = ai a®*, a qual aparece nos elementos diagonais
de p,

Pnn = Zpiaizaiz* = Zplpé > 0. (6‘38)
7 7

Veja que os elementos da diagonal sdo reais (é assim que deve ser para uma matriz hermitiana).
Cada termo da somatoria anterior representa a probabilidade de que o autoestado |n) esteja ocupado
no sistema representado por p. O elemento p, ¢ chamado de populagao do estado |n). A soma de
todas essas probabilidades é 1 (ainda bem!) ja que Trp =1,

D b= pianay =Y piy PB=1 (6.39)
n n 7 7 n

Em relagio aos elementos nio diagonais, sabemos que ala® representa os efeitos de interferéncia
quantica entre os estados |n) e |m) que ocorrem quando [¢;) é uma superposi¢ao linear de esta-
dos coerentes. O elemento ndo diagonal p,., é a média ponderada na mistura desses efeitos de
interferéncia. Mesmo que a’,a’ seja nao nulo, podemos ver que pn;, = > pial a” pode ser nulo
para estados mistos, ji que a média ponderada pode cancelar os efeitos de interferéncia. Assim, os
elementos nao diagonais fornecem uma medida da coeréncia dos estados |n) e |m); i.e. se ppm =0
os efeitos de interferéncia entre esses estados se cancelam.

Obviamente, as populagoes e as coeréncias dependem da base escolhida. Como p é um operador
hermitiano, é sempre possivel obter uma base onde a matriz densidade é diagonal, i.e. nesse caso
nao haveré coeréncia entre os elementos da base.

Na base diagonal, a matriz densidade de um sistema puro tem todos os seus elementos nulos,
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com exce¢ao de um dos elementos da diagonal,

0

p= . . (6.40)

0

Na base diagonal, a matriz densidade de uma mistura completamente incoerente deve ter todos os
elementos diagonais iguais, e todos os elementos nao-diagonais nulos. Se a matriz é N x N, entao
ela deve ter a forma

1
1 0
1 1
= — 6.41
== (6.41)
0 1
1
para que se verifique Trp = 1.
6.6 O operador densidade na estatistica quantica
Um operador densidade que verifica
p=0 (6.42)
é chamado de ensemble estaciondrio. Pela equagao de Von Neumann, temos
ihp = [H,p] = 0, (6.43)

i.e., se o ensamble for estacionério H e p comutam e, portanto, existe um conjunto ortonormal com-
pleto de estados que sao autoestados tanto de H quanto de p. Nessa base, chamada de representacao
de energia, tanto H quanto de p sao diagonais:

6.6.1 Ensemble microcandénico

Vamos considerar um sistema com um ntmero N muito grande de particulas em um volume V' (N
e V sdo fixos).

Se o sistema estivesse verdadeiramente isolado, ele poderia ser descrito por uma tnica fungao
de onda que pode ser expressa como uma superposicao linear dos estados de uma base ortonormal
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completa de fungoes estacionarias. Na linguagem do operador densidade, diriamos que o sistema é
descrito por um operador p que representa um estado puro.

Porém, se o sistema interage com a vizinhanga, quem esta verdadeiramente isolado é o conjunto
sistema + vizinhanga. Para descrever esta situacdo em termos de um estado puro, precisariamos
determinar a funcéo de onda do conjunto sistema 4+ vizinhanca. Se queremos nos referir apenas
ao sistema, devemos considerar que ele estd em um estado que é uma superposicao incoerente de
estados quénticos.

Vamos considerar primeiramente que o sistema interage muito fracamente com a vizinhanca, de
maneira que a sua energia esta restrita ao intervalo (E — %A, E+ %A) Na representacao de energia,
o operador densidade do sistema é da forma

Os elementos diagonais indicam a probabilidade de que o sistema se encontre em um certo autoestado
¢n. Este autoestado ¢,, esté diretamente relacionado com a energia FE,, do sistema, ji que estamos
na representacao de energia, i.e. Ho, = E,¢,. Em outras palavras, se medimos a energia em um
conjunto muito grande de sistemas idénticos (um ensemble) descritos pelo mesmo Hamiltoniano e
a mesma matriz densidade, vamos obter o valor E, com uma probabilidade p,. Para estabelecer
o valor de p,, vamos postular que todos os estados com energias no intervalo (E — %A,E + %A)
sao igualmente provéaveis. Este é o principio de igual probabilidade a priori que define o ensemble
microcanonico. De acordo com esse principio, temos entao

) {1 seE—%A<En<E+%A

n =

w

(6.46)

0 em qualquer outro caso

onde w é o niamero de estados no intervalo de energia considerado. Em uma base arbitraria, e
adotando o limite A — 0 o operador densidade adota a forma

0(H—-FE-1
p= B D (6.47)
w
onde w(F) =Tr(6(H — E - 1)). Podemos definir a densidade de estados “integrada” como
Y(E)=Tr(6(H — E-1)), (6.48)
que esta relacionada com w pela relacao
1)
F)=— 6.49

i.e. da mesma forma ji utilizada para o ensemble microcanoénico classico. Para um sistema quéntico
com um espectro {E}, é facil ver que X(FE) representa o namero de estados com energia menor o
igual a F.

Com estas defini¢bes podemos estabelecer a conexao com a termodinédmica definindo a entropia
da mesma maneira que no caso classico, i.e. temos as entropias de Boltzmann e de Gibbs dadas por

Sp = kIn(ew(E)), (6.50)
Sa = kIn(S(E)), (6.51)

onde € é uma constante com unidades de energia, necessaria para que o argumento do logaritmo
fique adimensional.
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6.6.2 Ensemble canonico

O operador densidade candnico na representagao de energia tem elementos diagonais dados por

e_IBEn
Pn = Wa (6.52)
onde o denominador ¢ a funcao de partigao canodnica Qn =, e PEn,
Em uma base arbitraria temos
e PH
R — 6.53
P = Ty(e—m)’ (6.53)

sendo Qn = Tr(e*BH ). A funcdo exponencial deve ser interpretada como uma expansao em série
de Taylor

e P = i ﬂ (6.54)

k!
k=0

A partir da matriz densidade em qualquer representacido, podemos determinar todas as grandezas
observaveis do sistema por meio de

_ Te(e 7))

R

que é uma expressao andloga a apresentada para sistemas classicos (no caso classico o trago é

substituido por uma integral no espago das fases). Na hora de usar a expressdo anterior, lembrar
que Tr(AB) = Tr(BA).

(6.55)

6.6.3 Ensemble macrocandnico

No ensemble macrocandnico p é dado por
e~ B(H—pN)

P~ Ty(e—BH-N)) (6.56)

sendo = = Tr(e_ﬁ(H —nN )) a funcdo de particdo macrocanénica. Na representacao de energia os
elementos diagonais sao

e_ﬁ(En_l‘N)
Pn = Zn N @—ﬁ(En_NN) ’

(6.57)

onde a funcao de particao macrocanoénica é

E=) e BN =3 "Ny, (6.58)
n,N N

Veja que na mecénica quantica o nimero de particulas é um operador N. Este operador pode ser
substituido pelo autovalor IV apenas para sistemas com um ntumero fixo de particulas. Para sistemas
onde hé criagao e aniquilagao de particulas, o operador p atua no espago de de Fock (generalizacao
do espago de Hilbert formado pela soma direta de todos os espacos de Hilbert com nimero fixo
de particulas). Assim, o trago que aparece na fungdo de partigdo macrocanoénica roda sobre os
elementos de matriz calculados com estados no espago de Fock.
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6.7 Elétron em um campo magnético externo

6.8 Particula livre em uma caixa

e Operador densidade na representagao de coordenadas e Géas ideal
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