Questoes da 12 avaliacdao de MA 13 - Geometria, 2016

1. A regido na figura abaixo representa um lago. Descreva um processo pelo qual serd possivel medir
a distancia entre os pontos A e B (s6 medicao fora do lago é possivel e é possivel tracar retas nao
paralelas que passam em A e em B, respec., e ndo passam pelo lago).

A

Tome duas retas r e s que passam por A e B respectivamente, ndo passam pelo lago e que concorrem
— —

em C. Tome A’ em r mas nao em CA e tome B’ em s mas niao em CB tais que CB' = CBe CA' = CA.
Entdao ABC = A'B'C por LAL e AB = A'B’. Logo, basta medir A'B’.

A

2. Um angulo excéntrico exterior (ou 4ngulo secante) é o angulo formado pelas retas suportes de duas
cordas que se encontram no exterior de um circulo.

(@) Seja ZAEB o angulo excéntrico exterior definido pelas cordas AC e BD. Demonstre que

- _|[AB-CD|
AEB="——"7
2
CAD é externo em EAD, portanto CAD = E+ ADB donde E= CAD— ADB=1CD-1AB




3. Na figura abaixo as retas sdo tangentes comuns aos dois circulos.

—

Prove que u e v se encontram na reta O, O, que passa pelos centros dos circulos. Também, prove que
—
se os raios dos dois circulos sio diferentes, as retas r e s também se encontram na reta O; O,.

Considere
{B}=vnT1(01,R), {C=unl'1(01,Ry), {A=unv

Como B e C sdo pontos de tangéncia O1B L ve O;C L ue, por CH, temos O1BA= 0,CA,
portanto, BAO;, = CAO;, de modo que AO; é bissetriz de BAC.

E —
Usando de mesmo raciocinio para o outro circulo deduzimos que AO; é bissetriz do angulo oposto
no vértice A de modo que as bissetrizes sdo semirretas opostas, portanto, os pontos A, O, O, sdo
colineares.

O segundo resultado é mostrado de modo anélogo, se os raios sao diferentes, r e s concorrem em A

 ——  ——
AO e AO, sao bissetrizes do mesmo angulo de modo que A, O;, O, sdo colineares.

—

Em ambos os casos as retas tangentes se encontram na reta O; O, que passa pelos centros dos circu-
los.




4. Seja n um inteiro positivo maior ou igual a 3. Prove que num poligono convexo com 7 lados o com-
primento de cada lado é menor que a soma dos comprimentos dos n — 1 lados restantes.

A prova € por inducdo em n.

Base: Para n = 3 a afirmacao do exercicio € a desigualdade triangular.

Hipdtese da indugdo: Dado n > 3, suponha que a afirmacao seja vélida para todo poligono convexo
com 7 lados.

Passo: Seja A1 A; ... A Ap+1 um poligono convexo com n + 1 lados.

Usando a diagonal A, A; temos que A; A;... A, é um poligono convexo com 7 lados, portanto, pela
hip6tese indutiva temos os 5 seguintes fatos

(1 AjAi1 < A1Ay+ ApAz+--+ Aj 1At Ajp1Ajpa -+ A1 A+ Ay Ay

paratodoi=1,2,...,n—1e

2) AnAl < A1A2 + A2A3 + e+ Ai—lAi + AiAi+1 + e+ An—lAn
Também

(3) AnAl < AnAn+1 + An+1A1

(4) AnAn+1 < AlAn+1 + AnAl

(5) An+1A1 < AnAn+1 + AnAl

portanto de (1) e (3)

AjAjr1 < AjA+ A2 Ag+ -+ Aj1Ai+ AinAja + -+ Ap 1 An + Ap A1 + Ap1 Ay

paratodoi=1,2,...,n—1;de (4) e (2)

ApAn+1 < A1Apy1 + A1Ao + A2 Az +- -+ Aj1 A+ Aj A1+ + Ap1 Ay

finalmente, de (5) e (2)

An+1A1 < AnAn+1 + A1 A+ AzAg +---+ Ai—lAi + Al‘Ai+1 +---+ An—lAn

de modo que todo lado de A1 A, ... A, A,y+1 € menor que a soma dos outros 7 lados restantes.




5. Sobre cada lado de um triangulo ABC construimos um trlangulo de modo que a soma dos angulos
nos vértices novos, denomindados P, Q e R, seja 180° (P + Q + R = 180%).

(a) Prove que os circulos circunscritos dos triangulos ABR, ACQ e BCP tém um ponto em comum.

Seja F o segundo ponto de intersecao dos circulos circunscritos de ACQ e BCP.
BFC + P =180° pois BPCF é um quadrilatero inscritivel. Analogamente AFC + P = 180°.

P

De BFC+ P =180°, AFC+ P =180° e de P+ Q + R = 180° temos AFB + R = 180° portanto RAFB é
um quadrilétero inscritivel logo F estd no circulo circunscrito de RAB, ou seja, F é ponto comum
dos trés circulos circunscritos.

(b) O teorema de Napoleao (geralmente atribuido a Napoleao Bonaparte, que o teria enunciado em
1787) afirma que se os triangulos ABR, ACQ e BCP criados sobre os lados de ABC de acordo
com o processo acima sao equildteros entdo os baricéntros dos triangulos ABR, ACQ e BCP sao
vértices de um triangulo equilatero.

Deduza de (a) o teorema de Napoleao.



Suponha que e os tridngulos ABR, ACQ e BCP sdo equildteros. Assim, os circuncentros coinci-
dem com os baricentros.
Seja F o ponto comum aos circulos dado em (a). Como P = Q = R = 60° temos

AFC = AFB=BFC=120°

Sejam Og, Op e Oq os centros dos circulos que circunscrevem RBA, BCP e QAC respectiva-
mente.

P

Os circulos de centro Or e Oq se encontram em A e F, portanto AF 1L OrOq e tais segmentos
concorrem em X.

Analogamente, OrOp L BF concorremem Y e OpOq L CF concorrem em Z.

No quadrilatero convexo Og X F Z os angulos internos somam 360° portanto (/)\Q =60°

De modo andlogo, (/); = (/)} = 60°. Portanto OpOqOr € equilétero.

6. Bonus Prove que os circulos I'1 (O1, R;) e I'2(02, R2) se encontram se, € SO Se,

|Ry —R11 <010, <R +Ry.



