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Conjunto de exercicios 9.4

1. Um certo computador consegue executar 10 gigaflops por estimativa do tempo necessdrio para executar a opera¢do dada

segundo. Em cada caso, use a Férmula (5) para encontrar o
tempo necessario para resolver o sistema usando eliminagdo
de Gauss-Jordan.

(a) Um sistema de 1.000 equagdes em 1.000 incdgnitas.

(b) Um sistema de 10.000 equacdes em 10.000 incognitas.

(c) Um sistema de 100.000 equagdes em 100.000 incognitas.

com uma matriz invertivel A de tamanho 100.000 X 100.000.
(a) Executar a fase direta da eliminacio de Gauss-Jordan.
(b) Executar a fase inversa da elimina¢ao de Gauss-Jordan.
(c) Obter uma decomposicao LU de A.

(d) Encontrar A”' reduzindo [A | I]1a[l | A™"].

) 5. (a) Obtenha uma aproximacdo do tempo necessario para
- Um certo computador consegue’executar 100 gigaflops por executar a fase direta da eliminacdo de Gauss-Jordan
segundo. Em cada caso, use a Férmula (5) para encontrar o num sistema de 100.000 equacdes em 100.000 incég-
tempo necessdrio para resolver o sistema usando eliminagdo nitas usando um computador que consiga executar 1
de Gauss-Jordan. gigaflop por segundo. Faga 0 mesmo com a fase indireta.
(a) Um sistema de 10.000 equag¢des em 10.000 incdgnitas. (Ver Tabela 1.)
(b) Um sistema de 100.000 equagdes em 100.000 incdgnitas. (b) Um computador deve ser capaz de executar quantos giga-
g p p q g1g
(c) Um sistema de 1.000.000 equagdes em 1.000.000 flops por segundo para encontrar a decomposigdo LU de
incégnitas. uma matriz de tamanho 10.000 X 10.000 em menos de
. . . 0,5 dos? (Ver Tabela 1.
. Os computadores pessoais de hoje conseguem executar 70 gi- segundos? (Ver Tabela 1.)
gaflops por segundo. Em cada caso, use a Tabela 1 para obter 6. Um computador deve ser capaz de executar quantgs teraflops
uma estimativa do tempo necessério para executar a operagao por segundo para encontrar a inversa de uma matriz de tama-
dada com uma matriz invertivel A de tamanho 10.000 X nho 100.000 X 100.000 em menos de 0,5 segundos? (1 tera-
10.000. flop = 10" flops.)
(a) Executar a fase direta da eliminacdo de Gauss-Jordan. Nos Exercicios 710, A e B sido matrizes n X 71 ¢ ¢ é um ni-
(b) Executar a fase inversa da elimina¢ao de Gauss-Jordan. mero real.
(c) Obter uma decomposiciao LU de A. 7. Quantos flops sdo necessarios para calcular cA?
posi¢ P p
(d) Encontrar A”' reduzindo [A | I]a[l | A™"]. 8. Quantos flops sdo necessarios para calcular A + B?
4. O computador Roadrunner, da IBM, consegue operar a ve- 9. Quantos flops sdo necessarios para calcular AB?
locidades superiores a um petaflops por segundo (1 petaflop 10. Supondo que A seja uma matriz diagonal e k um inteiro positi-

— 105 -
= 10" flops). Em cada caso, use a Tabela 1 para obter uma vo, quantos flops sdo necessérios para calcular Ak

9.5 Decomposi¢gao em valores singulares

Nesta se¢do, discutimos uma extensdo da teoria de diagonalizagdo de matrizes n X n
simétricas para matrizes m X n arbitrdrias. Os resultados que desenvolvemos nesta se¢io
tém aplicacdes a compressdo, ao armazenamento e a transmissao de informacao digitalizada
e formam a base de muitos dos melhores algoritmos computacionais que estdo atualmente
disponiveis para resolucdo de sistemas lineares.

Vimos na Férmula (2) da Secdo 7.2 que qualquer matriz simétrica A pode ser expressa
como

Decomposicbes de matrizes
quadradas

A = PDP" (1)

em que P € uma matriz ortogonal n X n de autovetores de A e D € a matriz diagonal cujas
entradas diagonais sdo os autovalores associados aos vetores coluna de P. Nesta secdo,
vamos dizer que (1) é uma decomposi¢do em autovalores de A (abreviada pelas iniciais
em inglés EVD de A).

Se uma matriz A de tamanho n X n nfo for simétrica, entdo nio existe uma decompo-
sicdo em autovalores, mas existe uma decomposicdo de Hessenberg

A = PHP"
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na qual P € uma matriz ortogonal e H € uma matriz de Hessenberg superior (Teorema
7.2.4). Além disso, se A tiver autovalores reais, existe ainda uma decomposicao de Schur

A = PSP’

em que P € uma matriz ortogonal e S € triangular superior (Teorema 7.2.3).

As decomposi¢des em autovalores, de Hessenberg e de Schur sdo importantes em
algoritmos numéricos ndo sé porque as matrizes D, H e S t€ém formatos mais simples do
que A, mas também porque as matrizes ortogonais que aparecem nessas fatoracdes nao
aumentam os erros de arredondamento. Para ver isso, suponha que X seja um vetor coluna
cujas entradas sdo conhecidas exatamente e que

XxX=X-+e

seja o vetor que resulta quando ocorrem erros de arredondamento nas entradas de X. Se P
for uma matriz ortogonal, entdo a propriedade de preservacio de comprimentos de vetores
por transformagdes ortogonais implica

I1Px — PX[| = [Ix — X|| = [le]|

o que nos diz que o erro em aproximar PX por Px tem a mesma magnitude que o erro de
aproximar X por X.

Existem dois caminhos principais para percorrer na procura de outros tipos de fatora-
¢do de uma matriz quadrada A arbitraria. Poderiamos procurar fatoracdes da forma

A= PJP"

em que P ¢ invertivel, mas ndo necessariamente ortogonal, ou poderiamos procurar fato-
racdes da forma

A=UsvV"

em que U e V sdo ortogonais, mas ndo necessariamente iguais. O primeiro caminho leva
a fatoracdes em que J € ou diagonal ou um certo tipo de matriz diagonal em blocos,
denominada forma canénica de Jordan, em homenagem ao matemadtico francés Camil-
le Jordan (ver pagina 510). As formas candnicas de Jordan, que ndo serdo consideradas
neste texto, t€m importancia na teoria e em certas aplicacdes, mas sao menos importantes
numericamente por causa de dificuldades de arredondamento que decorrem da falta de
ortogonalidade de P. Nesta se¢do, nos concentramos no segundo caminho.

. . T .
Como os produtos de matrizes do tipo A’A desempenham um papel importante no nosso
trabalho, comecamos com dois teoremas basicos relativos a essas matrizes.

TEOREMA 9.5.1 Se A for uma matriz m X n, entdo
(a) A eA"A tém o mesmo espaco nulo.

(b) A eA’A tém 0 mesmo espago linha.

(c) A" e A"A tém 0 mesmo espaco coluna.

(d) AeA"Atém o mesmo posto.

Provamos a parte (a) e deixamos as demais provas como exercicios.

Prova (a) Devemos mostrar que cada solucdo de AXx = 0 é uma solucio de A’Ax = 0 e
vice-versa. Se X, for uma solugio qualquer de Ax = 0, entdo x, também € solucao de A'Ax
= 0, pois

A'Ax, = A" (Ax) =A"0=10

Reciprocamente, se X, for uma soluc@o qualquer de A"Ax = 0, entdo X, estd no espago nulo
de A"A e &, portanto, ortogonal a todos os vetores do espaco linha de A"A, pela parte (¢) do

Valores singulares
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Em toda esta se¢do, vamos su-
por que os autovalores de A’A
estdo nomeados de tal forma que

AIZAZE...E)\nzO
e, portanto, que

HE@GE " E2q, =0

n

Teorema 4.8.10. No entanto, ATA ¢ simétrica, de modo que X, € ortogonal a cada vetor no
espaco coluna de A"A. Em particular, X, deve ser ortogonal ao vetor (ATA)XO, ou seja,

X, - (A'A)x, =0

Usando a primeira férmula da Tabela 1 da Secdo 3.2 e as propriedades do operador de
transposicdo, podemos reescrever isso como

xp(A"A)x, = (Ax))" (AX,) = (AX,) - (Ax,) = ||Ax,' =0

o que implica Ax, = 0, provando que X, € uma solu¢io de Ax = 0.

TEOREMA 9.5.2 Se A for uma matriz m X n, entdo
(a) A"A é ortogonalmente diagonalizdvel.

(b) Os autovalores de A'A s@o ndo negativos.

Prova (a) A matriz A’A, por ser simétrica, € ortogonalmente diagonalizavel pelo Teo-
rema7.2.1.

Prova (b) Como A’A € ortogonalmente diagonalizével, existe alguma base ortonormal
de R" consistindo em autovetores de A’A, digamos, {V,, V,, ..., V,}. Se A, Ay ..ty A
forem os autovalores correspondentes, entdo, dado qualquer 1 =i = n, temos

n

AV, || = Av, - Av, = v, - ATAy, [Férmula (26) da Seciio 3.2]
=V oAV, =AY ) = Ai||vi||2 =\,

Segue dessa relacdo que A, = 0.

DEFINICAO 1 Se A for uma matriz m X n e A, Ay, ..., A, 0s autovalores de ATA,
entdo os nimeros

0'1:\//\_, 0'2:\/)\_,..., Un:\/)\_n

sao denominados valores singulares de A.

> EXEMPLO 1 Valores singulares

Encontre os valores singulares da matriz
I 1
0 1
1 0
Solucdo O primeiro passo € encontrar os autovalores da matriz
11
ATA_IOI Ol_21
1o 2
1 0
O polindmio caracteristico de A’A é

AL—4+3=0A -3\ — 1)

de modo que os autovalores de A’A sdio A, = 3 e A, = 1 e os valores singulares de A em
ordem decrescente de tamanho sdo

(le\/A_lzx/g’ 0’2:\/)\_221 4
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Antes de passar ao resultado principal desta secdo, convém estender a no¢ao de “diagonal
principal” para matrizes que ndo sdo quadradas. Definimos a diagonal principal de uma
matriz m X n como a fileira de entradas mostrada na Figura 9.5.1, que comeca no canto
superior esquerdo e se estende diagonalmente até onde for possivel. Dizemos que as en-
tradas nessa diagonal principal sdo as entradas diagonais da matriz.

Agora estamos prontos para considerar o resultado principal desta secdo, que diz res-
peito a uma maneira especifica de fatorar uma matriz A arbitrdria de tamanho m X n. Essa
fatorac@o, denominada decomposi¢do em valores singulares de A (que abreviamos com as
iniciais em inglés SVD de A), serd dada em duas versdes: uma curta, que captura a ideia prin-
cipal, e uma expandida, que fornece todos os detalhes. A prova serd dada ao final desta se¢@o.

TEOREMA 9.5.3 Decomposicado em valores singulares

Se A for uma matriz m X n, entdo A pode ser expressa como
A=U3zV’

em que U e V sdo matrizes ortogonais e 2 é uma matriz m X n cujas entradas diago-
nais sdo os valores singulares de A e cujas demais entradas sdo nulas.

TEOREMA 9.5.4 Decomposicdo em valores singulares (versdo expandida)

Se A for uma matriz m X n de posto k, entdo A pode ser fatorada como

-
_ | Vi
o 0 - 0 v
0 o, -~ 0 7 2
. . . kX (n—k) :
m : T
A=U2V =[u uw, - wulu,, - u,l] 0 0 o \f
& T
Vi1
0(m—k)><k o(m—k)X(n—k) :
- - T
v

em que U, 2 e V tém tamanhos m X m, m X n e n X n, respectivamente e satisfazem as
condigdes seguintes.

(@ V=1I[v, v, --- v,)diagonaliza ortogonalmente A"A.
(b) As entradas diagonais ndo nulas de 2 sdo o, = /A, 0, =+/A), ...,
0, = /A, sendo X, Ay, . . ., \,, 0s autovalores néo nulos de A'A associados aos

vetores coluna de V.

(c) Os vetores coluna de 'V sdo ordenados de tal modo que A, = A, = ---= A, > 0.

Av, 1
(d) ui= C =_Avi (l:1,2,,k)
AV || o,
(e) {u,u,, ..., u} éuma base ortonormal de col(A).
@ {u,u,...,u,w_,,...,u,} €éumaextensdode {u,n,, ...,w} auma base

ortonormal de R".

Decomposicao em valores
singulares

X X X X X X
X X X X X X
X X X X X X
X X X X X X
_><><><_
X X X
X X X
X X X
X X X X
X X X X
_><><><><_

Diagonal principal

Figura 9.5.1

Harry Bateman
(1882-1946)

Nota histérica O termo valor sin-
gular é aparentemente devido ao
matematico Harry Bateman, nascido
na Inglaterra, que o utilizou num arti-
go cientifico publicado em 1908. Em
1910, Bateman emigrou para os Es-
tados Unidos, lecionando na Escola
Bryn Mawr, na Universidade Johns
Hopkins e, finalmente, no Instituto Tec-
nolégico da California. E interessante
observar que ele recebeu seu dou-
torado em Johns Hopkins em 1913,
quando ja era um matematico eminen-
te, com 60 publicagdes cientificas.
[Imagem: Cortesia dos Arquivos do
California Institute of Technologyl

Os vetores u;, u,, . . . , u, sio de-
nominados vetores singulares a
esquerda de A;e v, V,, ...,V
os vetores singulares a direita
de A.
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> EXEMPLO 2 Decomposi¢cao em valores singulares se A nao for
quadrada

Encontre uma decomposi¢do em valores singulares da matriz
11
A=10 1
1 0

Solugdo Mostramos no Exemplo 1 que os autovalores de A’A sdo A =3er,=leque
os valores singulares de A sdo o, = Ve o, = 1. Deixamos para o leitor verificar que

N2 V2

2 2
v, = e v, =

V2 _N2

2 2

sdo autovetores associados a A, e A, respectivamente, e que V = [v, | v,] diagonaliza A'A
ortogonalmente. Pela parte (d) do Teorema 9.5.4, os vetores

6
I 1T 3
1 3 3
u = A,:%_ 0 1 2 =| L
7 1 0] L7 NG
%
1 17 » 0
w=—Av,=() |0 1 2 = |-
: 1 of[—7% N:
2

Nota histérica A teoria da decomposicéo em valores singulares pode ser tra-
gada até o trabalho de cinco pessoas: o matematico italiano Eugenio Beltra-
mi, o matematico francés Camille Jordan, o matematico inglés James Sylvester
(ver pagina 34), e os matematicos aleméaes Erhard Schmidt (ver pagina 360) e
Herman Weyl. Mais recentemente, os esforgos pioneiros do matematico norte-
-americano Gene Golub produziram um algoritmo estavel e eficaz para calcula-
-la. Beltrami e Jordan foram os pais da decomposigao, sendo que, em 1873,
Beltrami deu uma prova para o caso de matrizes reais invertiveis com valores
singulares distintos. Subsequentemente, Jordan refinou a teoria e eliminou as
restricdes desnecessarias impostas por Beltrami. Sylvester, aparentemente des-
conhecendo o trabalho de Beltrami e Jordan, redescobriu o resultado em 1889
e indicou sua importancia. Schmidt foi a primeira pessoa a mostrar que a de-
composi¢éo em valores singulares poderia ser usada para aproximar uma matriz
por outra de posto menor e, ao fazer isso, ele transformou-a de uma curiosidade
matematica numa importante ferramenta pratica. Weyl mostrou como encontrar
a aproximagéo de posto menor na presencga de erro.
[Imagens: Wikipedia (Beltrami); The Granger Collection, New York (Jordan);
Cortesia de Electronic Publishing Services, Inc., New York (Weyl);
Wikipedia (Golub)]

Eugenio Beltrami Camille Jordan
(1835-1900) (1838-1922)

Herman Klaus Weyl Gene H. Golub
(1885-1955) (1932- )
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sdo dois dos trés vetores coluna de U. Observe que u, e u, sdo ortonormais, como
esperavamos. Poderfamos estender o conjunto {u,, u,} a uma base ortonormal de R’.
Contudo, os cdlculos simplificam se primeiro removermos as incomodas raizes mul-
tiplicando u, e u, por escalares apropriados. Assim, procuramos um vetor unitdrio u,
ortogonal a

2 0
Veu =[1| e V2u,=|-1
1 1

Para satisfazer essas duas condi¢des de ortogonalidade, o vetor u, deve ser uma solugio
do sistema linear homogéneo

2 1 1| o
o -1 1]|™|T o
X3

Deixamos para o leitor mostrar que uma solugdo geral desse sistema é

X, -1
x| =t| 1
X5 1

£
I
S-Sl Sl-

Assim, a decomposicdo em valores singulares de A €

Voo g L
11 ’ BV 0|72 &
6 21 2 2
0 1|=|% - L U .
1 0 N 0 0|L2 —72
6 2 A
A = U ) v’

O leitor pode querer confirmar a validade dessa equacdo multiplicando as matrizes do
lado direito. <«

Concluimos esta secdo com uma prova opcional do Teorema 9.5.4.

Prova do Teorema 9.5.4 Para simplificar a notagdo, vamos provar o teorema no caso
em que A € uma matriz n X n. Para estender o argumento para uma matriz m X n, basta
ajustar a notacao usada para levar em conta as possibilidades m > n ou n > m.
. Tr 2 - P . © o~
A matriz A’A € simétrica, portanto, possui uma decomposi¢do em autovalores
T T
A'A =VDV
em que os vetores coluna de
V=10 [ vl )]

~ s T s, . . . . .
sdo0 autovetores unitarios de A’A e D € a matriz diagonal cujas entradas diagonais suces-
. ~ T ~
sivas A, A,, ..., A, sdo os autovalores de A’A que correspondem em sucessao aos vetores
2 T <
coluna de V. Como A tem posto k por hipétese, segue do Teorema 9.5.1 que A'A também

OPCIONAL
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tem posto k. Segue disso que também D tem posto k, por ser semelhante a A’A e o posto
ser um invariante de semelhanca. Assim, podemos escrever D como

_)\l O_
A,

D= Ay (2)

0 | 0

emqueA, =A,=---=A, > 0.Agora considere o conjunto de imagens
{Av,,Av,, ..., Av,} 3)
Esse conjunto € ortogonal, pois, se i # j, entdo a ortogonalidade de v, e v; implica
AV, - AV, =V« AAV, = V- Aj v, = X, (v, - v,) =0

Além disso, os k primeiros vetores em (3) sdo ndo nulos, pois mostramos na prova do

2 . . .
Teorema 9.5.2b que ||Av,||" = A,comi = 1,2, ..., ne estamos supondo que as k primeiras
entradas diagonais em (2) sdo positivas. Assim

S={Av,,Av,, ..., Av/}

¢ um conjunto ortogonal de vetores ndo nulos no espaco coluna de A. Mas o espago colu-
na de A tem dimensao k, pois

pos(A) = pos(A’A) = k

e, portanto, sendo um conjunto linearmente independente de k vetores, S necessariamente
¢ uma base ortogonal de col(A). Normalizando esses vetores em S, obtemos uma base
ortonormal {u;, u,, ..., w} de col(A) em que

Av, 1

= = ——Ay, (I=i=k)
lAv. I VA

ou, equivalentemente,

Av, = \//\_lu1 =ou, Av,= \/)\_2u2 =0o,0,,..., Av, = \/)\_kuk =ou, 4)
Segue do Teorema 6.3.6 que podemos estender isso a uma base ortonormal
{u,u,...,u,u,...,u}
de R". Sejam, agora, U a matriz ortogonal
U=[u w, --- u u,, --- u]

e 2 a matriz diagonal
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Segue de (4) e do fato de que Av, = 0 com i > k, que

UZ =[ou, o,u, ou 0
=[Av, Av, Av,  Av,
= AV

Av |

que, usando a ortogonalidade de V, pode ser reescrito como A = USV ",

Revisdo de conceitos

e Decomposi¢do em autovalores

e Decomposicdo de Hessenberg

e Decomposicdo de Schur

e Magnitude do erro de arredondamento

e Propriedades comuns a A e A’A

e A’A ¢ ortogonalmente diagonalizavel

e Os autovalores de A’A sdo ndo negativos

Conjunto de exercicios 9.5

Nos Exercicios 1-4, encontre os valores singulares distintos

de A.
1. A=[1 2 0] 2A—30
’ U0 4
1 =2 V2 0
O N

Nos Exercicios 5-12, encontre uma decomposi¢do em valores
singulares de A.

e Valores singulares
e Entradas diagonais de uma matriz que ndo ¢ quadrada
e Decomposicdo em valores singulares

Aptidoes desenvolvidas
e Encontrar os valores singulares de uma matriz m X n.

e Encontrar uma decomposi¢ao em valores singulares de
uma matriz m X n.

16. Sejam T': R" — R" uma transformago linear cuja matriz
candnica A tem uma decomposi¢do em valores singulares
A=U3SV'eB= {viov,....v,}eB ={u,u,...,u,}
os vetores coluna de V e U, respectivamente. Mostre que
2= [Ty g

17. Mostre que os valores singulares de A’A sdo os quadrados dos
valores singulares de A.

18. Mostre que se A = USV " for uma decomposicio em valores
singulares de A, entfio U diagonaliza AA” ortogonalmente.

Exercicios verdadeiro/falso

Nas partes (a)-(g), determine se a afirmac@o € verdadeira ou falsa,
justificando sua resposta.

(a) Se A for uma matriz m X n, entao A”A é uma matriz m X n.

(b) Se A for uma matriz m X n, entdo A’A é uma matriz simétri-
ca.

" ~ T ~
(c) Se A for uma matriz m X n, entao os autovalores de A’A sao
nimeros reais positivos.

(d)

Se A for uma matriz n X n, entdo A é ortogonalmente

diagonalizavel.

s A_'l -1 . A_‘—3 0
B B 1 Lo —4
4 6 3 3
7. A= 8. A=
0 4 13 3
[—2 2 _
-2 -1 2
9. A=|-1 1 10. A= ]
2 1 =2
2 -2 -
1 0 (6 4
1. A=| 1 1 12. A=1{0 0
-1 1 4 0

13. Prove: se A for uma matriz m X n, entdo A’A e AA” tém o
mesmo posto.

14. Prove a parte (d) do Teorema 9.5.1 usando a parte (a) desse
teorema e o fato de que A e A"A tém 7 colunas.

15. (a) Prove a parte (b) do Teorema 9.5.1 mostrando primeiro
que lin(A"A) € um subespaco de lin(A).

(b) Prove a parte (c) do Teorema 9.5.1 usando a parte (b).

©)

®
(@

Se A for uma matriz m X n, entdo A’A é ortogonalmente
diagonalizavel.

Os autovalores de A’A sdo valores singulares de A.

Qualquer matriz m X n tem uma decomposicio em valores
singulares.
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CAPITULO 18
Aplicacoes lineares e valores singulares

1. A decomposi¢do em valores singulares

Oeja A : R" — R™ uma aplicagdo linear. Os espagos R" e R™ sdo
munidos do produto interno candnico.

Vamos mostrar que existem uma base ortonormal (vy,...,v,) de R", e uma
base ortonormal (uy,...,u,) de R™, tais que a matriz associada X = Ayy a A
relativa a essas duas bases é diagonal positiva.

Vamos escrever esse resultado em forma de fatoragdo matricial:

Teorema 18.1. Seju A uma matriz real de tamanho m x n. Entdo existem U € O(m),
V € O(n) e X diagonal positiva de tamanho m X n, tais que

A=Uzv’.
Além disso, podemos escolher . de maneira a que
0 sei#j
Zif - { o; sei f]
1 - ]/

comay >0y > >0y >0,

Os ntimeros 07, ..., 0, sdo chamados de valores singulares da aplicagdo A. De-
pendem dos produtos internos utilizados nos espacos IR e R". Os vetores u;,
ou colunas de U, sdo chamados de vetores singulares a esquerda e os vetores vj
(colunas de V) de vetores singulares a direita.

DEMONSTRAGAO. Vamos assumir sem perda de generalidade que m > n.
(Para o caso m < n, basta substituir A por AT,

A matriz ATA é real e simétrica. Pelo Teorema 17.1, ela admite uma base
ortonormal (vy,...,v;,) de autovetores. Denotamos por A; os autovalores de ATA.
Para todoi =1,...,n, definimos

0 = [|Av|

e assumimos que a base v; estd ordenada de maneira que o3 > 0 > -+ > oy.
Seja r o posto de A, entdo 0y,...,0, # 0 e para todo i € {1,2,...,r}, podemos
definir

u; = O'i_lAV,‘

Por construgdo, ||u;|| = 1. (Note que isso implica que ¢? = A;). Como para
todo i # j, vl-(ATA)vj = Ajvl-Tv]- = 0, teremos que (u;, u;) = 0 e os u; formam um

conjunto ortonormal.

Gregorio Malajovich, Algebra Linear. Terceira revisio, 23 de marco de 2010.
Copyright © Gregorio Malajovich, 2010.
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96 18. APLICACOES LINEARES E VALORES SINGULARES

Existe uma base (uy, ..., u;, Wyi1,..., Wy, ) de R". Aplicando Gram-Schmidt
a essa base, obtemos um base ortonormal (uy, ..., u,). Como todo vetor ortogo-
nal & imagem de A pertence ao nicleo de AT,

cqo 0 0 --- 0
0 oo 0 --- 0
0 0 03
_ : T
A=U 0 0 oy v
0 0 0
0 0 0

O

Uma interpretacdo geométrica é a seguinte. Assuma que A é de tamanho
m x n,com m > n e posto n). Seja

€ = {Ax: x| <1}

O conjunto £ é o elipsoide de centro zero, e semieixos oju;.

2. Aplicacdes a minera¢do de dados

A Internet é acessada por aproximadamente 1,2 bilhdes de pessoas, que fre-
quentemente precisam procurar paginas contendo uma ou mais palavras chave.

Em janeiro de 2005, foi estimado® que existiriam 11,5 bilhdes de paginas na
World Wide Web indexadas pelos principais sistemas de busca.

Para evitar a necessidade de armazenar uma cépia da World Wide Web in-
teira no site de busca, o seguinte algoritmo foi sugerido para fazer a associagdo
entre paginas e palavras:

Define-se a matriz A, de tamanho m x n, onde m é o nimero de paginas (11,5
bilhdes) e n o nimero de palavras indexaveis (diciondrio, procuras frequentes,
etc...). (No inicio da Google, em torno de 24 milhdes). (Retira-se artigos como “0”,
l/eI/ etC )

, etc...).

A coordenada A;; é o nimero de ocorréncias da j-ésima palavra na i-ésima
pégina. A rede é constantemente vasculhada por programas rastejadores (em in-
glés, crawlers ou bots, contracdo de ‘robds’) que fazem a atualizagdo da matriz.

Google* afirma manter copia comprimida de todos os documentos na internet.
Mas com o aumento vertiginoso do contetido visivel na internet, pode nado ser
viavel (e talvez ndo seja conveniente hoje) armazenar a matriz A inteira, mesmo
de modo esparso. Uma possibilidade é armazenar uma aproximagdo de A. Por
exemplo, a melhor aproximacdo de posto k para a matriz A.

TAntonio Gulli e Alessio Signorini, The Indexable Web is more than 11.5 billion pages, Preprint,
http://www.cs.uiowa.edu/ asignori/web-size/
2http://www.google.com.br/intl/pt-BR/features.html
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3. A PSEUDO-INVERSA
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Entdo prova-se que a melhor aproximagdo de posto k é

A=

up

U

0 o ... 0
o 0 - 0
0 03
T
0 oy v
0 0
0 0]
(%1 0 T
: . Vi Vi

que é um objeto de tamanho (m + n + 1)k, bem menor do que mn.

Um algoritmo de compressdo similar foi proposto para imagens (A;; seria a
intensidade do pixel (i, j). Mas ndo parece existir evidéncia de alguma vantagem
em relagdo aos formatos de compressdo usuais, como jpg.

3. A pseudo-inversa

Nem toda matriz é inversivel. Mas toda matriz (mesmo sendo quadrada) tem

uma pseudo-inversa.

Definic¢do 18.2. Seja A uma matriz real de tamanho m x n. A pseudo-inversa de A,
denotada por A*, ¢ a matriz de tamanho 1 x m dada por:

onde Ax = 7y, 7t denota a proje¢do ortogonal de y em ImA, e ||x|

Aly = x

é minimal sob

essas condigdes. Em particular, x L ker A.

A pseudo-inversa de uma matriz diagonal (por exemplo, m > n) é portanto:

L0

(%

o

On

0_

0 -~ pu 0 --- 0

onde p; = (T]fl quando 0j # 0, e p; = 0 se 0; = 0.

A pseudo-inversa de uma matriz quadrada inversivel A é sempre AT = A1

Outro caso importante é o de matrizes ortogonais. Se Q for ortogonal, da
defini¢do de pseudo-inversa concluimos que:

Qt=q’

e (@NH'=0

Em geral, se A = UXZVT é a decomoposicdo em valores singulares de A,
A" = V=tU (Exercicio 18.6).
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Finalmente, podemos escrever a solucdo geral do problema de minimos qua-
drados utilizando a pseudo-inversa: O valor de x que minimiza || Ax — b||?> com
[|x|| minimal é x = A'b.

4. Exercicios

A 0 } com os valores

- 0 AT
Exercicio 18.1. Compare os autovalores e autovetores de [
singulares e vetores singulares de A.

Exercicio 18.2. Mostre que para todo vetor x, ||Ax|| < oq||x||, onde 07 é o maior
valor singular de A.

Exercicio 18.3. Se A for sobrejetiva, mostre que AA é a identidade. Mostre um
exemplo de matriz A nao sobrejetiva com AAT #£ I.

Exercicio 18.4. Se A for injetiva, mostre que ATA ¢ a identidade. Mostre um
exemplo de matriz A nao injetiva com ATA # I.

Exercicio 18.5. Mostre que se A é uma matriz qualquer, entdo AT A é a identidade,
ou é uma projecao.

Exercicio 18.6. Mostre que se A = UXVT é a decomoposigio em valores singula-
res de A, A* = v=tu’.

Exercicio 18.7. Ache um exemplo onde (AB)" # BTAT”

Exercicio 18.8. Seja A uma matriz m X n, com m > n e valores singulares ;7 >
02 > -++ > 0y Seja W um subespago r-dimensional de R”. Mostre que || Ayl >

On—r+1-

Exercicio 18.9. Descreva o conjunto de todas as triplas (U,%,V) tal que A

UZVT seja a decomposicao em valores singulares de A, para A = [2 3] .

11
100
Exercicio 18.10. Mesmo problema, para A= |0 2 3
011
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