Ruina do Jogador

Considere um jogador que com capital = € (—B, A) a cada passo
e ganha R$1 com probabilidade % (vai para z + 1), ou
e perde R$1 com probabilidade % (vai para z — 1),

de modo independente.
O processo termina quando o jogador ganha A (vitéria) ou perde B (faléncia).
Se o capital inicial é Sy entdao apds n rodadas

onde X; é uma varidvel aleatéria que assume valore em {—1,+1} com probabili-
dade %, ela representada o resultado de cada rodada. Uma vez que S, = So+ A
ou S, =Sy — B o processo X1, Xo, X3,... fica com o valor fixo atingido.

S_nversus n
15

A varidvel aleatdria
7 =min{n >: S, = So+ A ou S, =Sy — B}

é chamada tempo de parada.
Note que podemos assumir que Sg = 0.

1. Probabilidade de vitéria

Seja p(x) = P(S, = A|Sp = ), para —B < x < A, a probabilidade de atingir
A antes de —B, comegando com capital x € (—B, A). Entao

r+ B
M@:A+B’

Ve, —B<z<A)

eplr)=1sex>Aeep(r)=0sex < —B.

Demonstra¢do. Para —B < = < A, depois do primeiro passo o capital do jo-
gador ou é x + 1 como probabilidade % ou o capital é x — 1 com probabilidade
%. Usamos a lei de probabilidade total e obtemos a equacao de recorréncia

p(e) = gp(e +1) + 5p(e — 1)



com condicoes de contorno dadas por p(—B) = 0 e p(4) = 1. De p(x) =
3p(z + 1) + 3p(x — 1) obtemos

p(z+1) = p(x) = (p(z) —p(z = 1)) = 0 & Ap(x) — Ap(z —1) = 0
& A?p(x) =0

logo a equagao de diferengas tem como solucao geral uma fungao afim
p(z) = ax+f

Substituindo nas condigoes de contorno

a(-B)+ =0 B =aB 1 B
= = a = , B=
aA+p=1 aA+aB=1 A+ B A+ B
logo p(x) = 432 O
Conclusao
A probabilidade do jogador ganhar A antes de perder B é ﬁ,
A probabilidade do jogador perder B antes de ganhar A € ﬁ,

2. Esperanca do Tempo de Parada

Seja T(x) = E.[r] onde 7 é o tempo de parada ao atingir A ou —B. Para
—B <z < A, temos

T(x) =E.[r] =E.[1+ 7] =1+ E,[r]

onde 71 é o tempo de parada restante apds o primeiro passo. Como no préoximo
passo o jogador vai para x+1 ou x —1 com probabilidade % cada, condicionando
sobre o primeiro movimento do jogador e aplicando a lei da esperanga total

Ez[Tl]:EI[T1|X1:IIZ+1]]P(X1:£L'+].‘SO:£L')+
Ex[T1|X1:JZ—1]P(X1=I—1|SOZI)

Como 7 representa o tempo restante até a absorgdo a partir do instante 1,
temos
E.[r | X1 =y]=T(y) paray=x+1

eP(X1 =y|Sy=12)=3 paray=ax+1 Assim
1 1
E.[r] = §T(m +1)+ §T(x -1

Logo
1 1
T(a:)=1+§T(x+1)+§T(x—1)

com condigoes de contorno



Multiplicando ambos os lados por 2 e rearranjando, obtemos
Tx+1)—T(z)—T(x)+T(x —1)= -2

A expressio A esquerda é a segunda diferenga finita de 7', denotada por AT (z).
Assim

AT (z) = —2

Como a segunda diferenca finita é constante, segue que T'(x) é um polindémio de
grau 2. Ou seja, existe a, b, c € R tais que

T(x) = az® + bx +c

e como AT(z) = a(x+1)2+b(z+1)+c—2(ax? +br+c)+a(r—1)2+b(z—1)+c =
—2 temos que a = —1
T(z) = —2* +bx+c.

e impondo as condi¢oes de contorno T'(x) = —x? + (A — B)x — AB. A solucao
dessa equacao de diferengas com as condigoes de contorno é dada por

T(x) = (A—xz)(x+ B)
em particular, se o jogador comega em xz = 0, o tempo esperado até o fim do
jogo é
T(0) = AB.
3. O caso nao simétrico (p # q)

Considere um jogador que, a cada passo, ganha R$1 com probabilidade p € (0, 1)
ou perde R$1 com probabilidade ¢ = 1 — p.

O capital do jogador segue o processo S, = So + X3 + -+ + X,;, onde
X; € {+1,—1} com

Consideramos Sy = 0 e o jogo termina quando o capital atinge A (vitéria) ou
—B (faléncia), com A, B € N.
Seja 7 = min{n > 0: S, = A ou S,, = —B} o tempo de parada.

Probabilidade de vitéria Seja u(z) = P(atingir A antes de — B | Sp = x).
Por meio da férmula da probabilidade total, temos

w(x) =p-u(z+1)+q-ulzx—1),
com condigoes de contorno
u(=B) =0, wu(4)=1.
Reescrevemos a equacao de diferencas

(pt+qu(z) = pru(z+1)+q-u(z—1) & pu(z+1) —u(zr)) —q(u(z)—u(z—1)) =0



ou seja Au(z) = LAu(z —1). Iterando a relagao acima j vezes (j € N) a partir
de Au(z + j), obtemos

Aulz + j) = (g)] Au(z). (1)

Somando as diferencas sucessivas (soma telescdpica)

u(z) —u(—B) = i Au(k).

k=—B
Como u(—B) = 0, segue usando (1)
x—1 r—1+B r—1+B j
uz)= 3 Auk)= Y Au(-B+j)= Y (q> Au(—B)
k=—B §=0 j=0 P
z—1+B q i
= Au(—B) ()
2

calculando a soma da progressao geométrica

z+B
u(x) = Au(—B)11<i>

SN

Impondo a condi¢ao de contorno u(A4) =1, temos

A+B
u(A) = Au(_B)lw ~ 1.

1_4
P

Logo, isolando Au(—B)
1_4
P

()
P
Substituindo este valor na expressao de u(x)
x+B
=0
P
A+B-
()
P
Portanto, a probabilidade de vitéria, ou seja, de atingir A antes de —B a
partir do 0 é
B
()
u(0) = .

A+B -
)
P

4

u(z) =



Esperanca do Tempo de Parada Seja T'(z) = E,[7] a esperanga do tempo
de parada comecando de z. Por argumento analogo:

Tx)=14+p-T(x+1)+q -T(x—1),

com condigoes de contorno:

Reescrevemos a equacao de recorréncia como
p(T(z+1) =T (x) +qT(x—1) - T(x)) = -1
ou seja pAT () —qAT(x—1) = —1. Se AT (z) = T(x+1) —T(z), entdo obtemos
a relacao de recorréncia

AT(z) = ]%AT(x 1) - 21;.

Esta é uma equagdo de recorréncia ndo homogénea de primeira ordem. A
solucao geral é a soma da solucao da homogénea associada e uma solucao par-
ticular.

e Solucao da homogénea

Consideremos primeiro a equagdo homogénea associada
q
AT(z) = =AT(z —1).
p

Iterando, obtemos

e Solugao particular

Assumimos uma solucao particular constante AT,. Substituindo na equacao

original
1
AT, = IAT, - =,
p p
logo
1 1
AT, <1 - q) =2 = AT, =———.
p p pP—q

Assim, a solugao geral é:
x+B
1
AT(z) = C (q> S
p pP—q

onde C' = AT(—B) é uma constante a ser determinada.



Somamos as diferencas sucessivas

Como T'(—B) = 0, segue:

ORI ¢

r—1

T(z) = Z

k=—B

p p—q

Calculando a soma da progressao geométrica

O

z—1 q
> (5

k=—B

para % # 1. Portanto, temos:

Impondo a condi¢ao de contorno T(A) =0

1-— _ g
Nt (A+B)(1- 1)

>A+B
1-1 P—q (p_q)[l_(g)A+B:|'

A+B
_Aar = C =

Assim, a expressao final para o tempo esperado até a absorcao é:
A q x+B
B)|1- (f)
(4+B) [ P } x+ B

U)—q)[1—>(Z)A+B] p—aq

T(z) =



