Capftulo 10

APLICAGCOES DO ESCALONAMENTO

Seja V um espago vetorial de dimensido finita igual a n e seja B =
{u1,u3,...,u4,} uma base fixada em V. Dados p vetores v;,v;,...,v, € V,
podemos construir u'a matriz p x n cujas linhas sao formadas pelas coorde-

nadas dos vetores v; em relagao a base B.
A partir do processo de escalonamento aplicado a esta matriz, podemos
obter varias informagées importantes relacionadas com os vetores v; e com

o subespago que eles geram.
Para isto, vejamos inicialmente algumas propriedades.

10.1 - PROPOSICAO. Considere as matrizes
A]vAZ; ey Aq—l;AQ|

onde ¢ > 2 e cada uma delas foi obtida da anterior pela aplicagao de uma
qualquer das trés operagoes dadas em 5.2. Entao as linhas de A, sao
combinagdes lineares das linhas de A;.

Dem. Para ¢ = 2, sendo uy,...,u, os vetores-linha-de A; e wy,...,w,
os vetores-linha de A;, temos que:

1) se para obter A; somente trocamos entre si duas linhas de A, , entao
A; e A; tém as mesmas linhas, apenas escritas em ordens diferentes e assim
cada w; é igual a algum u; . (w; = lug.)

2) se para obter A; somente multiplicamos a linha k de A, por um
escalar A # 0, entdo w; = lu; para { £ k e wi = Auy;

3) se para obter A; somente substituimos a linha k¥ de A; pela sua

soma com um miltiplo da linha r, entao w; = lu; para i # k e wy =

lug + Au,;
Suponhamos que ¢ > 2 e que as linhas de A, sao combinagdes lineares

das linhas de A;. Vamos provar que Ag;; tem a mesma propriedade.
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Sejam entado u,,...,u, 08 vetores-linha de Ay e w,,...,w, 08 vetores-
linha de Ag4;; por hipdtese, cada u; é combinagao linear das linhas de A,
€ vamos mostrar que os w; também sao:

1) se para obter Ay4; somente trocamos entre si duas linhas de A,,
entdo A, e Ay, tém as mesmas linhas, apenas escritas em ordens diferentes
e assim cada w; € igual a algum u,; e portanto é combinagao linear das linhas
de A,;

2) se para obter Ag4; somente multiplicamos a linha k¥ de A, por um
escalar )\ # 0, entao w; = u; para i # k e wg = Aug. E claro que Auy
também é combinagao linear das linhas de A;.

3) se para obter Ag4; somente substituimos a linha k de A, pela sua
soma com um multiplo da linha r, entao w; = u; parai # k e wy = ug+Au,.
E claro que u; + Au, também é combinago linear das linhas de A, .

O resultado segue por indugao sobre ¢q. o

10.2 - COROLARIO. Se a matriz X é obtida da matriz A por
escalonamento, entdo as linhas de X sdo combinagdes lineares das linhas

de A.

Dem. E conseqiéncia imediata da proposigao anterior, pois, em cada
etapa do processo de escalonamento, s6 usamos uma das trés operagoes dadas

em 5.2. o

10.3 - PROPOSICAO. Suponha que as linhas de u'a matriz A
correspondam a coordenadas de vetores de um espago vetorial V de dimensao
finita em relagao a uma base B. Se X ¢é obtida de A por escalonamento,
entao os vetores-linha de A e os vetores-linha de X geram o mesmo subes-

pago vetorial de V.

Dem. Observe inicialmente que as operagoes usadas no escalonamento
(ver 5.2) sdo reversiveis, isto é:

a) podemos “destrocar” duas linhas;

b) se w = Au com A # 0 entdo u = (1/))w;

c) se w=1u— Av,entdo u = w+ Av.

Conclua que, se X é obtida de A por escalonamento, entio A pode

ser “recuperada” a partir de X usando somente as operagoes dadas em 5.2;
assim sendo, pela proposicdo anterior, os vetores-linha de A também sdo
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combinagoes lineares dos vetores-linha de X e o resultado segue da proposi-
cdo 3.12-5. o

10.4 - OBSERVACAO. E claro que, 80 considerar as linhas de u’a
matriz escalonada como geradoras de um subespago, podemos levar em conta
apenas as linhas nao nulas! (3.12-2).

10.5 - PROPOSICAO. Numa matriz escalonada, as linhas nao nulas

correspondem a vetores L.I.

Dem. Escrevamos o vetor nulo como combinagao linear com coeficientes
a; das linhas p3o pulas da matriz escalonada e consideremos o sistema ho-
mogéneo obtido escrevendo uma equagao para cada coordenada. Se a;, # 0
for o pivé da primeira linha, entao a equagao do sistema correspondente as
s-ésimas coordenadas serd a;,a; = 0, donde a; = 0. (Note que a;, = 0
para 2 < i < q.) Se a3, # 0 for o pivo da segunda linha (r > s), a equa-
¢ao correspondente as r-ésimas coordenadas serd a;.0; + az.a; = 0, donde
a3 = 0 e assim por diante, teremos todos os a; nulos e as linhas nao nulas

sao L. e

Processo prético para verificar se p vetores séo L.I. ou L.D.

Sejam V um espago vetorial de dimensao finita n. Dados p vetores
9,...,Up, de V seja S C V o subespago gerado por eles.

Determinamos as coordenadas dos v; em relagao a uma base B de V' e
formamos a matriz p x n, cujas linha sao as coordenadas de cada um dos p
vetores. Escalonando esta matriz, temos que as linhas pao nulas da matriz
escalonada sao L.I. e também formam um conjunto gerador para 5. Assim
sendo, elas formam uma base para esse subespago e o niimero de linhas nao
nulas (posto) é, portanto, igual 4 dimensao de S; se essa dimensao for igual
a p (n3o apareceram linhas nulas), os vetores dados sao L.I. (teorema 8.16);
se a dimensio for menor do que p (apareceu pelo menos uma linha nula) os

vetores dados sao L.D.

10.6 - EXEMPLOS. 1) No espaco Ps(R), verificar se os polinomios
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24+2+3224+22%,3+32+2234+52% e 1 + 2z — 2% + 32% si0o L.1. ou L.D.
e dar a dimensao do subespago gerado por eles.
Sol. Usando coordenadas em relagao a base {1,z,z3,z%} teremos:

21 3 2 1 2 -1 3
33 2 5|~|33 25|~
1 2 -1 3 21 3 2

1 2 -1 3 1 2 -1 3
~|0 -3 5 -4|~]|0 -3 5 -4];
0 -3 5 —4 0 0 0 O

entdo a dimensao é dois e os vetores 83o L.D.

2) Em M;«3(R), verificar se as matrizes

1 0 2 2 -1 3 -1 3 0
3 -1 1}’ 0 4 -2)|° 2 0 5
sao L.I. ou L.D.

Sol. Vamos usar a base de M3.3(R) formada pelas matrizes que tém
“1” em uma tinica posi¢do e “0” em todas as outras, observando que as
coordenadas de u’a matriz em relagido a essa base sio os proprios elementos
da matriz. Entao, construindo a matriz com as coordenadas das matrizes

dadas e escalonando, teremos

1 023 -1 1 1 0 2 3 -1 1
2 -1 30 4 -2(~|0 -1 -1 -6 6 —-4|~
-1 302 0 5 0o 3 2 5 -1 6
1 0 2 3 -1 1
~10 -1 -1 -6 6 -4
0 0 -1 -13 17 -6

e, como nao apareceram linhas nulas, as matrizes dadas sao L.I.

Processo pritico para encontrar uma base
contida num conjunto gerador

A proposigao 8.14 garante que se um subespago é gerado por um con-
Jjunto finito de vetores, entdo existe uma base para o subespago contida nesse
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copjunto. Num espago vetorial de dimensao finita, tomando coordenadas em
relacao a uma base e usando o escalonamento é possivel encontrar essa base

facilmente.
Para aprender o processo notemos inicialmente que o coroldrio 10.2 pode

ser “melhorado” da seguinte forma:

10.7 - PROPOSICAO. Seja A u’'a matriz p x n formada pelos
vetores-linha v;, 1 < i < p. Suponha que é possfvel escalonar a matriz A
sem efetuar nenhuma troca de linhas durante o escalonamento e seja A(q) a
matriz obtida quando acabamos de usar um pivo da linha ¢ para zerar os
elementos de sua coluna e abaixo dele. Ent3o, para cada uma das matrizes
A(q) valem as seguintes propriedades:

E;(q) - a primeira linha de A(q) ainda € igual a v,;

E3(q) - paracadai com 1 <i< ¢+1, alinha i de A(q), é da forma

v, + ( C.L. de Uy V3,...,0i1 )

(C.L. é uma abreviagao para “combinagao linear™);
E3(q) - paracada i com i > ¢+ 1, a linha i de A(g) é da forma

vi+ (C.L.de vy,v;,...,vq).

Dem. Inicialmente, vamos verificar que as propriedades E; sao verdadei-
ras para ¢ = 1, isto é, para a matriz A(1) obtida logo depois que acabamos
de usar o pivo da primeira linha. De fato, chamando de L; as linhas da
matriz A(1), temos:

1) L, =v, eE,; valepara ¢=1;

2) como nao existe linha i com 1 < i < 2, a propriedade E; nao exige
nada para ¢ = 1;

3) sei>2, L, =v; + Avy, onde A é o escalar mencionado no passo 4
do algoritmo de escalonamento (capitulo 5) e Ey vale para ¢ = 1.

Seja agora ¢ > 1 e suponhamos como hipétese de indugao que as pro-
priedades E, (q) sao verdadeiras para a matriz A(q).

Vamos provar que, quando terminarmos o préximo passo do escalona-
mento, usando o pivo da linha ¢ + 1, a matriz A(¢g + 1) obtida verificard as
propriedades E;(q + 1). De fato, chamando agora de L; as linhas da matriz
A(g+ 1), teremos:
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1) a linha 1 nao foi modificada e continua igual a v;; entdo E, vale

para ¢+ 1;

2) as linhas i com 1 < i < ¢ + 2 nédo foram modificadas e, portanto,
continuardo a ser da forma dada em E;(q) (note em E; (q), que a linha ¢+1
também ja era dessa forma); assim, E; vale para ¢+ 1.

3) A cada linha § com i > ¢+ 2, que por hipdtese de indugao era da

forma
v; + ( C.L. de vy, v3,...,v,),

somamos um miltiplo da linha ¢ + 1, obtendo uma nova linha L; dada por
L;=v;+(C.L. de vl,vg,...,v,)+)«(v,+, + (C.L. de v,,vg,...,v,)) =

=v; + ( C.L. de v1,vz,...,Vq,Vg41)

e entio E; vale para ¢+ 1.
O resultado segue por indugao sobre g. o

10.8 - COROLARIO. Se nio houver trocas de linha durante o esca-
lonamento e, ao terminarmos de usar o pivo da linha ¢, constatarmos que a
linha r se anulou (r > ¢), entao v, é combinagao linear de vy,v3,...,v,.

Dem. Teremos v, + (C.L.de v;,...,v,)=0. o

10.9 - OBSERVACAO. Logo que acabamos de usar o pivo da linha
¢—1, hd uma certa “homogeneidade” entre as linhas abaixo dela, no sentido

que todas elas sao da forma
v;+(CL.devy,v;,... 0y ).

Se a essa altura for necessdrio realizar a primeira troca de linhas, ela
serd efetuada entre a linha ¢ e uma linha r com r > ¢, sendo

Ly =vy + (C.L. de v;,v3,...,v4-1),

L; =v, +(CL. devy,v3...,04-1)

e sendo que nem v, e nem v, aparecem na expressio de nenhuma outra
linha da matriz (ainda nado foram “usados™).
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Assim sendo, esta troca nao trard nenhuma mudanga fundamental com
relagao & proposicao 10.7: basta que, a partir dessa troca, troquemos vy por
v, e vice-versa nas formulas daquela proposigao.

Uma eventual nova troca futura também ocorrera entre uma linha L,
e uma linha L, abaixo dela (sendo que v,, e v, ainda nio terao sido “usa-
dos”) e, a partir dai basta permutar entre si as ocorréncias de v,, e v,. (E
analogamente para todas as trocas de linha.)

Estes comentdrios essencialmente provam a seguinte

10.10 - PROPOSICAO. Suponha que, durante o processo de escalo-
namento de u’a matriz A, estabelegamos alguma forma de identificagao para
as linhas, de tal forma que, mesmo tendo havido trocas de linhas, saibamos
ao final qual é a linha da matriz A correspondente a cada linha da escalo-
nada. Entao se a linha correspondente ao vetor v, se anular é porque v, era
combinagao linear dos outros vetores-linha de A.

Dem. Andloga a do coroldrio 10.8, levando em conta a observagao

anterior. e

Queremos achar uma base para um subespago de um espago vetorial V
contida num conjunto gerador onde os vetores foram dados por suas coorde-

nadas em relagdo a uma base B.
Entao, formamos a matriz com as coordenadas dos vetores do conjunto

gerador e escalonamos; porém, estabelecemos algum tipo de identificagao
para as linhas de tal forma que, mesmo tendo havido troca de linhas, saiba-
mos ao final qual é a linha de A “correspondente” a cada linha da matriz
escalonada (veja o exemplo a seguir). Temos que as linhas de A correspon-
dentes as linhas nao nulas da matriz escalonada formam a base procurada.
(As linhas nulas correspondem a vetores que sio combinagbes lineares dos

demais).
10.11 - EXEMPLO. No R?®, encontre uma base do subespago gerado
pelos vetores
v =(1,1,0,2,-1), v;=(2,2,-1,0,1), vy =(5,8,9,16,13),
v, =(2,5,10,14,13) e wvs =(1,2,3,4,5),

que esteja contida em {v;,v3,vs,vq,v5}.
Sol. Construamos a matriz das coordenadas e escalonemos, colocando
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uma identificagio nas linhas:

mrl 1 0 2 -1 mrl 1 0 2 -1
]2 2 -1 0 1 @|0 0 -1 -4 3
|5 8 9 16 13|~»|(0 3 9 6 18| ~
412 5 10 14 13 @[]0 3 10 10 15
s)ll1 2 3 4 5 @)y L0 1 3 2 6
mrl 1 0 2 -17 mrl 1 0 2 -1
3 |0 1 3 2 6 @ |0 1 3 2 6
~@3 |0 3 9 6 18|~ |0 O 0 0 O]~
|0 3 10 10 15 @0 0 1 4 -3
@mloo -1 -4 3J] @»loo -1 -4 3]
(1) ['1 1 0 2 -17 mrl 1 0 2 -17
() 10 1 3 2 6 5) |0 1 3 2 6
~@ |0 0 -1 -4 3|~@» |0 0 -1 -4 3
4]0 0 1 4 -3 «wl0 0 0 0 O
@@L 0 o O OJ s Lo 0 o0 o0 0J

Entdo os vetores v;, vg e v; formam a base procurada do subespago
gerado por v;,v;,v3,04 € Ug. E claro que, como vimos anteriormente, 0s ve-
tores dados pelas trés primeiras linhas da matriz escalonada também formam
uma base desse subespaco; esta base porém, nao esta contida no sistema de
geradores dado. Exercicio: comprove que, de fato, o conjunto {vy,vs,va} é
L.1. e que vy e v, estao em [vy,vs,v;]. E claro que outras trocas de linhas
poderiam dar origem a outras bases.

Processo prético para completar um conjunto L.I. até uma base

Dados p vetores L.I. num espago vetorial V de dimensio finita n, com
p < n, representamos esses p vetores por suas coordenadas em relagao a
uma base B = {uj,u3,...,4,} para V, montamos a matriz p x n com essas
coordenadas e escalonamos, obtendo evidententemente as p linhas nio nulas
(L.1.). Como sao n colunas, teremos n ~ p colunas “sem pivd”. Para cada
coluna j dentre estas n — p que “nao tém pivo”, selecionamos o correspon-
dente vetor u; da base B (veja o exemplo a seguir). Vamos mostrar que os
n — p vetores u; assim obtidos completam o conjunto dos p vetores dados
inicialmente até uma base para V.
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Para fazer esta verificagao, note inicialmente que, a cada u; selecionado,
corresponde um vetor-linha que tem “1” na coluna j e “0” nas outras colunas.
Intercalando convenientemente estes n — p vetores-linha entre as p linhas da
matriz escalonada, é possivel construir u'a matriz quadrada n x n, ainda
escalonada (veja o exemplo a seguir) e, portanto, com n vetores-linha L.I.
que formam uma base para V, ou seja, 08 n—p u; completam o8 p vetores-
linha da matriz escalonada até uma base de V. Para ver que eles completam
também os p vetores dados inicialmente até uma base, basta considerar, no
exercicio a seguir, os v; como sendo os vetores dados, 08 v, como sendo o0s
vetores-linha da matriz escalonada e os wi como sendo os u; selecionados.

10.12 - EXERCICIO. Sendo V um espago vetorial, sejam v, ..., vy,

vy,...,v, e wy,...,wy vetores de V. Entao:

a) Se o conjunto {v},...,v,,wy,...,w;} é LI entdo [v},v3,...,0,] N
[wy,ws,...,wg] = {0}. (E o exercicio 6.13-6.)

b) Se {v;,va,...,vp} e {w;,wq,...,wy} 830 LI e [v),v3,...,0,] N
(wi,ws,...,wg] = {0}, entdo {vy,...,vp,w;,...,wg} é L.L

c) Se {vy,va,..., v}, {v{.v&,...,v,',} e {wj,wa,...,wy} sao LI e
(vi,v2....,0p] = [v],03,...,05], entdo

{vi,-vpwn,. . w} LI =>{v;,...,05,w,...,w} LL

10.13 - EXEMPLO. Em P,(R), verifique que os vetores 1+ 2z —
224+ 323 4224, 244z -2+ 928 +62* e 14+ 2z — 23+ 528 +4z* sio LI
e determine uma base de P,(R) que contenha esses trés vetores.

Sol. Vamos usar a base {1,z,z%,z% 2%} de P;(R). Construindo a
matriz com as coordenadas dos trés vetores dados e escalonando, teremos:

1 2 -1 3 2 12 -1 3 2
2 4 -1 9 6[~]0 0 1 3 2
1 2 -1 5 4 00 0 2 2

Como nao apareceram linhas nulas, os trés polinémios dados sao L.1. e,
como “nao temos pivd” na segunda e na quinta colunas, devemos juntar aos
trés polindmios dados os polinémios z e z* ( o segundo e o quinto da base
usada). formando assim a base procurada. Observe a nova matriz escalonada
obtida acrescentando convenientemente linhas correspondentes a z e a =% &
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matriz obtida no escalonamento:

1 2 -1 3 2

01 0 0 0f (o)
00 1 3 2

00 0 2 2

0 0 0 0 1J (=v.

Processo prético para definir um subespago por meio de equagoes

Seja V um espago vetorial de dimensdo finita n. Dado um conjunto
gerador finito {v;,v;,...,v,} para um subespago S de V, queremos deter-
minar um sistema linear homogéneo que tenha para subespago das solugoes
exatamente o subespago S. :

Fixamos uma base B = {u;,us,...,u,} para V e escrevemos os veto-
res v; do conjunto gerador dado em relagao a essa base. Pela defini¢do de
conjunto gerador, um vetor w = (z3,23,...,%,)8 de V estard em S se e 86
se existirem escalares a; tais que

a3y + a3+ -+ apU, = w, (%)

ou seja, se e sO se o sistema linear nas incégnitas a;, obtido escrevendo a rela-
¢ao (*) em coordenadas, for compativel. Este sistema deve ser considerado
como um sistema n3o homogéneo, sendo o seu segundo membro formado pelo
vetor coluna das coordenadas z; de w.

Usando escalonamento para discutir este sistema em relagao aos para-
metros z; (como esta comentado no capitulo 12), obteremos condigdes sobre
as coordenadas z; de w equivalentes & compatibilidade do sistema. Estas
condigées formarao o sistema linear homogéneo procurado, como no seguinte

10.14 — EXEMPLO. Determinar equagoes para o subespago S do
R* gerado pelos vetores (1,-3,2,1) e (2,-7,2,3).
Sol. Um vetor (z,y,2,w) estard em S se e 36 existirem escalares a e
B tais que
O’(l, _3)2' 1) + 6(21 _7v 21 3) = (I’ v, 2, w) )
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ou seja, se e 86 se o sistema linear

a+28=1z
=3a-T78=1y
2a+20 =z
a+3f=w.

for compatfvel.
Construindo a matriz completa e escalonando, teremos

1 21z 1 21 oz 1 2 z

-3 -7y 0 -1! 3z+y 0 -1} 3z+y
2 2iz|7 [0 —2i-2z4z| T [0 0!-8z-2y+:
1 3w 0 1!-z+w 0 0! 2z+y+w

Este sistema serd compativel se e 86 se tivermos

-8z -2y+:z =0
2z+ y +w=0

e estas 830 as equagoes do subespago S.

Outra solucdo: construimos a matriz cujas linhas sdo as n-uplas coorde-
nadas dos vetores v; do conjunto gerador dado e acrescentamos uma ultima
linha formada pelas coordenadas de um vetor genérico w = (z;,z3,...,Zy,)
de V'; se escalonarmos sem efetuar nenhuma troca envolvendo a iltima linha,
obteremos ao final uma linha cujos elementos dependem dos z;; o vetor w
estard no subespaco se e s6 se esta tltima linha for nula ao final do escalona-
mento. Assim sendo, impondo que essa linha seja nula, obteremos relagées
entre os Z; que sao as equagdes do subespago, como no exemplo a seguir:

10.15 - EXEMPLO. Determinar equagoes para o subespago de Ps(R)
gerado pelos polinomios 1+ 2z + z? + z° e 2+ 5z — 4z% — 22%.

Sol. Tomando coordenadas em relagio a base {1,z,z%,z%} teremos,

chamando a;, i =0,...,3 as coordenadas de um polinomio genérico:
1 2 1 1 1 2 1 1
2 5 -4 -2|~1]0 1 -6 -4 ~

Gy @ a; G 0 a1—2ap az—ap ay—ao
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1 2 1 1
~ 10 1 -6 -4 )
0 0 —13ayp+6a;+a; —9ap+ 4a; + ay
assim sendo, o subespaco em questdo serd formado pelos polindmios ap +
6,7 + a3z% + ayz’ cujos coeficientes sejam solugdes do sistema

13a9 — 6a; — a3 =0
900—461 —a,=0.

Refaga este exemplo usando o método dado no exemplo anterior e confira
o resultado; refaga também aquele exemplo usando este método.

Processo pratico para determinar a intersecgao de dois subespacgos

Seja V um espago vetorial de dimensao finita n. Dados conjuntos ge-
radores finitos {v;,v3,...,vp} e {w;,w;,...,wy} para os subespagos S e
S; de V, queremos encontrar um conjunto gerador para S; N S,;. Ora,
um vetor u de V estd em S; se e 80 se existirem escalares a; tais que
u = aju; + -+ apv, e estd em S; se e sO existirem escalares z; tais que
= rwi+---+z,w,. Assim sendo, os vetores de S} NSz sao caracterizados
pela existéncia de escalares a; e z; tais que

ayvy + -t apvy = 2wy + -0+ Zow,.

Fixando uma base para V e escrevendo esta dltima igualdade em coor-
denadas, obteremos um sistema linear ndo homogéneo nas incégnitas a; e
cyjo segundo membro depende dos escalares z;. Usando escalonamento para
discutir este sistema em relacdo aos parametros z; (como esta comentado no
capitulo 12), obteremos relagoes entre os z; que caracterizam os vetores de
S2 que estao na intersecgdo e a partir dessas relagoes, podemos obter um
conjunto gerador para S; NSy, como no exemplo a seguir. Evidentemente,
podemos também considerar os z; como incégnitas e obter relagoes entre os
a;, obtendo a intersecgao “dentro” de S;.

10.16 - EXEMPLO. No R® considere os subespagos:

S =1((1,0,1,2,2),(1,0,0,0,1),(2,2,1,0,1)]
e S;=1(@1,1,0,0,0),(0,1,1,0,0),(0,0,1,1,0),(0,0,0,1,1)];
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encontre uma base para S; N S;.

Sol. Como vimos, a intersec¢ao serd caracterizada por

«(1,0,1,2,2) + 4(1,0,0,0,1) + 7(2,2,1,0,1) =
=(1,1,0,0,0) + y(0,1,1,0,0) + 2(0,0,1,1,0) + v(0,0,0,1,1);

escrevendo esta relagao em coordenadas teremos:

a+f+2y= =z

2’7=I+y
a + y=y+z;
2a =z+4+w

2a+8+ 7= w

construindo a matriz completa e escalonando vem:

11 2! 2 1 2 z
00 2iz+y 0 0 2! =z+4y
1 0 1iy+z[~[0 -1 1] —z4+y+z |~
2 0 0 z4w 0 -2 -4} -2z4+:z+w
211 w 0 -1 -3: -2z+w
1 1 2! z 1 1 2! z
0 -1 -1, —z+y+z 0 -1 -1, —z+y+:z
~10 0 2 z+4y ~l0 0 2 z+y ~
0 -2 -4)|-2r7+z4+w 0 0 -2, -2y-2+4+w
0 -1 —3i —2z+w o0 0 —25-—:-y—z+w
1 1 2! z
0 -1 ——IE -z+y+z
~1]10 0 2: z+y
0 0 Oiz—-y-z+uw
0 0 OE -z+uw

Portanto, o sistema sera compativel se e s se
z-y-z+tw=0
-z4+w=0,
ou seja, se e 0 se 2 = w e r = y. Entao, a intersec¢io serd formada pelos
vetores de S; que sao da forma

y(1,1,0,0,0) + ¥(0,1,1,0,0) + w(0,0,1,1,0) + v(0,0,0,1,1) =
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= y(1,2,1,0,0) + w(0,0,1,2,1). Assim sendo, estes dois vetores geram
S1 N S; e, como s3o L.I., formam a base procurada.

Apenas como ilustragio, o leitor pode observar que, resolvendo o iltimo
sistema escalonado levando em conta as condigdes de compatibilidade (z = w
ez =1y), obteremos y =y, 8 =—-y—2 e a =z e assim a intersecgao é
formada pelos vetores de S; que sao da forma

2(1,0,1,2,2) + (-y - 2)(1,0,0,0,1) + y(2,2,1,0,1) =

=(1,2,1,0,0) + 2(0,0,1,2,1) !

Outra solugdo: podemos também obter sistemas lineares homogéneos
que sejam equagoOes para cada um dos dois subespagos e juntar as equagoes
dos dois sistemas, obtendo um novo sistema que caracteriza os vetores da
intersecgdo. Um conjunto gerador para o subespago das solugdes deste iiltimo
sistema gerard também a intersec¢dao. Refaga o exemplo anterior usando este

método e confira o resultado.

10.17 - EXERCICIOS. 1) No R?, determine uma base do B su-
bespaco gerado pelo conjunto A, tal que B esteja contida em A, sendo

A= {(2|—'1’3$1’0)v (1,3,—1,0,2), (5’1a572v2)v
(1,-1,0,4,3), (3,1,-1,8,8) }.

que esteja contida em A.
2) Encontre uma base do R® que contenha os vetores os vetores
3,1,2,0,-1), (1,2,~-1,3,0) e (2,-1,3,2,1).

3) No R*, considere os subespagos

S5 ={(I,y.2,w)€R4|x+z=09y+w=0}
e S2=1(3,4,-1,0), (1,-1,-5,-17), (2,3,0,1)]..

Encontre bases para S;, Sz, S1NS; e S; + 53 (veja o exercicio 4.8-5 ). Deé
as dimensoes desses subespacos.

4) No exemplo 10.16, determine as dimensdes de S;, S;, S; + Sz €
S$NS;.

5) Em P;s(R), encontre equagdes que definam o subespago gerado pelos
polinémios z° — 1 e 3z° — 2z% — z.



